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Notions
de base

Charges électriques

Champ électrique

1.3 Energie et potentiel électrostatiques

=
<
=
o

1.4 Conducteurs en équilibre et condensateurs
1.5 Champ d'induction et flux magnétique

1.6 Loi d'induction et self inductance

» Revoir les notions de base de I'électromagnétisme

OBJECTIF

11 CHARGES ELECTRIQUES

a) Notion de charge électrique

Comme la masse, la charge électrique est une grandeur caractéris-
tique de la matiere. A I’échelle macroscopique, les corps ne portent
habituellement aucune charge totale ; nous disons qu’ils sont rneutres.
En frottant certains corps, ils deviennent chargés. L’expérience mon-
tre I’existence de deux types de charge : 1a charge posifive et la charge
négative. Des corps portant des charges de méme signe se repoussent
et des corps portant des charges de signes opposés s’attirent.

A T’échelle microscopique, les atomes sont formés par des protons
positifs, des neutrons neutres et des €lectrons négatifs. L’électrification
par frottement s’explique par le transfert d’électrons d’un corps a un
autre. Les interactions des particules chargées sont responsables de la
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liaison des électrons aux atomes et des atomes aux atomes pour former
les molécules. Elles sont aussi fondamentalement a ’origine des pro-
priétés de la matiere macroscopique telles que la cohésion des solides et
des liquides, les frottements, 1’€lasticité, la viscosité etc.

b) Force de Coulomb

En 1785, Coulomb a réussi a mesurer la force d’interaction de deux petites
boules de charges ¢; et g en utilisant une balance de torsion (Fig. 1.1a).

Il a établi que cette force est dans la direction de la ligne qui les joint,
proportionnelle a q; et q et inversement proportionnelle au carré de
la distance ryy qui les sépare. Si la charge g; esten r; et la charge ¢»
est en rp (Fig. 1.1b), la force d’action de g; sur g, s’écrit sous la
forme vectorielle

€12 q192 12
Fio=Koqigo— = =
ro 4meo ry,

, TIp=rI;—rI] (1.1)

ol e est le vecteur unitaire dans la direction r>. K, est une constante
positive. Son remplacement par 1/47e, est pour une raison de commo-
dité (systeme rationalisé ou de Heaviside). Inversement la charge g, agit
sur g avec une force

qig2 121 192 T2

Foiy)=—— =
3
dme, 1y, dmeo 1y,

ou Iy =r1 —Ir; = —rjo. (12)

1-2

(b)

Figure 1-1 Force de Coulomb : a) Dans l'expérience de Coulomb, une charge g, est portée par
une boule P fixe et une charge g, est portée par une boule M fixée a 'extrémité d'une tige suspen-
due a un fil de torsion. L'interaction de ces charges est déterminée en mesurant I'angle de torsion
dufil. b) Forces d'interaction de deux charges g, et g, (de méme signe dans le cas de la figure).
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La loi de Coulomb ressemble a la loi d’attraction universelle de
Newton F|_, = —Gmmyry,/ r132. Précisons que ces lois sont valables

pour des corps ponctuels ; c’est-a-dire de dimensions négligeables com-
parées a la distance qui les sépare.

¢) Quantification de la charge électrique

Les expériences (de Millikan, par exemple) montrent qu’a I’échelle
microscopique, la charge électrique des particules ne prend pas des
valeurs continues mais seulement des multiples entiers (0,%e,+2¢e,+3e
etc.) d’une charge élémentaire

e=1,60217733 x 1071 C (1.3)

Nous disons que la charge électrique est quantifiée.

@ Certaines particules élémentaires (comme le proton) ont une charge +e, d'autres
(comme ['électron) ont une charge —e tandis que d'autres (comme le neutron)
sont neutres. A 'échelle macroscopique, la charge élémentaire est extrémement
petite et,a une trés bonne approximation, les charges étendues peuvent étre consi-
dérées comme une distribution continue de charge.

D’autre part, quand nous parlons de charges ponctuelles, il s’agit soit
d’une particule élémentaire, soit d’un objet macroscopique de taille
beaucoup plus petite que les distances du systeme. Dans les solides, les
phénomenes électriques sont essentiellement produits par le déplace-
ment des électrons de charge —e et de masse

m, =9,109 3826 x 107! kg. (1.4)

Un corps solide devient chargé en gagnant ou en perdant des
électrons. Les atomes deviennent alors des ions immobiles. Dans les
liquides, les molécules se divisent en deux ions de charges opposées
et qui sont plus ou moins mobiles.

d) Conservation de la charge électrique

L’expérience montre que 1’€lectron et le proton sont stables. Il n’est pas
possible de les détruire et leur charge ne varie pas au cours du temps. La
charge électrique des particules ne dépend pas de leur vitesse, méme si
elle est proche de la vitesse de la lumiere c, ou des conditions physiques
telles que la température, la pression etc.
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@ L'expérience montre aussi que, dans toute transformation physique, chimique ou

biologique, la charge totale d'un systéme est conservée, s'il n'y a aucun transfert de

charge a travers sa surface extérieure. Des interactions peuvent avoir lieu dans le

systéme, entrainant I'échange interne de particules chargées sans que la charge
totale du systéme change.

e) Isolants et conducteurs

* Dans les corps solides, seuls les électrons peuvent se déplacer sous I’effet
des forces €lectriques externes. Les matériaux peuvent étre classés en
isolants et conducteurs.

* Dans les isolants les électrons sont fortement li€s aux atomes et les
électrons ne peuvent se déplacer qu’a I’intérieur de I’atome et la molé-
cule, produisant le phénomene de polarisation, qui est a I’origine des
propriétés diélectriques des corps.

e Dans les conducteurs, les électrons de la couche externe de 1’atome
sont faiblement liés a I’atome. Ils peuvent se déplacer a travers le
milieu. Un corps conducteur ne peut pas étre électrifié par frottement ;
car les électrons se repoussent et se répartissent sur la surface exté-
rieure du corps.

* En réalité, la distinction entre conducteurs et isolants n’est pas nette ;
certains matériaux sont meilleurs conducteurs que d’autres et des
milieux (appelés semi-conducteurs) ont des propriétés intermédiaires
entre celles des isolants et des conducteurs. Le nombre d’électrons lib-
res (ou de conduction) est de I’ordre d’un électron par atome et leur
vitesse de déplacement est de 'ordre d’une fraction de mm par
seconde.

Charge d’essai

N e

Volume chargé .

source

(b

Figure 1-2 a) Champ électrique d'une distribution discréte de charges
et b) champ d'une distribution volumique continue de charges.
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1.2 CHAMP ELECTRIQUE

a) Principe de superposition

Nous admettons le principe de superposition des forces électriques,
selon lequel I’action de plusieurs charges q;, placées aux points x;, sur
une charge q, placée enr, est la somme vectorielle des forces qu’exer-
cerait sur q chacune de ces charges, si elle agissait seule (Fig.1.2a) :

qgi Tr—T;

F=g5, (15)

dme |r — ;|2

Dans la suite, la charge g qui subit les forces est désignée comme une
charge d’essai tandis que les charges g; qui produisent la force sont dési-
gnées comme des charges sources.

Si les charges sources sont distribuées dans un volume V (Fig.1.2b),
chaque élément infinitésimal d)’, au voisinage du point r’, contient une
charge d¢’ = ¢,(r')dV’ assimilable a une charge ponctuelle. g, (r’) est
la densité volumique au voisinage de r’. La sommation discréte dans
I’expression (1.5) doit alors étre remplacée par une intégrale :

% q ’ / r—r
szf/sz—/f/quv<r)—3 (1.6)
v 4dmeg v Ir —r'|

Des considérations analogues peuvent étre faites dans le cas d’une
distribution de charge sur une surface ou sur une courbe.

b) Champ électrique d’une distribution de charges

La force électrique qui agit sur une particule d’essai est proportionnel-
le a sa charge ¢. La force qui agit sur I'unité de charge d’essai est appe-
1ée champ électrique. La force qui agit sur la charge d’essai g est donc

F =¢E (1.7)

Le champ d’une distribution de charges sources est

E0=Y, ;- 5 k0=, — [[[ v ,|3(18)

En particulier, une charge g’ placée en un point r’ produit en tout
point r un champ électrique qui est orienté dans la direction radiale
r — r’ et qui a le méme module sur les sphéres centrées a la position de
q’. 1l est sortant si g’ est positive et entrant si ¢” est négative.
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(a) (b)

Figure 1-3 Lignes de champ a) d’une charge positive et b) d'un dipole.

Ce champ vectoriel est représenté parfois par des lignes de champ
tangentes au champ en chaque point de I’espace (voir la figure 1.3). On
indique sur ces lignes le sens du champ. Elles sont serrées aux endroits
ou le champ est intense et paralleles si le champ est uniforme. Elles diver-
gent a partir des charges positives ponctuelles et convergent vers les char-
ges négatives ponctuelles. En chaque point passe une seule ligne de
champ sauf si une charge ponctuelle est en ce point ou si une ligne char-
gée y passe. Les lignes du champ commencent ou aboutissent toujours a
des charges ou a I’infini.

La notion de champ n'est pas un artifice. Le champ est une entité physique indé-
pendamment de la présence de la charge d'essai, exactement comme le champ
gravitationnel de la Terre. Le champ électrique se propage d'un endroit a un autre,
transportant de I'énergie, de I'impulsion etc. Pour établir un champ électrique dans
une région de l'espace, il faut une certaine énergie.

1.3 ENERGIE ET POTENTIEL ELECTROSTATIQUES

a) Potentiel

A la notion de force, on associe les concepts de travail et d’énergie.
L’une des lois absolues de la nature est la conservation de I’énergie totale
d’un systeme isolé. L’énergie peut prendre plusieurs formes. En méca-
nique, nous connaissons 1’énergie cinétique E. associée a la vitesse de
translation et de rotation des corps massifs et 1'énergie potentielle U,
associée a la position relative des corps en interaction, 1’un par rapport
aux autres. Dans le cas de forces de frottement, 1’énergie des corps
macroscopiques se transforme en chaleur (associée a 1’agitation ther-
mique des particules qui constituent le corps).



1.3 « Energie et potentiel électrostatiques 7

En électromagnétisme, nous avons aussi une énergie cinétique si les
corps chargés se déplacent, une énergie potentielle associée a la position
de chaque charge dans le champ électrique des autres. Dans le cas du
mouvement des électrons de conduction dans un conducteur, la vitesse
est tres faible et I’énergie cinétique est négligeable. Le travail des forces
électriques (c’est-a-dire la variation de 1’énergie potentielle électrique)
est dissipé comme chaleur par effet Joule ou d’autres formes d’énergie.

Pour déplacer une charge g dans un champ E sans 1’accélérer, il faut
exercer une force F' opposée a la force électrique. Le travail qu’on doit
fournir pour déplacer la particule de dr se transforme en énergie poten-
tielle électrique proportionnelle a g. L’énergie potentielle par unité de
charge d’essai est appelée potentiel et désignée par V :

dV =dW'/q = (F'/q).dv = —E.dr = —(E,dx + E,dy + E.dz)
(1.9)

Considérant des déplacements dans les directions dx, dy et dz, cette
relation est équivalente 2 trois équations(!

E,=—-0V/ox, E,=-0V/dy, E,=-0V/ox (1.10)
On écrit symboliquement
E=-VV (1.11)

On peut facilement vérifier que le potentiel d’une distribution de charges
est

qi 1 1 , , 1
V() =% — ou Vr)=— dVq,(r)——
dre, r — 1| 4re, v Ir — 1|
(1.12)

Notons que le champ E n'est pas modifié si on ajoute a V une constante. Seule la
différence de potentiel (d.d.p.)? a un sens. D’habitude on choisit cette constante
telle que V = 0 al'infini (Ce n'est pas possible si des charges existent a I'infini). Dans
le cas des instruments, on prend le potentiel nul sur I'enceinte métallique souvent
reliée a la Terre (qui est un corps conducteur dont le potentiel est pris comme réfé-
rence, c'est-a-dire nul).

(1) 0V /9x, par exemple, désigne la dérivée partielle par rapport a x, c’est-a-dire la dérivée par
rapport A x en maintenant toutes les autres variables constantes. Un symbole pointé, tel que O,
est une abréviation de la dérivée partielle par rapport au temps 9 Q /9t.

(2) Nous utilisons dans ce texte les sigles d.d.p. pour différence de potentiel, f.€.m. pour force
électromotrice et f.c.é.m. pour force contre électromotrice.
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Inversement, intégrant I’équation (1.9) entre deux points A et B, nous
trouvons

B
Va—Vp = —/ dr.E (1.13)
A

En particulier, si le champ est nul sur le chemin AB (ou s’il est perpen-
diculaire a ce chemin) cette relation montre que V4 = V3.

Par exemple, si E est uniforme dans la direction Ox, nous avons
dr.E = E dx etlad.d.p. s’écrit

B
VA—VB=—/ de:E(xA—xB) (114)
A

b) Travail de la force électrique

Si une particule de charge g est placée dans un champ E, ce champ agit
sur elle avec une force gE et lui fournit un travail

dW = —dW' = —qdV (1.15)

En ce déplacant de A a B, le champ lui fournit un travail

Wap =¢qVap| ou Vap=Vs—Vp (1.16)

Ce travail ne dépend pas du chemin suivi, exactement comme dans le cas
du mouvement d’une masse dans un champ gravitationnel. En particu-
lier, sur un contour fermé, ce travail est nul (voir la figure 1.4).

Figure 1-4 Champ d'une charge g’ et la force qu'elle exerce sur g. Le travail de cette force si la
charge g se déplace de A & B sur le chemin C ou sur le chemin C’ est Wz = qVjs.
Le travail sur le contour fermé (C + C’) est donc nul.
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Une chute de potentiel entre A et B (c’est-a-dire V4 > Vp) cor-
respond a un travail Wy g positif. Ce travail est évidemment fourni par
le systeme qui produit le champ E (c’est-a-dire le générateur qui pro-
duit la d.d.p.). Si la charge est libre, cette énergie est transformée en
énergie cinétique. Par contre si cette charge se déplace avec une vites-
se constante ou négligeable (dans un conducteur, par exemple), cette
énergie est transformée en chaleur (par effet Joule), en énergie méca-
nique (dans un moteur), en énergie chimique (pour charger une batte-
rie, par exemple) etc.

) Unités et ordres de grandeur

La charge électrique est une grandeur qui ne peut pas étre exprimée en
unités mécaniques fondamentales (longueur, masse et temps). Son choix
est donc arbitraire et la valeur de K, dépend de ce choix. Pour des rai-
sons de commodité et de précision des mesures, la grandeur électrique
fondamentale dans le systeme International d’unités (S7) est I’intensité
de courant électrique 7 et son unité est 'ampere (A). L'intensité d’un
courant stationnaire est la quantité de charge qu’il transporte par unité de
temps :

=0t (1.17)

L’ampere est défini d’une fagon précise en utilisant 1’interaction des
courants électriques. L'unité de charge, appelée coulomb (C), est
alors définie comme la quantité de charge transportée par un courant
stationnaire d’intensité 1 A. Dans ce systeme d’unités, la valeur
numérique de la constante dans la loi de Coulomb (1.1) est

Ko = 1/4me, = 8,987 551 79 x 10° N.m?%/C?
£o = 8,854 187 82 x 10~'2 C/N.m? (1.18)

La constante €, est appelée permittivité du vide. La force est alors
exprimée en newtons (N). Si les charges étaient dans un milieu isolant
(un diélectrique) linéaire et isotrope, la constante €, doit étre remplacée
par la permittivité du diélectrique € toujours supérieure a €,. L air, par
exemple, a une permittivité e, = 1,00058 €, tandis que ’eau a une
permittivité €.,y = 80,4 €, a 20°C.

Dans le Systeme International d’unités (S7), les unités mécaniques
fondamentales sont le métre (m) pour la longueur, le kilogramme (kg)
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pour la masse et la seconde (s) pour le temps. L'unité d’énergie est le
Jjoule (J) et celle du potentiel est le volt (V = J/C). L’unité de champ élec-
trique est le V/m ou N/C.

p Pour avoir une idée de 1’ordre des grandeurs, notons d’abord que
la force électrique est énorme, comparée a la force gravitationnelle.
Deux petites boules de masse 1 kg portant chacune une charge de 1 C
et séparées par une distance de 1 m se repoussent avec une force élec-
trique de 9 x 10° N (poids d’un million de tonnes !) et s attirent avec
une force gravitationnelle de 6,67 x 10~ N. En fait, le coulomb est
une charge énorme a 1’échelle humaine : les étincelles transportent

beaucoup moins qu’un micro coulomb (1C = 1076 C) et les frotte-
ments produisent une charge de I’ordre de 10 nano coulombs par cm?
(1 nC = 10~ C). Le champ électrique peut atteindre 10’ N/C dans
les membranes des cellules de notre corps, 10" N/C dans les atomes
et 10%° N/C sur la surface des noyaux atomiques.

Nous vivons dans un environnement de champ électrique : quelques
N/C dans les domiciles, un champ atmosphérique vertical et dirigé
vers le sol d’environ 150 N/C en beau temps et jusqu’a 10* N/C en
temps orageux.

d) Energie électrostatique d’un systéme de charges

L’énergie électrostatique d’un ensemble de charges est 1’énergie néces-
saire pour les assembler en les amenant de tres loin. Considérons, par
exemple, le cas de trois charges. Supposons qu’on amene d’abord ¢, de
I’infini a la position rj. Aucun travail n’est nécessaire pour cela. Elle
crée en tout point r un potentiel V; (r). Pour amener la charge ¢, de I'in-
fini a la position ry, il faut effectuer le travail Uy = ¢, Vi(ry). Le
potentiel de ces deux charges est maintenant V(r) 4+ V2(r) en tout
point r. Pour amener ensuite g3 de I’infini a la position r3, il faut une
énergie g3[Vi(r3) + Va(r3)]. Le travail total nécessaire pour assembler
les trois charges est

Ug = @ Vi(r2) + g3[Vi(r3) + Va(r3)]

_ 1 |: 9192 9193 9293 :|
dme, [ Iry — 12| [rp—r3] |2 —r3]
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Chaque paire de charges contribue donc un terme a I’énergie totale.
Généralisant au cas d’un nombre arbitraire N de charges, nous pouvons écrire

1 qi9;
Ug = 4— paires4
11 qi4j _ 12 'V/(I") .
2 47e, # |r, - rj‘ 2 i '

Dans la premiere forme, la sommation est sur toutes les %N (N —-1)
paires de particules distinctes, dans la deuxieéme forme, la sommation
est sur toutes les particules i et j différentes, le facteur 1/2 compensant
le fait que chaque paire est comptée deux fois. Dans la troisicme
forme, nous avons utilisé I’expression (1.12) pour le potentiel produit
en r; par toutes les charges sauf (j). Dans le cas d’une distribution
continue de charge, la sommation doit &tre remplacée par des intégra-
les en considérant des éléments de volume, de surface ou de lignes
chargées. En particulier, dans le cas de conducteurs, on montre qu’on
peut remplacer V'(r;) par le potentiel total V(r;), chaque conducteur
étant équipotentiel. Faisant la sommation pour chaque conducteur (j)
puis pour les conducteurs, on peut écrire

1
Us = 5%,0;V] (1.20)

ou Q; est la charge totale du conducteur (j) et V; est son potentiel.

1.4 CONDUCTEURS EN EQUILIBRE ET CONDENSATEURS

Dans un conducteur en équilibre, des charges en exces ne peuvent se
répartir que sur la surface extérieure. En effet des électrons, en exces
dans le volume du conducteur ou sur la surface d’une cavité, se repous-
sent et finissent par s’établir sur la surface extérieure. De méme, un
exces de charges positives attire les électrons de la surface extérieure ; ce
qui rend celle-ci chargée positivement. Le champ électrique dans le
conducteur doit étre nul ; sinon ce champ déplacerait les électrons de
conduction et le conducteur ne serait pas en équilibre. Le champ étant
nul, la relation (1.13) montre que le conducteur est équipotentiel. Juste a
I’extérieur de la surface extérieure, le champ doit étre normal a la sur-
face ; car une éventuelle composante tangentielle déplacerait les charges.

Un condensateur est formé de deux conducteurs voisins. On montre
que ces conducteurs portent des charges opposées +(Q et —Q propor-
tionnelles a leur d.d.p. V

0=CV (1.21)
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C’est I’équation caractéristique du condensateur. C est une constan-
te positive appelée capacité, qui dépend de la géométrie des conduc-
teurs et de la permittivité €lectrique du milieu qui les sépare. Dans le
systeme SI d’unités, C est exprimée en farad (F).

p Le farad étant énorme, on utilise souvent le microfarad (1 pF
= 10° F) et le picofarad (1 pF = 1072 F). Par exemple, dans le cas
d’un condensateur plan d’épaisseur d, dont les armatures ont une sur-
face S (Fig. 1.5), la capacité est C = €S/d.

v=v, A +0

Figure 1-5 Condensateur plan.

Un condensateur chargé emmagasine une énergie électrique. Si la
d.d.p. des armatures est V = V| — V,, d’apres 1’équation (1.20), I’éner-
gie emmagasinée est donnée par I’une des expressions

1 1 1
Us=-0QV =-0%/C=-CV? 1.22
E 2Q 2Q/ 5 (1.22)

1.5 CHAMP D’INDUCTION ET FLUX MAGNETIQUE

Un aimant permanent, un courant €électrique ou une charge en mouve-
ment produisent un champ d’induction magnétique B, défini par la
force qu’il exerce sur une particule chargée en mouvement de vitesse v,

Fon=qvxB (1.23)

Cette force est donc proportionnelle a v et a B et elle est perpendiculaire
alafois a B et a v. Si la particule se déplace de dr = v dt, le travail du
champ magnétique est

dWy = Fp.dr = q(vx B).vdi =0 (1.24)
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Ce travail étant nul, I’énergie cinétique de la particule est constante. Sa
vitesse reste constante en module mais sa direction change. Dans le cas
d’un champ B constant, une particule chargée décrit une hélice dont
I’axe est parallele a B (ou un cercle) de rayon mv/q B.

Le flux du champ magnétique B a travers une surface S est défini par

s = // dSnB (1.25)
s

ou n est le vecteur unitaire normal a 1’élément de surface dS. Le champ
magnétique a la propriété importante d’avoir un flux conservatif. Cela
veut dire que le flux de B sur une surface fermée est nul et le flux est le
méme sur deux surfaces limitées par un méme contour.

@ Dans le systeme international d'unités, le flux du champ B est exprimé en weber
(Whb) et le champ B en tesla (T) équivalent 8 Wb/m2 ouN.C™'.s.m~".

Un circuit C, transportant un courant d’intensité /, produit un champ

dr’ -
mn—ﬁJ/—Lig?Q
c Ir—r|

= (1.26)

W est la perméabilité magnétique du milieu. La perméabilité du vide est

to =47 x 1077 Tm/A  (valeur exacte) (1.27)

Un champ magnétique uniforme peut étre produit a 'intérieur d’un
long solénoide et il est donné par

B=uNI, (1.28)

ou N est le nombre de spires par unité de longueur. B est dans la direc-
tion de I’axe du solénoide.

1.6 LOID’INDUCTION ET INDUCTANCE

L’expérience montre qu’une f.€.m. est induite dans un circuit, si le flux du
champ magnétique a I’intérieur de ce circuit varie. Cette variation peut étre
due a un déplacement du circuit ou des systemes qui produisent le champ,
une déformation du circuit ou la variation du champ dans le temps.

La f.é.m. induite est donnée par la loi de Faraday

ddg
dt

(1.29)
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Pour appliquer cette loi, on choisit une orientation du circuit ; la
direction de la normale n a la surface S limitée par le circuit est alors
donnée par la regle de la main droite (n est dans la direction du pouce si
les doigts sont dans le sens choisi du circuit). Si £ est positive, le courant
induit est effectivement dans le sens choisi. On peut utiliser aussi la loi
de Lenz, selon laquelle la f.é.m. et le courant induits sont dans un sens
tel qu’ils s’opposent a la cause qui les produit.

Dans le cas de phénomenes variables, le champ E ne dérive pas
d’un potentiel ; la circulation de E sur le circuit fermé n’est pas nulle,
mais justement égale a la f.é.m. induite &.

(a) (b)

Figure 1-6 a) Self-inductance dans une bobine : le sens de B est donné par la régle de la main
droite.Si/augmente, B et & augmentent, un courant est induit dans le sens NM pour qu'il pro-
duise un champ B, 4 et un flux &, , qui tendent a diminuer ®. b) Influence mutuelle de deux cir-
cuits. Le champ magnétique du circuit C; produit un flux dans le circuit C, et réciproquement.

Considérons un circuit (une bobine par exemple) transportant un
courant /. Le champ magnétique B, qu’il produit, est proportionnel a [ et
il en est de méme pour le flux magnétique @ a travers le circuit lui-
méme. Nous écrivons

d=LI (1.30)

L est une constante positive, appelée self-inductance, qui dépend de la
géométrie du circuit et de la perméabilité du milieu. L'unité de self-
inductance est appelée henry (1 H=1 Wb/A). Si I'intensité varie, le flux
varie et une f.é.m. est induite, produisant un courant induit et un champ
magnétique induit Bi,q qui s’oppose a la variation du flux ®. Cela pro-
duit une d.d.p.

VMN:dI/d[ (1.31)
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C’est I'équation caractéristique de la self-inductance. Pour vérifier le
signe du second membre, considérons la bobine de la Fig. 1.6 et suppo-
sons que le courant est dans le sens MN. La régle de la main droite donne
la direction du champ B dans le sens NM. La f.é.m. induite s’oppose a la
cause qui la produit.

\ Par exemple, si | augmente, la f.6.m. induite tend a réduire cette augmentation en

» produisant un courant induit opposé, donc dans le sens NM. Ce qui est équivalent a

un générateur dont la borne positive est en M, donc une d.d.p. induite V), — Vy
positive ; cela est en accord avec I'équation (1.31).

Une self-inductance L, transportant un courant d’intensité /, posseéde
une énergie magnétique. Pour calculer cette énergie, supposons que
I’intensité est augmentée graduellementde O a /. A un instant donné I'in-
tensité est i (). Le potentiel aux bornes de la self est Vyyy = L(di/dt).
Pendant dt, la charge transportée est dg = i dt et I’énergie fournie est

.
dUgn = Vyundg = Ld—;i dt = Lidi

Pour augmenter i de 0 a 1, I’énergie fournie est

final I 1
U :/ dU :L/ dii dot |Uyy = Ele
i 0

nitial

(1.32)

C’est I’énergie magnétique emmagasinée dans la self-inductance.

Deux circuits électriques C; et C, sont en influence mutuelle si le
champ magnétique de I'un produit un flux magnétique dans ’autre
(figure 1.6b). Si C| est le siege d’un courant 7y, il produit un champ B
et celui-ci a a travers C; un flux magnétique proportionnel & i; et réci-
proquement. Nous écrivons

Py =Mpi et Do = Mo i (1.33)

M;; est le coefficient d’influence magnétique de C; sur C;. On choisit
des sens pour les circuits ; les intensités et les flux sont alors positifs ou
négatif et il en est de mémes pour les M;;. On montre que M;; = M;;. Si
les courants varient il y aura des f.é.m. induites d’influence dans les cir-
cuits :

d s diy ,

AL VLI
o dr

a - a8 T T4

£ =
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Ces f.é.m. se superposent aux f.é.m. & = —L(di;/dt) et
& = —Ly(diy/dt) auto-induites dans les deux circuits. L’énergie
magnétique des deux circuits est alors

U(M)=§Llll +§L2 12+Mlllz (1.35)

‘ POINTS-CLES

» La charge élémentaire étant extrémement petite, la quantification de la
charge n’a souvent aucun effet sur les phénomeénes macroscopiques. La
loi de conservation de la charge veut dire qu’elle ne peut étre ni détruite
ni créée. Dans tout processus physique, la charge totale d’un systeme
isolé est conservée.

» 1l faut retenir la définition du potentiel comme 1’énergie potentielle
d’une charge ¢ = 1 C dans le champ électrique, c’est-a-dire le travail
nécessaire pour amener la charge de I’infini a sa position actuelle. La dif-
férence de potentiel V4 — Vp est le travail du champ pour déplacer une
charge ¢ = 1 de A a B. C’est aussi le travail qu’un agent extérieur doit
fournir pour déplacer la charge de B a A (faire I’analogie avec le travail
qu’on doit effectuer pour déplacer une masse de 1 kg de B a A dans le
champ de pesanteur). Ce travail ne dépend pas du chemin. Si le corps
décrit un contour fermé pour revenir au point de départ, le travail est nul.
C’est la définition méme d’un champ conservatif. Cela n’est pas vrai
dans un champ magnétique variable (a cause de la force électromotrice
induite).

» Le champ magnétique ne sera pas utilisé dans ce texte. Nous I’avons
introduit ici seulement pour écrire I'expression de la d.d.p. aux bornes
d’une self-inductance V = LI et son énergie magnétique emmagasinée

_ 1772
U M) = ELI .

QUESTIONS DE REFLEXION

1. On déplace une charge ¢ = —1,0 C d’un point A, out V4 = 0, a un
point B, ou Vp = —100 V. On suppose que la vitesse initiale et la vitesse
finale sont nulles. Discutez la variation de I’énergie de la particule et le
travail nécessaire pour effectuer ce déplacement. Ce travail dépend-il de
la trajectoire et de la vitesse intermédiaire ?
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2, Est-il possible qu’une particule chargée soit en mouvement rectiligne
a) dans un champ électrique uniforme ?

b) dans un champ magnétique uniforme ?

¢) dans une région oil il y un champ électrique et un champ magnétique
uniformes ?

3. Utilisant I’expression E = (¢g,/2¢)n du champ d’un plan portant une
charge de densité g, et normal au vecteur unitaire n, vérifiez que le
champ entre les armatures d’un condensateur est (gs/¢) et nul a I’exté-
rieur. Quelle est la direction de ce champ ? Quelle est la d.d.p. des arma-
tures ? Quelle est la capacité du condensateur ?

4, Si un aimant permanent est déplacé pres d’un circuit ne contenant pas
de générateurs, un courant est induit et cela exige de 1’énergie. Quelle est
I’origine de cette énergie ? Comment I’énergie est-elle transférée au circuit
isolé ? Peut-on dire que le champ magnétique transporte de 1’énergie ?

5. Un courant de 5 A est établi dans une self de 30 H. Peut-on avoir une
f.é.m. induite de 100 V dans L ? Pourquoi une étincelle éclate-t-elle
entre les bornes de I’interrupteur lorsqu’on coupe le courant ?

6. Quel est I’effet d’une bobine de self-inductance L et de résistance R
dans un circuit si I’intensité de courant est constante ? Quelle est la puis-
sance qu’elle consomme dans le cas d’un courant variable ? Quel est
I’effet d’'un condensateur dans un circuit si I’intensité de courant est
constante ? Quelle est la puissance qu’il consomme dans le cas d’un cou-
rant variable ?

EXERCICES CORRIGES

1-1 Une goutte d’eau de rayon 1 mm a un exces de 10° électrons. Quelle
force électrique subit-elle pres du sol en beau temps (le champ électrique
est alors £ = 150 N/C dirigé vers le haut) et en temps d’orage (alors
E = 10* N/C) ? Comparez cette force au poids de la goutte.

1-2 Dans un tube de rayons cathodiques, les électrons sont émis par la
cathode et attirés par 1’anode dont le potentiel est supérieur de 10* V sur
celui de la cathode. Supposant que les électrons sont initialement au
repos, déterminez leur vitesse en arrivant a 1’anode.

1-3 Deux plaques métalliques planes et paralleles de surface S sont sépa-
rées par une distance d et mises sous une tension V,. Nous supposons
que le champ est uniforme entre ces plaques.
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a) Supposons que ces plaques constituent les armatures d’un condensa-
teur plan. Quelle est la charge de ce condensateur ? Déterminez le champ
électrique E entre ces armatures.

b) Supposons qu’un électron est émis sans vitesse par la plaque négative.
Quelle est la force exercée sur cet électron ? Ecrivez son équation de
mouvement et déterminez sa vitesse vy lorsqu’il atteint la plaque positive.

¢) Supposant que d =1 mm, S = 10 cm? et V, = 10 V, déterminez
E et vy.

d) Sans analyser les détails du mouvement comme dans la question pré-
cédente, déterminez directement 1’énergie U regue par cet électron lors-
qu’il atteint la plaque positive. Déduisez-en sa vitesse.

e) Supposons que 1’espace entre ces plaques est rempli d’une substance
qui exerce sur 1’électron une force de frottement —bv ol v est la vitesse
de I’électron. Ecrivez 1’équation de mouvement. Sans résoudre cette
équation, montrez que 1’électron atteint rapidement une vitesse limite
constante. Que devient alors le travail de la force électrique ?

1-4 Supposant que la charge d’un condensateur est augmentée graduel-
lement de 0 & Q, montrez que son énergie est U = 1 0?/C = 1CV?.

1-5 Calculez la self-inductance L d’un solénoide de longueur / et formé
par N tours circulaires de rayon R. Application numérique : Déterminez
LsiR=2cm, N=5000 tours et [ = 20 cm.

1-6 Si on coupe le courant dans un circuit a I'instant ¢ = 0, I’intensité
ne s’annule pas instantanément, mais diminue selon la loi
I(t) = I,e7"/", ot I, est I'intensité initiale et 7 est un temps caracté-
ristique donné par 7= L/R ou L est la self-inductance du circuit et R
est sa résistance. Ecrivez I’expression de la charge Q(7) qui traverse un
point du circuit entre + = 0 et t. Représentez graphiquement Q et /
comme des fonctions du temps. Quelle est la d.d.p aux bornes de la self
inductance ? Interprétez son signe.

L
++++++++1/+++++++

v

Figure 1-7 Expérience de Millikan.
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1-7 L’expérience de Millikan (1913) a permis d’établir I’existence de la
charge élémentaire et de déterminer sa valeur avec une assez bonne pré-
cision. Le dispositif est représenté dans la Fig. 1.7. Un champ électrique
E peut étre établi entre les deux armatures d’un condensateur plan. Des
gouttes fines d’huile sortent d’un pulvériseur, passent a travers un trou
dans I’armature supérieure et tombent dans 1’espace séparant les deux
armatures. Une goutte peut acquérir une charge g soit a cause du frotte-
ment en sortant du pulvériseur, soit lors des collisions avec des molécu-
les d’air ionisées. En absence de champ électrique entre les armatures,
elle est soumise a son poids mg, a une force de viscosité donnée par la
loi de Stokes f, = —6mnrv (ou 7 est la viscosité de I’air, r est le rayon
de la goutte et v est sa vitesse) et a une poussée d’ Archimede dans I’air
—m’g. Soient 1 la masse spécifique de 1’huile et 11’ celle de 1’air.

a) Etudiez le mouvement de la goutte et montrez que sa vitesse tend vers
une vitesse limite donnée par v; = (2/9n)r?g (1 — 1) . Cette vitesse est
tres faible. L' observation de la goutte a 1’aide d’une lunette permet de
mesurer cette vitesse limite et d’en déduire le rayon r de la goutte.

b) On applique maintenant une tension V et on ajuste son sens et sa
valeur pour que la goutte reste suspendue dans I’air sous 1’effet des for-
ces précédentes et la force électrique. Vérifiez que ce champ doit étre
E = @4/3¢)mr* g (u—/). En déduire que ¢ = 6mnyry/E.
L’expérience a montré que ¢ est toujours un multiple entier de
1,6 x 1071 C, qui est la charge élémentaire de 1’électron, du proton ou
de toute particule élémentaire chargée. Supposons que, si E =0, la
goutte tombe de 1 mm en 27,4 s et qu’elle reste en équilibre dans un
champ E = 2,25 x 10* V/m. Combien d’électrons contient-elle ? La
viscosité de 1’air est de 1,8 x 10° N.s/m, la densité de I’huile est 950
kg/m? et celle de Iair est 1,29 kg/m?.

1-8 Un champ électrique uniforme E = Ee, est établi entre les armatu-
res d’un condensateur (Fig.1.8). Une particule de charge ¢ est lancée de
I’origine avec une vitesse v, dans la direction Ox.

a) Ecrivez les équations de mouvement de cette particule et déterminez
sa trajectoire entre les armatures.

b) Apres avoir parcouru une distance L la particule sort du champ ; son
mouvement devient rectiligne. Elle est interceptée par un écran placé a
une distance D de I’origine (D >> L). Déterminez sa déviation Y sur
cet écran en fonction de la d.d.p. des armatures.
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¢) Des électrons sont émis par un filament chauffé et accélérés par une
tension V, = 10 kV. Calculer leur énergie et leur vitesse. Ils passent
entre les armatures d’un condensateur de longueur L = 1 cm, d’épais-
seur 2 mm et soumis a une différence de potentiel V =100 V.
Calculez leur déflexion observée sur un écran placé a 20 cm du

condensateur.

y
_____ Y
- L / ’
) TE x o
™

Figure 1-8 Déflexion d'une particule chargée dans un champ électrique.

SOLUTIONS DES EXERCICES

1-1 La force subie par la goutte en beau temps est :
Fr=qEw=—10° x (1,60 x 1071°C)(~150N/C)=2,40 x 10""'N
et en temps d’orage
Fp =qEqy = —10° x (1,60 x 1071°C)(—=10*N/C) = 1,60 x 107°N
Cette force est dirigée vers le haut. Le poids de la goutte est
Fg = (4/3)7rr3mvg

= (4/3)7(1,0 x 10~m)*(1000 kg/m?)(9,8m/s?)=4,1 x 107N

1-2 Le champ électrique est dirigé de I’anode vers la cathode (qui est &
un potentiel inférieur). Les électrons sont soumis a une force —eE diri-
gée vers I’anode. Ils sont donc accélérés et ils gagnent une énergie poten-
tielle électrique eV, qui est transformée en énergie cinétique. Nous avons

donc E,. = %mv2 =eV,dou
v=1/2eV/m =2 x (1,6 x 107'%)(10*V) /(9,1 x 10~>'kg)]"/?
=5,9x 10" m/s

@ C’est environ le cinquiéme de la vitesse de la lumiére. L'analyse correcte doit utiliser

la mécanique relativiste.



Solutions des exercices 21

1-3 a) La capacité de ce condensateur est C = &,5/d. Sa charge est donc
0 =CV,=¢,5V,/d.
Nous prenons 1’origine des axes sur la plaque négative et I’axe Oz nor-
mal aux plaques et dirigé vers la plaque positive (voir la Fig. 1.5). A
cause de la symétrie de translation parallelement aux plaques (supposées
étre tres grandes), le potentiel V entre les plaques ne dépend que de z.
Nous pouvons prendre V = 0 sur la plaque négative et V =V, sur la
plaque positive. Le champ électrique E entre ces armatures est alors
E=—(V/ox)e, — (0V/dy)e, — (0V/dz)e, = —(dV /0z)e,
Le champ est donc dans la direction Oz. En supposant qu’il est cons-
tant, nous trouvons 1’équation dV/dz = —E, dont la solution est
V=—Ez+a. Comme V =0 sur la plaque négative (z =0) et
V =V, sur la plaque positive (z =d), nous déduisons que
V=(V,/d)z et E=—(V,/d), donc
E =—(V,/d)e;
b) La force exercée sur 1’électron est
F = —¢E = (eV,/d)e,
La force étant dans la direction Oz, et la vitesse initiale étant nulle,
I’électron se déplace sur ’axe Oz. Son équation de mouvement
mZz = F, s’écrit donc
7 = (eV,/md)
Tenant compte des conditions initiales (v =0 etz =0 pour ¢t = 0), la
vitesse et la position s’écrivent 7 = (eV,/md)t et z = (eVO/Zmd)tz. 11
atteint la plaque positive (z =d) a linstant t; = d+/2m/eV, ; sa
vitesse est alors

vy = (eVo/md)ty = /2eVy/m
¢)Sid=1mm,S =10 cm?et V, = 10 V, nous trouvons
E=—-V,/d=—1x10*V.m™!
etvp = {2 x 1,60 x 1071 x 10/9,109 x 10731}1/2 = 1,9 x 10° m/s
d) L’énergie regue par I’électron lorsqu’il atteint la plaque positive est
U=eV =1,602x107" x10=1,602 x 1071% J

Cette énergie est cinétique. Nous avons donc %mevj% =U, dou

v = /2eVo/m.
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e) Tenant compte de la force de frottement, 1’équation de mouvement
s’écrit
mz =eE — bz

Au début du mouvement, la vitesse est faible, la force de frottement est
donc faible mais elle augmente avec la vitesse. L’électron continue a &tre
accéléré jusqu’a ce que la force de frottement équilibre la force élec-
trique. Il atteint donc une vitesse limite v; = e £ /b. Le travail de la force
électrique est alors dissipé par la force de frottement comme chaleur.

1-4 Supposons qu’a un instant donné ¢ les charges portées par les arma-
tures sont +¢ et —g. Le potentiel est alors V = V4 — Vg = ¢/C. Pour
faire varier les charges, il faut amener de I’infini une charge +dg a I’ar-
mature positive et —dq a I’armature négative. Cela nécessite un travail
dU) =dqVa—dqVe =Vdg = %dq

C’est aussi le travail nécessaire pour amener une charge +dq de 1’arma-
ture négative a I’armature positive. Le travail total nécessaire pour char-
ger le condensateur est donc

final o q Q2 1 5
Urg) = dUiy = dg— dou Up =—==-CV-.
) /initial ) /0 1 C o ) 2C 2

1-5 Le nombre de tours par unité de longueur du solénoide est
n = N/I. S’il est le siege d’un courant d’intensité /, le champ magné-
tique a son intérieur est B = p nl et le flux de ce champ a travers une
spire est SB = TR?B. Le flux a travers les N spires est ® = NSB
=7mu,R*N?I/1. La self-inductance du solénoide est donc

L =®/I = p,mR>N?/I1. Sa valeur numérique est
L = (@47 x 1077) (1 x 4 x 1074)(5000)%/0,20 = 0,20 H

1-6 La charge qui passe par un point du circuit pendant dr est
dg = I(t)dt. La charge totale entre les instants t = O et ¢ est obtenue
par intégration :

10103 =/0 dtl(t) =/0 dtloe™" = —1loe 7|} = 7I,(1 —e™"/7)

La figure 1.9 montre la variation de Q(¢). Elle augmente exponentielle-
ment de 0 a une valeur asymptotique 7/,.
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1 2 3 4

Figure 1-9 Variation de Q en fonction de't.

Supposons que la self-inductance L est localisée entre A et B dans
une bobine de résistance négligeable. La d.d.p aux bornes de la bobine est

V=LI=—(L/Dle""
Dans cette relation I = I4p est 'intensité dans le sens de A vers B et
V = Vup = V4 — Vp est la différence de potentiel entre les bornes de
la bobine. Dans le cas considéré, I’intensité I = I,e~'/" diminue, la rela-
tion V = —(L /7 1,e~"/" montre que V4 < V.

La bobine est donc équivalente a un générateur de borne positive en
B et de borne négative en A. 1l tend donc a produire dans le circuit
extérieur a la bobine un courant (induit) sortant de B, donc renforgant
le courant /. C’est une forme de la loi de Lenz, selon laquelle le cou-
rant induit et la f.é.m. induite sont dans un sens qui s’oppose a la
cause qui les a produits.

1-7 Orientons I’axe vertical vers le bas. En absence de champ électrique,
la résultante des forces, qui agissent sur la goutte, est
f:=mg—m'g —6mnrv = (4/3)7r3g(n — W) — 6mnrv

La vitesse limite est atteinte lorsque f, =0, sa valeur est donc
v, = (2/9n)r’g(u — W) . La mesure de v; permet donc de déterminer le
rayon r de la goutte. Si on applique la tension V, le champ électrique
est E = V/d. Ce champ agit sur la goutte avec une force fr = gE. On
choisit V pour que cette force soit vers le haut et qu’elle maintienne la
goutte immobile, alors fg = f;, c’est-a-dire (4/3)mr3g(u — W) = ¢E,
d’ou g = 671V /E.
Application numérigue : v;=1x10"3m /27,45 =3,65x 107> m/s, d’out
r? = 9nu/2g(u— )

=9(1,8 x 107°)(3,65 x 107°)/2 x 9,81(950 — 1,29)
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soit 7 = 5,64 x 10~7 m. La charge de la goutte est donc
q = 6mrv /E
=6m(1,8 x 107)(5,64 x 1077)(3,65 x 107°) /(2,25 x 10%)

soit 3,10 x 10719 C ; ce qui correspond a 2e.

1-8 a) La particule est soumise a une force F = g Ee,. Elle a donc une
accélération a = (q E/m)e,. Projetant cette équation sur les axes et inté-
grant deux fois, compte tenu des conditions initiales, nous trouvons la
vitesse et la position

Vy = Vo, Vy = (qE/m)t, v; =0

—= x=uvt, y=(@qE/2m)t* et z=0

Ainsi la particule reste dans le plan Oxy. Son mouvement est uniforme
dans la direction Ox et accéléré dans la direction Oy du champ.
L’équation de la trajectoire est obtenue en éliminant ¢ entre x et y, nous
trouvons une parabole de sommet O

y= (qE/va(z))xz.
b) La particule sort de la région du champ a 'instant ¢ = L/v,. Les
composantes de sa vitesse sont alors v, = v, et v, = gEL/muv,. En

dehors du condensateur, la particule est libre ; elle conserve cette
vitesse, décrivant une trajectoire rectiligne de pente

tan 0 = v, /v, = gEL/mv2
Si les armatures du condensateur sont soumises a une différence de
potentiel V, le champ est E = V/d ou d est la distance séparant les

armatures. Le déplacement du point d’impact sur 1’écran, situé a une
distance D, est

Y =Dtan 0 = gELD/mv} = (gLD/mdv?)V
La déflexion est donc proportionnelle a la tension appliquée aux arma-
tures du condensateur.
¢) L’énergie cinétique des électrons est E, = gV, = 1,6022 x 10715 J.

Leur vitesse est v = (2E./m)'/? = 0,593 x 10® m/s. La déviation sur
I’écran est donc

Y = (qLD/2dE.)V = (LD/2d)(V/V,) = 0,5 cm.
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Conductance
et résistance

Intensité et densité de courant

Modeéle phénoménologique de conduction, loi d'Ohm
Conduction et temps de collision

Effet Joule

Conducteurs non ohmiques

Utilisations des résistances

» Discuter les lois d'Ohm et de Joule et les modéles de conduction

2.1 INTENSITE ET DENSITE DE COURANT

L’électrocinétique est 1I’étude des courants €lectriques. Nous sommes
concernés ici surtout par les courants dus au déplacement des électrons
de conduction dans un conducteur soumis a la tension d’un générateur.

Dans un métal en équilibre électrostatique, le champ électrique est nul
et le corps est équipotentiel. A cause de 1’agitation thermique, les
électrons sont en mouvement permanent et désordonné, au hasard
dans toutes les directions. En moyenne, la charge qui traverse une sur-
face quelconque dans un sens est la méme que celle qui la traverse
dans le sens opposé.
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Si une d.d.p. V est établie entre deux points d’un conducteur, il
devient le siege d’un champ électrique E dans le sens du potentiel
décroissant. Ce champ agit sur les électrons de conduction ; ils sont
alors poussés dans la direction opposée au champ. Les électrons dépla-
cés et les ions fixes produisent leur propre champ électrique, opposé au
champ extérieur. Le mouvement des électrons dure jusqu’a ce que les
deux champs se neutralisent.

/O Si on supprime la d.d.p, le conducteur retourne a I’équilibre électro-

statique. On peut montrer que le temps de retour a I’équilibre, appelé

temps de relaxation, est de 1’ordre de 10~!8 s dans les métaux. Pour
que le mouvement des électrons continue, il faut que ce déplacement
soit dans un circuit fermé et que la d.d.p. soit maintenue par un géné-
rateur (batteries, dynamos etc.). Ce mouvement des €lectrons produit
un courant qui se manifeste par des effets calorifiques, magnétiques,
chimiques etc.

Supposons que la densité de charges mobiles dans le conducteur est
q,(r,t) avec une vitesse moyenne (de dérive) v(r,t). Les particules qui
traversent un élément de surface S pendant dt sont celles qui se trou-
vent a I’intérieur d’un cylindre de base S et qui a des génératrices de
longueur v d¢ (Fig.2.1a). La hauteur de ce cylindre est dh = (n.v dt)
et son volume est 0Sdh = (n.v) dt 6S. La quantité de charge qui tra-
verse 6S est donc d6Qs = g, (n.v) dt 6S. Lintensité de courant qui
traverse 0S est la quantité de charge qui la traverse en une seconde, soit

0l = q, (n.v) 4S. (2.1)

L’intensité de courant qui traverse une surface finie S est obtenue par
intégration de 07 sur S :

Is = 0Q5s/6t = / f dl = / / dSq,(n.v) 2.2)
S S

C’est le flux de la densité de courant

J(r,1) = qu(r,0)v(r,1) (23)

a travers S (Fig. 2.1b). Dans le cas ou j est uniforme et S est une sur-
face plane, I’intensité (2.2) s’écrit

I =350s/5t = S(j.n) = Sjcos § (2.4)
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ou 0 est I’angle de j avec n. En particulier, si j est uniforme et perpen-
diculaire a S, cette relation s’écrit

1=jS 2.5)

Les lignes tangentes a la densité de courant en chaque point ne se ren-
contrent pas ; elles sont appelées lignes de courant (Fig. 2.1b).

(b)

Figure 2-1 a) Densité de courant et b) intensité a travers une surface finie S.

Si le conducteur contient plusieurs types de charges mobiles, cha-
cune avec une densité et une vitesse moyenne caractéristique, la den-
sité de courant totale est la somme géométrique de leurs densités de
courant. C’est notamment le cas des ions positifs et des ions négatifs
dans une solution. Dans les métaux, les charges mobiles sont les
électrons de conduction en nombre de 1’ordre d’un électron par atome.
La densité de courant est alors

J(r) = —en,(r) ve(r) (2.6)

Le sens conventionnel du courant dans une solution est celui des ions positifs. Dans
‘» les métaux il est dans la direction opposée a celle du mouvement des électrons.

Dans un circuit électrique, c’est I'intensité de courant (et non la
densité de courant) dans les éléments du circuit qui nous intéresse.
Dans le cas d’un conducteur cylindrique, on peut souvent supposer que
la densité de courant est uniforme. Cependant dans le cas d’un courant
alternatif de haute fréquence, le courant circule surtout pres de la sur-
face (effet de peau).

D’autre part, selon la théorie électromagnétique, lorsqu’on branche
un générateur sur un circuit, le courant et la tension s’établissent dans
le circuit de proche en proche grice a la propagation de I’onde électro-
magnétique dans le milieu isolant ambiant.
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La vitesse de propagation est égale a la vitesse de la lumiere ¢ dans ce
milieu. En principe I’intensité dans un conducteur et la tension le long
d’un fil de connexion ne sont pas donc les mémes en tous les points.
Le retard da a ce phénomene de propagation est de 1’ordre de L /c, ou
L est la distance parcourue. Ce retard peut étre négligé s’il est tres
court, comparé au temps caractéristique 7" du circuit, tel que la cons-
tante de temps des régimes transitoires (voir le chapitre 5) ou la
période du courant alternatif. Les dimensions du circuit doivent donc
étre faibles comparées a cT.

Dans le cas d’un courant alternatif de fréquence v, la période est
T = 1/v ; cette condition s’écrit donc L << X ol A = ¢/v est la lon-
gueur d’onde. C’est I’approximation des régimes quasi stationnaires,
généralement respectée pour les fréquences habituelles, qui ne dépas-
sent pas 10 MHz. Ce qui correspond a A = 30 m, largement supérieure
a la longueur des circuits des dispositifs €électriques. En revanche dans
les émissions des ondes radio, par exemple, I’antenne la plus efficace
a une longueur A\/2 ; I’approximation des régimes stationnaires n’est
pas alors valable.

\ Dans beaucoup de cas, le courant a un sens inconnu ou il est alternatif. Lintensité
doit alors étre considérée comme une quantité algébrique, en choisissant un sens
dans le conducteur. Si on trouve que l'intensité est positive, le courant est dans le
sens choisi, sinon le courant est dans le sens opposé.

L'unité de l'intensité du Systéme International est 'ampére (A) et celle de la densité
de courant est 'ampére par m? (Am-2).Les intensités habituelles sont de I'ordre du

microampére (1 yA = 107 A) dans le corps humain (o elles jouent un réle vital), du
milliampere dans les circuits électroniques et de I'ampére pour les courants domes-
tiques et industriels.

2.2 MODELE PHENOMENOLOGIQUE DE CONDUCTION,
LOI D’OHM

En 1826, Ohm a vérifié que, si on applique la tension V d’un généra-
teur a un conducteur métallique, le courant / est proportionnel a la ten-
sion :

V=RI ou I=V/R 2.7)

R est la résistance du conducteur. Elle dépend de la forme géométrique
du conducteur et de son matériau.
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(b)

Figure 2-2 a) Mouvement des électrons dans un conducteur. b) Conducteur cylindrique.

Comme la loi de Fourier qui exprime la proportionnalité du trans-
fert de chaleur a la différence de température, la loi d’Ohm est une loi
phénoménologique. Il est possible de I’interpréter en faisant appel a un
modele microscopique. Le champ électrique agit sur un électron de
conduction avec une force fr = —eE et lui donne une accélération
a= —cE/m. Si I’électron n’était pas soumis a d’autres forces, sa
vitesse augmente et le travail de la force électrique serait transformé en
énergie cinétique. En fait I’électron mobile entre en collision avec les
ions immobiles et suit un parcours en zigzag (Fig. 2.2a). Ce qui réduit
son énergie, comme s’il était soumis a une force de frottement f d’au-
tant plus importante que les chocs sont plus nombreux, c’est-a-dire la
vitesse de I’électron est plus grande. Si la vitesse est faible, nous sup-
posons que f' = —bv, (comme une force élastique). La vitesse de
I’électron augmente donc jusqu’a ce que f’ équilibre la force électrique
(—eE — bv, = 0) ; I’électron atteint alors une vitesse limite moyenne
v, = —(e/b)E. 1l en résulte un courant de densité j = —en,V,

= (n.e*/b)E. Nous écrivons :

j=oE| ou o=n.e*/b (2.8)

o est la conductivité du milieu et son inverse p = 1/o est la résistivité,
qui ne dépendent que du matériau et de ses conditions physiques (tem-
pérature, les impuretés qu’il contient etc.). Entre deux collisions,
I’€lectron se déplace comme s’il était dans le vide, avec une vitesse qui
peut étre aussi grande que 10® m/s(1). Mais, cette vitesse étant orientée
au hasard, presque dans toutes les directions, les électrons de conduc-

(1) La vitesse moyenne < vy, > de I’agitation thermique est liée a la température par la rela-
tion 2m < uy >%= (3/2)kT, o k = 1,38 05 x 1072 J/K est la constante de Boltzmann.

Ainsi, a la température normale, < vy >~ 1,2 X 10° m/s.
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tion progressent en moyenne dans la direction du champ, avec une
vitesse de dérive vy d’une fraction de mm/s, dans le cas des courants
habituels.

;: La vitesse de dérive ne doit pas étre confondue avec la vitesse

d’établissement du courant dans le circuit ou de transmission d’un
signal électrique le long d’une ligne. Cette vitesse est celle des ondes
électromagnétiques dans I’isolant qui entoure les conducteurs (c’est-
a-dire la vitesse de la lumiere). Ceux-ci jouent seulement le role d’un
guide d’onde. Quand vous branchez une lampe sur le secteur, les
électrons ne sortent pas d’une borne, circulent avec la vitesse vy le
long du conducteur et retournent a 1’autre borne ; car cela mettrait des
heures pour allumer la lampe®. Ce qui se passe est que 1’onde
électromagnétique s’établit dans 1’air situé entre les fils de connexion
avec la vitesse de la lumiere. Cette onde met les électrons en mouve-
ment en tout point du circuit, apres un retard de temps négligeable. Le
méme phénomene de propagation a lieu quand vous faites un appel
téléphonique a un correspondant a des milliers de kilometres.

Les relations liant V, E et j étant linéaires®), nous en déduisons que
la d.d.p. V est proportionnelle a I :

V = RI, (2.9)

R est la résistance du conducteur vu des points A et B. La résistivité p
est une caractéristique du matériau tandis que la résistance R est pro-
portionnelle a p (si celle-ci est uniforme) et elle dépend de la forme géo-
métrique du conducteur et des points A et B ou la d.d.p. est appliquée.

p Dans le cas d’un conducteur cylindrique de longueur / et de section

S (Fig. 2.2b), le champ a I'intérieur du cylindre est uniforme et de
module £ = V/I. La relation (2.8) donne alors la densité de courant
Jj=E/p=V/pl et 'intensité de courant s’écrit [ = Sj = V§/pL.
La relation (2.9) est donc vérifiée avec R = pL/S.

(2) Dans le cas d’un courant alternatif, les électrons de conduction se déplacent dans un sens
puis dans I’autre. En moyenne sur le temps, il n’y a aucun déplacement de charges.

(3) La relation d’une grandeur y a une grandeur x est linéaire si, quels que soient les coeffi-
cients «v et 3, la combinaison linéaire cvy; + By, correspond a cwx; + (Bxz, si y; correspond a
X1 et y> correspond a x;. La relation de proportionnalité y = ax est une relation linéaire mais
la relation affine y = ax + b ne ’est pas.
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L’expression E = pj (ou j = oE) est la forme locale de la loi
d’Ohm et ’expression V = RI est sa forme intégrée. Un conducteur
qui vérifie ces relations est dit ohmique. Le rapport R = V /I est alors
constant (c’est-a-dire il ne dépend pas de la tension appliquée).

Tableau 2-1 Valeurs de p et o pour certains matériaux usuels au voisinage de 20°C.
Le constantan est formé de ~ 60 % de cuivre et ~ 40 % de nickel. Le manganin est
formé de ~ 84% de cuivre, ~12 % de manganése et ~ 4 % de nickel. Le nichrome est
formé de ~ 59 % de nickel, ~ 23 % de cuivre et ~16 % de chrome.

A

Métal  |p(108 Q.m)| (K™) Métal 0 (108 Q.m)| a(K)
Aluminium {2,65 3,9 X103 || Constantan | 44-50 A 2% 1070
Cuivre 1,67 3,93x 1073 || Manganin | 43-48 ~ 1076
Fer pur 10,4 50x1073 Nichrome 150 04 x1073
Acier 18 3,0x1073 Tungsténe | 5,6 4,5 %1073
Argent 1,59 3,8x 1073 Carbone 3500 -5 x10*
Or 2,35 34x1073 Plomb 20,7 4 %107
Platine 10,6 3,927%x 1073 || Mercure 94 9x 1074
Matériau |p (Q2.m) |« (K™ Matériau p (2.m) a (K)
Germanium | 0,46 -48x 1073 || Caoutchouc | 10"

Silicone 100-1000 | -75x10~3 || Quartzfondu | 7,5 x 10717

Verre 1010-10™4 Porcelaine 10'0-1012

Polyéthyléne | 108-10° Teflon 104

L'unité de résistance, définie par R = V/I, est le volt par ampére, couramment appe-
lée ohm ($2). Pour les petites résistances, on utilise aussi le microhm (U2 = 1076 Q)
et pour les grandes résistances on utilise le méga-ohm (1.2 = 107 Q). L'unité de

5

Notons que les isolants parfaits n’existent pas. Ce qu’on désigne

comme isolant est, en fait, un trés mauvais conducteur, ¢’est-a-dire un
matériau de trés grande résistivité (p > 10°2.m). Ces corps n’obéis-
sent pas a la loi d’Ohm. La paraffine, par exemple, a une résistivité de
’ordre de 1082.m et les meilleurs isolants sont les cristaux covalents

comme le diamant dont la résistivité dépasse 10'>Q.m. Pour ces
corps, il n’est pas possible de définir la résistivité d’une facon non
équivoque. Les matériaux dont la résistivité est inférieure a environ
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10~>Q.m sont considérés comme conducteurs : tandis que les maté-
riaux de résistivité allant de 10~ a 10° sont considérés comme des
semi-conducteurs. La résistivité dépend fortement des impuretés,
c’est-a-dire les atomes différents introduis dans le matériau, surtout
dans le cas des semi-conducteurs.

2.3 CONDUCTION ET TEMPS DE COLLISION

La force de frottement, que subit un électron de conduction, est due aux
collisions de 1’électron avec les atomes fixes et les autres électrons. Pour
lier directement la conductivité électrique aux collisions, considérons le
mouvement de I’électron entre deux collisions. Il est soumis a une accé-
lération a = —eE/m. Sa vitesse varie donc selon I’expression

v=v,— (e/m)Et (2.10)

ol v, est sa vitesse apres la derniere collision. Si I’électron subit la col-
lision suivante a ’instant 7, prenons la valeur de la vitesse a I’instant
7/2 comme vitesse moyenne de 1’électron entre les deux collisions ;
nous trouvons alors < v >=v, — (e7/2m)E. Faisons maintenant la
moyenne pour I’ensemble des électrons de conduction. Comme v, est
orientée au hasard dans toutes les directions, sa moyenne est nulle et
nous pouvons identifier la valeur moyenne de v a la vitesse de dérive
des électrons

vy = —(et/2m)E (2.11)

La densité de courant est donc
j= —envq = (ne’t/2m)E (2.12)

Ce modele, basé sur la mécanique classique, prédit donc la loi d’Ohm
j = oE, ou o est donnée par la formule de Drude

o = ne*t/2m (2.13)
Soit < vy > la vitesse moyenne de I’électron dans le conducteur.
< vy > est due a l’agitation thermique ; elle est trés grande mais
orientée au hasard dans toutes les directions. Elle ne doit pas donc étre
confondue avec la vitesse de dérive vq. Le temps de collision est
T=1/ < v >, ou lestle libre parcours moyen, c’est-a-dire la distance
parcourue par 1’électron entre deux collisions successives. La conduc-
tivité s’écrit alors

o =ne’l)2m < vy > (2.14)




2.4 ¢ Effet Joule 33

/O L’accord de cette formule avec I’expérience n’est pas bon. De plus,

comme < vy > est proportionnelle a /7, ou T est la température
absolue, cette formule prédit que la résistivité augmente avec la tem-

pérature comme +/7 au lieu de I’augmentation expérimentale pro-
portionnellement a 7. Ce désaccord est évité en utilisant un modele
quantique.

2.4 EFFET JOULE

Une tension V appliquée aux bornes d’un conducteur de résistance R
produit un courant d’intensité / = V/R. Pendant un temps d la charge
transportée est dg = I dt. Le travail du champ électrique sur cette
charge est

dW =Vdq=VIdt (2.15)

Ce qui veut dire que le générateur de la tension V fournit une puissance

P=dW/dt =VI=RI>=V?/R (2.16)

Comme les charges ne sont pas accélérées dans le conducteur et qu’il
n’y a aucun effet mécanique, chimique ou autre, qui puisse utiliser
cette énergie, elle est dissipée sous forme de chaleur. Cela se mani-
feste par un échauffement du conducteur, appelé effet Joule.

Pour comprendre cet effet, reprenons le modele phénoménologique
de la section 2.2. En se déplacant dans le conducteur, poussé par le
champ électrique, I’électron de conduction subit une force de frotte-
ment f = —bv. Le travail de la force électrique f = gE ne peut pas
étre transformé en énergie cinétique ; car 1’électron se déplace avec la
vitesse limite moyenne v, constante (et tres faible). Il est dissipé sous

forme de chaleur par la force de frottement. La puissance dissipée par
un électron est

pe = —f.ve =fv. = g(ve.E) 2.17)
La puissance dissipée par unit€ de volume contenant 7, €lectrons est donc
Py = nepe = neq(ve.E) = (.E) (2.18)

Utilisant la loi d’Ohm (2.8), nous pouvons écrire aussi

P, =pj* = oE? (2.19)
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C’est la forme locale de la loi de Joule, donnant la puissance dissipée
par unité de volume en fonction de la densité de courant ou en fonction
du champ électrique. Si I’on considére un conducteur cylindrique (de
la Fig. 2.2b), par exemple, la puissance dissipée par unité de volume
est uniforme et la puissance totale dissipée est

P =VP, = pj’LS = p(I/S)’LS = (pL/S)I*> = RI*> (2.20)

Nous retrouvons donc la forme intégrée de la loi de Joule.

2.5 VARIATION DE LA RESISTIVITE AVEC LA TEMPERATURE,

LA SUPRACONDUCTIVITE

La résistivité d’'un matériau dépend de sa température. En effet, si la
température augmente, I’agitation thermique augmente. Il en est de
méme pour le nombre de collisions des électrons avec les atomes ; ce
qui augmente le frottement et, par conséquent, la résistivité.
L’agitation thermique peut aussi modifier le nombre des porteurs de
charge. La variation de la résistivité avec la température est donc
assez difficile a analyser, d’autant plus que les effets quantiques
jouent un role important pour l’interprétation des propriétés de
conduction. La résistivité de la plupart des matériaux augmente lége-
rement avec la température. Nous définissons le coefficient de tempé-
rature comme étant le taux de variation relative de la résistivité avec
la température

_1ap

a=-oF 2.21)

Si la variation de T est faible, o peut étre considéré comme une cons-
tante caractéristique du matériau. La résistivité varie donc avec la tem-
pérature T selon la loi

p = poll +a(T = T5)] (2.22)

Ou 7T, est une température de référence et p, est la résistivité a cette
température. Le coefficient o est de I’ordre de 10~ pour la plupart des
métaux. Certains matériaux, comme le carbone, font exception avec un
coefficient « = —0,5 x 1073, Le tableau 2.1 donne les valeurs de p et
« pour certains matériaux usuels au voisinage de 20°C. En faisant un
alliage d’éléments de coefficients de température positifs et négatifs,
on peut avoir des matériaux dont la résistivité varie trés peu avec la
température ; c’est le cas du constantan, du manganin et du nichrome.
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La résistance d’un conducteur varie avec la température a cause de
la variation de la résistivité et aussi a cause de la dilatation linéique [3.
Si la résistance est R, a une certaine température de référence T, cette
dilatation multiplie chaque dimension du corps par un facteur
[1 4+ B(T — T,)]. Les deux effets font que la résistance varie avec la
température comme
1+aT

R - Ro m (223)

Comme [ est de I’ordre de 107 /K, I’effet de la dilatation est trés fai-
ble.

/ La résistivité de certains matériaux a un comportement trés parti-

culier en fonction de la température ; elle diminue rapidement si T’
augmente. La résistivité du graphite, par exemple, est réduite de moi-
tié lorsque la température s’éleve de 0 °C a 2 000 °C. D’autres semi-
conducteurs ont des variations encore plus rapides. Ainsi la résistivi-
té de certains composés a base de Fe,0; est réduite de moiti€ si la

température varie de quelques dizaines de degrés. Ces composés sont
utilisés dans les thermistances, qui servent a régulariser 1’intensité de
courant dans les circuits. Cette augmentation brusque de la conducti-
vité s’explique par une augmentation du nombre d’électrons de
conduction.

En 1911 H. K. Onnes a utilisé 1’hélium liquide pour refroidir le
mercure jusqu’a 1 K. Il a observé que la résistance du mercure dimi-
nue lentement, mais a une température critique T, = 4,154 K, elle
diminue brusquement a une valeur négligeable (Fig. 2.3). Onnes a
conclu que le mercure subit une transition de phase a un état de supra-
conductivité. Quelques 27 éléments et des milliers de corps composés
deviennent supraconducteurs au-dessous d’une certaine température
critique caractéristique. Ils comprennent le zinc (7, = 0,88 K), I’alu-
minium (7, = 1,175 K), le plomb (7, =7,18 K), le niobium
(T, = 9,46 K), I’étain (T, = 3,721 K) et le tungstene (7, = 0,0154
K). On n’a pas observé un état supraconducteur dans le cas des bons
conducteurs comme le platine, I’or, I’argent et le cuivre.
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4‘ Contrairement aux substances a I’état normal, un supraconducteur

n’oppose aucune résistivité au passage du courant (p < 4 x 1072°Q.m).
Le courant s’établit donc sans perte d’énergie. Une fois établi dans un
circuit supraconducteur, un courant électrique peut durer, peut-&tre
indéfiniment, sans d.d.p. et sans champ électrique dans le supracon-
ducteur. A la température critique, la substance subit une transition de
phase ; toutes ses propriétés physiques changent brusquement (exac-
tement comme dans la transition de la phase gazeuse a la phase liqui-
de, par exemple).

En 1957, la théorie BCS, proposée par Bardeen, Cooper et
Schrieffer, a expliqué la supraconductivité comme un effet quantique
d’association des électrons en paires (provoquée par une attraction
quantique de longue portée). Contrairement aux électrons d’un état
normal (qui se déplacent indépendamment), les électrons d’un supra-
conducteur sont liés ensemble et agissent en coordination, de facon
qu’aucun électron ne subisse de collisions.

En 1986 Berdnoz et Miiller (Prix Nobel en 1987) ont observé la
supraconductivité des oxydes de cuivre, de baryum et de lanthane, a
une température proche de 30 °K. Cette découverte importante a sus-
cité une grande activité de recherche chez les physiciens et les chi-
mistes. D’autres composés céramiques ont €t€ découverts avec une
température critique plus €levée (92 K pour le Yba,Cu;0,, 105 K

pour le Bi-Sr-Ca-Cu-O, 134 K pour le HgBa2Ca,Cu;08 et méme
150 K pour un oxyde contenant du mercure). Il n’est pas donc exclu
que certains composés soient supraconducteurs aux températures nor-

males ; ce qui aura certainement beaucoup d’applications technolo-
giques.

P/P.(4K)
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2.6 CONDUCTEURS NON OHMIQUES

Le courant est une réponse du milieu conducteur a I’excitation élec-
trique. En général, j est une fonction compliquée de E. Si le milieu est
isotrope, j est dans la méme direction que E. Si le champ n’est pas
intense, nous pouvons toujours faire un développement de j en termes
de E, de la forme

j=0E +KE*+ .. (2.24)

ou nous avons utilisé le fait que j = 0 si E = 0. Le premier terme de
ce développement correspond a la loi d’Ohm. C’est effectivement le
cas des conducteurs ohmiques, tels que les métaux et les solutions
conductrices, aux conditions physiques normales et dans le cas d’un
champ qui n’est pas tres intense. Sous la forme intégrée, nous trouvons
la loi linéaire I = V/R. La courbe représentant / en fonction de V,
appelée caractéristique, est une droite de pente 1/R sur I’axe des V.

Un conducteur n’est pas ohmique entre deux bornes A et B, si le rap-
port V/I n’est pas constant. Les diodes, par exemple, ne sont pas
ohmiques (voir la section 4.10). La figure 2.4b représente la caracté-
ristique d’une cuve électrolytique : le courant n’apparait que si la ten-
sion est supérieure a un certain seuil V,,. La résistance est donc infi-
nie au-dessous de V,, elle décroit si V est supérieur a V,,, passe par un
minimum puis augmente de nouveau. Enfin la figure 2.4c représente
la caractéristique d’une thermistance ; la résistance est d’abord cons-
tante puis elle décroit avec V.

(b)

Figure 2-4 a) Caractéristique d'un conducteur ohmique, b) d'une solution électrolytique
et ¢) d'une thermistance.

Pour connaitre la cause du comportement non ohmique de certains
conducteurs, rappelons que la loi d’Ohm V = RI est établie sous les
hypotheéses que le champ n’est pas trés intense, que le nombre de por-



38 Chapitre 2 » Conduction et résistance

teurs de charges par unité de volume est uniforme et indépendant de V,
que ces charges se déplacent sous le seul effet des forces électriques et
de frottement, que la température du conducteur est uniforme et inva-
riable. La loi d’Ohm n’est pas donc valable si toutes ces hypotheses ne
sont pas respectées.

* Par exemple, elle n’est pas valable si le champ électrique est tres
intense car le nombre de porteurs de charge peut augmenter (effet
d’avalanche dans un tube a gaz ou une diode régulatrice de tension,
par exemple).

* Elle ne I’est pas si le champ électrique varie rapidement dans le
temps, car alors un champ magnétique important est induit et ce
champ agit sur les charges en mouvement (c’est le cas d’un champ de
trés haute fréquence ~ 10'3 Hz).

* La loi cesse aussi d’étre valable dans le cas de deux conducteurs en
contact ; car alors une d.d.p. de contact existe de part et d’autre de la
surface de contact.

* De méme, si on a deux semi-conducteurs ou un conducteur et un
semi-conducteur en contact, la loi d’Ohm n’est pas valable dans la
région de transition ; car le courant peut passer plus facilement dans
un sens que dans ’autre. Ce dernier effet permet de construire des
diodes a jonction pour redresser le courant alternatif.

4 Les anciens tubes a vide sont un autre exemple d’éléments non

ohmiques : une partie du circuit est en fait un faisceau d’électrons
émis par une cathode chauffée et qui se propagent dans le vide. Le
débit d’électrons et, par conséquent, I’intensité du courant / sont
essentiellement déterminés par la vitesse d’émission de la cathode et
varient avec la tension appliquée entre la cathode et I’anode suivant
une loi non linéaire. En particulier, si le potentiel est renversé, les
électrons sont repoussés au lieu d’€tre attirés et ’intensité de courant
s’annule.

2.7 UTILISATIONS DES RESISTANCES

) Tous les conducteurs, y compris les fils de connexion, ont une cer-

taine résistance. Ils dissipent donc de I’énergie et limitent les applica-
tions techniques. Mais les résistances peuvent aussi étre utiles.
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a) Une résistance permet de transformer I’énergie électrique en cha-
leur. Si elle est branchée sur une tension V, la puissance dissipée par
effet Joule est P = V?/R. Cette puissance est donc inversement pro-
portionnelle & R. Pour cela, il faut que la chaleur dégagée puisse étre
évacuée du conducteur et que celui-ci résiste bien a la chaleur, pour
qu’il ne fonde pas ou ne s’oxyde pas, s’il est exposé a 1’air. Pour évi-
ter ’oxydation, on peut remplacer 1’air par un gaz inerte. La chaleur
dégagée peut &tre utilisée pour le chauffage, pour I’éclairage par des
lampes a incandescence (€mission de la lumiere par un filament de
tungsténe chauffé a environ 3000 °C). Mentionnons aussi 1effet
thermoionique, qui est étroitement lié a l'effet Joule. C’est
I’émission d’électrons par une cathode chauffée a ’aide d’une résis-
tance. Cet effet est utilisé dans plusieurs appareils d’observation et de
mesure. L'effet Joule est utilisé aussi dans I’amperemetre thermique
(qui mesure I’intensité d’un courant a partir de 1’allongement d’un fil
conducteur, di a la chaleur dégagée).

) : Les résistances utilisées pour le chauffage sont habituellement fai-

tes de nichrome, un alliage de haute résistivité et de faible coefficient
de température. Elles peuvent étre maintenues a haute température
pour une longue durée sans se détériorer mécaniquement ou chimi-
quement. Elles ont habituellement la forme de bandes ou en hélice
plutdt qu’un conducteur cylindrique pour évacuer plus facilement la
chaleur.

b) La variation de la résistance avec la température peut étre utilisée en
thermométrie. Les divers types du thermometre a résistance de platine
permettent de mesurer des températures allant de — 260°C a 960°C
avec une précision proche du centieme ou le millieme de degré.

) Les résistances sont des éléments essentiels des circuits électro-
niques pour controler les tensions et les courants. Pour cela, il faut que
la consommation de puissance soit tres faible (de I’ordre du watt), évi-
tant ainsi un surchauffement nuisible des instruments et une grande
consommation d’énergie. Pour avoir une résistance de valeur assez
précise et variant peu avec la température, on enroule, sur un noyau
isolant, un long fil fin fait d’un alliage de haute résistivité et de faible
coefficient de température, tel que le nichrome, le manganin ou le
constantan.

Des résistances peu coliteuses, mais moins précises, peuvent étre
réalisées avec une poudre de graphite mélangé a I’argile. Elles se pré-
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sentent alors comme des composants en céramique avec un code de
couleur pour indiquer leur valeur et la tolérance d’erreur (Fig. 2.5). Les
couleurs des bandes A et B représentent le premier et le second chiffre
significatif respectivement. La bande C représente la puissance de 10
multiplicative, selon le tableau 2.2, et la bande D représente la tolé-
rance. Pour cette derniere, la couleur dorée veut dire une tolérance de
5 %, la couleur argentée veut dire 10 % tandis que I’absence de bande
veut dire une tolérance de 20 %.

Tableau 2-2 Code des couleurs pour les résistances

Couleur Bandes AetB Bande C du facteur
des chiffres significatifs multiplicateur

Noir 0 1

Brun 1 10

Rouge 2 102

Orange 3 103

Jaune 4 104

Vert 5 10°

Bleu 6 100

Violet 7 107

Gris 8 108

Blanc 9 10°

O O = x

Figure 2-5 Résistances et leurs bandes de couleur. |

d) Les résistances réglables (ou rhéostats) peuvent étre réalisées en
déplacant un curseur B sur un bobinage AC (Fig. 2.6a). On peut aussi
utiliser ce dispositif comme diviseur de tension. Si un générateur de
tension V, est branché entre A et C, la tension obtenue entre A et B est

Vag = VoRug/Rac = VoAB/AC (2.25)

En déplagant le curseur B, il est ainsi possible de faire varier V45 de
0 a V,. Au lieu du bobinage, le potentiometre de la Fig. 2.6b) utilise
une bande circulaire AC sur laquelle glisse le point B. Ces diviseurs de
tension, sont utilisés pour contrdler les instruments (le volume sonore
et la luminosité d’un téléviseur, par exemple).
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Figure 2-6 Potentiométres ou diviseur de tension.

e) Pour transporter une puissance électrique P sur une grande distance,
il est nécessaire de réduire les pertes. Si R est la résistance totale de la
ligne et V est le potentiel a I’entrée, ’intensité du courantest / = P/V
et la puissance perdue par effet Joule est Py = RI> = RP?/ V2. Le
rendement est R = 1/(1 + RP/V?).

Par exemple, si une puissance P = 10 MW est transportée sous une
tension de 220 V sur une ligne de 100 km et de résistance 1 €2 par km,
Iintensité de courant est 4,5 x 10* A et le rendement est seulement
p =35 x 107! Cela veut dire que presque toute 1’énergie est perdue.
Pour réduire la perte, on doit réduire R en choisissant un métal de fai-
ble résistivité et en augmentant le diametre des conducteurs ; mais cela
pose de sérieux problémes techniques et économiques. Une meilleure
solution consiste a augmenter la tension V en utilisant des lignes haute
tension (des centaines de milliers de volts). L’augmentation de V pour
le transport de la puissance et la réduction de V pour la distribution
aux usagers sont réalisées a 1’aide de transformateurs et cela n’est pos-
sible qu’avec des courants alternatifs.

‘ POINTS-CLES

» Un fil de connexion idéal a une résistance négligeable. Le champ élec-
trique y est nul et tous ses points sont équipotentiels. En régime quasi
stationnaire I’intensité est la méme en tous les points d’une branche.

» Le courant électrique a été initialement introduit en relation avec 1’élec-
trolyse et sa direction conventionnelle a été choisie par convention
comme celle du mouvement des ions positifs. Dans un métal, le courant
est dii au mouvement des électrons libres négatifs, le courant est donc
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dans le sens opposé a leur mouvement. Normalement le courant sort de
la borne positive du générateur et entre par la borne négative (les
électrons sortent de la borne négative et entrent par la borne positive).
Dans un circuit avec plusieurs générateurs, un générateur peut étre bran-
ché en opposition, le courant entre alors dans ce générateur a sa borne
positive et sort de sa borne négative ; c’est le cas d’un accumulateur en
charge.

» Seule la d.d.p. entre les points d’un circuit a un sens ; elle est liée a la
puissance qui apparait entre ces points par la relation P = I'V. Noter
que la notation utilisée couramment est V45 pour V4 — Vjp, contraire-
ment 2 la distance algébrique sur un axe AB = xp — x4. C’est donc la
chute de potentiel.

QUESTIONS DE REFLEXION

1. Une d.d.p. V est branchée aux extrémités d’une tige de longueur L.
Analysez le champ et le potentiel électriques a I’intérieur de la tige.
Pourquoi ce conducteur ne peut pas étre en équilibre ? Est-ce qu’une
densité de charge existe a I’intérieur du conducteur ? Si la réponse est
non, comment expliquer I’existence du courant ?

2. Si vous branchez une pile aux extrémités d’un fil tres fin, il fond. Les
enceintes de certains instruments sont munies de trous d’aération.
Expliquez pourquoi.

3. Un courant continu ne change pas de sens au cours du temps ; les
porteurs de charge se déplacent donc toujours dans le méme sens. Que
se passe-t-il dans le cas d’un courant alternatif ? Comment les porteurs
de charges se déplacent-ils ? Comment I’énergie est-elle transmise ?

4, Dans une solution électrolytique, les ions positifs et les ions négatifs
se déplacent. Soient g*, v et nT la charge des ions positifs, leur
vitesse et leur nombre par unité de volume et de méme, ¢, v~ et n™
pour les ions négatifs. Montrez que ¢tn* = ¢~ n~. Ecrivez I’expres-
sion de la densité de courant.

5. La vitesse de dérive dans les métaux est une fraction de mm/s. Si la
charge se déplace si lentement, pourquoi une lampe s’allume-t-elle
presque immédiatement lorsque vous la branchez ? Quel est le temps
que met votre appel téléphonique pour arriver a votre correspondant a
une distance de 1000 km ?
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6. Peut-on dire que « les charges sont produites par les batteries » et qu’un
électron « sort de la borne négative et entre par la borne positive » ?

7. Si vous réduisez la longueur du fil chauffant dans un réchaud électrique,
est-ce que la chaleur dégagée par effet Joule augmente ou diminue ?

8. La loi de conduction de I’électricité dans une tige I = dq/dt =
AV /R = o(S/L)AV ressemble a la loi de Fourier pour la conduction
de la chaleur, d Q/dt = —kp(S/L)AT, ou kr est la conductivité ther-
mique. En fait le rapport k7 /o est environ 6 x 107°WQ/K pour les
métaux. Est-ce que cela veut dire une relation entre les deux phéno-
menes ?

9. Considérons un conducteur cylindrique de longueur L et de
section S. Vérifiez que la dissipation de puissance par effet Joule
Pgyy = pj*> par unité de volume correspond bien a RI? dans le
conducteur (ou R = pL/S).

10. Deux ampoules de 100 W et 50 W fonctionnent sous 220 V.
Laquelle a la plus grande résistance ? Laquelle transporte la plus
grande intensité ? Que se passe-t-il si vous les branchez sous 110 V et
sous 440V ? Si vous les branchez en série sous 220, obtenez-vous plus
de lumiere ?

11. Pouvez-vous expliquer pourquoi les ampoules ordinaires a fila-

ment de tungstene grillent habituellement dés qu’on les branche en
émettant brievement une lumiere intense bleuatre ?

12. Pourquoi le champ électrique doit étre nul dans un supraconduc-
teur 7 Qu’est ce qui fait alors déplacer les porteurs de charge ? Que
pouvez-vous dire de la d.d.p. ? Pourquoi un courant électrique persiste-
t-il dans un supraconducteur sans générateur ?

13. Pouvez-vous deviner la forme de la courbe caractéristique d’une
ampoule a filament de tungstene ?

14. Une lampe a gaz, destinée a émettre des éclairs, a la caractéristique
illustrée dans la Fig. 2.7a. Discutez la variation de la résistance de cette

Figure 2-7
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lampe comme fonction de la tension appliquée. La Fig. 2.7b représente
un circuit utilisant cette lampe L. Lorsqu’on ferme 1’interrupteur, la
lampe émet un éclair brillant. Expliquez pourquoi.

15. C’est un courant intense, circulant dans le corps humain, qui est
dangereux plutdt que la haute tension. Pourquoi alors avertir de la
haute tension plutét que d’un courant intense pres des équipements
électriques ? Comment pouvez-vous aider une personne électrocutée
sans risquer votre propre vie ? Est-il dangereux de toucher un cable
haute tension ? Est-il dangereux de toucher I’armature d’un condensa-
teur chargé ? Pourquoi un oiseau peut se poser sur une ligne haute ten-
sion sans étre électrocuté ?

EXERCICES CORRIGES

Données : Nombre d’Avogadro : Ny = 6,0221 x 10%* mol~!, masse atomique du
cuivre : 63,55 et celle de I’argent : 107,868 ; masse volumique du cuivre : 8920

kg/m? et celle de I’argent : 10500 kg/m?.

2-1 Un faisceau d’électrons de section 0,20 cm? contient N = 1,0 x 10°
électrons par cm?3, qui se déplacent avec une vitesse v = 1,0 x 10° m/s
dans la direction Ox. Calculez la densité de courant et I’intensité cor-
respondantes ?

2-2 On voudrait déposer une couche d’aluminium d’épaisseur
e =5 nm en évaporant le métal sur un morceau de verre carré. On
cesse I’évaporation quand la résistance entre deux cotés opposés de la
couche atteint une valeur convenable R. Quelle doit étre la valeur de
R, si la résistivité de I’aluminium est de 2,83 x 107°Q.cm ? Est-ce
que R dépend du c6té de la couche ?

2-3 Supposons que la densité de courant dans un conducteur cylin-
drique varie avec la distance r a I’axe comme j = j,r. Calculez I'in-
tensité si le conducteur a un rayon a.

2-4 Un nuage porte une charge positive de 10 coulombs et se décharge
en 1 ms. Quelle est I’intensité moyenne dans cette décharge ? Quel est
le nombre d’électrons correspondant ? Dans quel sens se déplacent-
ils ? Supposant que la d.d.p. entre le nuage et le sol est de 3 x 10° V,
quelle est I’énergie libérée dans cette décharge ? Quel est le temps
nécessaire pour qu’une ampoule de 100 W consomme cette énergie ?
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2-5 Un fil de cuivre de diametre 1 mm et de longueur 2 m transporte
un courant de 1 A. Calculez la densité de courant. Supposant que le
nombre d’électrons de conduction est un électron par atome, calculez
la vitesse de dérive. Quel est le champ électrique dans ce fil ? Quelle
est sa résistance ? Quelle est la d.d.p. a ses extrémités ?

2-6 Un fer a repasser a une puissance de 1500 W et fonctionne sous
220 V et 200°C.

a) Déterminez I’intensité de courant et la résistance a chaud.

b) Le fil chauffant est en nichrome (p =150 x 1078Q.m et a =

0,4 x 10_3K_1) et il a une longueur de 8 m. Quel doit étre le diametre
de ce fil ?
¢) Calculez la résistance a froid de ce fil.

2-7 Dans un thermometre a résistance de platine, on utilise la variation
de la résistance pour mesurer les variations de température. Quelle est
la résistance d’un fil de platine de longueur 1 m et de diametre 0,1 mm
a 0°C ? Quelle est la variation de sa résistance qui correspond a une
variation de 1,00 °C ? A quelle température la résistance est-elle dou-
blée ?

2-8 On voudrait réaliser un conducteur dont la résistance ne varie pas
beaucoup avec la température, en placant en série deux cylindres de
carbone et de cuivre de méme section. Quel doit étre le rapport de leurs
longueurs ?

SOLUTIONS DES EXERCICES

2-1 La densité de courant est

j=-eNv
= (—1,6 x 1071°C) x (1,0 x 10'? électrons/m') (1,0 x 10° m/s)
=—-1,6x 1072 A.m~2

La charge de I’électron étant négative, la densité de courant est dans le
sens opposé au mouvement. La densité de courant est donc

I=1jlS=(1,6x102A.m?) x (0,2 x 107*m?) =3,2x 1077 A
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2-2 Soit a le c6té du carré. La résistance de la couche entre deux cOtés
opposés est

R = pa/(ea) = p/e = 2,83 x 107°Q.cm/5 x 10~ 'cm = 5,66 Q
Elle est indépendante du c6té de la plaque.

2-3 Considérons une couche cylindrique située entre les deux cylin-
dres de rayon r et r 4 dr (Fig. 2.8). La section normale du cylindre de

rayon r est 7r2. Sa variation lorsque r varie de dr est dS = 2w r dr ;
c’est la section normale de la couche cylindrique. On 1’obtient aussi

|
fio

Figure 2-8

en évaluant I’aire d’une bande de longueur 27r (périmetre du cercle
intérieur) et de largeur dr. L’intensité dans cette couche est
dI = j(r)dS = 27 j,r? dr. L’intensité totale est obtenue par intégra-
tion sur la section du conducteur :

I =/ dl = 27rj0/ rtdr = (2/3)mj,a’
0 0

2-4 L'intensité moyenne dans la décharge est
I=0/t=10C/1 x 1073s = 10* A.
Le nombre d’électrons qui portent cette charge est
Q/e =10/1,6 x 1071°C = 6,2 x 10'? électrons.
Le sol est négatif ; les électrons se déplacent du sol vers le nuage.
L’énergie libérée dans cette décharge est
U=Q0V=10Cx3x10%=3x10"7J;

ce qui correspond a la consommation d’une lampe de 100 W pendant
untemps t = U/P =3 x 107 J/I00 W = 3 x 10° s soit 83 h.

2-5 Supposant que la densité de courant est uniforme sur la section, sa
valeur est

j=1/S=1A/m(0,5x 1073m)* = 1,27 x 10° A/m?.
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1 m3 de cuivre pese 8 900 kg et sa masse atomique est 63,5 g/mole. Le
nombre d’Avogadro (Ny = 6,0 x 10% atomes/mol) est le nombre
d’atomes dans 63,5 g de cuivre. Le nombre d’électrons par unité de
volume, approximativement égal au nombre d’atomes dans 1 m>, est

ne = (8,90 x 10 kg/m?) x 6,02 x 10> atomes,/mole)
/(63,5 x 1072 kg/mol) = 8,44 x 10?® électrons/m’
Comme j = en,vq, c’est-a-dire vy = j/en,, nous trouvons
vg = (1,27 x 10%) /(1,60 x 10719)(8,44 x 10%®) = 9,40 x 1075 m/s.
* Le champ électrique dans le fil est donné par la loi d’Ohm
E=pj=(1,7x10"8W.m)(1,27 x 10° A/m?) = 0,0216 V/m
¢ La résistance du fil est
R =pL/S = (1,7 x 1078Q.m)(2,0m)/7(0,5 x 10~>m)?

=433x1072Q

e La d.d.p. entre ses extrémités est
V = EL = (0,0216 V/m) x 2m = 0,0433 V

Elle est bien égale a I R.

2-6 a) La tension et la puissance sont données par les relations V. = I R
et P = RI?. Nous en déduisons que
I=P/V=1500W/220V = 6,82 A
et R=V?/P=(220V)?/1500W =32,3Q
b) La résistance du fil est donnée par la relation R = pL/S = 4pL /nd?,
d’ou
d = /4pL/7R = 0,69 mm
¢) Négligeant I’effet de la dilatation, la résistance varie avec la tempé-

rature comme la résistivité, selon la relation R = R,(1 + aAT). La
résistance a la température normale (20 °C) est donc

Ro=R/(1+aAT)=32,32/(1+0,4x 10°3K"! x 180K)
=30,1 Q

2-7 Larésistance a 0° est
Ro=p,L/S=(10,6x1078 Q.m)(1m)/7(0,05x 107°m)>=13,5 Q
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e La variation de la résistance, due a une variation de 1,00 K, est
R — Ro= R0 AT = (13,5 £2)(0,003 927 K~! x 1 K)=0,053
* La résistance est doublée si Ry(1 + aoAT) = 2R,, donc a, AT =1,
soit
AT =1/a, =254,6 K

2-8 Soient [ et /., les longueurs des cylindres de cuivre et de carbone.
Négligeant les effets de la dilatation, la résistance des deux cylindres
en série a la température T est
R = peylen/S + pealca/ S
= (1/)Ueupo,cal + acuT) + leapo,ca(l + cal)]
= (1/9) [lcupo,cu + lcapo,ca + T(lcupo,cuacu + lcapo,caaca)]

R varie peu avec T si le coefficient de T est nul, d’ou la condition
lcu/lca = _po,caaca/po,cuacu

= —(3500 x 107%)(—=5 x 107%) /(1,67 x 107%)(3,93 x 1073)
~ 267
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3.1 COURANT SINUSOIDAL

Un systeme est périodique si toutes ses grandeurs reprennent les
mémes valeurs aux instants séparés par un intervalle de temps 7,
appelé période. La fréquence v est le nombre d’oscillations comple-
tes par unité de temps. Elle est liée a la période par la relation

v=1/T. 3.1)

La période est exprimée ordinairement en secondes () et la fréquence
en s~ !. Cette unité de fréquence est appelée aussi Hertz (Hz.) Pour les
hautes fréquences, on emploie le kilohertz (kHz = 10° Hz), méga-
hertz (MHz = 10° Hz) et le gigahertz (GHz = 10° Hz).
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Figure 3-1 a) Tension harmonique et b) Oscilloscope cathodique : les électrons, émis par un
filament chauffé F, sont accélérés par un potentiel V.. Ils sont déviés dans la direction Oy
par la tension a observer V et dans la direction Ox par la tension de balayage V. lls produisent
sur I'écran luminescent une tache déplacée dans la direction Oy proportionnellement
a Vet dans la direction Ox proportionnellement au temps. On observe donc la courbe
de V en fonction du temps.

Une fonction périodique particulicrement simple et utile est la fonc-
tion harmonique ou sinusoidale de la forme

u = A cos(wt + @) (3.2)

(wt + ¢) est la phase a I'instant ¢ et ¢ est la phase initiale (souvent
appelée phase, pour simplifier). La phase a les dimensions d’un
angle ; elle est donc exprimée en radians (rad) et la pulsation w est
exprimée en radians par seconde (rad/s). La fonction (3.2) reprend les
mémes valeurs si la phase varie de 27, ¢’est-a-dire apres une période
Ttellequew(t + T) + ¢ = wt + ¢ + 2w, d’ou les relations de w a la
période T et la fréquence v

T=2r/w et |v=1/T =w/2r (3.3)

A est 'amplitude (que nous désignons aussi par u,,). u oscille entre
—A et +A (Fig. 3.1a). A et u s’expriment avec les mémes unités. Un
choix convenable de ¢ permet toujours d’avoir A positive et nous pre-
nons ¢ compris entre —7 et 4.

Dans la suite, # peut étre une d.d.p. ou une intensité de courant dans
un circuit alimenté par un générateur de pulsation w. Il est évident que
la tension entre deux points quelconques du circuit et les intensités de
courant dans les diverses branches sont sinusoidales de méme pulsa-
tion.
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u peut étre aussi la tension ou I’intensité dans un circuit oscillant
librement (c’est-a-dire non alimenté par un générateur) ; w est alors la
pulsation propre du circuit et elle est désignée par w,. On peut mon-
trer que u vérifie ’équation différentielle

i+wtu=0/| (ot i =d%u/dt?), (3.4)

La pulsation w est indépendante des conditions initiales ; c’est une
grandeur caractéristique du circuit tandis que les constantes A et ¢
dépendent de la fagon de I’exciter.

Si u est une tension électrique, elle peut étre facilement observée en la branchant
aux bornes d'un oscilloscope (Fig. 3.1b). Si la tension est harmonique, l'instrument
permet de mesurer son amplitude et sa fréquence. Il permet aussi de déterminer le
déphasage de deux tensions sinusoidales. Pour observer un courant électrique
dans une résistance, on branche l'oscilloscope aux bornes de la résistance.

3.2 REPRESENTATION TRIGONOMETRIQUE

ET REPRESENTATION DE FRESNEL

La solution générale de I’équation différentielle (3.4) peut étre écrite
sous ’une des formes trigonométriques :

u(t) = A cos(wt + ¢) = A’ sin(wt + ¢') = Ay cos(wt) + Aj sin(wt)
(3.5)
Ces expressions sont équivalentes et dépendent de deux parametres qui

peuvent étre déterminés a partir des conditions initiales. Les relations
qui lient ces parametres sont

A=A et ¢ =¢+7/2 (3.6)
Aj=Acos¢p=Asing, 3.7
Ay = —Asin¢ = A cos ¢/ (3.8)

Notons que A; et A, sont positives, négatives ou nulles. Si nous choi-
sissons les amplitudes A et A’ positives, nous avons aussi les relations

A=,/A?+ A3, tand=—Ay/A;, tangd = A /A, (3.9)

La représentation de Fresnel (ou des vecteurs tournants) considere
la fonction u = A cos(wt + ¢) comme la projection sur un axe Ox

d’un vecteur u_(ts de module A et qui fait avec Ox un angle (wt + ¢)
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[ ar u()
() (b)

[dtu

Figure 3-2 Représentation d'une fonction harmonique, ses dérivées et sa primitive :
a) représentation de Fresnel et b) représentation complexe pour t = 0.

(Fig. 3.2a). 1l tourne donc autour de O avec une vitesse angulaire w
dans le sens contraire a celui des aiguilles d’'une montre en partant d’un
angle ¢ a I'instant t = 0. De méme, la fonction A sin(wt + ¢) peut
étre considérée comme la projection du vecteur u(¢) sur ’axe Oy per-
pendiculaire a Ox.

La dérivée de u(t), u = wA cos(wt + ¢ + m/2), est représentée
par le vecteur de longueur wA en avance de phase de 7/2 sur u(¢) et
sa dérivée seconde ii = w?A cos(wt + ¢ + ) est représentée par le
vecteur de longueur w”A en avance de phase de 7 sur u(¢). La primi-

tive de u(t) est représentée par le vecteur f dt u(t) de module A/w et
en retard de phase de 7/2 sur u(¢). Si toutes les grandeurs a considé-
rer ont la méme pulsation w, il suffit de les représenter a I’instant

t = 0 ; leur représentation a I’instant ¢ est obtenue par une rotation de
la figure d’un angle wr.

L’équation des oscillations (3.4) est linéaire et homogéne. Ses solu-
tions ont donc une propriété remarquable : si u(¢) est une solution et
C est une constante arbitraire, Cu(#) est aussi une solution. Plus
généralement, si u (1) et uy(t) sont deux solutions, toute combinai-
son linéaire avec des coefficients Cy et C, arbitraires,

u=Cru(t) + Cous(t) =C1 A cos(wt + ¢;) + C2A; cos(wt + ¢,)
= Acos(wt + ¢)
(3.10)

est aussi une solution de I’équation avec A et ¢ données par




3.3 « Représentation complexe 53

A= \/A% + A2 + 241 As cos(é) — )
cos ¢ = (Ajcosp; + Ay cosp,)/A,
sing = (A; sin ¢; + Az sin ¢,)/A (3.11)

Les conditions initiales de u(#) sont des combinaisons linéaires des
conditions initiales de u(¢) et u,(¢) avec les mémes coefficients C; et
C,. C’est le principe de superposition des solutions. La représentation

. . c 2.7 H
de Fresnel illustre bien cette propriété. Les vecteurs de Fresnel u (¢) et

— . . ..

uy(t), qui représentent u; et up, tournent autour de 1’origine avec la
méme vitesse angulaire w et forment entre eux un angle constant
(¢ — ¢,). Leur somme u est la projection sur ’axe Ox de la somme

. —_—> —_—> s R
vectorielle u(t) + u>(t). C’est un vecteur tournant avec la méme
vitesse angulaire w, de module A et de phase wt + ¢.Un calcul géo-
métrique simple donne justement les relations (3.11). Le maximum de

I’amplitude A est (A; + Ay) si Ui et w5 sont en phase (¢, = ¢,) etle

minimum de A est |[A; — A»| si u_l) et u_z) sont en opposition de phase
(¢ = ¢y £m). Siu(r) et uy(t) sont déphasés de /2, on dit qu’ils
sont en quadrature. Les vecteurs qui les représentent sont orthogonaux

et ’amplitude de leur superposition est A =,/ A% + A%.

Siu; et up n’ont pas la méme fréquence, les vecteurs qui les représen-
tent tournent a des vitesses différentes. La vibration résultante n’est pas
périodique (sauf si w;/w, est égal au rapport de deux nombres entiers).
Elle oscille entre une valeur maximale A + A;, lorsque les deux vecteurs
sont colinéaires et de méme sens, et une valeur minimale |A; — Aj|,
lorsque les deux vecteurs sont colinéaires et de sens opposés. Nous avons
alors un phénomene de battements de fréquence v = |v) — 1»|.

3.3 REPRESENTATION COMPLEXE

Pour préciser les notations, rappelons d’abord quelques éléments de
I’analyse complexe. Une variable complexe (désignée ici par un sym-
bole souligné) s’écrit sous la forme algébrique

u=x+jy; x=Reu e y=TImu (3.12)
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Ot nous avons posé j> = — 1. x est la partie réelle de u et y est la par-
tie imaginaire de u. Nous pouvons utiliser aussi la forme exponen-
tielle

u = pel® ol p=moduleu et ¢ = phaseu (3.13)
p est le module de u et ¢ est sa phase. Utilisant la relation d’Euler(!)
el® = cos ¢ + j sin ¢, (3.14)
nous trouvons les relations liant les deux formes®
X = pcos ¢, y=psin¢;

p=+yxr+y% cosp=x/p, sing=y/p (tanp=y/x)

(3.15)
Le nombre complexe u peut étre représenté par un point du plan
complexe (Fig. 3.3a) ; x et y sont alors les coordonnées cartésiennes
de ce point tandis que p et ¢ sont ses coordonnées polaires.

u=u+u,

X

(a) ()

Figure 3-3 a) Nombre complexe u. b) Sommes de deux grandeurs complexes u1 et us.

(1) Pour établir cette relation, on écrit la série de Taylor
e = 14 (0)/1! + (§0)2/2! + (§6)* /3! + (jO)* /4! + ...

Notant que j*> = —1, j* = —j, j* = 1 et ainsi de suite, nous pouvons réécrire cette série sous
la forme
of = [1— /21 4+ 6 /4! + . 1+][0/1! — /31 + ..]

La série du premier crochet est la série de Taylor pour cos 6 et celle du second crochet est la
série de sin 6, d’ou la relation d’Euler.

(2) Rappelons que la valeur de la tangente ne détermine ’angle qu’a 7 pres. La fonction
Arctan(x) est la détermination principale (—7/2 < x < 7/2).
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La somme de deux nombres complexes peut étre facilement éva-
luée en utilisant la forme algébrique :

Uy +up = (x1 +jy1) + (2 +jy2) = (x1 +x2) +j(y1 + y2) (3.16)

Le produit et le quotient de deux nombres complexes peuvent étre éva-
lués facilement en utilisant la forme exponentielle :

uy uy = (pe11)(pre1%2) = pypyel@1t92) (3.17)

uy Juy = (p1&1)/(p,e12) = (py/py)el @1~ (3.18)

La solution générale de I’équation différentielle (3.4), s’écrit en
notation complexe.

u(t) = Ce avec C = Cel, (3.19)

C est Uamplitude complexe telle que C = |C|. Cette expression
dépend aussi de deux parametres C et «. Prenant la partie réelle, nous
trouvons

u(t) = Re[u(t)] = Re [Cel“ 0] = C cos(wt + )  (3.20)

Comparant avec la forme u = A cos(wt + ¢), nous déduisons que
A=C=moduleC et ¢=a«a= phaseC (3.21)

Ainsi ’amplitude de la solution réelle u est égale au module de 1’am-
plitude de la solution complexe u et la phase de u est égale a la phase
de I’amplitude complexe. Le diagramme de Fresnel et le diagramme
du plan complexe sont donc identiques. La représentation complexe est
beaucoup plus pratique que la représentation de Fresnel ; elle est méme
inévitable pour analyser les circuits complexes.

La dérivée de la fonction u(t) = Ael*’ et sa primitive sont des fonc-
tions harmoniques de méme pulsation et données par les expressions

i=jwu(t) = wAelWHo+T/2) — () Aei™/2el! (3.22)

f dtu(t) = u/jw = (A/w)e“ 0772 = (A/w)e ™2 (3.23)

La dérivée d'une fonction harmonique u est donc obtenue en la multipliant par jw ;
ce qui revient a multiplier son amplitude par w et augmenter sa phase de 7/2
(Fig. 3.2b). La primitive de u est obtenue en la divisant par jw ; ce qui revient a divi-
ser son amplitude par w et diminuer sa phase de 7v/2.La dépendance du temps de
ces fonctions est simplement un facteur e, La forme exponentielle est donc
beaucoup plus facile & manipuler que les fonctions trigonométriques. A cause de la
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linéarité des équations, la partie réelle qui représente effectivement la grandeur
physique est évaluée a la fin du calcul. Notons que la représentation complexe n'est
pas valable pour des grandeurs non linéaires telles que I'énergie. De telles gran-
deurs n'obéissent pas au principe de superposition ; elles doivent étre évaluées
directement en utilisant les grandeurs réelles.

L’analyse complexe simplifie le calcul de la superposition de deux
fonctions harmoniques (3.10). En effet faisant d’abord la somme des
fonctions complexes correspondantes, nous pouvons écrire

ﬂzélejm +Azejwt — Aelt avecA = A, + A, = A, el +Azej¢2
(3.24)

Ainsi pour ajouter deux fonctions harmoniques de méme pulsation, il
suffit d’ajouter algébriquement leurs amplitudes complexes.

Explicitant les amplitudes complexes, nous trouvons

A = (A cos ¢ + Az cos ¢y) + (A sin ¢ + Az sin ¢p)) = A &?
(3.25)

ou A et ¢ sont justement données par (3.11). La fonction u s’écrit donc

u=Ael%e = AWt oty =Reu = A cos(wt + ¢)(3.26)

Considérons, par exemple, une résistance R, une self-inductance L
et un condensateur de capacité C en série Fig.3.4a). La loi de conser-
vation de la charge exige que I’intensité soit la méme dans tous les élé-
ments dans 1’approximation quasi stationnaire. La d.d.p. aux bornes
d’éléments en série s’ajoutent algébriquement a tout instant :

VAB=VA—Ve=Va—Vm+VW—W+W-—-Vs

(3.27)
= Vam + Vmn + VB

Si I = I, cos(wt + ¢p) est I'intensité de courant orientée vers 1’arma-
ture du condensateur qui porte la charge Q(¢), la charge du condensa-

teur est telle que I = 0, donc

0 = (In/w) sin(t + @) = (I /w)cos(wt + ¢; — 7/2)  (3.28)

Les d.d.p. aux bornes de la résistance, de la self-inductance et du
condensateur sont respectivement
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Vam = Vk = RI = R, cos(wt + ¢;)
Vun=Vy=LI = —Lwly sin(wt + ¢;) = Lwly, cos(wt + ¢; + 7/2)

Vg =Ve = 0/C = (In/Cw) cos(wt + ¢ — 7/2)
(3.29)

@ Ainsi les d.d.p.dans le circuit sont des fonctions harmoniques de méme pulsation w.
Nous écrivons toujours une grandeur harmonique comme une fonction cosinus
d’amplitude positive et de phase comprise entre —7 et +r.

La d.d.p. aux bornes de R est en phase avec I’intensité et elle a pour
amplitude RI,. Aux bornes de la self-inductance, la d.d.p. est en
avance de phase de 7/2 sur I'intensité et elle a pour amplitude wL Iy,.
Finalement aux bornes du condensateur, la d.d.p. est en retard de phase
de 7/2 sur I’intensité et son amplitude est Iy, /wC. Nous en déduisons
que

Vap = Ry, cos(wt + ¢p) + Lwly, cos(wt + ¢p + 7/2)
4+ (In/ Cw) cos(wt + ¢y — m/2) (3.30)
= Rl cos(wt + @) + In(1/Cw — Lw) sin (wt + ¢y)

C’est une expression de la forme (3.5). Utilisant les relations (3.9),
nous pouvons I’écrire sous la forme :

Vap = Vi cos(wt + ¢; + dgic)

Vo = Iny/R? + (1/Cw — Lw)?, ¢gic = Arctan[(Lw — 1/Cw)/R]

(3.31)
< L c VRrL /. VL
A M N B VRLC > — o~ -
14 VYV 666 [ Ql |—Q % Ve \Vic =Ve+VL
Vare - ¢1 ‘_;C
' "
(a) (b)

Figure 3-4 a) Une résistance, une self-inductance et un condensateur en série.
b) Représentation de Fresnel pour les tensions aux bornes des éléments.La somme des
— . — . e — o
vecteurs V| et Vi est VR puis la somme de V| g avec Vg est Vgic.



58

Chapitre 3 * Courant alternatif

La représentation de Fresnel pour ces d.d.p. est illustrée dans la
fig. 3.4b) ou le vecteur I , représentant 1’intensité, forme un angle ¢,

.. g
avec I’axe Ox (origine des phases). Le vecteur Vg de longueur R, est
. . =4 -
dans la direction de 7, le vecteur V. de longueur Lwl;, est en avance

de 7/2 sur I etle vecteur VC) de longueur I,/ Cw est en retard de 7/2

sur /. Pour avoir la tension Vgp aux bornes de I’ensemble L et R, par

exemple, il faut ajouter les vecteurs 71; et VE On trouve le vecteur V—L;
de module V,, = I,V R? 4+ L2w?. La tension Vig est en avance de
phase d’un angle ¢; g = Arctan(Lw/R) sur I (). De méme, pour avoir
la tension Vrrc aux bornes de I’ensemble RLC, on ajoute

e g . . . .
d’abord les vecteurs Vi, et V¢, qui sont dans des directions opposées.

On trouve un vecteur @ de module V;,, = [},|1/Cw — Lw|. La ten-
sion V¢ est en avance ou en retard de phase de /2 sur I (¢) selon que
Lw est plus grand ou plus petit que 1/Cw. La tension Vg c est repré-
sentée par le vecteur de module Vy, et en avance de phase ¢y don-
nés justement par (3.31).

Le circuit étant linéaire, le principe de superposition permet d’uti-
liser aussi la représentation complexe. Pour cela, nous considérons

Iintensité complexe I = I, e/“’~%1) que nous écrivons sous la forme
I=1,¢e" avec I,=I,e" (3.32)

ou I est ’amplitude complexe en général. Les d.d.p. aux bornes des
éléments sont les fonctions complexes
Vaum=RI=RI e, Vyy=L(dI/dt)=jwLl ",

Vg =0/C = (l/C)/dtL = (Ly/jc)e™" (3.33)

Ainsi les tensions et les intensités complexes ont toutes la méme dépendance en t,
qui est le facteur e 1%, On simplifie I'écriture des équations en omettant ce facteur;

les équations sont alors des relations algébriques liant les amplitudes complexes.La
d.d.p.aux bornes du circuit RLC est donc

Vg = In[R+ (WL — 1/wC)je™! = hnel®1 et

Prenant la partie réelle, nous trouvons les équations (3.31).
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3.4 EFFET JOULE ET VALEURS EFFICACES

Considérons une intensité I = I, cos(wt + ¢;) dans une résistance R.
La d.d.p. aux bornes de R est V = Vcos(wt + ¢;) ou Vi, = Rl

L’énergie dissipée par effet Joule dans cette résistance entre ¢ et t 4 dt
est

dUgy = V()1 (1)dt = Vinln cos*(wit + ¢p)dt (3.34)
La puissance instantanée est donc
Py = Vil cos*(wt + ¢y) (3.35)
Pt
Rl , w(®

<Py>

Figure 3-5 Puissance dissipée dans une résistance en fonction de t.

La Fig.3.5 illustre I’intensité / et la puissance Py, dissipée en fonc-
tion du temps. Py, oscille entre 0 et RI2 avec une fréquence double de
celle du courant. L’ énergie dissipée pendant une période est obtenue en
intégrant ’expression (3.34) entre ¢ et t + T, nous trouvons

t+T t+T 1
Up = / dUy =/ dt Vil cos (wt + ¢p) = le T
t t

(3.36)
La puissance moyenne dissipée dans la résistance est donc
<Py >=Uy/T = %lem = %ngl —V2/R
(3.37)

Nous pouvons définir I'intensité et la d.d.p. efficaces comme étant
celles du courant continu qui fournit la méme puissance. Elles sont donc

Lt = In/~2,  Ver = Vin/¥/2 (3.38)



60 Chapitre 3 « Courant alternatif

Ce qui permet d’écrire la puissance sous la forme

< Pgy >= Vegelest = RI%; = V3/R (3.39)

4‘ Lorsqu’on évoque la tension et I’intensité en courant alternatif;, il

s’agit souvent de valeurs efficaces. Ainsi la distribution d’électricité
domestique se fait sous 220 V ; ’amplitude de la tension est donc

V2Ver = 311,13 V.

La définition de la valeur efficace comme celle du courant continu
qui produit, en moyenne sur une période, le méme effet Joule dans une
résistance, est valable dans le cas d’un courant périodique quelconque.

Nous avons donc Ie2ff =< 1) >,dou

1 t+T
Lg = = f dtl(r)? (3.40)
t

Par exemple, une intensité qui prend les valeurs I, et —I, périodique-
ment, produit le méme effet Joule qu’'une intensité /, qui ne change
pas de signe. La valeur efficace est alors /,. Dans le cas d’une inten-
sité en dents de scie entre +1, et —I,, le calcul montre que la valeur

efficace est I,/+/3.

3.5 CIRCUIT OSCILLANT LC

Considérons un circuit formé par un condensateur de capacité C et une
self-inductance L et ne contenant aucune f.€.m. ou résistance. L’état
d’équilibre correspond au condensateur non chargé, I’intensité de cou-
rant nulle et la d.d.p. nulle partout. En régime variable, des charges
électriques peuvent s’accumuler sur les armatures du condensateur ; ce
qui est équivalent a un courant électrique a travers le condensateur.

On excite ce circuit en débranchant le condensateur et en Iui don-
nant une charge initiale Q, (a ’aide d’une f.€.m. continue auxiliaire)
puis on débranche la f.é.m. et on connecte le condensateur aux bornes
de la self-inductance a I’instant # = 0 (Fig.3.6). En orientant le courant
vers I’armature qui porte la charge Q, 'intensité est liée a Q par la
relation de conservation de la charge électrique

I1=0 (3.41)
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Figure 3-6 Circuit LC.

Les d.d.p. aux bornes du condensateur et de la self-inductance sont
respectivement Vyyy = Q/C et Vam = LI. Ajoutant membre a mem-

bre ces équations nous trouvons 1’équation du circuit Q/C + LI =0.
Utilisant la relation (3.41), cette équation s’écrit

0+w0=0 olw,=1/VLC (3.42)

Cette équation est celle d’un oscillateur harmonique. Elle admet la
solution générale

0 = A cos(wot + ¢). (3.43)
La relation (3.41) donne alors I’intensité de courant
[ = Q = —Aw, sin(wet + @) = Aw, cos(wol + ¢ + 7/2) (3.44)

La charge du condensateur et I’intensité sont des fonctions harmo-
niques du temps de pulsation w, et de période

T =2nVLC (3.45)

p Pour avoir une idée de I’ordre de grandeur, si L = 1H et C = 1pF,

ontrouve T = 6,28 x 1073 s.

Les constantes A et ¢ peuvent étre déterminées en imposant les
conditions initiales. Notons que la charge électrique Q du condensateur
ne peut pas subir une discontinuité ; car cela correspondrait a une inten-
sité€ de courant infinie et une discontinuité de I’énergie du condensateur
%QZ /C ; ce qui est physiquement impossible. De méme, I’intensité de
courant dans une self-inductance ne peut pas subir une discontinuité ;
car cela correspondrait a une discontinuité de 1’énergie magnétique

%Ll 2. Q et I doivent donc étre continues dans un circuit LC. Par
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exemple, si a I'instant # = 0 le condensateur portait une charge Q,
lorsque nous fermons le circuit, les conditions initiales sont
0(0) = Qo et 1(0) =0. Nous en déduisons que Q, = A cos ¢ et

0 = —Aw, sin ¢. La solution s’écrit donc

0 = Qo cos(wot), I =woQo cos(wot + m/2) = —wo Qo Sin(wot)
(3.46)

L’énergie électrique emmagasinée dans le condensateur et I’énergie
magnétique emmagasinée dans la self-inductance sont respectivement

10> A? 1 A% |
Ug = el = icosz(wot +¢), Uy = ELIZ = C sin®(wof + )
(3.47)
L’énergie électromagnétique totale du circuit est donc
1
Ugm = Ug + Uy = zAz/c. (3.48)

Elle est constante car le circuit ne contient aucun générateur qui four-
nit de 1’énergie et aucune résistance qui dissipe 1’énergie.

0,0, Uy I Ug Upy= 0,12C
QO

o

(b

Figure 3-7 a)Variation de la charge et de 'intensité de courant en fonction de t
dans un circuit LC. b) Variation de I'énergie électrique et de I'énergie magnétique.

p Dans le cas d’un condensateur initialement chargé puis branché

sur une self-inductance, 1’énergie totale est Ugny = Q2/2C, qui est
bien I’énergie électrique initialement emmagasinée dans le conden-
sateur. L"énergie est d’abord purement électrique (car / = 0 a I’ins-
tant = 0). Pendant la décharge, la charge Q et I’énergie électrique
diminuent tandis que 'intensité et 1’énergie magnétique augmen-
tent. Lorsque le condensateur est completement déchargé, 1’énergie
est completement sous la forme magnétique et / atteint son maxi-
mum. A partir de cet instant, un courant de sens opposé commence




3.6 ¢ Circuit oscillant LCR 63

a recharger les armatures du condensateur avec des charges opposées
aux charges initiales et I’énergie se transforme de nouveau en énergie
électrique et ainsi de suite. Ainsi I’énergie magnétique joue le méme
role que I’énergie cinétique et I’énergie électrique joue le role de 1’¢-
nergie potentielle d’un oscillateur mécanique, tel qu’une masse sou-
mise a un ressort. La Fig. 3.7a illustre les variations de Q et I en fonc-
tion de ¢ et la Fig. 3.7b illustre les variations des énergies Uy et Ug.

Notons aussi que I’équation du circuit peut étre établie a partir de la
loi de conservation de 1’énergie. En effet écrivant que Ugy = Ug + Um

= C', on obtient en dérivant par rapport au temps 1I’équation
(Q/C)O+LII =0 (3.49)

Utilisant la relation Q = I et divisant par I, on retrouve I’équation du
circuit.

3.6 CIRCUIT OSCILLANT LCR

Nous considérons dans cette section un circuit formé par un condensa-
teur C, une self-inductance L et une résistance R placés en série
(Fig. 3.8). Dans ce cas I’énergie ne se transforme pas intégralement
d’une forme a une autre, a cause de la perte d’énergie par effet Joule ;
les oscillations sont donc atténuées.

Figure 3-8 Circuit LCR.

L’équation du circuit doit &tre modifiée par la chute de potentiel / R
aux bornes de la résistance pour devenir

Q/C+LI+RI=0 (3.50)
Utilisant la relation I = Q, nous obtenons I’équation

0+280+w2Q=0 (3.51)
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Ot nous avons posé

B=R/2L et w,=1/VLC (3.52)

C’est I’équation d’un oscillateur amorti avec un coefficient d’amortis-
sement (3 et une pulsation propre w.

L’énergie électromagnétique est la somme de 1’énergie électrique
dans le condensateur et I’énergie magnétique dans la self-inductance :

r I,
Usm = 50°/C + 5LI (3.53)
et son taux de variation dans le temps est
dUgy = QI/C+ LIl = LI[Q +w2Q]l = —RIQ = —RI?
(3.54)

Ou nous avons utilisé I’équation du circuit (3.51). Ce taux est toujours
négatif ; ce qui veut dire que 1’énergie totale du circuit diminue et
cette diminution est justement 1’énergie dissipée dans la résistance.

Pour résoudre 1’équation (3.51), nous pouvons chercher des solu-
tions de la forme
Q=e (3.55)

Ou s est une constante a déterminer. Substituant cette expression a Q
dans (3.51), nous trouvons que cette équation est satisfaite a tout
instant ¢, si s est une solution de I’ équation caractéristique

s —20s + wg =0 (3.56)

On peut distinguer trois cas selon le signe du discriminant (7 - wg) :

a) Cas d’une grande résistance (3° > w? c’est-a-dire R?> > 4L/C)

Dans ce cas I’équation caractéristique admet deux racines réelles et
positives

si=pf—o0 ets, =P340 avecaz,/ﬁz—wg (3.57)

L’équation du circuit (3.51) admet alors les solutions e™*!” et €52 ou
toute combinaison linéaire de ces solutions. La solution générale est
donc

0 =AjeV + Ape™ (3.58)
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ou A; et A, sont deux constantes d’intégration, qui peuvent étre déter-
minées a partir des conditions initiales. L’intensité qui correspond a
cette solution est

I =Q=—s1A1e™ —55Ae™% (3.59)
Supposons par exemple, qu’on charge le condensateur a Q, et on
ferme le circuit a I’instant + = 0. Nous avons alors les conditions
initiales
Qr=0)=0,=A11t A4, 1t=0)=0=—-5141—54
qui admettent la solution

Ay = —(52/20)Qo, Ay = (51/20)Q,

La solution s’écrit alors

o) = (QO/ZU)[—Szefs” + 518721,
1(t) = (W Qo/20) e —e™]
(3.60)

La variation de Q en fonction du temps est illustrée par les courbes
(1) et (2) de la Fig. 3.9a. Q décroit sans subir d’oscillations. A long
terme, la charge est dominée par le premier terme et il en est de méme
pour 'intensité de courant. Nous disons que le circuit est amorti avec
une constante d’atténuation § = 3 — o.

(1) w,=10rad/setf=15s" 0 o By
1 ° () ©)Q0, e~
2)o,=10rad/setB=13s /

(3) Amortissement critique

O 02 04 06 08 10 «s) .

(a) (b)

Figure 3-9 a) Charge du condensateur dans un circuit LCR trés amorti pour w, = 10 rad/s

(courbe 1 pour 3 = 15 s~ et courbe 2 pour 3 = 13) et critique (courbe 3 pour

B8=10s"").b) cas d'un circuit LCR peu amorti pour w, = 10s~ ' et 3=2s"".

b) Le cas critique (3* = w? ’est-a-dire R> = 4L/C)

Dans ce cas I’équation caractéristique admet une racine double réelle
et positive
s=p (3.61)
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L’équation du circuit (3.51) admet alors la solution F e 7 ol F est une

constante arbitraire. Ce n’est pas la solution générale car elle ne
dépend que d’une seule constante arbitraire. Pour trouver la solution
générale, supposons que F est une fonction de ¢ et cherchons la solu-

tion de la forme Q = F(t)e ”. Substituant cette expression dans
I’équation du circuit (3.51), nous trouvons qu’elle est identiquement

satisfaite si F = 0. Cette équation admet la solution générale
F = A + Bt, ou A et B sont deux constantes arbitraires. La solution
de (3.51) est donc

Q= (A+Bt)e ™ (3.62)

C’est bien la solution générale ; car elle dépend de deux constantes
arbitraires A et B qui peuvent étre déterminées a partir des conditions
initiales. L’intensité qui correspond a cette solution est

I =0 =(B—pA—[t)e ™ (3.63)

Supposons que la charge du condensateur est Q, lorsqu’on ferme le
circuit a I’instant ¢+ = O ; nous avons alors les conditions initiales

Qt=0=0,=A, It=0=0=B-pA
qui admettent la solution A = Q, et B = 3Q,. La solution s’écrit alors

01) = Qo1+ Bne P, 1(t)=—F 0™  (3.64)

Dans ce cas, la charge et I’intensité décroissent exponentiellement avec
le temps sans changer de signe (voir la courbe 3 de la Fig. 3.9a).

c) Cas d’une faible résistance (3> < w? c'est-a-dire R> < 4L/C)

Dans ce cas I’équation caractéristique admet deux racines complexes
s1=[+j0 et s, =08—jo avec &= /w2—F (3.65)

La solution générale est alors

0 = e MA1 + Ape ],

1= Q= —eMA1(B~ @) + Ar (5 + jw)ek] (3.60)

Ou A; et A, sont deux constantes d’intégration, qui peuvent étre choi-
sies de facon que Q soit réelle. La solution peut &tre écrite aussi sous
la forme réelle
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0 = Ae Pcos(@rt + ),

I =Q=—Ae [ cos(@t + @) + & sin(@r + )] (3.67)

Les constantes d’intégration A et o (ou A; et A,) peuvent étre déter-

N

minées a partir des conditions initiales. Notons que l’intensité
s’écrit aussi

I = Awee™ cos(@t + p+ 7 — @) (3.68)

Ou « est donné par

tana = @/B=+/4L/CR>? -1 (O <a<mn/2) (3.69)

Supposons, par exemple, que la charge du condensateur est Q,
lorsqu’on ferme le circuit a I’instant # = 0 ; nous avons alors les condi-
tions initiales

Qt=0=Q0,=Acosp, I(t=0)=0=—A[Fcosp + wsin ¢]
Ces deux équations admettent la solution

A = (Wo/W)Qo, €OSp =w/wo, sing=—[F/w,
La solution s’écrit alors

O(1) = (wo/@) Qoe™ cos(@r + ),
1(t) = (W2/@) Qo™ cos(@t + ¢ + 7 — @) (3.70)

La solution (3.67) pour Q(¢) est illustrée dans la Fig. 3.9b. Elle res-
semble a une oscillation harmonique a cause du facteur cos(wt + ¢) ;
mais I’amplitude, Ae~”, décroit exponentiellement avec le temps. La
charge n’est pas une fonction périodique du temps. Mais elle s’annule
périodiquement, nous disons que c’est une oscillation pseudo-pério-
dique de pseudo-pulsation w. La charge Q s’annule aux instants ¢ tels
que cos(wt + @) =0, c’est-a-dire pour ty, = (1/0)(mm 4+ 7/2 — p)
ou m est un entier. La pseudo-période est donc

T =2r/& =2n/\|w? — (3.71)

La charge atteint les valeurs extrémales aux instants #, tels que

Q =1 =0, c’est-a-dire pour
th = (1/@)[nm — Arctang(5/w) — ¢]
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ou n est entier. Deux passages consécutifs aux maximums (positifs) ou

au minimums (négatifs) sont séparés par une pseudo-période 7. Les
valeurs de ces extremums sont

Qn = Aeiﬁtn COS(ﬁNUtn + (p) —t (—1)“ (a}/wo)efﬂl‘n
Nous trouvons qu’aprés une oscillation complete, 1’amplitude est
8

réduite par un facteur e T ¢’est-a-dire

Oni2/Qn = e ti2=t) = =0T (3.72)

Nous pouvons écrire aussi

In(Qn/Oni2) = BT =216/ /w2 — F =2m/4L/CR> — 1 (3.73)

La quantité BT est appelée coefficient de décrément logarithmique.
Dans tous les cas du circuit RCL, la charge et I’intensité contien-
nent le facteur de décroissance exponentielle e=%. § est le coefficient
d’amortissement. Il est égal au coefficient d’amortissement (3 dans le
cas d’un faible amortissement et dans le cas d’un amortissement cri-

tiqueeta f— /> — w? dans le cas d’un grand amortissement. Sa plus

grande valeur est dans le cas d’un circuit LC R critique (8 = w,) ; I'at-
ténuation du courant est alors la plus rapide ; ce qui est souhaité dans
certaines situations. Il faut alors choisir R égal a 2./L/C.

Linverse de §, 7= 1/, qui a les dimensions du temps, est appelé
temps de relaxation. C’est le temps caractéristique du circuit, qui
indique la rapidité avec laquelle le circuit revient a I’équilibre (Q et /
nulles). Pour avoir une idée de cette rapidité, pour t = 57, t = 87 et
t = 107, nous trouvons que I’amplitude est réduite par les facteurs
6,7 x 1073, 3,4 x 107* et 4,5 x 107> respectivement. Donc prati-
quement, apres un temps de ’ordre de 107, I'oscillateur peut étre

2.2 N

considéré a 1’équilibre de nouveau.

La pseudo-pulsation du circuit peut étre écrite sous la forme
O=wo/1—1m* ot n=L/w, (3.74)

7 est le coefficient réduit d’amortissement.
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La quantité

1 1L
T ou fy= R o (3.75)
T,

Js m~ 28" RVC

est appelé facteur de qualité du circuit LCR. Comme 7r7 est I’ordre de
grandeur du temps nécessaire pour que le circuit retourne a I’équili-
bre, le facteur de qualité peut étre interprété comme un ordre de gran-
deur du nombre d’oscillations que le circuit effectue avant de revenir
pratiquement a 1’équilibre.

Discutons maintenant le bilan d’énergie dans ce circuit oscillant.
L’énergie électrique et I’énergie magnétique emmagasinées dans le
condensateur et la self-inductance sont

Ug = 0%/2C = (A?/2C)e " cos® (@t + ¢),

1 1
Uy = 5LI2 = Ee*m‘[ﬁ cos(&t + ) + & sin(@t + )]

L’énergie électromagnétique totale emmagasinée s’écrit

1 p - .~
Upm = = LA%e 29 [W2 + 3% cos2it + 2¢) + B sin(2dt + 2¢)]

2
(3.76)
et sa variation pendant le temps d est

dUgy = —RA%e 2P [G sin(@t + ) + Bcos(@t + ¢)]?dt (3.77)

Cette variation est toujours négative ; ce qui veut dire que I'énergie totale emma-
@ gasinée dans le circuit diminue et cette diminution est justement I'énergie dissipée
dans la résistance. En effet celle-ci s'écrit

dUy = PR dt = RA%e 2@ sin(@t + ) + (3 cos(wt + )2 dt (3.78)

qui est justement I'opposé de dUgy.

Tout en décroissant avec le temps 2 cause du facteur e 2%, I’éner-
gie totale emmagasinée dans le circuit oscille 1égerement a cause des
fonctions trigonométriques. 11 est parfois intéressant de voir comment
I’énergie varie, en éliminant ces petites oscillations qui sont souvent
inobservables a hautes fréquences. Ceci peut étre fait en faisant la
moyenne de 1’énergie sur une période au voisinage de #, soit entre
t —T/2 ett+ T /2. Nous trouvons

1472

< Ugm(@) >1=(1/T) B dt Ugm(t) (3.79)
~T
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L’évaluation exacte de cette intégrale est assez compliquée. Nous nous
limitons au cas ou la résistance est suffisamment faible pour supposer
que I’exponentielle e~>” varie trés peu pendant une période. Cest bien
le cas si 6T << 1 c’est-a-dire R << (1/7)4/L/C ;alors < Ugpm(t) >
s’écrit approximativement

LA2 t+T/2
< Upm(t) >1 ~ We—zﬁ’ / dt[w? + (% cos(2it + 2¢)
=T/2

+ Bl sin(2t + 2¢)]
Les termes harmoniques ne donnent aucune contribution, nous trou-
vons alors

1
< Upm(t) >1~ ELAzwge_w’ =< U, >e 2 (3.80)

1 1
Ou < U, >= ELAzwg = EAZ /C est I’énergie moyenne initiale. On

voit que cette énergie moyenne décroit exponentiellement avec le
temps.

L’énergie dissipée pendant une période (entre t — T /2 ett + T/2)
peut &tre évaluée dans la méme approximation, nous trouvons

t+T/2 1
< U@y >r=(1/T) dU; = ~TRA* e 2" (3.81)
) 2

Le rapport de < Upm(?) >T1 a < U(t)y >1 est

h

Ugm(t L 1
=Uen)>r L 1 JL_Jg (3.82)
< U@y >1 TR 2RV C 2

Ou f, est le facteur de qualité (3.75)

‘ POINTS-CLES

» L’unité d’angle a utiliser pour analyser les oscillations est le radian, qui
est sans dimensions, et I’unité de pulsation est le radian par seconde et
non le degré par seconde. Quand on parle de « retard » et « d’avance »
il s’agit le plus souvent du déphasage ¢ exprimé en radians et non du
décalage temporel en secondes.

» Vous devez apprendre a transformer une forme trigonométrique en une
autre. C’est la forme u = A cos(wt 4+ ¢) qu’on utilise habituellement
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pour la représentation de Fresnel et qu’on obtient en prenant la partie réelle
de la solution complexe. La forme x = A cos(wt) + Aj sin(wt) est
plus commode pour imposer les conditions initiales. La représentation
complexe est tres utile et parfois indispensable pour mener les calculs.
Vous devez maitriser comment passer des formes réelles aux formes
complexes et inversement, comment ajouter, retrancher, multiplier et
diviser des expressions complexes et comment passer de la forme com-
plexe algébrique a la forme exponentielle. Notez les regles que le
module d’un produit est le produit des modules, le module d’un quotient
est le quotient des modules, la phase d’un produit est la somme des pha-
ses et la phase d’un quotient est la différence des phases.

» La représentation de Fresnel et la représentation complexe se ressem-
blent, la partie réelle et la partie imaginaire de u étant identiques aux
composantes de i mais 1’analyse avec des nombres complexes est beau-
coup plus simple que 1’analyse vectorielle.

» On commet parfois une erreur en écrivant que la valeur efficace d’une
tension est Viy/+/2 et celle de I'intensité est I, /+/2, pour un courant
quelconque. Les valeurs efficaces sont celles d’un courant continu qui
correspond au méme effet Joule dans une résistance. Leurs carrés sont
donc les valeurs moyennes de / ()% et V(£)? sur une période, c’est-
a-dire

1 t+T 1 t+T
12 = - / dr'1(f')* et Vi = - / dr'v')*.
t t

C’est seulement dans le cas d’un courant sinusoidal qu’on trouve
Lis = I /N2 = 0,71 Iy, et Vegr = Vin/~/2 ~ 0,71 Vpy. Dans le cas
d’une tension de valeur moyenne nulle et d’amplitude Vi, on trouve

Verg = Vi sielle est en créneau et Ve = Vi / V3~ 0,58 Vm sielle est
en dents de scie.

» La pulsation w ou wy, qui apparait dans 1’équation des oscillations, est
une grandeur caractéristique du circuit tandis que I’amplitude et la phase
sont deux constantes d’intégration ; elles apparaissent lorsqu’on integre
I’équation du circuit et elles peuvent étre déterminées a partir des condi-
tions initiales (charge et intensité initiales). La solution générale d’une
équation différentielle du premier ordre dépend d’une seule constante
arbitraire et celle d’une équation différentielle du second ordre dépend
de deux constantes arbitraires.

» Tout oscillateur a deux formes d’énergie. La conservation de 1’énergie
d’un systéme isolé est une loi fondamentale de la nature. Si le systéme
isolé a des forces internes dissipatives de I’énergie, son énergie
d’oscillation diminue et cette diminution est égale a 1’énergie transfor-
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mée par ces forces dissipatives en une autre forme d’énergie. L’énergie
totale est proportionnelle au carré de 1’amplitude. L”amplitude de vibra-
tion d’un systéme amorti diminue donc comme A = Age™" = A,e /7.
Son énergie moyenne (sur une période) diminue comme < U, > e 20,

QUESTIONS DE REFLEXION

1. En observant deux tensions électriques V| et V, sur I’écran d’un
oscilloscope, on a trouvé les courbes illustrées dans la Fig. 3.10, ou
I’échelle du temps est en centieme de seconde et I’échelle des tensions
est en millivolts. Déterminez 1’amplitude et la fréquence de ces ten-
sions. Quel est leur déphasage ?

VAR ENE
VD ZRA NN

Figure 3-10

2. ’amplitude des oscillations est souvent prise positive. Comment chan-
ger une expression des oscillations avec une amplitude négative en une
expression avec une amplitude positive ? Comment changer une expres-
sion x = A’ sin(wt + ¢’) en une expression x = A cos(wt + ¢) ?

3. Dans un circuit électrique contenant un condensateur, la charge du
condensateur est la primitive de I’intensité de courant : Q = f dtI.
Précisez les conventions de signes de Q et /. Supposons que I’inten-
sité est harmonique de la forme I = A cos(wt + ). Déterminez I’am-
plitude et la phase de la charge.

4, Tracez le diagramme de Fresnel pour les fonctions harmoniques

x; = 10 cos(wt) et xp, =5 cos(wt 4 7/6).
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Ecrivez I’expression de leur somme. Ecrivez cette expression en utili-
sant ’analyse trigonométrique.

5. Déterminez le module et la phase des nombres complexes suivants :
2, =3j =50 M@ V2j 3-4) et G4/ -3).

6. Définissez I’intensité et la tension efficaces. La valeur efficace de la
somme de deux tensions de méme fréquence est-elle égale a la somme
des tensions efficaces ? Supposons qu’on supprime 1’alternance néga-
tive d’une tension sinusoidale ; quelle est alors la tension efficace de la
tension ainsi redressée ? Supposons qu’on redresse un courant sinu-
soidal en changeant le sens de I’alternance négative ; quelle serait alors
I’intensité efficace redressée ?

7. Précisez ce qu’on entend par linéarité d’une équation différentielle.
Lesquelles des équations différentielles suivantes sont-elles linéaires ?

u—3u=0, i—4u=0, i—4tu=0, ii+2u—4u=0,
i—4u?=0, i—4u=5, ii+ti>—4u=0

8. Un condensateur de capacité C porte la charge Q,. On le branche a
I’instant 7 = 0 aux bornes d’une self-inductance L. Ecrivez les expres-
sions de I’intensité et de la charge du condensateur en fonction de .

Vérifiez que T = 27+/LC a la dimension d’un temps. Ecrivez les
expressions de 1’énergie dans le condensateur et dans la self-induc-
tance. Discutez comment ces énergies varient pendant la premicre
période d’oscillation.

9. Expliquez pourquoi I’intensité de courant initial est nulle si on bran-
che un générateur sur une bobine mais non nécessairement nulle si on
le branche sur un condensateur tandis que la charge est nulle dans ce
dernier cas.

10. Le facteur de qualité est défini par fq = 77/ T,. Quelle interpréta-
tion peut-on donner a 77 et a f ? Un circuit a un temps de relaxation
de 20 ms et une fréquence de 100 Hz. Approximativement quel est le
nombre d’oscillations qu’il subit avant de revenir a 1’équilibre apres
son excitation initiale ?

11. Ecrivez ’équation d’un circuit RLC sans générateur en utilisant la
conservation de I’énergie. Quelle est sa pseudo-période ? Dans quel
cas le circuit est-il critique ?
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EXERCICES CORRIGES

3-1 On observe la tension aux bornes d’un condensateur de capacité
C = 2 pF sur I’écran d’un oscilloscope. C’est une sinusoide d’ampli-
tude 2,5 V et de période de 0,5 ms en partant a ’instant # = O du point
y =1V etelle augmente. Déterminez sa pulsation. Ecrivez I’expression
de la tension, la charge du condensateur et I’intensité de courant.
Quelle est la phase de V et I a I'instant ¢+ = 0 ? Quelle est I’intensité
maximale ?

3-2 On consideére 1’équation d’oscillation i + w?u = 0. a) Vérifiez
directement qu’elle admet comme solution générale les expressions
suivantes

u = Ay cos(wt) + Ay sin(wt) et u = Re(Cel“").

Calculez A et A; en fonction de C. Exprimez C en fonction de A; et
A,. b) Tracez les vecteurs tournants qui représentent les deux vibra-
tions A cos(wr) et A; sin(wt) ainsi que leur somme. En déduire que
cette somme peut étre écrite sous la forme A cos(wt + ¢), ol A et ¢
sont liées a A| et A, par les relations (3.11).

3-3 Supposons qu’on branche sur la voie x d’un oscilloscope une ten-
sion Vi (t) = a cos(wt + ¢;) et sur la voie y une tension V,(f) =
b cos(wt 4+ ¢,). Nous supposons que le déplacement du spot est pro-
portionnel a la tension pour les deux voies.

a) Montrez que, si ¢; = ¢,, le spot décrit la premiere diagonale du rec-
tangle de cotés 2a et 2b et que, si ¢, — ¢; =7, le spot décrit la
deuxieme diagonale.

b) Montrez que, si ¢, — ¢; = 7/2, le spot décrit une ellipse droite
inscrite dans ce rectangle dans le sens des aiguilles d’une montre et
que, si ¢, — ¢, = —7/2, il décrit cette ellipse dans le sens opposé. En
particulier, si a = b, I’ellipse devient un cercle.

¢) Montrez que, si ¢, — ¢; = A¢, le spot décrit une ellipse inscrite
dans ce rectangle dans le sens des aiguilles d’une montre si
0 < A¢p < 7 et dans le sens opposé si m < A¢p < 2.

d) Montrez que, si les pulsations de Vy et V, sont différentes, le spot

décrit une courbe non fermée inscrite dans le rectangle sauf si le rap-
port wy /wy est celui de deux nombres entiers ; la courbe est alors fer-

mée (appelée courbe de Lissajous).
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3-4 Ecrivez I’expression V = 3 cos(wt) 4 2 cos(wt — 7/3) sous la
forme V = A cos(wt 4 ¢) en utilisant la trigonométrie puis I’analyse
complexe.

3-5 On considere les tensions V; = A cos(wt) et V, = B sin(wt).

a) Ecrivez leur somme sous la forme V = C cos(wr + ¢).

b) Ecrivez les représentations complexes de V; et V». En déduisez V.
¢) Tracez le diagramme de Fresnel pour V) et V, et retrouvez V.

3-6 Déterminez la valeur efficace des tensions illustrées dans la
Fig. 3.11. Le temps est en ms. La derniere est une tension sinusoidale
dont I’alternance négative est supprimée.

Vv

=<

l_
_
)
~

ol12 t

(@) (b)
Figure 3-11

3-7 a) Le courant I = I, + I, cos(wt 4 ¢) est la superposition d’un
courant continu et un courant sinusoidal. Quelle est la valeur moyenne
de I. Quelle est sa valeur efficace ? Pouvez-vous concevoir un circuit
pour éliminer la composante continue ? b) Considérons la superposi-
tion de deux tensions sinusoidales V = A cos(w;t) + B cos(wat + ¢).
Quelle est sa valeur efficace (vous aurez a distinguer les cas ou
w] =wy etwy #F wy) ?

3-8 a) Quelle est la fréquence d’oscillation d’un circuit LC si L =2 H
et C =1 puF ? Le condensateur a été préalablement chargé a 100 V.
Calculez la charge et I’énergie électrique emmagasinées.

b) On connecte ce condensateur chargé a la self-inductance L a I’instant
t = 0. Ecrivez ’expression de I’intensité du courant en fonction du temps.
¢) Calculez I’énergie électrique et I’énergie magnétique et étudiez leur
variation en fonction du temps.

3-9a) Utilisant la loi de conservation de I’énergie, établir I’équation du
circuit LCR.

b) Supposant que la résistance est faible, montrer que
I’énergie dissipée AUj par cycle est liée a 1’énergie emmagasinée
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moyenne < Ugm > par la relation AU/ < Ugy >= 27/ fy, ou fg est
le facteur de qualité du circuit.

3-10 On charge un condensateur de 1,0 uF sous une tension de 20 V et
on le branche sur une self-inductance de 0,20 H.

a) Déterminez 1’énergie nécessaire pour charger le condensateur et la
fréquence d’oscillation.

b) Ecrivez les expressions de la charge et de I’intensité en fonction du
temps. Quelle est I’intensité maximale ?

¢) Supposons que le circuit a une résistance de 100 2. Déterminez le
coefficient d’amortissement, la pseudo-fréquence d’oscillation, le
temps de relaxation et le facteur de qualité de ce circuit ?

d) Ecrivez les expressions de la charge et de ’intensité. Au bout de
combien de temps I’amplitude de I’intensité est-elle réduite au cen-
tieme de sa valeur initiale et au bout de combien de temps 1’énergie
moyenne se trouve-t-elle dissipée a 99 % dans la résistance ?

SOLUTIONS DES EXERCICES

3-1 La fréquence est v=1/T =2 kHz. La pulsation est w = 27v

= 1,26 x 10* rad/s. La tension est V = A cos(wt + ¢), o0 A = 2,5V ;
la charge et I’intensité sont alors

Q0 =CV = CA cos(wt + ¢)
et [ = —CAwsin(wt + ¢) = CAw cos(wt + ¢ + 1/2)

* Les conditions initiales (pour = 0) sont 2,5cos ¢ =1 et —CAw
sin ¢ > 0. La premiere condition donne ¢ = +1,16 rad. La seconde
condition est satisfaite pour ¢ = —1,16 rad. Nous trouvons donc

V =2,5c0s(1,26 x 10* — 1,16) V,
Q0 =5x107%cos(1,26 x 10* — 1,16) C
I =63 cos(1,26 x 10* +0,411) mA

* La phase de V a I’origine du temps est —1,16 rad et celle de la vitesse
est +0,411 rad. L’intensité maximale est de 63 mA.
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3-2 a) Considérons 1’expression
u = Aj cos(wt) + A, sin(wt)
Dérivant deux fois par rapport au temps, nous trouvons
i = w[—A; sin(wt) + Aj cos(wr)],
i = —w?[A] cos(wt) + Ay sin(wt)] = —w?u
u vérifie donc I’équation différentielle
i +wu=0
De méme, si nous utilisons la représentation u = Re[gei“’ 1, les déri-
vées sont
u = ReljwCe'], ii = Re[—w?Cel'] = —w*Re[Cel*'] = —wu
u vérifie donc 1’équation différentielle ii + w?u = 0. Notons que C
est, en général, complexe de la forme C = Ael? : nous avons alors
u = Re[A“T9] = ARe[cos(wt + @) + j sin(wt + )]
= A cos(wt 4 ) = A cosp cos(wt) — A sing sin(wt)
Comparant avec la forme u = A cos(wt) + Aj; sin(wt) , nous trouvons
Aj=Acosp=ReC, Ay=—-Asinp=-TImC
et inversement
C=ReC+jImC = A —jAy = |C| = A= JA} + A},
tan o = —Ar/A;
b) Supposons que A; et A, sont positifs. A; cos(wr) est une oscillation

de phase O ; elle est représentée par le vecteur O—A>/I de longueur A,
dans la direction Ox pris comme origine des phases (Fig. 3.12).
L’oscillation A, sin(wt) = A; cos(wt — 7/2) est représentée par le vec-

—
teur M N de longueur A, faisant avec Ox un angle —7/2. La somme de

_— .
ces deux vecteurs est le vecteur ON de longueur A = /A2 + A3 faisant

avec Ox un angle ¢ donné par tan ¢ = —A,/A;. C’est donc effective-
ment un retard et la vibration résultante s’écrit u = A cos(wt + @)
comme précédemment.

A
o » M

Ay

Figure 3-12 A N
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3-3 a) La position du spot a pour coordonnées proportionnelles a Vy et
Vy. L’équation de la trajectoire est la relation entre Vi et Vy. Si

¢1 = ¢, nous avons Vy = (b/a)Vx. C’est I’équation de la premiere
diagonale du rectangle de cotés 2a et 2b. Si ¢, — ¢ = 7, nous trou-
vons Vy = —(b/a)Vx. C’est I’équation de la deuxieme diagonale.

b) Si ¢, — ¢, = £7/2, nous trouvons

Vi/a = cos(wt + ¢1) = cos(Fwt F @),

Vy/b = cos(wt + ¢ £ 72) = sin(Fwt F ¢).

Nous en déduisons que V?/a® + Vyz/b2 = 1. C’est I’équation d’une
ellipse droite de demi-axes a et b dans les directions Ox et Oy. Le
vecteur V de composante Vy et Vy tourne avec la vitesse —w ou +w si
¢y — ¢ = +7/2 ou —7/2 respectivement. En particulier, si a = b,
I’ellipse devient un cercle.

+b (0]

T

Figure 3-13 Trajectoire elliptique

¢) Si ¢, — ¢, = A¢, nous trouvons

Vi/a = cos(wt + ¢;),

Vy/b=cos(wt +¢; +Ag) =cos(wt +¢;)cos Ap—sin(wt+¢;) sin Ag.

Evaluant cos(w? + ¢,) et sin(wt + ¢;) de ces deux équations et utili-
sant 1’identité cos?(wt + o1) + sin®(wt + ¢1) =1, nous trouvons
I’équation de la trajectoire

VZ/a® 4 V2 /b* = 2(VyVy/ab)cos(Ag) = sin?(A¢)

C’est I’équation d’une ellipse inscrite dans le rectangle de cotés a et b.
Pour déterminer le sens, considérons par exemple le point P de la figure
3.13. 1l correspond a wt + ¢; = 0, donc Vyx = a et Vy = b cos(A¢) et
une dérivée dVy/dt=—w sin(wt+¢|+A¢)=—wsin(Ag). Celle-ci
est positive si m < A¢ < 27 ; le point représentatif décrit alors 1’ellipse

dans le sens positif. Par contre, si0 < A¢ < m, ’ellipse est décrite dans
le sens négatif.
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d) Si les pulsations de V et Vy sont différentes, la trajectoire est inscrite

dans le rectangle mais les coordonnées ne reprennent pas les mémes
valeurs ; la courbe n’est pas fermée en général. Cependant, si le rapport
des pulsations est égal au rapport de deux nombres entiers n; et np
(w1 /wy = ny/ny, c’est-a-dire T\/T, = ny/n;), nous retrouvons les
mémes valeurs de x et y aprés un temps T = n;7] = n,7;. La trajec-
toire est alors une courbe fermée décrite avec la période T appelée
courbe de Lissajous.

3-4 a) Nous pouvons écrire
V =3 cos(wt) + 2 cos(m/3)cos(wt) + 2 sin(m/3)sin(wt)

=4 cos(wt) + 1,732 sin(wt)
Comparant avec  l’identité A cos(wt + @) = A cos ¢ cos(wt)
— A sin ¢ sin(wt), nous déduisons que A cos p =4 et A sin p=—1,732.
Elevant au carré et ajoutant ces deux équations, nous trouvons

A?=42+1,7322  dou A =4359
Et, par conséquent,
cos ¢ =0,9177 et sin p = —0,3974 — ¢ = —0,4086 rad
d’ou V = 4,359 cos(wt — 0,4086)
b) V est la partie réelle de
V =3 4 20T — (3 4 2e7 I3l
= [3 + 2 cos(m/3) — 2j sin(7/3)]e™"
= [4 — 1,732j]e}" = 4,359¢)%e)
ou tan ¢ = —0,4330 = ¢ = —0,4086 rad,
d'ou V ="ReV =4,359 cos(wt — 0,4086)

Dans ce cas simple, la représentation complexe ne facilite pas le calcul et la repré-
sentation de Fresnel exige des calculs vectoriels qui se réduisent pratiquement au
calcul de la représentation trigonométrique.

3-5a) Nous pouvons écrire

V = C cos (wt + ¢) = C cos ¢ cos (wt) — C sing sin(wt) .

Comparant avec V = V| + V, = A cos (wt) + B sin(wt), nous trou-
vons que

Ccosp=Aet—Csing =B.

Ajoutant ces équations élevées au carré, nous trouvons C> = A% + B2,
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Ce qui détermine C. Le déphasage ¢ est tel que cos¢p = A/C et
sin¢ = —B/C.

b) Les solutions V; et V, sont respectivement les parties réelles de
V, = Ae“ etV, = Be“~T/2

Leur superposition est V=V, +V, = (A — jB)el’. L’amplitude
complexe (A — jB) peut étre écrite sous la forme exponentielle Cel?
avec

C=+A2+ B2, cosp=A/C etsing=—B/C.

Nous avons donc V = Cel®*+? et sa partie réelle s écrit
V = C cos(wt + ¢).

PG
Vs
A B
N v
wt C
0O X
(@) (b)

Figure 3-14

: o —
¢) La fonction V) est représentée par le vecteur V; de module A et de

phase wr (Fig. 3.14a). La fonction V;, est représentée par le vecteur V;
de module B et de phase (wt — 7/2). Leur superposition est représen-

H
tée par le vecteur V . Un calcul géométrique simple du triangle rec-
— —
tangle montre que le module de V est C = ~/ A% + B2.Le vecteur V

forme avec V; un angle ¢ tel que tan ¢ = —A/B. Nous retrouvons
donc le vecteur représentant la superposition V. ¢ est « I’avance » de
phase de V sur V;. Par exemple, si A et B sont positifs, ¢ est compris
entre —7/2 et 0 ; V est alors effectivement un retard sur V;. Comme

Vi et V, ont la méme pulsation nous aurions pu faire la représentation
de Fresnel a I’instant t = 0 (Fig. 3.14b).

3-6 La tension efficace est définie par

Vi=1/T) / dt V(1)?
T
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a) Dans le cas de la figure a) la période est 2 ms. La tension est constante

et positive sur une demi-période et négative sur ’autre. V() est donc
constante et on trouve

1 1
Ver =5 /_1 dtVg=Vg, dol Ver=Vn

b) Dans le cas de la figure b) la période est 2 ms et V est nulle sur une
demi-période. Nous trouvons

1! 1 ! 1
V2 = Efo drV?: = 5Vn’ifo dt = 5Vn’i d'ott Ve = Vi /2

¢) Dans le cas de la figure ¢), prenons la période située entre — 2 et 4 ms.
La tension s’écrit V=V, (t + 1) pour =2 <t < Qet V=Vy(l —¢/2)
pour 0 < ¢ < 4. Nous trouvons donc

0 4
Vi = (1/6>/ v+ 02+ (1/6) [ drvia -2y
) 0

= (1/6)Vi(1/3) ¢t + 1) |% + (1/6)Vi2/3) /2 — 1) |
=(1/3)V?

d’ou Ve = Vm/\/g

d) Dans le cas de la figure d) la période est T et 1’alternance négative
est supprimée. Prenant une période entre —7'/2 et +7 /2, nous avons
V=0pour —T/2 <t <—-T/4etT/4d <t <T/2etV = Vycoswt
pour —7 /4 <t < T /4. Nous trouvons donc (en faisant le changement
de variable x = wt),

T/4 2
Var= (Va/ T)/ dtcos*(wt) = (V2/2m) dxcostx
~T/4 a2
/2 1
= (V2 /47) dx[1 + cos 2x] = (V2 /47)[x + 5 sin 2x] 71/73/2
—7/2
= 1v2
4w

d’oll Vegr = %Vm. Ce résultat est prévisible car le générateur fournit la
moitié de I’énergie qu’il fournirait si 1’alternance négative n’était pas
supprimée.

3-7 a) Soit I = I, + I, cos(wt + ¢). La valeur moyenne de la fonc-

tion cosinus est nulle. La moyenne de I est donc /,. La valeur efficace
est donnée par la relation
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15 = (1/T)/ dt I1(t)* = (1/T)/ dt[I? + I% cos*(wt + ¢)
T T
+ 21,1y cos(wt + )]

= (l/T)/ dt[1> + 12 + 21; cos(2wt + 2¢)
+ 2101 cos(wr + )]
1
= (1/T)[t1? + 5:131 + (1/4w) I2 sin2wt 4 2¢)
+ 2/w) Io I sin(wt + )17
1
45 + > ml
Nous en déduisons que I = /12 + 12/2. Pour éliminer la compo-

sante continue il suffit de faire passer ce courant dans un condensateur.
En régime permanent, le condensateur ne laisse pas passer un courant
continu.

b) Dans le cas de la tension V = A cos(wit) + B cos(wat + ¢). Vi

peut étre définie comme la valeur moyenne de V (r)? sur un long inter-
valle de temps 7. Nous avons alors

Vi =(1/27 / Tdt[Az cos*(wit) + B cos®(wat + @)
' + 2AB cos(wit)cos(wat + @)]
= (1/27 /Tdt{Az + A% cos(Qwit) + B? + B? cosQwst + 2¢)
+ 2AB(2:05[(w1 4+ wi)t + ¢] + 2AB cos[wy; — w)t + ¢]}

* Supposons d’abord que w; # w ; nous trouvons

eff_( T){TA2+(A2 /2w1) sin(2w; )+ 7B+ (B? /2w))sin(2wy T4 2¢)

— (B?/2w)) sin(29)+2[AB/ (w1 + wy)Isin[ (w1 +w))T+¢]
—2[AB/(wi +w)]sin¢+2[AB/ (w2 — wi)]sin[(wy — wi)T+¢]
—2[AB/(w2 — w1)]sin ¢}

Si 7 est trés grand,

1
Vi= 5(A2 + B%) et Veg=+/A2/2+ B%)2
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e Par contre, si w; = wy, nous trouvons

V2 =(1/27 /0 sz{Az + A% cos(2wit) + B* + B? cosQwit + 2¢)
+ 2AB cosRuit + ¢) + 2AB cos ¢}
= (1/2D{1A% 4+ (A%/2w;) sin(2w;7) + TB>
+ (B?/2w))sinQQu; T+ 2¢)
— (B?/2w))sin(2¢) + (AB Jw:)sinQuwi T+ ¢)
— (AB/wy)sin ¢ 4+ 2T7AB cos ¢}

A la limite d’un trés grand 7, nous trouvons

1
Vi = 5(A2 + B% 4 2AB cos ¢)

et Vesr = /A2/2 + B2/2 + AB cos ¢

3-8 a) La fréquence d’oscillation du circuit est

v=1/2mv/LC = 112,5 Hz

La charge et I’énergie électrique emmagasinées sont

0,=CV=10x10%C, Ug=1/2CV?>=5x10737J

b) La charge et I’intensité de courant sont

0 = Acos(wt + ¢), I = —wA sin(wt + @)

La charge initiale est Q, et I’intensité initiale est nulle, alors

Q0)=Acosp=0Qqetl(0)=—-wAsinp=0

= =0 etA=0Q,

0 = Q, cos(wt), I = —wQ, sin(wt) = wQ, cos(wt + 7/2)

¢) L’énergie électrique et 1’énergie magnétique sont respectivement
1

1
Ug = EQZ/C = E(Qg/c) cos?(wr),

1 1 1
Uy = 5[,12 = EszQg sin®(wt) = E(Q%;/C) sin®(wt)

Les variations de Ug et Uy sont illustrées dans la Fig. 3.15. L’énergie
se transforme de la forme électrique a la forme magnétique et inverse-
ment, 1’énergie totale Ugy = Ug + Uy restant constante et égale a

Q2/2C, qui est I’énergie initiale du condensateur chargé.



Chapitre 3 * Courant alternatif

Figure 3-14

3.9 a) L’énergie totale emmagasinée dans le circuit est la somme de
I’énergie électrique dans le condensateur et 1’énergie magnétique dans
la self-inductance :

1 2 1 2
U(EM) = EQ /C + ELI

Sa variation pendant dt est
dUgm) = (Q/C)Qdt + L11dt = I[Q/C + LQ]dt

La diminution de I’énergie emmagasinée doit étre égale a la perte
d’énergie RI°dt par effet Joule, d’oli I’équation

—LI[Q +«2Q])dt = RI%dt
c’est-a-dire QO + (R/L)Q + Q/LC =0
b) Supposons que Q = Ae *cos(@t + ¢) (voir les équations 3.67).

L’énergie dégagée par effet Joule entre 7 et 1 + T (en utilisant I’expres-
sion 3.80) pour I’énergie moyenne sur une période)

t+T t+T .
AUJ=/ dt R12=/ dt RO?
t t

~ RA%e 2 /HT di[6* sin® (&t + ¢) + (7 cos® (&t + &)

l 1+ & BsinQar + 2¢)]
%RAZe_m’f(&;z + ) = %RAZTWZC_%ﬁ
~ 20T, < Ugm)(t) >

~
~

ot le facteur e 2% est presque constant pendant une pseudo-période 7 et
celle-ci est presque égale a T, si la résistance est faible.
Nous en déduisons que AU;/ < Ugn >~ 27/fy).



Solutions des exercices 85

3.10 a) L’énergie emmagasinée dans le condensateur chargé est

L) Lo -6 2 —4
U(E)=§Q /CZECV :E(lxlO )20)*=2x107*7J
La pulsation et la fréquence d’oscillation de ce circuit sont

Wo = 1/+/LC = 2,24 x 10° rad/s et vy = wo/2m =536 Hz

z 5z

b) La charge et ’intensité s’écrivent
0 = A cos(wpt) + B sin(wyt)
et ] = O = —Aw, sin(wet) + Bw, cos(wot).

Les conditions initiales sont Q(0) = CV et 1(0) =0 car I’énergie
magnétique dans la self-inductance est alors nulle. Nous avons donc
A=CV =20puC et B=0. Les expressions de la charge (en uC) et
de I’intensité (en mA) de courant sont donc

0 =20 cos(wot), I = —Aw, sin(wet) = —45 sin(wt)
L’intensité de courant maximale dans le circuit est 45 mA.

¢) Le coefficient d’amortissement, la pseudo-fréquence d’oscillation,
le temps de relaxation et le facteur de qualité sont respectivement

B=R/2L =250s7",

O=,Jw? — 3% = /22362 — 250> =2226 rad/s => v = 354 Hz
7=1/6=4,00 ms

et fq=n7/T, = %Two = %(4 x 1073)(2240) = 4,48

d) La charge et I’intensité de courant sont de la forme

Q = Ae ™ cos(@t + )

et I = Ae [—f cos(wt + @) — & sin(@r + ¢)]

Les conditions initiales Q = Q, = 20 uC et I = 0 sont vérifiées si
Acosp=Q, et A[—Fcos¢p—wsing]=0

Prenant I’amplitude A positive, la premiere équation donne cos ¢ > 0,
donc —7/2 < ¢ < w/2 et la seconde équation donne tan ¢ = —(3/&
= —0,1123, d’ot ¢ = —0,1118 rad et A = 20,1 puC. L'intensité s’é-
crit aussi

I = Ae™\/&? + B*[sin ¢ cos(Gr + ¢) — cos ¢ sin(@t + ¢)]

= —Awee ™ sin(@r)
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L’amplitude de I’intensité est réduite au centieme de sa valeur
initiale au bout du temps ¢ tel que

Awee ™ = 1072 Aw, = e = 1072

— 0t =2In10 =t = 18,4 ms.
L’énergie moyenne diminue selon la loi < Ugy >=< Ugm(0) > e 20,
Elle est dissipée a 99 % dans la résistance lorsque < Ugy >=
1072 < Wem(0) >, c’est-a-dire

e’ =10"2= fr=In10 =t = 9,21 ms.
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4.7 Générateurs comme source de courant
4.8 Association des générateurs
49 Récepteurs

4.10 Dipoles non linéaires

> Etudes des notions d'impédance, de puissance et d'association des
dipdles passifs ainsi que celles des générateurs et des récepteurs.

OBJECTIF

4.1 DEFINITIONS ET REPRESENTATIONS

Un dipéle électrique est un élément de circuit qui peut étre connecté
aux autres éléments par deux bornes : une entrée A et une sortie B
(Fig. 4.1). Le dipole est actif s’il contient une source d’énergie et il est
passif s’il n’en contient aucune. Il est un générateur, s’il fournit de
I’énergie au circuit et il est un récepteur s’il transforme I’énergie élec-
trique en une autre forme utilisable (mécanique, chimique etc.).
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@ Une résistance n'est pas considérée comme un récepteur proprement dit, car

I'énergie qu'elle consomme n'est pas utilisable et tout dipdle a une certaine résis-

tance. Un condensateur et une self-inductance ne sont pas des récepteurs ; car ils
emmagasinent |'énergie puis ils la restituent au circuit.

7 A
Ly s ~ .. B
Lty & IF e [ L
V=Vt Vyp=Vi-l Bl B

(a) (b) © (d

Figure 4-1 a) Représentation récepteur d'un dipéle électrique et b) Représentation
générateur. ¢) Caractéristique et point de fonctionnement d'un dipdle récepteur et
d) Connexion de deux dipdle pour former un circuit.

La d.d.p. aux bornes A et B d’un dipdle est désignée par
Vag = Va — Vp etreprésentée par une fleche allant de B vers A. C’est
une grandeur algébrique qui est positive s’il s’agit effectivement d’une
chute de potentiel et négative dans le cas contraire. L’intensité qui entre
en une borne sort de I’autre dans I’approximation des régimes quasi
stationnaires. Pour la représenter on peut utiliser I'une ou I’autre des
conventions suivantes :

i) Dans la convention récepteur, Ixg désigne le courant dans le dipole
(Fig. 4.1a). C’est une grandeur algébrique positive si le courant cir-
cule effectivement de A vers B et négative dans le cas contraire.

ii) Dans la convention générateur, I,y désigne le courant débité par
le dipole dans le circuit extérieur dans le sens AB (Fig. 4.1b). C’est
une grandeur algébrique égale a 1’opposée de Iap de la convention
récepteur

I = —Isp 4.1)

Quelle que soit la représentation utilisée Vap et Iap sont des gran-
deurs algébriques et le dipdle peut étre effectivement un générateur ou
un récepteur selon qu’il fournit ou consomme de 1’énergie électrique
(voir la section 4.5). Dans la suite nous utilisons le plus souvent la repré-
sentation récepteur et nous omettons I’indice (AB) pour simplifier.
Cependant, si deux dip6les sont reliés entre eux pour former un circuit
et on choisit un sens de la d.d.p. Vap a leurs bornes, les conventions sont
nécessairement récepteur pour 1’un et générateur pour I’autre (Fig. 4.1d).
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L’équation caractéristique d’un dipdle est la relation qui lie la d.d.p.
VaB 2 ses bornes et I'intensité /ap. Selon la nature du dipole, cette
relation peut &étre algébrique, différentielle ou intégrale. Dans le cas
d’une résistance, une self-inductance et un condensateur, cette rela-
tion s’écrit respectivement

V = RI  [résistance] 4.2)
V =LdI/dt [self-inductance] 4.3)
V=90/C [condensateur] “4.4)

Ces relations sont valables avec les conventions de signe habituelles. Parfois le
» courant est alternatif ou continu mais de sens inconnu.On choisit alors un sens pour
le circuit. Si on trouve que l'intensité est positive le courant est effectivement dans
le sens choisi ; sinon il est dans le sens opposé. Pour écrire la d.d.p.aux bornes d'un
condensateur, on désigne par Q la charge de l'une de ses armatures ; I'autre porte
alors la charge - Q.Si le courant algébrique / est dirigé vers 'armature de charge +Q,

la relation de conservation de la charge s'écrit dQ =/ dt, c'est-a-dire

I=Q ou Q= [dtl (4.5)

En revanche, si le courant est dirigé vers I'armature de charge - Q, nous devons
changer le signe de [ et écrire | = —Qet Q = — f atl.

Dans le cas d’une caractéristique algébrique, la courbe représentant
I en fonction de V (ou I’inverse) est appelée aussi caractéristique (Fig.
4.1c). Des valeurs correspondantes de V et I, définissent un point de
Jonctionnement. On définit la résistance statique Ry et la résistance
dynamique Ry par les relations

Re=V/I, Rq=dV/dI (4.6)

La résistance statique est la pente de la droite O M menée de 1’ origine au
point de fonctionnement tandis que la résistance dynamique est la pente
de la tangente a la caractéristique au point de fonctionnement.

Dans le cas d’un conducteur ohmique, la caractéristique est une ligne
droite de pente 1/R ; les deux résistances sont alors identiques. La
Fig. 4.1c représente la caractéristique d’un dipdle presque linéaire si la
d.d.p. V appliquée est faible. La résistance est alors indépendante de la
d.d.p. La chaleur dégagée par effet Joule est effectivement évacuée hors
du conducteur ; la température et la résistance restent constantes.

@ Par contre, si V est grande la chaleur dégagée n'est pas complétement évacuée ; la

température et la résistance augmentent, donc la pente o diminue. En courant
alternatif, la caractéristique d'un dipole non linéaire dépend de la fréquence et de
I'amplitude de la d.d.p.
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Le dipole est symétrique si on peu échanger ses bornes A et B ; il a
alors le méme fonctionnement dans les deux sens du courant. Dans ce
cas la caractéristique est symétrique par rapport a I’origine. C’est le cas
d’une résistance, par exemple. Un dip6le actif n’est jamais symétrique.

La notion de linéarité des dipdles est un peu ambigué. Au sens
strict, un dipole est /inéaire si son équation caractéristique est linéai-
re. Cela veut dire que, si V; et V, sont les d.d.p. qui correspondent aux
intensités I; et I, la d.d.p. aV; + BV, correspond a 1’intensité
aly + B, ou « et B sont des constantes réelles ou complexes. On dit
alors que le dipole vérifie le principe de superposition.

Les conducteurs ohmiques, les condensateurs et les self-inductances
sont linéaires et, plus généralement, c’est le cas des circuits formés en
connectant de tels éléments. Ce n’est pas le cas des générateurs et des
récepteurs, dont la caractéristique est une droite de la forme V =& —rl
et V=& +rl respectivement (relation affine). Ces éléments sont
linéaires au sens large du terme.

Supposons qu’un dipdle est linéaire et que les d.d.p. V| et V; cor-
respondent aux intensités /; et /5. A I’intensité I =1, +jI, correspond
la d.d.p. complexe V = V| +jV,. 1l est donc possible d’analyser les
dipoles pour des intensités et des d.d.p. complexes et de prendre a la fin
du calcul les parties réelles (V; = Re V qui correspond a I} = Re ).
Il faut noter que cette méthode ne peut pas étre utilisée pour évaluer la
puissance instantanée dans un circuit, par exemple, car la puissance est
quadratique en / ou V. Dans ce cas, il faut prendre les parties réelles de
I et V avant de calculer la puissance.

4.2 REGLES DE KIRCHHOFF

Pour analyser 1’association des dipoles et, en général, les circuits com-
plexes, nous aurons besoin des regles de Kirchhoff

Figure 4-2 Régles de Kirchhoff dans un circuit.
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a) Regle des noeuds

La somme des intensités de courant qui arrivent en un nceud est égale
a la somme des intensités de courant qui le quittent :

S =3 (4.7)

i k

Cette regle est une conséquence directe de la loi de conservation de
la charge électrique, car il ne peut y avoir aucune accumulation ou dispa-
rition de charge en un point. Ainsi au nceud A dans la figure 4.2, nous
avons I} + Is = Iy + Is et au nceud B nous avons Iy + I7 + Ig = 0.
Les courants étant algébriques, au nceud B, par exemple les intensités /4,
I; et Ig ne peuvent pas étre de méme signe.

La regle des nceuds peut étre généralisée aux courants entrants et Sor-
tants d’une surface fermée quelconque, méme si elle contient des circuits
entiers ou des éléments de circuit pourvu qu’elle contienne des éléments
entiers (elle ne peut pas contenir une seule armature d’un condensateur,
par exemple). C’est le cas de la surface Sz par exemple ; nous avons alors
Is + Is = I7. Sinous I’appliquons a une surface telle que S», nous trou-
vons que I’intensité qui entre d’un c6té sort de I’autre. L'intensité de cou-
rant est donc la méme le long d’une branche, méme si S, contient un cir-
cuit complexe.

b) Régle des mailles

La somme des chutes de potentiel aux bornes d’éléments formant une
maille est nulle :

%Vi=0 (4.8)

Par exemple, dans le cas de la maille ABCD de la figure 4.2, nous
avons

Va—W)+(Ve—=Vo)+(Vp—Vp)+(Vp—Va)=0

Cette relation est une identité. Cependant I’expression (4.8) n’est pas
dépourvue de sens. En effet on ne peut 1’écrire que si le potentiel V
existe, c’est-a-dire si le champ électrique dérive d’un potentiel et cela
est une conséquence de la loi de conservation de 1’énergie. En multi-
pliant cette relation par une charge ¢, nous trouvons que le travail des
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forces électriques sur ¢ pour décrire la maille est nul et c’est justement
la condition que le champ électrique soit conservatif, c’est-a-dire il
dérive d’un potentiel. Précisons que les chutes de potentiel sont algé-
briques, donc positives s’il s’agit effectivement d’une chute de potentiel
et négative s’il s’agit d’'une augmentation de potentiel. Les tensions pro-
duites par les générateurs doivent €tre incluses dans 1’équation (4.8) et
aussi d’éventuelles forces électromotrices induites (voir la section 1.6).

\ Notons que les regles de Kirchhoff, qui sont liées a des lois fondamentales (conser-

» vations de la charge et de |'énergie) sont, en général, valables dans I'approximation

quasi stationnaire méme en régimes variables et dans le cas de dipdles non linéai-

res.Dans ce dernier cas, cependant, les conséquences de ces regles ne peuvent pas

étre facilement analysées. On fait alors recours a des méthodes d'approximation ou
d'analyse numérique.

4.3 IMPEDANCE

Si le générateur dans un circuit électrique est sinusoidal de pulsation w,
la linéarité du circuit exige que la d.d.p. entre deux points quelconques
et les intensités de courant dans les diverses branches soient sinusoida-
les de mé&me pulsation. Les caractéristiques du circuit dépendent souvent
de la fréquence. La théorie de Fourier permet d’écrire toute fonction
comme une superposition de fonctions sinusoidales de diverses pulsa-
tions. La linéarité permet d’analyser le circuit pour chacune des pulsa-
tions et de faire la superposition des diverses grandeurs linéaires. Nous
analysons dans cette section le fonctionnement d’un dipdle en régime
sinusoidal.

a) Impédances réelles

Supposons que I’intensité de courant dans un dipdle soit sinusoidale. La
chute de potentiel V est alors sinusoidale de méme pulsation sans étre
nécessairement en phase :

I = I cos(wt + ¢;) et V = Vycos(wt + ¢y) (4.9)

Ou les phases sont comprises entre —7 et + et telles que les amplitu-
des soient positives.

Nous définissons 1’'impédance réelle (ou simplement impédance) Z
d’un dipole comme le rapport de Vp, a I,

Z = Vi) I (4.10)
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C’est donc une généralisation de la notion de résistance. Elle est positive
et elle s’exprime en ohms (€2). Les équations caractéristiques (4.2), (4.3)
et (4.4) impliquent que les impédances réelles d’une résistance R, d’une
self-inductance L et d’une capacité C sont respectivement

Zr=R, Zi=wL, Zc=1/wC @.11)

\ A I'exception d’une résistance pure, l'impédance n'est pas une caractéristique du
» seul dipdle ; car elle dépend de la fréquence du courant. Dans le cas d'un courant
continu (w = 0), Iimpédance d'une self-inductance pure est nulle et celle d'un
condensateur est infinie ; alors la self-inductance ne joue aucun réle dans le circuit
et le condensateur coupe le courant. A haute fréquence, Iimpédance d'une self-
inductance est grande et celle d’'un condensateur est faible ; alors la self-inductance
oppose une plus grande réaction au courant tandis que le condensateur favorise sa
transmission.

b) Impédances complexes

Nous avons vu qu’il est souvent plus facile (et parfois inévitable) d’uti-
liser la représentation complexe plutdt que les fonctions trigonomé-
triques ou la représentation de Fresnel. Si le dipdle est linéaire, I; cor-
respond a V; et I, correspond a V;, I'intensité complexe I = I} +j1,
correspond a V = V| 4 jV,. Inversement si I correspond a V, Re [
correspond & Re V. Dans le cas d’un courant alternatif, supposons que

I=16" et V=V e ou I, 6 =I,e" et V, =V,
(4.12)

L’impédance complexe est définie par

Z=V/I=V, /L= Vi/l)d@ (4.13)

Le module de I'impédance complexe Z est donc égal a I'impédance
réelle Z et la phase de Z est égale a I’avance de phase de V sur /.

Z = (Vm/Im) = |Z| et ¢z = ¢V - ¢I (414)

Dans les cas d’une résistance, une self-inductance et un condensateur,
les relations (4.2), (4.3) et (4.4) donnent les d.d.p. respectivement

Vg =RI=RI e, V| =LI=jwLl,e",

Ve=0/C=(1/C) [ dt I =(1/iCw) & (4.15)
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Les impédances complexes de ces éléments sont donc

ZR = KR/LZ R,

Z :KL/L:jWL’

Zc=V/l=—jjwC
(4.16)

L’impédance d’une résistance pure est réelle tandis que celle d’une self-
inductance ou d’un condensateur est imaginaire.

Tableau 4-1 Eléments de circuit.

Grandeur électrique

Symbole et représentation

Relations fondamentales

Charge électrique

Intensité de courant

1(t) = dgldt
ou g=[dri()

Résistance

VAB = VA - VB = RIAB

Self-inductance

VA - VB == L thB/dt
Z=jLw

Condensateur

IAB :dQ/dl
VA - VB = Q/C
Z=1/ic,

Force électromotrice

VAB = 5 - IABV
Pg = EIAB,

Pex = 5IAB — IXBV

En général, I'impédance d’un dipdle est complexe, de la forme

Z=R, +JXZ

4.17)

La partie réelle R, est la résistance du dipOle (souvent positive) et la par-
tie imaginaire X, est sa réactance. On introduit aussi parfois 1’admit-
tance, égale a I’'inverse de I’'impédance

Y=1/Z

(4.18)

L’impédance réelle Z et la phase ¢, de Z sont alors données par

Z =R+ X2,

cos ¢, = R,/ Z, sin

L’impédance complexe s’écrit aussi

Z= A

6, =X,/Z (4.19)

(4.20)
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Notons aussi la relation tan ¢, = X,/R, ; mais cette relation ne suffit
pas seule a déterminer ¢, completement. Cependant en pratique, comme
R, est souvent positive, la phase ¢, est comprise entre —7/2 et +m/2.

Si on connait I’intensité complexe I = [, mej“” et I'impédance du
dipdle sous la forme (4.20), la d.d.p. complexe s’écrit

V=V e¥=7ZI &=V, d“tatid on V= ZI, (4.21)

@ Ainsi la d.d.p.a une amplitude égale au produit de I'amplitude de 'intensité par I'im-

pédance réelle et elle est en avance de phase de ¢, sur l'intensité.

4.4 ASSOCIATION DES DIPOLES

A

A

L’un des avantages de I'utilisation des impédances complexes est qu’el-
les peuvent étre évaluées facilement pour des dipdles en série ou en
parallele, contrairement aux impédances réelles.

L [ZH M 1y AL’_'_’II- I,

AN | I . =1
b ZeEI > B A L > Z, L > B
(@) (b)

Figure 4-3 a) Montage des impédances en séries
et b) montage en paralléle et impédances équivalentes

a) Montage en série

Considérons deux dipdles d’impédances complexes Z, et Z, montés en
série (Fig. 4.3a). L’intensité est la méme dans ces dipoles. Si I est I'in-
tensité complexe, les d.d.p. aux bornes de ces dipdles sont

KAM = Z]L ZMB = Zz 1

Utilisant la loi d’addition des d.d.p. en série, qui est valable aussi pour
les amplitudes complexes, nous trouvons

Vig=Vaut+Vus = 1(Z,+ 2,

L'impédance équivalente Z, est celle qui présente, entre ses bornes, la
méme d.d.p. V , pour la méme intensité /. Onaalors V ,p = Z., 1, d’ou

Zeq = Z1 + Zz (4-22)
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Ce résultat peut étre facilement généralisé au cas de plusieurs impédan-
ces Z, montées en série ; ['impédance complexe équivalente est la
somme algébrique de ces impédances

Zyy = 5Z, 4.23)

) Comme application, considérons une résistance, une self-induc-

tance et un condensateur montés en série (Fig. 4.4a). Utilisant les rela-
tions (4.16) et la regle d’association des dipoles en série (4.23), nous
trouvons pour I’impédance équivalente

Zpic =ZptZp +Ze = R+jWL — 1/w0) 4.24)

L’impédance réelle correspondante et sa phase sont donc

Zpic = VR* + (WL — 1/wC)? (4.25)
PrLC = Arctanw (—7/2 < ¢pic < 7/2) (4.26)
A R M L nN€ B g 6
_;_,\NV\’ I o5 IQ” -0 KZ¢RL:§¢RLC7|ZL+Z>C
Zy=R | Z.
(@ (b) '

Figure 4-4 a) Une résistance, une inductance et un condensateur en série.
. " >
b) Diagramme de Fresnel pour les impédances.Les sommes des vecteurs Z|_ et Zr
= e , - . = =
est Zg(_.Pour avoir l'impédance totale Zg, ¢, on fait la somme Z + Z¢
puis on ajoute Zg .Le diagramme de Fresnel pour les tensions est
obtenu en multipliant les impédances par /.

La représentation de Fresnel pour les impédances est illustrée
: p P =
dans la Fig. 4.4b. R est représentée par le vecteur Zg de longueur R
= .
et porté par I’axe de référence Ox. Zy a pour module wL et il est en

avance de phase de 7/2 (dans la direction Oy). Zj a pour module
1/wC et il est en retard de phase de 7/2 (dans la direction opposée
a Oy). Limpédance Zy; aux bornes de I’ensemble L et R (qui
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A . . - =
pourrait étre une bobine) est la somme vectorielle Zgr 4 Z; . Elle est

H .
représentée par le vecteur Zr;, de module Zg;, et qui forme avec Ox
un angle ¢g; donnés par

ZrL = v/ R? + L2w? et ¢r, = Arctan(Lw/R). (4.27)

La d.d.p. aux bornes de la bobine est donc en avance de phase ¢g; sur
I’intensité.

Pour trouver I'impédance totale Zgy ¢, il faut faire la somme des vec-

teurs Z:, Z et Z Il convient de faire d’abord la somme vectorielle

— = =
Zic = Z1L 4 Zc. Cest un vecteur de composante (Lw — 1/Cw) dans

la direction Oy. La somme de Z_)LC et Z){ est le vecteur ZTLE repré-
sentant I'impédance équivalente. Il a pour module Zgc et il forme
avec Ox un angle ¢g; c justement donnés par (4.25) et (4.26).

Si I'intensité de courant est I = I, cos(wt + ¢;), I'intensité com-

plexe correspondante est I = I;,el@+%) la d.d.p. complexe entre A

et BestV = Zp ol = Zriclne“91+9rc) Nous en déduisons que
la d.d.p. réelle entre A et B est

V = ZricIncos(wt + QbI + ¢RLC) (428)

La d.d.p. a donc pour amplitude Zgy ¢ I, et elle est en avance de phase
de ¢ryc sur . C’est effectivement une avance si Zp, > Zc¢ (c’est-a-
dire Lw > 1/Cw) et un retard dans le cas contraire.

Dans le cas d’une bobine de self-inductance L et de résistance R, la
d.d.p. complexe a ses bornes est V. = Zp, [ = Zri Il @ tortery)
Nous en déduisons la d.d.p. réelle

VaN = ZrrIncos(wt + ¢ + Pgp) (4.29)

b) Montage en paralléle

Considérons les dipdles d’impédances complexes Z, montés en paral-
lele (Fig. 4.3b). La regle des nceuds est valable pour les intensités instan-
tanées et aussi pour les amplitudes complexes des intensités : L’intensité
1 du circuit principal est la somme des intensités des branches

I = Sdy (4.30)
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La d.d.p. entre les points de branchement s’écrit, en 1’évaluant pour cha-
cune des branches,

Vuw=01L%2 =12,=.., dou I, =Vy/Z, (43D

L’impédance complexe équivalente est celle qui, branchée entre les
points M et N, correspond a la méme d.d.p. V,y entre ces points pour
le méme courant / principal. On a alors V = Z I. Utilisant (4.30) et
(4.31), on déduit la relation

= Xy— ou |Y = Eka (4.32)

OuY,, =1/Z. est 'admittance équivalente et les Yy = 1/Z; sont les

admittances des branches.
e Les relations (4.23) et (4.32) s’écrivent dans le cas de résistances
Req = ZiR; [résistances en séries] 4.33)
1/Req = Xi1/R;  [résistances en parallele] 4.34)
* et dans le cas de condensateurs
1/Ceq = Zi1/C; [condensateurs en séries] 4.35)
Ceq = ZiC [condensateurs en parallele] (4.36)

* Dans le cas de self-inductances suffisamment éloignées 1’'une de 1’au-
tre pour que les coefficients d’influence magnétique soient négligea-
bles, nous trouvons

Leg = ZiL; [self-inductances en séries] (4.37)

1/Leq = %;1/L;  [self-inductances en parallele] (4.38)

c) Diviseurs de tension et diviseur de courant

Supposons qu’on dispose d’une d.d.p. Vap entre deux points A et B d’un
circuit (Fig. 4.5a). Pour en extraire une tension V < Vg, on branche
entre A et B deux résistances R; et R, en série. L'intensité dans ces
résistances est 1 = Vap/(R; + R») et la différence de potentiel aux
bornes de Ry est V = IR, = VagR;/(R; + Ry). En choisissant des
résistances appropriées, on peut avoir toute tension inférieure a Vag.
C’est le principe du diviseur de tension (rhéostats ou potentiometres,
voir la section 2.7). Pratiquement la résistance R; + R, est fixe (un
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enroulement de fil conducteur ou un conducteur rectiligne ou circulaire)
et M est un curseur qu’on déplace jusqu’a avoir la tension V désirée. En
courant alternatif, on peut utiliser des impédances complexes Z, et Z,.
On obtient ainsi entre A et M une tension V \\, =V \p Z,/(Z, + Z,),
d’amplitude Vam = VapZ1/|Z1 + Z5| et en avance de phase sur V 5
donnée par ¢ = phase(Z,) — phase(Z, + Z,).

Pour avoir un diviseur de courant, on monte des résistances R, et R,
en parallele (Fig. 4.5b). La résistance équivalente est Req =
RiR>/(R| + R»). Si I est I'intensité principale, la d.d.p. aux bornes de
ces résistances est V = I Req. Lintensité€ dans R; est donc I} = V/R,
= IR,/(R; 4+ R»). En choisissant les bonnes résistances, on peut avoir
toute intensité inférieure a /.

@ En courant alternatif, on peut utiliser des impédances complexes Z, et Z,.
Lintensité dans Z; est alors I, = 1Z,/Zy = 1Z,/(Z4 + Z,). On peut ainsi régler

I'amplitude du courant Iy = IZx/|Z, + Z,| et son déphasage par rapport a /:
¢, — ¢, = phase(Z,) — phase(Z, + Z,).

1y I
| LI ll_l
R
M ’,@JB W 1~ !
| )

I

— VaB 2

(a) (b)

Figure 4-5 a) Diviseur de tension et b) diviseur de courant.

4.5 PUISSANCE ELECTRIQUE DANS LES DIPOLES

En représentation récepteur, la charge qui traverse le dipdle de A vers B
pendant un temps dt est dq = Iap dt. L’énergie potentielle perdue par
cette charge a I’intérieur du dipole est dg(Va — V) = Vaplapdt. En
d’autres termes, la puissance instantanée fournie par le courant élec-
trique dans le dipole est

Pap = IxgVaB (4.39)

Si Iap et Vap sont de méme signe (le courant est dans le sens de la chute
de potentiel), cette puissance est effectivement positive ; ce qui veut dire
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que le dipdle recoit de I’énergie électrique pour la transformer en chaleur
ou en une autre forme d’énergie. Il peut aussi I’emmagasiner sous forme
électrique dans des condensateurs ou magnétique dans des self-induc-
tances et la restituer ensuite au circuit. Par contre, si /ag et Vapg sont de
signes opposés, la puissance (4.39) est négative ; ce qui veut dire que les
charges gagnent de 1’énergie pour la restituer au reste du circuit. Les
puissances dans une résistance, une self-inductance et un condensateur
sont respectivement

Pr = VI =RI? [résistance] (4.40)

1
P.=VI=LIdI/dt =dUy/dt oi Uy = 5L12
[self-inductance] “4.41

1
Pc=VI=VdQ/dt =dUg/dt on Ug = EQZ/C
[condensateur] (4.42)

Ces relations montrent que Pr est toujours positive (la résistance
consomme de 1’énergie). Par contre une self-inductance regoit de 1’éner-
gie si I augmente et un condensateur recoit de 1’énergie si Q augmente
et ils la restituent au reste du circuit dans les cas contraires. Si le régime
est stationnaire (/ et Q constantes ou périodiques) les valeurs moyennes
de Ug et Uy sont constantes ; une self-inductance pure et un condensa-
teur ne consomment alors aucune énergie.

@ Notons que / dans une self-inductance et Q dans un condensateur ne peuvent pas
subir de discontinuités, car il en serait de méme pour I'énergie emmagasinée et la
puissance dans ces éléments serait infinie ; cette puissance ne peut étre fournie par
aucun générateur ou consommee par aucun récepteur.

Considérons un dipdle d’impédance Z = Zel®: transmettant une
intensité [ = I,,el@*%) La d.d.p. a ses bornes est V = ZI =

Z I, el@+o+92)  Notons que la puissance n’est pas une grandeur
linéaire (en I ou V). En effet si la f.é.m. £ est multipliée par un facteur
k, I et V sont multipliées par k et la puissance instantanée P = V [ est

multipliée par k*. Nous devons donc évaluer la puissance en utilisant les
grandeurs réelles

I = Iy cos(wt +¢;) et V = Vycos(wt + ¢, + ¢,)
ot Vi = ZIn (4.43)

L’énergie fournie a ce dipole entre ¢ et ¢ + dt est
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dU = V(@)1 (t) dt = Vinly cos(wt + ¢y) cos(wt + ¢ + ¢,)dt
= VimIm[cos ¢, cos®(wt + ¢;) — % sin ¢, sin(Qwt + 2¢;)]dt
L’énergie totale fournie pendant une période est
U=/[""au = %lemr cos é,.
La puissance moyenne fournie est donc

1 1
<P>=U/T = =Vulycos ¢, = =ZI?2 cos ¢,

| 2 2 (4.44)
= 5 (Vaa/2) cos &,

Utilisant les valeurs efficaces It = I,/ V2 et Vet = Vina/2, nous trouvons

< P >= I Ve cos ¢, = Zlezff cos ¢, = (Vesz/Z) cos ¢, | (4.45)

Le facteur cos ¢,, qui apparait dans I'expression de la puissance moyenne, est
appelé facteur de puissance. Dans le cas d'une résistance pure (¢, = 0), le facteur
de puissance est égal a 1 tandis que, dans le cas d'une self-inductance (¢, = 7/2) ou
un condensateur (¢, = -7/2), le facteur de puissance est nul. Une self-inductance
ou un condensateur ne dissipent donc aucune énergie ; ils emmagasinent simple-
ment |'énergie et la restituent au circuit sans perte.

Si nous écrivons I'impédance sous la forme Z = R, +jX,, nous
avons la relation Z cos ¢, = R, ; la puissance s’écrit aussi

<P >=R,I%=(R,/ZHVZ (4.46)

La puissance dissipée dans un dipdle d’impédance Z est positive ou

négative selon le signe de cos ¢. Le dipodle dissipe effectivement de

I’énergie si cos ¢ est positif. Les éléments de circuit contenant des résis-
tances sont toujours dissipatifs.

p Certains dispositifs sont dissipatifs, bien qu’ils ne contiennent
aucune résistance. Une antenne et un cable de transmission sont des
exemples de tels dispositifs. L’énergie qui les alimente est transmise
comme onde électromagnétique.

Notons aussi que la puissance instantanée s’écrit sous la forme

P(t) = Re(DRe(V) = %(L +IHV+VH

1 1
= Z(ﬂ* +1V*" + Z(K*E +1V)
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Le premier terme est indépendant du temps ; il est donc égal a sa
moyenne sur une période. Le second terme est une fonction périodique
de pulsation 2w ; sa moyenne sur une période est nulle. Nous pouvons
donc écrire

1 1 1
< P>= (VI +1V") = SRe(VI) = SRe(LV")  (447)

La puissance apparente du dipdle est définie par
S = LgVerr = Z1% (4.48)

Elle s’exprime en volt-ampere (V.A) pour la distinguer de la puissan-
ce moyenne qui s’exprime en watts (W). En général, dans le cas d’un
courant non sinusoidal, on définit le facteur de puissance par le rapport

Facteur de puissance =< P > /S. (4.49)

P;r = leeff2

Figure 4-6 Représentation de limpédance d’un dip6le et son triangle de puissance.

La figure (4.6) illustre la représentation complexe pour I’'impédance
Z = R, +jS; ; c’est un triangle rectangle de c6tés de I’angle droit R,
et X, etd’hypoténuse Z = \/R? + X2. L’angle de R, avec I’hypoténuse
est la phase ¢, de I'impédance. En multipliant les cotés par Iesz, on
obtient le triangle de puissance. Son hypoténuse est la puissance appa-
rente S = Z Ie2ff du dipdle, le coté qui correspond a R, est la puissance
moyenne < P >= ZI% cos ¢, = R,1% et le troisitme c6té de lon-
gueur P, =Z Iesz sin ¢, = leesz est appelé puissance réactive. P; est
positive, négative ou nulle respectivement dans les cas de dipdles induc-
tif, capacitif et résistif.

La norme impose la condition tan ¢, < 0,4,donc [P | < 0,4 <P>.On peut respecter
cette condition en insérant des condensateurs dans le circuit.
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4.6 GENERATEURS COMME SOURCE DE TENSION

a) Force électromotrice

Un générateur est un dispositif qui transforme en énergie électrique
une autre forme d’énergie (chimique, calorifique, mécanique etc.).
A Pintérieur du générateur, des forces non électriques déplacent les
charges de conduction, créant ainsi un pole positif A et un pole néga-
tif B. Les piles et les accumulateurs utilisent les propriétés chimiques
pour créer cette d.d.p.; ce sont des générateurs chimiques. En revan-
che, les dynamos utilisent le phénomene d’induction dans un conduc-
teur que des forces mécaniques déplacent dans un champ magné-
tique ; ce sont des générateurs a induction. Un générateur (tel qu’une
pile ou un accumulateur) a des pdles (+) et (—) bien identifiés, on dit
qu’il est polarisé. Un générateur a induction peut changer de polarité
alternativement ; la d.d.p. a ses bornes est alors alternative.

Pour simplifier, I’analyse suivante est faite pour les générateurs de
courant continu ; elle est valable pour les générateurs de courant alter-
natif en remplagant les résistances par les impédances complexes et les
f.é.m., les d.d.p. et les intensités par les amplitudes des grandeurs com-
plexes correspondantes. Pour la puissance, on doit utiliser les valeurs
efficaces avec le facteur de puissance approprié cos ¢,.

+— |
s Emol

A B AT & g Al £ r B
A Es— Lp E > —<—||—'vv\,— W=
+ Egm=3> - I -
_—
Vap=E -1l Vap=E + 1T’

VAB
(a) (b) (©) (@

Figure 4-7 a) Champ électrique E, et électromoteur E_  d'une source de tension qui
ne débite pas (alors E, =E_ ), b) les champs E et E_  lorsque la source débite dans un circuit
(alors E<E,. .- ) Représentation d'une source de tension (représentation générateur)
et d) une autre représentation de cette source (représentation récepteur).

En considérant le générateur comme une source de tension, les for-
ces non électriques peuvent étre représentées par un champ électromo-
teur E; o a I'intérieur du dipdle. Ce champ est dirigé de la borne néga-
tive B vers la borne positive A et il agit sur les charges avec une force
qEno (Fig. 4.7a). Les charges positives accumulées en A et les charges
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négatives accumulées en B produisent une d.d.p. Vag. Ce qui correspond
a l'intérieur du générateur a un champ électrique E, dirigé de A vers B
qui équilibre le champ E ., lorsque le générateur ne débite pas :

Enot = —E,  [courant débité nul] (4.50)

La circulation de Epo de B a A est la force électromotrice du générateur :
A
&= / dr . Epno 4.51)
B

@ Utilisant (4.50), nous pouvons évaluer la d.d.p.entre les bornes lorsque le générateur
ne débite pas

A A
V(A) — V(B) = / dr-E, = / dr - Enot = £ [courant débité nul] (4.52)
B B
La d.d.p.aux bornes d'un générateur qui ne débite pas est donc égale a sa f.é.m.

b) Tension aux bornes d’'un générateur débitant un courant

Supposons que le générateur est branché a un circuit et il débite un cou-
rant d’intensité / = Iap dans le circuit extérieur (Fig. 4.7b). Le champ
électrostatique E dans le générateur n’est plus nécessairement égal a E,,.
Adoptons le modele simple que nous avons utilisé pour étudier la
conduction (section 2.2). La force totale qui agit sur une charge ¢ a I'in-
térieur du générateur est

Fin = ¢(Emot + E) — bv

ou —bv est la force de frottement qui est a ’origine de la résistance
interne r du générateur. A 1’état stationnaire, le mouvement des charges
est uniforme, F;, = 0 et la vitesse est

V= (Q/b)(Emot +E)
La densité de courant a I'intérieur du générateur est alors
i=ngv = (nq*/b)(Enot +E) = 0(Eno + E) (4.53)

ou n est le nombre de porteurs de charges par unité de volume et o est
la conductivité interne. La loi d’Ohm s’écrit sous la méme forme que
dans un conducteur, mais en remplacant E part (Ep + E), soit

A
rl = / dr(Eno +E) =&+ (Vg — Va)
B
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ou r est la résistance interne du générateur. La d.d.p. aux bornes du géné-
rateur lorsqu’il débite un courant /g dans le circuit extérieur est donc

Vap =& —rlap (4.54)

En particulier, une source de tension idéale (r = 0) a la méme d.d.p. a
ses bornes Vap = &, quelle que soit I’intensité débitée. Une source de
tension réelle peut étre considérée comme une source idéale montée en
série avec une résistance r (Fig. 4.7 c et d).

\ Une pile ou un accumulateur est a une bonne approximation une source de ten-
sion. Dans ce qui précéde, r représente une résistance ohmique. Elle peut ne pas
I'étre effectivement, méme pour les piles et les accumulateurs habituels.

c) Puissance d’un générateur

Etudions maintenant 1’énergétique d’une source de tension lorsqu’elle
débite un courant / = I5p. Pendant un temps ¢, elle débite une charge
dg = I dt. Le champ électromoteur agit sur cette charge avec une force
0q Ep. Le travail de cette force entre les poles B et A est

A
(5W=5q/ dr-Epn = 0gE = otIE
B
La puissance des forces non électriques est donc

Png =€&1 (4.55)

Toute cette puissance n’est pas disponible pour étre utilisée dans le cir-
cuit extérieur car une partie

Py=rlI? (4.56)

est dissipée par effet Joule par la résistance interne r du générateur. La
puissance €lectrique fournie au circuit extérieur est donc

Po =EI —rI* =1 Vap (4.57)

Le rendement du générateur est le rapport de la puissance Pex utili-
sable dans le circuit extérieur a la puissance totale non électrique Png
nécessaire pour faire fonctionner le générateur :

R:PGX/PNE=VAB/5=1—I’I/5 (458)

Le rendement diminue si 'intensité augmente. Il tend vers sa valeur
maximale 1 si I’intensité / tend vers zéro. La puissance délivrée au circuit

est maximale si [ = £/2r ; elle vaut alors £ 2 /4r et le rendement est 0,5.
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@ Lintensité / débitée par un générateur dépend du circuit extérieur. Comme V,; ne

peut pas étre négative, l'intensité / ne peut pas dépasser la valeur £/r. En fait le
générateur ne peut pas débiter une intensité dépassant une certaine limite sans
étre endommagé (en le faisant débiter dans une faible résistance extérieure ou en
le court-circuitant, par exemple). La puissance /(€ — Ir) fournie au circuit ne peut
pas donc dépasser une certaine valeur caractéristique.

Le générateur, considéré comme une source de tension, est caracté-
risé par sa f.é.m. £ et sa résistance interne r. C’est la représentation de
Thévenin. Une source de tension est idéale si la d.d.p. a ses bornes ne
dépend pas du courant débité. La relation (4.54) montre que sa résistance
interne r doit étre nulle. Un générateur réel peut étre considéré comme
un générateur idéal monté en série avec une résistance r (voir les figures
4.7c et d). Notons que la f.é.m. peut ne pas étre localisée dans un endroit
déterminé du circuit; c’est le cas d’une f.€.m. induite dans un circuit
(voir la section 1.6). D’autre part, une batterie est caractérisée par la
charge totale qu’elle peut débiter, exprimée en ampere-heures
(1A —h =3600 C).

; : Les générateurs de tension alternative utilisent I’induction électro-

magnétique pour convertir 1’énergie mécanique (d’origine hydrau-
lique, thermique, €olienne, nucléaire etc.) en énergie €lectrique. Ils
sont essentiellement constitués de bobines d’induction tournant en
face d’aimants ou d’électro-aimants. Le courant induit peut &tre
redressé pour avoir un courant continu utilisable pour recharger les
batteries d’une voiture, par exemple.

r Court-circuit

(a) (b) © (@

Figure 4-8 Représentation schématique d'une source de courant :a) générateur réel,
b) représentation d'un générateur réel comme une source de courant idéale (r' = oo) et une
résistance r’ finie montée en paralléle, ¢) le générateur court-circuité et d) source de courant
débitant dans un circuit extérieur représenté par un dip6le D.
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4.7 GENERATEURS COMME SOURCE DE COURANT

Un générateur peut étre considéré aussi comme un dispositif capable de
débiter un courant dans un circuit, c’est-a-dire une source de courant
qui sort du pdle A et rentre au pdle B. Nous caractérisons le générateur
par 'intensité Z qu’il débite, s’il est court-circuité, et par une résistance
interne ' montée en parallele. Les figures (4.8a et b) donnent une repré-
sentation schématique d’une telle source, les Fig.4.8c la représente lors-
qu’elle est court-circuitée et la figure 4.8d lorsqu’elle débite dans un cir-
cuit extérieur représenté par un dipdle D. Dans ce dernier cas, la d.d.p.
Vap 2 ses bornes dépend du circuit extérieur. Une partie de I’intensité
totale débitée Z passe dans la résistance r’ ; elle est donnée par Vag/r'.
L’intensité qui passe dans le circuit extérieur est donc

1=7— VAB/"/ (459)

Notons que, lorsque la source est court-circuitée, la résistance interne r’ montée en
paralléle na aucun effet, car Vag = 0 ;toute l'intensité débitée 7 passe alors dans le
court-circuit. Une source de courant est idéale, si elle débite le méme courant / = Z,
quelle que soit la d.d.p.a ses bornes. Pour cela, il faut que r’ soit infinie.

La représentation du générateur comme une source de courant Z et
de résistance interne 7’ (placée en parallele) est appelée représentation
de Norton. Lorsque ce générateur débite un courant d’intensité /, I’in-
tensité débitée dans la résistance r’ est Z — I ; ce qui correspond a une
d.d.p. Vag = #/(Z — I). Comparant avec la relation Vag = € — Ir dela
représentation de Thévenin, nous trouvons que les deux représentations
sont équivalentes, quelle que soit I’intensité débitée, si

E=1Ir|, r=r (4.60)

1 'Source de tension idéale

Efr=Irs === ========-=-=
I1=EIr-ViIr
=71-ViIr

- = = Source de courant idéale

(0] E=1r Vv

Figure 4-9 Caractéristique d'un générateur (en convention générateur, c'est-a-dire / est le cou-
rant débité) : le point M correspond a un circuit ouvert et le point N a un court-circuit..
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Ces relations permettent de passer d’une représentation du générateur a
I’autre. Ce qui facilite parfois I’analyse des circuits (voir le chapitre 6).

La figure 4.9 illustre la caractéristique d’un générateur. La courbe en
continu est celle d’un générateur réel ; son équationest Il =E/r — V/r
(en représentation source de tension) et / = Z — V /r (en représentation
source de courant). La caractéristique coupe I’axe des tensions au point
de fonctionnement M tel que V = £ = Zr ; ce qui correspond au géné-
rateur en circuit ouvert. Elle coupe 1’axe des intensités au point de fonc-
tionnement N tel que [ = £/r =7 ; ce qui correspond au générateur
court-circuité. Les lignes V = £ et I = 7 sont les caractéristiques d’une
source de tension idéale et d’une source de courant idéale respective-
ment. Ce graphique montre qu’un générateur réel ne peu pas fournir une
tension supérieure a £ ou Ir ni une intensité supérieure a Z ou £/r.

La puissance délivrée au circuit extérieur en représentation source de
courant est

Py =1Vag = Ir(T — 1) 4.61)

Tandis que la puissance nécessaire pour faire fonctionner le générateur
est

P{g =ZVaB (4.62)
dont une partie
P/ =Vag(Z —1) (4.63)

est dissipée dans la résistance interne r. Le rendement s’écrit donc en
représentation de Norton

R = Poy/TVap = 1 /€ (4.64)

La puissance Pex délivrée par une source de courant est maximale si
I =17/2, elle vaut alors 1/4rZ° et le rendement 0,5.

\ Notons qu’une source de tension et une source de courant équivalentes délivrent
la méme puissance au circuit extérieur (car Vag et/ sont les mémes) mais la puis-
sance perdue par effet Joule et la puissance totale nécessaire pour les faire fonc-
tionner ne sont pas les mémes.

4.8 ASSOCIATION DES GENERATEURS

On peut monter des générateurs en série ou en parallele dans le but
d’augmenter soit la d.d.p., soit le courant débité.
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a) Montage en série

Si des sources de tension sont montées en série, elles débitent le méme

courant /. Par exemple, dans le cas du montage de la figure 4.10a, nous
avons les relations

VA—VM=51—II’1, VM—VN=52—II’2,
VN — VB = —53 — 1Z3 (465)

ou & est affectée d’un signe négatif car ce générateur est monté en
opposition. Ajoutant membre a membre ces équations, nous trouvons

Va—Wg=&E+E—-E—T(r+r+r3). (4.66)

Ce qui veut dire qu’il est possible de remplacer les trois sources par une
seule source de f.€.m. &, et de résistance interne req données par

Ceqq=E1+E &, reqg=r1+r+r3 (4.67)

Un montage en série et dans le méme sens de n sources de tension de
f.é.m. £ et de résistance interne r est équivalent a une seule source de
tension de f.é.m. n€ et de résistance interne nr. Ce qui permet d’avoir
la f.é.m. multipliée par n sans augmenter le courant débité ; mais la
résistance interne est aussi multipliée par 7.

I I I I 1 =y
e Ly ey | e AMI @13
Ein Enry &1
(a) (b)

Figure 4-10 Générateur en série a) comme sources de tension et b) comme sources de courant.

Si on utilise la représentation source de courants, les courants dans
les résistances internes sont illustrés dans la Fig. 4.10b. La d.d.p. entre A
et B estalors Va—Veg=ri(I —1))+nrn(I—1)+r({+13). La
source €quivalente de courant 74 et de résistance interne req est telle que
VA — VB =req( —I). En comparant les deux expressions, nous
déduisons que

Feq =711+ r+r3 et qu =T + i, — r3I3]/req (4.68)
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T L. 1 "

1 1 1 2 3
En == &un Exry == 7, T, A
1 ‘l Iy le —173 I r r r3

A <—
(@) (b)

Figure 4-11 Générateurs en paralléle a) comme sources de tension
et b) comme sources de courant.

b) Montage en paralléle

Si des sources de tension sont montées en parallele, la d.d.p. est la
méme a leurs bornes et les intensités I; qu’ils débitent peuvent étre dif-
férentes. Par exemple, dans le cas du montage de la figure 4.11a, I’in-
tensité dans le circuit extérieur est donnée par la loi des nceuds

I=1,-1,+1, (4.69)
La d.d.p. aux bornes de ces générateurs est alors
Vap=& —Iiri ==& + Ly =8 — Irs 4.70)

Il est possible de remplacer les trois sources par une seule source de
f.é.m. £ et de résistance interne r, si celle-ci débite le méme courant /
dans le circuit extérieur sous la méme d.d.p. Vag. On doit alors avoir

Vap = 5eq — Ireq “4.71)

Calculant les valeurs de I, 1, I, et I3 de (4.70) et (4.71) et remplagant
dans (4.69), celle-ci est identiquement satisfaite (c’est-a-dire quelle que
soit la d.d.p. Vap) si

Eq &1 & & 1 1 1 1

T'eq r r 3 Teq I . r

Ce montage de générateurs est donc équivalent a une source de tension
de f.€.m. &, et de résistance interne égale a la résistance du circuit pas-
sif (¢’est-a-dire les forces électromotrices éteintes mais les résistances
internes des générateurs maintenues). Ainsi un montage en parallele et
dans le méme sens de n sources de tension £ et de résistance interne r est
équivalent a une seule source de tension de f.é.m. £ et de résistance
interne r/n.
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@ On peut ainsi avoir un courant total intense sans que le courant dans les généra-

teurs le soit. Il faut cependant éviter de monter en paralléle des sources de tension
de f.é.m. différentes et de résistances faibles, car on risque d'avoir des courants
intenses dans ces générateurs.

Si on utilise la représentation sources de courant (Fig. 4.11b), dési-
gnant par V = Vg la d.d.p. aux bornes, les intensités dans les résistan-
ces internes (dans les sens choisis) sont I} = V/r, I, =V/ry et
I3 = V/r3. Si Zgq est lintensité de la source équivalente et req est sa

résistance interne, 1’intensité débitée est
I =Teq— V/req
D’autre part, la loi des nceuds donne
=T, —-+Z3—V/rn—=V/rn—V/r.
En comparant les deux expressions, nous déduisons que
Tag=T1—Ir+13 et 1/req=1/ri+1/rn+1/r3 (4.73)

Nous retrouvons ainsi les résultats (4.72), compte tenu de la relation
7= 5i/l"i.

a\ Des sources de courant idéales ne peuvent pas étre montées en série.Par contre, un

montage en série de sources de courant de résistances finies est équivalent a une
source de courant de résistance R = X r et de courant Z = X Z;r/R.Un montage de
sources de courant en paralléle est équivalent a une source de courant Z = £ 7, et
de résistance donnée par 1/r,q = X 1/5; .Une coupure de courant est équivalente a
une source idéale (r = co) de courant Z = 0.1l ne faut pas donc ouvrir une branche
contenant un générateur de courant, car cela revient a placer ce générateur en série
avec une source de courant nul.

Un générateur est dit lié si ses caractéristiques (€ et r dans la repré-
sentation de Thevenin ou Z et r dans la représentation de Norton)
dépendent du circuit dans lequel il est branché. Sinon il est dit indé-
pendant.

4.9 RECEPTEURS

Un récepteur est un systeme qui transforme I’énergie électrique en
une autre forme d’énergie (chimique dans une cuve électrolytique,
mécanique dans un moteur électrique etc.).
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Un récepteur (représenté dans la Fig. 4.12a) est caractérisé par sa
force contre-électromotrice £’ et sa résistance interne r’. La force contre-
électromotrice est liée a I’énergie utilisable 0W’ que peut fournir le
récepteur pendant un temps ¢

5Wmﬂe = 5/(5q = E&'[6t

Ou [ est I'intensité de courant. La puissance utile est donc

Pyile = E'1 4.74)

L’énergie totale Wt = dq Vag = I Vagdt consommée entre les bornes
du récepteur est la somme de 1’énergie utile Wy et de 1’énergie
Wy = r'I*6t dissipée par effet Joule dans le récepteur. Nous devons
donc avoir la relation de conservation de 1’énergie, IVagdt =
E'I8t + ' 1%5t, d’on la relation

Vag = g+ 4.75)

La puissance totale consommée dans le récepteur est

Pr=&1+ 1% (4.76)

Le rendement d’un récepteur est le rapport de la puissance utile /&’
fournie par le récepteur a la puissance totale £'I + I°r’ consommée
entre ses bornes, soit

& &
R = =
1€+ 1%~ &+1r

AT SO @D ED
L 6
(c)

(@) (b)

(4.78)

Figure 4-12 a) Représentation d'un récepteur b) montage de récepteurs en série et ¢) montage
de récepteurs en paralléle.
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* Si on monte des récepteurs en série (Fig.4.12b), nous avons
Va—Ve=& +1Ir;, Ve—=Vec=E& +1r,
Nous en déduisons que
Vac =&+ &+ 1(r; + 1))
Le récepteur équivalent a donc une force contre-électromotrice £ et
une résistante r’ données par
E=&+E& e r=r+r (4.78)
* Si on monte les récepteurs en parallele (Fig.4.12c), nous trouvons
Vap=& + I =&+ hLry=8—-hLry, I=L+L—-13

Nous en déduisons que
o1 g & &
Vap( + - +)=1+—+—5+ 7
o noornon
Le récepteur équivalent est tel que Vap = &, + Iy, En comparant,

nous déduisons que

1 1 1

4 / / /
11 % &8

Y 77 -
o rn n

Ly =242 (4.79)
oo 13

/

!
req req

4‘ Certains dispositifs polarisés fonctionnent comme générateurs de

f.é.m. £ et de résistance interne r si le courant les traverse du pole
négatif B au pdle positif A et comme récepteur de force contre-
électromotrice &’ = &, s’ils sont montés en opposition (c’est-a-dire le
courant les traverse du pdle positif A au pdle négatif B). Utilisant la
convention récepteur (c’est-a-dire le courant a I’intérieur du dipole),
la d.d.p. est Vap =& +rlap et la puissance consommée est
Pap = Vaplap = E'Iap + r1}. La caractéristique d’un tel dipole
est illustrée dans la figure 4.13a. D’autres récepteurs acceptent le cou-
rant dans un sens et le bloquent dans I’autre (c’est le cas d’un récep-
teur radio alimenté en courant continu). La figure 4.13b illustre la
caractéristique d’un tel dispositif. D autres dispositifs fonctionnent
comme récepteur dans les deux sens du courant ; on dit qu’ils ne sont
pas  polarisés. IIs consomment alors une puissance
VaglaB = rlﬁB + |IaB|E’ et ils fonctionnent sous une d.d.p.

Vag =riag — & (Sl Iag > 0) et Vap =rlag — & (Sl Ixg < 0)
(4.80)
Leur caractéristique est représentée dans la figure 4.13c.
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Figure 4-13 Caractéristique d'un récepteur a) polarisé, b) polarisé qui accepte
le courant dans un seul sens et ¢) non polarisé.

4.10 DIPOLES NON LINEAIRES

Un dipdle est non linéaire, si la relation liant 7 a V n’est pas linéaire. En
particulier, si la relation est algébrique, la résistance statique, Ry = V /I,
et la résistance dynamique, Rg = dV /d I, ne sont ni égales ni constan-
tes. C’est le cas des corps métalliques dont la résistance varie avec la
température et des semi-conducteurs dont le nombre de porteurs de
charge varie avec le champ (donc avec la densité de courant) et les impu-
retés (atomes ajoutés). Les dipdles non linéaires jouent un grand role
comme composants électroniques.

a) Diodes a jonction

Les diodes et les triodes sont fabriquées en juxtaposant un semi-conduc-
teur de type n (dont les charges de conduction sont surtout des électrons
peu liés aux atomes) et un semi-conducteur de type p (dont les charges
de conduction sont des « trous » c’est-a-dire des manques d’un électron
a I’atome). La diode présente une résistance faible au courant circulant
dans le sens p — n (sens passant) et une grande résistance dans le sens
n — p et cette derniere augmente rapidement avec la tension appliquée.
La caractéristique de la diode est illustrée dans la Fig. 4.14a.

@ Lintensité dans le sens passant ne doit pas dépasser une certaine limite /__

qu’elle peut supporter. Dans le sens opposé, la tension ne doit pas dépasser une
certaine limite - V., sinon les électrons tres accélérés peuvent ioniser les atomes,

produisant ainsi un phénoméne d'avalanche et un claquage de la diode. L'une des
utilisations des diodes est comme redresseurs de courant.

b) Diode régulatrice de tension

La caractéristique des diodes de ce type (la diode Zener, par exemple) est
illustrée dans la figure 4.14b. Contrairement a la diode a jonction, la
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Figure 4-14 Caractéristique et représentation de dipdles non linéaires a) diode au germanium
b) diode Zener.Les lignes en pointillé représentent la caractéristique de diodes idéales.
¢) Détermination graphique du point de fonctionnement d'un dipéle non linéaire.

diode Zener est au silicium qui peut supporter une tension négative rela-
tivement importante. Lorsque V atteint une valeur V,, la courbe devient
presque verticale ; ce qui correspond a une tres faible résistance. Ces dio-
des sont utilisées comme élément de protection contre la surtension et
pour obtenir une tension continue stabilisée.

¢) Les varistances

Ce sont des dipdles dont la caractéristique varie fortement sous 1’effet de
certains effets comme la température (thermistances), 1’éclairement
(photo résistances), champ magnétique (magnétorésistances) etc.

d) Diode a effet tunnel

C’est une diode a jonction dans laquelle I’effet tunnel quantique permet
d’avoir une caractéristique dont une partie a une pente négative (résis-
tance négative).

\ L'analyse des circuits comportant des dip6les non linéaires ne peut pas étre faite

» analytiquement. Pour déterminer le point de fonctionnement, on peut utiliser une

méthode graphique, si on connait les caractéristiques.Par exemple, si un générateur

continu est branché sur un dipdle non linéaire D (Fig. 4.14c), la caractéristique du

générateur est la droite / = £/r — V/r.Le point de fonctionnement M est I'intersec-

tion de cette droite avec la caractéristique du dipdle. On peut aussi utiliser des
méthodes d’approximation et d'analyse numérique.
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4 Supposons, par exemple qu’une tension V est branchée sur une

diode Zener idéale et une résistance associées en parallele
(Fig. 4.15a). La Figure 4.15b illustre la caractéristique de la diode
Zener et celle de la résistance. Si V est inférieure a V,, I’intensité est
tres faible dans la diode et égale a V/R dans la résistance. Si V
dépasse V,, la résistance de la diode devient tres faible et presque tout
le courant passe dans la diode, d’ou I’utilisation de la diode Zener
pour protéger des éléments de circuit contre la surtension.

. I,=VIR

(©) (d)

Figure 4-15 a) Association d'une diode Zener et une résistance en paralléle et b) caractéristique
et point de fonctionnement M du dipdle global. c) Association de ces deux éléments en série

et d) caractéristique et point de fonctionnement M du dipdle global.

* La caractéristique de dipOles en série peut étre tracée point par point si

on connait leurs caractéristiques en utilisant la propriété que I’intensité
est la méme et que les d.d.p. s’ajoutent. De méme, la caractéristique de
deux dipdles en parallele peut étre tracée point par point en utilisant la
propriété que la d.d.p. est la méme dans les deux dipdles tandis que les
intensités s’ajoutent. Il faut préciser aussi que les dipOles n’étant pas
linéaires, le principe de superposition et, par conséquent, la représenta-
tion complexe des intensités et des tensions ne sont pas valables.

L’analyse du comportement des systémes non linéaires montre que de
petites modifications des conditions initiales ou des f.é.m. peuvent
produire de grandes modifications dans le circuit. Certains systemes
soumis a des excitations harmoniques de pulsation w, peuvent avoir
des réponses de pulsation 2w, 3w, ... et méme des sous-harmoniques
de pulsation w/2, w/3 etc. Ce comportement peut méme étre chaotique
dans certaines situations ; il est alors completement imprédictible
(exactement comme 1’écoulement turbulent d’un liquide ou les pro-
cessus électriques dans le coeur).
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‘ POINTS-CLES

» Ne confondez pas linéarité et proportionnalité. La relation de la d.d.p.
aux bornes d’un dipdle a l’intensité peut étre une proportionnalité
(V = RI), une dérivation [V = L(dI/dt)] ou une intégration
[V =(/C) f dtI], qui sont toutes linéaires. Dans le cas d’un courant
sinusoidal en représentation trigonométrique les amplitudes de V et [
sont dans le rapport z mais V et I ne sont pas toujours en phase. En
représentation complexe V et I sont dans le rapport Z mais il n’en est
pas ainsi pour des courants non harmoniques tels que les fonctions en
dents de scie ou en créneau.

» L’impédance réelle Z n’est pas la partie réelle de I’impédance complexe
Z mais Z est le module de Z. Seules les impédances complexes se
combinent selon les regles des impédances en série et des impédances en
parallele. Ces regles ne s’appliquent pas donc aux impédances réelles.

» Siune charge g se déplace d’un point A a un point B, le travail des for-
ces électriques est g (Va — V) = qVag. Si Vo > Vp, une charge posi-
tive gagne de I’énergie. Si la charge se déplace dans le vide ou dans un
milieu sans frottement, cette énergie est transformée en énergie cinétique
(c’est le principe des accélérateurs €lectrostatiques). Dans un conduc-
teur, les charges se déplacent avec une vitesse moyenne extrémement
faible. Comme g = [t, les forces électriques fournissent une puissance
P = IV. Cette puissance est dissipée par effet Joule (IV = RI?),
emmagasinée dans un condensateur (I V = I Q/C) ou une self-induc-
tance (I'V = I LdI/dt), ou transformée en travail par un moteur élec-
trique (IV = I&’ ot £’ est la force contre-électromotrice).

» L’impédance est une généralisation de la notion de résistance en ce qui
concerne la relation V = Z/I. Cela n’est pas vrai pour d’autres rela-
tions. Par exemple, en écrivant Z = R +jX = Zel%z, la puissance
moyenne est RI%: ou (V3/Z) cos ¢, = RVesz/Z2 et non ZI% ou
VZIZ.

QUESTIONS DE REFLEXION

1. Expliquez le lien entre les regles de Kirchhoff et les lois de conserva-
tion de la charge et de I’énergie.
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2. Connaissant I’intensité / (¢), qui n’est pas nécessairement sinusoidale,
écrire I’expression de la d.d.p. Va — Vg pour les dipdles de la Fig. 4.16.
Est-ce que I'impédance totale dépend de I’ordre de branchement des élé-
ments ? Est-ce qu’elle dépend du sens du courant ?

3. Un dipdle est formé d’une résistance R, une self-inductance L et un
condensateur de capacité C en série. Peut-il étre équivalent a une résis-
tance ? Tracez le diagramme de Fresnel pour I’'impédance danc ce cas.

4, Un condensateur plan porte une charge Q. Le diélectrique qui le rem-
plit n’est pas parfait, mais il a une tres faible conductivité o. Montrez
qu’il est le siege d’un courant de fuite / = 0 Q/e, ou € est la permitti-
vité du milieu. Comparez la résistance et la capacité du condensateur.

5. Quelle est la puissance dissipée dans un dipdle d’impédance
Z =R +jX, s’il est sous une d.d.p. V = Vy, cos(Q2t + ¢,) ? Cette
puissance peut-elle étre nulle ? Peut-elle étre négative dans un dipole
passif ?

6. Une source de tension et une source de courant sont équivalentes si
elles débitent le méme courant / sous la méme d.d.p. V. Quelles sont les
relations liant leurs caractéristiques ? Comparez les puissances non élec-
triques nécessaires pour les faire fonctionner, leurs effets Joule, les puis-
sances qu’elles fournissent au circuit extérieur et leurs rendements.

EXERCICES CORRIGES

4-1 On branche un condensateur de 0,2 pF en série avec une résistance
de 1 k€2 sur un générateur de fréquence 1 kHz. En observant la d.d.p.
aux bornes de la résistance sur 1’écran d’un oscilloscope, on trouve
qu’elle est V| = V, cos(wt), ou Vy, = 4,5 V.

a) Ecrivez I’expression de I’intensité du courant et la d.d.p. V» aux bor-
nes du condensateur.

b) Utilisant la représentation de Fresnel, écrivez I’expression de la f.é.m.
du générateur.

¢) Refaites la méme analyse en utilisant la représentation complexe.
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4-2 Un condensateur de 2,0 uF est monté en série avec une résistance de
1,5 k2 et I’ensemble est branché sur un générateur de f.é.m.
& =&ncos(wt) de valeur efficace 10V et de fréquence 50 Hz.
Déterminez 1'impédance du circuit et I'intensité efficace. Ecrivez les
expressions de I’intensité et de la d.d.p. aux bornes du condensateur en
fonction du temps.

4-3 ’intensité efficace dans une bobine est de 50 mA, si elle est bran-
chée sur un générateur de 60 V et 100 Hz et de 20 mA, si elle est bran-
chée sur un générateur de 40 V et 200 Hz. Déterminez la self-inductance
et la résistance de cette bobine. Quel est le déphasage de I’intensité par
rapport a la f.é.m. dans ces deux cas ?

4-4 Un générateur de f.é.m. £ =&, el“’ est branché sur une bobine de
self-inductance L et de résistance interne R et un condensateur de capa-
cité C en série. Calculez I'impédance de la bobine, I’intensité débitée et
lad.d.p. V, ases bornes. L’amplitude de V, peut-elle étre supérieure a
Em ?

4-5 Déterminez la résistance R dans le circuit de la Fig. 4.17 pour que
la résistance équivalente entre A et B soit justement R,.

4-6 Déterminez les résistances équivalentes entre les points A et B puis
entre les points C et D du circuit de la Fig.4.18.

M
A H
R

N

Figure 4-17 Figure 4-18 Figure 4-19

4-7 On considere le circuit de la Fig. 4.19. Un générateur de f.é.m.
E=E&, e/’ est branché entre M et N. Calculez ’intensité débitée par ce
générateur et I’intensité dans chacune des branches.

4-8 Une tension Vag = V;, cos(wt) est branchée sur chacun des cir-
cuits de la figure 4.20. On suppose que Vi, = 10 V, w = 1007 rad/s,
R =0,5k, C =1,0 pF et L = 0,20 H. Ecrivez les expressions de
I’intensité débitée et I’intensité dans chaque branche de ces circuits.
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(a) (® (©
Figure 4-20

4-9 On dispose d’une ampoule de 110 V et 100 W et une alimentation
de 220 V et 50 Hz. Pour utiliser cette ampoule, on la branche en série
avec une self-inductance L. Quelle doit étre la valeur de L ? Est-il possi-
ble d’utiliser un condensateur au lieu de la self-inductance ?

4-10 Une batterie de f.é.m. 12 V et de résistance interne 5 2 est bran-
chée sur une résistance de 100 Q. Déterminez I’intensité débitée, la
d.d.p. aux bornes de la batterie et ’énergie dissipée dans la résistance
pendant 5 minutes.

4-11 a) Un générateur de f.é.m. £ et de résistance interne r débite dans
un circuit. Quelle doit étre I’intensité débitée I pour que la puissance
fournie au circuit extérieur soit maximale ? Quel est alors le rendement ?
b) Répondez a la méme question dans le cas d’une source de courant 7
et de résistance interne r.

¢) Un générateur de f.é.m. sinusoidale £ et d’impédance interne Z; ali-
mente un dipdle d’impédance Z.. Montrez que la puissance moyenne
débitée est maximale si Z. = Z;". Quelle est alors la puissance débitée
et quel est le rendement ?

4-12 Déterminez la source de tension et la source de courant équivalen-
tes au circuit de la Fig. 4.21 s’il est branché sur un autre circuit entre A
et B.

A

Figure 4-21 Figure 4-22

4-13 On considere le circuit de la Fig. 4.22 alimenté par sur une tension
V. Trouvez la relation entre les résistances pour que la puissance déga-
gée dans la résistance R3 varie tres peu si celle-ci subit une petite varia-
tion 0 R3.
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4-14 Un moteur électrique de rendement 90 % est alimenté par un cou-
rant continu de 5 A sous 220 V. Déterminez la puissance consommée, la
puissance mécanique qu’il fournit, la puissance dissipée par effet Joule
dans le moteur et la résistance interne de ce moteur.

4-15 La d.d.p. aux bornes d’un échantillon de carbure de silicium agglo-

méré varie en fonction de ’intensité / selon laloi V = cI” ol c et 3 sont
des constantes a une température donnée. Un tel élément est appelé
varistance. On prendra ¢ = 100 et 3 = 0,2 pour les applications numé-
riques.

a) Tracez la caractéristique de cet échantillon. Ecrivez I’expression de la
puissance dissipée en fonction de /. Quelle doit étre V pour que cette
puissance ne dépasse pas une valeur P, ?

b) Calculez la résistance statique Ry = V//I et la résistance dynamique
Rq =dV/dI en fonction de I. Quelle est la relation entre R et Ry ?
¢) On place en série une résistance ohmique R et une varistance et on
applique une d.d.p. V a I’ensemble. Ecrivez 1’équation qui détermine /.
Déterminez la résistance statique et la résistance dynamique équivalen-
tes.

d) Répondez a la méme question précédente dans le cas d’un montage
en parallele. Peut-on dire que la résistance équivalente ne dépend que de
la d.d.p. appliquée ?

SOLUTIONS DES EXERCICES

4-1 a) I =V;/R = (Vy/R) cos(wt) = I, cos(wt) ou Iy, = Viu/R
=4,5 mA
La d.d.p. aux bornes du condensateur est

Vo= Q/Cz(l/C)/dt I =(1I,/ Cw) sin(wt) = Vo, cos(wt — m/2)

ott Vo = In/Cw) = 4,5 x 1073/(0,2 x 1070 x 27 x 10%) = 3,58 V,
d’ou V5 = 3,58 cos(wt — 7/2)

b) La représentation de Fresnel (illustrée dans la Fig. 4.23) donne

E=JVE+ V=575V,
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Vi

0 ¢ = Arctan(—V,/V;) = —0,672 rad

v, d’ou & = 5,75 cos(wt — 0,672)
E

Figure 4-23
¢) Utilisant la représentation complexe, nous trouvons V, = Vi, eler,
I =V/R=Iye™ oul, = Vy/R=4,5/1000 A = 4,5 mA.
La d.d.p. aux bornes du condensateur est
V,=0/C=(1/C) [dt] = (In/jCw)e"" = Vypel
ouV, =I,/jCw=-3,58]
AlorsE =V, +V, = (4,5—3,58)e =&, &
ou £,=4,5-3,58j=|£,1e” donc |E,|=+/4,5%+3,582=5,75V
et ¢ = Arctan(—3,58/4,5) = —0,672 rad
Prenant la partie réelle, nous trouvons & = 5,75 cos(wt — 0,672)

4-2 ’impédance du circuit est

Z=R+1/jCw=1500—j/2 x 107 x 27 x 50) = 1500 — 1592j
=7 el

ot Z = +/15002 + 15912 = 2,187 k2

et ¢ = —Arctan(1592/1500) = —0,8150 rad

Le générateur a une tension efficace de 10 V, donc une amplitude
En = 14,14 V. Lintensité efficace est

Lot = Vege/Z = 10/2187 = 4,572 mA, donc I, = 6,466 mA

L’intensité est en retard sur la f.€.m. de ¢ = —0,8148 rad (c’est-a-dire
une avance de 0,8150). La f.e.m. est & = 14,142 cos(wt), ol
w = 100 7. L’intensité est donc [ = [,el«—9)

d’ou I = 6,466 cos(wt + 0,8150) mA

L’impédance du condensateur est

Zc=1/jCw=1592e7/2 (en Q)

La d.d.p. complexe aux bornes du condensateur est

Ve=2Zcl = Zce ™ [,/W1=9 = 10,29¢) =0~/

La d.d.p. réelle est

Ve = 10,29 cos(wt — ¢ — w/2) = 10,29 cos(wt — 0,7558)
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4-3 L’impédance du circuit est
Z=R+jLw=2Ze% (0<¢<m/2)
d’on Z? = R? + L*W* = (Vege/ Ler)?
Nous avons donc les deux relations
R*+ L?w} = (Vegr1/Leir1)* et R*+ L?w] = (Vegro/ Leii2)?
Nous en déduisons que
L2 (w5 — w}) = (Vetra/ It 2)* — (Vetr1 / Lefr.1)?
c-a-d. 47%L%(200% — 100%) = 2,56 x 10°
dot L=147H et R=767TQ
Onal =V/Z. Le déphasage de I par rapport a V est
¢y — ¢y = —¢z = —Arctan(Lw/R)
* Dans le premier cas
¢r = —Arctan(1,47 x 27 x 100/766) = —0,87 rad (retard)
* Dans le second cas
¢p = —Arctan(1,47 x 27 x 200/766) = —1,18 rad (retard)

4-4 LP’impédance complexe totale est Z=_Zpz+Z; +Zc
= R+ j(wL — 1/wC). Lintensité débitée est
m gm

Z jlLw—1/Cw)

S

L’impédance de la bobine est Z, = R + jwL. Elle est donc sous une
d.d.p.

(R + jLw) .
V =z = Em = Vinel?
—mb T EbIm T R 4 i Lw—1/Cw) ™ T "

. R? + L*?
ou V= Em
R?+ (1/Cw — Lw)?

et ¢ = ¢, — ¢, avec ¢, = Arctan(wL/R)
et ¢, = Arctan(wL/R — 1/wCR).
Nous pouvons écrire aussi

R

tan ¢ = ,
o= Rt CL — L)

telque 0<o¢ <.

Vm aux bornes de la bobine dépasse &, si Zp > Z, c’est-a-dire

w > wo/~/2 ol we=1/+/LC.
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4-5 Entre M et N nous avons deux résistances R et R + R,, en parallele.
La résistance équivalente est Ryn = R(R + Ro,)/(2R + R,). Cette
résistance est en série avec R. La résistance équivalente entre A et B est
donc
Rag =R+ Run = R+ R(R+ R,)/(2R + R,)

= RBR+2R,)/2R + R,)

Elle est égale a R, si R, = V3R.

4-6 La résistance équivalente entre les points P et B est donnée par
1/Rpp =1/4+1/6, d’ou Rpg = 2,4 Q2. La résistance équivalente
entre les points A et B est celle de deux résistances 10 Q2 et 2,4 Q en
série, soit Rap = 12,4 Q2. La résistance équivalente entre F et D est
celle de deux résistances de 12,4 2 (de la branche FAPBD) et 20 2 en
parallele, soit

Rep = 12,4 x 20/(12,4 + 20) = 7,65 2.

Enfin la résistance équivalente entre C et D est celle des deux résistan-
ces de 20 2 et 7,65 2 en série, soit Rcp = 27,65 Q2.

4-7 Les impédances des deux branches sont Zyp, = R 4 jwL,
Zc = 1/jCw. L'impédance équivalente est donc, en utilisant I’équa-
tion (4.32)

; ZcZg  R+jw(L —CR?—Cu’L?)

T ZcetZi (1 = CLw?)? 4+ (wCR)?

Les amplitudes complexes des intensités débitées dans les deux bran-
ches sont respectivement

g .
1.C=="=CuwE, em™?

Z

Zc
et LmRL = é—m = ém = §m e_j¢RL’

Zpy RAJLw VR4 L2?

ou ¢g; = phase Zg; = Arctan (wL/R). (0 < ¢ < 7/2). L'intensité
totale débitée est

lmzlm,l +£m,2 = (

1 — LCWw? +jRCw
R+jLw

m

— +jCw | &n =
R+jLw+J w) m

— 222 2,2 2
_\/(1 LCPH RCW2 g

B R? + L%u?
Ou¢p = Arctan[%(RQC — L+ L?Cuw?)] telle que —71/2 < ¢ < 7/2).
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4-8 a) L’impédance du circuit (a) est
Z,=R+jLw—j/Cw=500+j(0,2x 1007 — 1/1,0x 10~% x 1007)

=500 — 3120 = 3160 e,
oll ¢, = Arctan (—3120/500) = —1,412 rad.

z 9z

Supposant que la d.d.p. est complexe V = 10e/, I’intensité s’écrit
1,=V/Z, = Im’aej(u”_@a)

ot In,=Vn/Z,=10/3160 A = 3,165 mA

= 1, = 3,165 cos(wt + 1,412) (en mA)

b) L’impédance du circuit (b) est

_ R(Zc+Zp)  jR(Lw—1/Cw)
T R+Zc+2, R+jLw—1/Cw)
1,560

=" 10’ =493,7d" Q
0,5 — 3,120j

ou ¢, = Arctan(3,120/0,5) — /2 = —0,1589 rad
Lintensité débitée s’écrit I, = V/Z, = Iy pe/ @'~ ou
Imb = Vm/Zp = 20,26 mA, = I, = 20,26 cos(wt + 0,1589) mA
Les intensités dans chacune des deux branches sont
Ig=V/R=Ig me"'
ol Ig m=Vm/R=20 mA — Ir =20 cos(wt) mA
LCL = Z/(ZC + ZL)

= 10 &' /(—3120j) = 3,205&/“*7/2)

=— IcL, = 3,205 cos(wt + 7/2) mA
¢) L’impédance du circuit (c) est

 ZcR+Z) | (R+JLW)/iCw)

¢ R+Zc+Z, R+jLw—1/Cw)

10%(0,2 — 1,591j y
- 1% ) —507.6¢% Q
500 — 3120,27]

ou

¢, = Arctan(—1,59155/0,2) — Arctan(—3120/500) = —0,0339 rad



126 Chapitre 4 « Dip6les

Lintensité débitée est I, = V /Z, = Iy /@ 7%
ouly .= Vn/Z:=19,701 mA = I. = 19,70 cos(wt 4 0,0339) mA
Les intensités dans les deux branches sont
LC :chz — IC,m ej(wt+7r/2)
ol lcm =CwVy=1x 1076 x 100w x 10 A = 3,14 mA
— Ic = 3,1416 cos(wt + m/2) mA
Iz =V /(R + Z;)= Ve /(R + jLw) =10 /(500 + 62,83 j)
= 19,84 el“=9r) oi1 ¢, = Arctan(62,83/500) = 0,1250 rad
— Igy, = 19,844 cos(wt — 0,1250) (en mA)

d) L’admittance du circuit (d) est
1 1 1 1
Yi=—4+—+—=— ——_2—15601 1073
Y, = R+ZC+ZL +J(w ) =( ) x
= Z,=1/Y,=8,084 + 63,062 j = 63,578 ¢l
ou ¢y = Arctan 63,062/8,084 = 1,443 rad

* Lintensité débitée est [ = V/Zy = Iy q &« %0
ou Img = Vm/Zq=157,3 mA
— Iy = 157,3 cos(wt — 1,443) mA
e L’intensité dans chacune des branches est
Iy =V/R= Lime" ot Iy = Vi/R = 10/500 A = 20 mA
— Ir = 20 cos(wt)
I, =V/Z; = Ve /jLw = 10 & /62,83] = 159,1 “~™/2) mA
= I = 159,1 cos(wt — 7/2) mA.
Ic=V/Zc=jCwVy e = 3,1416 @H/2
= Ic = 3,1416 cos(wt + 7/2) mA.
4-9 Lintensité doit étre e = P/V = 100/110 = 0,909 A. La résis-

tance de [D'ampoule est R = Veg/ler = 110/0,909 = 121 Q.
L’impédance du circuit RL est

Z =R +jLw d’0ot Z> = R? + L*W* = (Vaesi/Li)* = 58564 Q2
Nous devons donc avoir

L2W? = 58564 — 1212 = 43923 Q?, Lw = 209,58 Q

d’ou L =209,6/2m x 50 = 0,667 H
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Si on utilise un condensateur, on doit avoir

1/Cw=Lw= 209,582 — C =1/209,58 x 27 x 50 = 15,2 yF

4-10 La résistance totale du circuit est R =5+ 100 =105 2.
L’intensité débitée est I = 12/105 = 0,1143 A. La d.d.p. aux bornes
de la Dbatterie est V=E—rl=12-5x0,1143=11,43 V.
L’énergie dissipée dans la résistance pendant 5 minutes est
Uy=RI?>t =100 x 0,1143% x (5 x 60) =391,8 J

4-11 a) La puissance totale fournie par le générateur est €. Celle qui est
utile dans le circuit extérieur est P = [ Vag = 1€ — I*r. Comme fonc-
tion de /, la puissance P a un maximum pour / = £/2r. La puissance
extérieure est alors Ppax = E2 /4r et le rendement est Py /E1 =
1—-1Ir/E =0,5.

b) La source est équivalente a une source de courant Z idéale branchée
en parallele avec une résistance r (voir la Fig. 4.8b). L’intensité dans r
est Z — I et la d.d.p. aux bornes de la source est V= R(Z — I). La
puissance fournie au circuit est P = VI = RI(Z — I). Comme fonc-
tion de /, La puissance P a un maximum pour / = Z/2. La puissance
extérieure est alors Ppa = rZ°/4. C’est le méme résultat que dans la
question (a) car & = rZ.

¢) Dans le cas d’un générateur harmonique, 1’intensité débitée est
1=¢E/(Z.,+Z). La d.d.p. aux bornes de Z 6 est alors

C

V=EZ./(Z.+ Z;). La puissance moyenne fournie a Z_ est

1
<P>= 0V +1*z>

1 z 1 Z,
=3t '(z YZ.Z1Z ZVZ L+ Z
1 —{—Z*

=4I€ ¥ IZ +Z|2

Ecrivant Z = R +]jXi et Z, = R. + jX., nous trouvons
R,
(Ri + Rc)> + (Xi + Xo)?
Le maximum de < P > correspond aux dérivées partielles de < P >
par rapport a R; et X nulles

d<P > 1| g2 (RP—R) + (Xi+ Xo)*
IR, [(Ri + R)? + (Xi + X)?)*

<P>= |5|2
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d< P > — e R.(X; + Xo) _0

Xe [(Ri + Ro)> + (Xi + X2
Ces équations sont vérifiées si R; = R, et X, = —Xj, c’est-a-dire
Z.=Z;. La puissance fournie est alors < P >= IE1?/8R;.
L’intensité débitée est I = £/2R; et la puissance totale fournie par le
générateur est

P, >= 1(Ié'*—i—l*é')— ! €12

< >= — = —

8 4= - 4R;

Le rendement est alors < P > / < P, >=0,5

4-12 Remplagons la source de tension £ et d’'impédance interne z par la
source de courant équivalente I = £/z (Fig. 4.24b). Remplacons les
impédances z et Z, montées en parallele, par I'impédance équivalente
Zeq = 7Z/(z + Z) (Fig. 4.24c). Le circuit (a) est donc équivalent a une
source de courant Z = £/z et d’impédance interne Z, o' Il est possible
aussi de représenter ce générateur par une source de tension
Ceq=12eq=CEZ/(z+ 2Z) et d’impédance interne Z, (Fig. 4.244).

Il
N
N
=}
I
D)
N

B B
(b) (© (d)

Figure 4-24 Sources de tension et de courant équivalentes
aun circuit donné (a) entre A et B

4-13 La résistance équivalente a R, et R3 est Ry R3/(Ry + R3). Celle-
ci étant en série avec R, la résistance totale est

Req = R+ RyR3/(Ry + R3) = A/(Ry + R3)
ol A= (RiR,+ RiRs + RyR3) '

* L’intensité débitée est I = V /Rqq et la d.d.p. aux bornes de R; et R3
est

Vap=V — IR =V(1 - R/Req) = VRIR3/A.
* La puissance dégagée dans R3 est

Ps= V3 /Ry = V2R3R3 /A%,
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Si R; varie de 0R3, P; varie de
6Py = (3P3/0R3)0Rs = SR3V?R3(R\Ry — RiRs — RaR3)/ A?
Elle varie peu si 6P3 = 0, c’est-a-dire R3 = RjRy/(R| + R»).

4-14 La puissance consommée est P =V I =(220V)(5A)=1100 W.
La puissance mécanique que le moteur fournit est P, =0,90P =990 W.
La puissance dissipée par effet Joule est Py = P — P, = 110 W.
Cette puissance s’écrit aussi Py = RI>,d’out R = Pj/I> =4,4 Q.

4-15 a) La caractéristique de cet échantillon est représentée dans la
figure 4.25. Son équation est I = ¢~ /OV1/8 soit I = 1071°V5. La
puissance dissipée est

P=VI=cI"=1001"?

Elle ne dépasse pas P, si I’ < Py/c,

donc V/c10+0) Poﬁ/<1+ﬂ) — 1000833 Pé),167

b) La résistance statique et la résistance 1(107 A)

dynamique sont respectivement
Ry=V/I =cI? 1 =1007%8 2¢
Ry=dV/dl = cpBI%' =201708

On voit que Ry = 5Ry.

¢) La d.d.p. aux bornes de 1’ensemble est
V=VR+VV=IR+016 1 V (volts)

La résistance statique et la résistance Figure 4-25
dynamique équivalentes sont respectivement

R=V/I =R+cI’' et Ry=dV/dl =R+ cpI"!

Ce sont les sommes des résistances statiques et des résistances dyna-
miques respectivement.

d) Dans le cas d’un montage en parallele, si V est la d.d.p. appliquée,
les intensités dans la résistance ohmique et la varistance sont respecti-
vement Ir = V/R et I, = (V/c)'/?. L’intensité principale est donc
I =V/R+ (V/c)1'/8 et la résistance équivalente est donnée par la
relation

1/Req=1/V = 1/R + " V/Py1/5-1

Elle dépend de la d.d.p. appliquée.






Analyse
des circuits

Définitions
5.2 Circuit RLC forcé

5.3 Résonance dans le circuit RLC
5.4 Bilan d’énergie en régime permanent

5.5 Application des régles de Kirchhoff

PLAN

5.6 Analyse utilisant la superposition
5.7 Théoremes de Thévenin et de Norton
5.8 Courants de mailles et réciprocité

5.9 Dualité

» Etudes d'un circuit RLC alimenté par un générateur sinusoidal et des
méthodes d'analyse des circuits a plusieurs mailles

OBJECTIF

5.1 DEFINITIONS

¢ Un circuit électrique est un ensemble d’éléments conducteurs reliés
par des conducteurs filiformes de résistance négligeable et alimen-
tés par des générateurs dans le but d’avoir une fonction déterminée
(transport de 1’énergie, transmission des signaux et leur traitement,
étude de certaines propriétés électriques etc.).

e Le but de I’analyse d’un circuit électrique est de déterminer les
intensités dans les diverses branches qui forment le circuit. Une fois
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que les intensités sont connues, les différences de potentiel peuvent
étre facilement déterminées.

Un graphe est un schéma des connexions du circuit (sans étre
nécessairement une reproduction exacte des positions réelles des
éléments du circuit).

* Un neeud est un point ou plus de deux conducteurs se rencontrent.
Il ne s’agit pas nécessairement d’un point au sens géométrique ; des
points d’un graphe représentant un circuit et reliés par des conduc-
teurs sans impédance forment effectivement un nceud. Un nceud est
donc I’ensemble des points qui ont le méme potentiel a tout instant.

e Une branche est un ensemble de dipdles montés en série entre deux
nceuds et une maille est un ensemble de branches constituant un
contour fermé et qui ne passe qu’une seule fois par un nceud.

Si on connecte deux points A et B d’un circuit par un fil de résis-
tance négligeable, ou plus généralement si on branche entre A et B un
dipole de tres faible impédance, on forme un court-circuit (Fig. 5.1a).
On impose alors aux points A et B d’étre au méme potentiel.

@ Si deux points d’un circuit ont une certaine d.d.p.fixe (s'ils sont connectés aux bor-
nes d’'un générateur, par exemple) et on les court-circuite, I'intensité de courant
dans le court-circuit est treés grande ; ce qu'il faut éviter.

Si on coupe une branche AB dans un circuit, ’intensité de courant dans
cette branche devient nulle mais la d.d.p. Vap n’est pas nécessairement
nulle (Fig. 5.1b). Si on branche entre deux points A et B un dipdle
d’impédance Z (un voltmetre, par exemple), on modifie les intensités
et les d.d.p. dans le circuit et cette modification est d’autant plus
importante que le rapport Z/Z.q est faible (Fig. 5.1¢). Ici Z¢q est 'im-
pédance équivalente du circuit vue des points A et B. Enfin si on insere
dans une branche un dipdle d’impédance Z (un amperemetre, par
exemple), on modifie les intensités et les d.d.p. dans le circuit et cette

1 1 | 1
'Reste du | Reste du i | Reste du i i Zy Z |
| circuit | ! circuit ! ! circuit : A :—M—i B
Lo A - - Lomm——— !
Al |5 |B A I=0JB I B .
Z—0 Z—> e z
@ (b) © @

Figure 5-1 a) Court-circuit entre A et B,b) coupure entre A et B, ¢) branchement
d’une impédance Z entre A et B et d) insertion d'une impédance Z dans une branche AB.
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modification est d’autant plus grande que le rapport Z/Z.q est grand
(Fig. 5.1d). Ici Z¢q est I'impédance équivalente du circuit vue des bor-
nes du dipdle inséré.

5.2 CIRCUIT RLC FORCE
a) Equation du circuit

Considérons le circuit LC R de la Fig. 5.2a branché sur une f.¢.m. har-
monique

E = & cos(21) 5.1)
La loi de Kirchhoff permet d’écrire 1’équation du circuit

LI+ RI+ Q/C = &y cos(21)

.. . 5.2)
— LO+ RO+ Q/C = &, cos(L2t)

Dans la suite nous désignons par = R/2L le coefficient d’amortisse-

ment du circuit et par w, = 1/+/LC sa pulsation propre.

Dans le régime permanent (voir le chapitre 6), I'intensité du cou-
rant et la charge du condensateur sont des fonctions harmoniques de
méme pulsation €2 ; nous les écrivons sous la forme

O = O cos(2f — ¢q) et I = I, cos(2t — ¢y) (5.3)

Avec les relations Iy, = QO et ¢y = ¢ — /2 (car I = 0).

E®) 1)

(@) (b) (©

Figure 5-2  a) Circuit électrique LCR forcé, b) représentation de Fresnel dans le cas L2 < 1/CS2
(c-a-d.Q2 < w, et ) représentation de Fresnel dans le cas L2 > 1/C2 (c-a-d. 2 > wo).

b) Recherche de la solution par la méthode de Fresnel

Trouvons d’abord la solution de (5.2) par la méthode de Fresnel. La

phase de I a I’origine est inconnue ; la direction du vecteur i , qui la
représente est prise arbitrairement pour le moment (Fig. 5.2b et ¢).
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Le terme R est alors un vecteur Vg de longueur RI dans la méme direction.
Le terme L1 est représenté par un vecteur f/L de longueur 2L faisant un
angle +m/2 avec I. Q étant la primitive de 7, le terme Q/ C est représenté
par le vecteur Ve de longueur //QC faisant un angle —m/2 avec I.Le

premier membre de 1’équation (5.2) est alors représenté par la somme
vectorielle de ces trois vecteurs. La somme du premier et du troisieéme

termes est le vecteur (VL + VC) de longueur 7|Q2L — 1/CS2| en retard
ou en avance de phase m/2 sur I'intensité selon que (2L — 1/CQ) est
négatif ou positif, c’est-a-dire 2 < w, ou 2, > w, (Fig. 5.2b et c
respectivement). Le premier membre de (5.2) est représenté par un vec-
teur (VL + Ve 4 Vi) de module 1Z, od Z = /R2+ (1/CQ — LQ)?
est I'impédance du circuit. Nous devons donc avoir
Em Em

Z JRP+(1/CQ-LQ):

Im =

54

On voit aussi que / est en retard sur £ de ¢y, tel que

LQ—1/CQ LQ—-1/CQ
% ou ¢p = Arctani/

cos ¢y = g, sin ¢ =
(5.5

Nous en déduisons I’amplitude de Q et son retard de phase sur £
On=E&n/QZ et ¢q=¢1+7/2 O<gr<m (56)
Si Q < w, (Fig. 5.2a), I est effectivement en avance sur £(¢; < 0) et si
Q > w, (Fig. 5.2b), I est en retard sur £(¢; > 0). O est toujours en

retard sur £(¢q > 0).

c) Analyse utilisant les fonctions complexes

Nous cherchons maintenant la solution de (5.2) par la méthode des
fonctions complexes. Notons d’abord que c’est une équation différen-
tielle linéaire du second ordre. Elle obéit donc au principe de superpo-

sition. Considérant une f.é.m. complexe £ = £,,¢/¥, I’équation du cir-
cuit s’€écrit

LO+RO+Q/C=¢&, % (5.7)

La solution de (5.2) est alors la partie réelle de la solution de (5.7).
Celle-ci est de la forme

0=0 ¥ I)=0=jQ0=jQQ ¢¥=1.¢% (58
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Substituant I’expression de Q dans I’équation (5.7) et utilisant I’impé-
dance complexe, nous trouvons que 1’équation est vérifiée si

0 =E,/iRZ etly=E,/Z (5.9)
ol nous avons posé
Z=R+j(LL—-1/CQ) = Z e, (5.10)
Z est 'impédance complexe de module et de phase

Z=Z =R+ (1/CQ - LQ)?, ¢, = Arctan[(LQ — 1/CQ)/R]

(5.11)
Nous pouvons donc écrire
0= Sm g _ Em @i-g,-n)
= iz QZ |
Em 1913 Em i(Q—op,)
I(t) = 761 == e/t oz (5.12)

¢ est donc égale au retard de phase de I’intensité / sur la f.é.m. £ ;
tandis que ¢, + 7/2 est le retard de la charge Q sur la f.é.m.

Connaissant I’intensité et la charge, nous pouvons calculer les
d.d.p. aux bornes des éléments :

Ve =RI=(R/2)EndY, V| =Z1=(LQ/2)En)Y,
Ve=Zcl = (1/iCQZ)ERS (5.13)

La solution de I’équation (5.2) est obtenue, en prenant la partie réelle
des expressions précédentes. Prenant la phase de la f.é.m. nulle, c’est-a-
dire &, réelle, il suffit de remplacer simplement les fonctions exponen-
tielles par les fonctions cosinus avec le méme argument. Nous retrouvons
évidemment (5.3) avec une amplitude et une phase données par (5.6).

5.3 RESONANCE DANS LE CIRCUIT RLC

Etudions les variations de I’amplitude de la charge, 1’amplitude de 1’in-
tensité et le retard de phase ¢; de I'intensité sur la f.€.m. d’excitation
en fonction de la pulsation 2. Ces grandeurs sont données par

Em Em
= 5 I = N
Q/RT+ (L2 —1/C? || " VR +(LQ—-1/CQ)?

Om
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¢ = ¢y = Arctan[ (L2 — 1/CQ)/R] et ¢g= ¢z +7/2
(5.14)

La variation de I’amplitude de la charge Oy, en fonction de 2 est illus-
trée dans la Fig. 5.3a pour quelques valeurs du coefficient d’amortis-
sement 6 = R/2L. Quel que soit §, O, augmente de Qg = C&, pour

Q =0, passe par un maximum Qpuax = En/2L6\/w? — &% pour

Q=,/wi— 26° puis tend vers zéro a hautes fréquences. La Fig. 5.3b
illustre la variation de I’amplitude I, de I’intensité pour une valeur
donnée de ¢. Elle augmente de O pour 2 = 0, passe par un maximum
Inax = Em/R = En/2L6 pour Q = w, puis décroit a zéro a hautes fré-
quences. Les maximums de Q(¢) et /(¢) sont d’autant plus prononcés
que I’amortissement § est plus faible. Ils deviennent infinis si 6 = 0 et
le maximum de Q disparait si 6 > w,/ V2. Le retard de phase ¢; de
I’intensité sur £ est représenté dans la Fig. 5.3c. ¢; augmente de —7/2
pour 2 =0, a ¢; =0 pour Q2 = w, et tend vers ¢; = +n/2 a haute
fréquence.

Le passage de I'amplitude de I’intensité par un maximum pour
Q = w,, la pulsation du circuit libre, et le passage de I’amplitude de

la charge par un maximum pour 2 = ,/w? — 262, trés voisin de

Q = w, (si 6 <<w,), est un phénomene appelé résonance.

La solution prend les formes suivantes selon les valeurs de €2 :

« A basses fréquences (2 << wp) :

0 = EnC cos(Q), (1) = EnQC cos(Q + (7/2) = —EnQC sin(Q)
(5.15)

* Au voisinage de la résonance (2 ~ w,) :

Em Em . Em
0= SR cos(Q2t — 1/2m) = R sin(21), 1(t) = R cos(R2t)(5.16)
* A hautes fréquences (2 >> w,) :

0= cos(Qt m, I@)= lé:_?z cos(Q2t) — 1/2m) = f—g sin(2t)

(5.17)

\ Au voisinage de la résonance, I'intensité est en phase avec la f.é.m. d’excitation et
» loin de la résonance, elle est en quadrature. Lintensité du courant augmente
comme 2 pour les basses fréquences et diminue comme 1/€2 a hautes fréquences.
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0=03w,

(b) (OF

Figure 5-3 La réponse d'un circuit RLC série en fonction de la pulsation de la fé.m.d'excitation 2
pour quelques valeurs du coefficient d'amortissement § : @) variation de I'amplitude de la charge,
b) variation de I'amplitude de l'intensité et c) variation de la phase de /.

* Dans le cas idéal ou § = 0, les courbes, qui représentent Q et I en
fonction de 2, deviennent infinies pour Q = w, et le déphasage ¢;
est discontinu en passant de —m/2 a +m/2.

* Si I’amortissement augmente, les courbes de résonance deviennent
de plus en plus plates et le maximum disparait pour § = w,/ V2.

* Pour une valeur finie de d, la résonance est caractérisée par la largeur

de la résonance. Cette quantité est définie comme la largeur de la
bande de pulsation telle que

I > Inax /2 Cest-a-dire Q2 +20Q —w?=0. (5.18)

Les racines positives de cette équation sont

Q= Jw2+6£6 (5.19)

Nous définissons le facteur de qualité par

Wo Wo Lw,

- =% 5.20
i Q=R 20 R (20

qui est le méme que celui que nous avons défini dans la section 3.6
pour un circuit RLC libre, comme le nombre approximatif d’oscilla-
tions du circuit avant de revenir a I’équilibre. La largeur de la réso-
nance peut étre définie comme

F=Q4 —QC, =26=R/L. (5.21)
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Dans labande w, -I'/2 < Q <w, +I'/2,la réponse du circuit est importante. C'est
la bande passante du circuit. Plus I'amortissement ¢ est faible, plus le facteur de
qualité est grand, le pic de la résonance est prononcé et la bande passante est étroi-
te. Pour avoir une idée des ordres de grandeur, dans un poste récepteur de radio fq

est de I'ordre de 100, pour une cavité résonante en micro-ondes fq est de l'ordre de
10%210° etc.
Notons que dans un circuit RLC, la somme algébrique des d.d.p. aux
bornes de la résistance, la self-inductance et la capacité est égal a £ a
tout instant. Les amplitudes des d.d.p. aux bornes de la self-inductance
et du condensateur peuvent étre beaucoup plus grandes que £. Utilisant
(5.13), nous définissons les surtensions aux bornes de ces €léments
comme étant
Vom LQ Vem 1
Em  Z & QCZ
A la résonance méme, Z = R et ces surtensions prennent justement la
valeur f; du facteur de qualité.

(5.22)

@ La surtension peut provoquer la mise hors d’'usage du condensateur, si le champ

nance, l'intensité peut devenir tres grande et provoquer un surchauffement de la
résistance.

5.4 BILAN D’ENERGIE EN REGIME PERMANENT

Lorsqu’un circuit oscille sous I'effet de la f.é.m. d’un générateur, il
peut échanger de I’énergie avec le générateur. Le circuit peut recevoir
de I’énergie qu’il peut emmagasiner dans la self-inductance ou le
condensateur ou dissiper par effet Joule dans la résistance. Il peut aussi
restituer de 1’énergie au générateur, pendant des intervalles de temps
limités.

Utilisant I’équation du circuit (5.2), on peut facilement montrer que,
pendant un intervalle de temps df, I’énergie fournie par le générateur
est la somme de la variation de I’énergie emmagasinée dans le
condensateur et la self-inductance (Uey, = % 0%/C + % LI?) et ’é-
nergie dissipée par effet Joule dans la résistance.

Lorsque le régime permanent est atteint, le circuit revient périodique-
ment au méme état. Donc, en moyenne sur une période, 1’énergie
emmagasinée reste constante et toute la puissance fournie par le géné-
rateur est dissipée par effet Joule. En effet ces puissances s’écrivent
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P® = € = (£2/Z) cos(Q) cos(Qt — ¢y) (5.23)
P9 = RI? = R(En/Z)? cos>(Qt — ¢y) (5.24)

Leurs valeurs moyennes sur une période s’écrivent sous 1I’une des formes
1 1

<P® >=c pO > = 3 (E2/Z) cos ¢y = 3 REL)Z?

| | (5.25)

=5 Vinlm cos ¢y = EZII%‘ COS ¢y

Nous pouvons aussi utiliser I’intensité efficace Iy = Im/ﬁ et la

f.é.m. efficace Efr = Em/V/2.

Notons que la puissance moyenne fournie par le générateur peut
étre calculée directement en utilisant les expressions complexes (voir
la section 4.5) ; nous trouvons

1 1 1
< PW®>= 1 (Err+1E) = 3 Re(El") = 3 Re(1E) (5.26)

<pP®

o 0,5

15 Qo,

Figure 5-4 Variation de la puissance moyenne absorbée. La valeur maximale est
Prax = 3 €2/R.La bande passante est définie par la condition < P9 >> 1 Pray.

La variation de la puissance moyenne délivrée par le générateur en
fonction de la pulsation 2 est illustrée dans la Fig. 5.4. Elle augmente
de zéro pour 2 =0, atteint un maximum Py = % 6’3 /R, pour
Q = w, puis décroit a zéro a hautes fréquences. La courbe illustre
donc le phénomene de résonance pour 2 = w,. Nous pouvons définir

la largeur de la résonance comme la largeur de la bande de pulsation
telle que

1
< P >> 3 Proax (5.27)

Nous trouvons la méme équation (5.18) et la méme largeur de bande
passante (5.21).
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La puissance instantanée fournie au circuit est

P(t) = 1(@)E(t) = ImEm cos(2t) cos(2t — ¢,) (5.28)

Elle oscille donc entre —I,&y et I Ey. Le produit In,&n est la puis-
sance apparente. Bien que la moyenne < P > soit positive, a certains
moments P (¢) est négative ; le générateur restitue alors de 1’énergie au
générateur.

5.5

APPLICATION DES REGLES DE KIRCHHOFF

Rappelons d’abord les deux regles de Kirchhoff (voir le chapitre 4) :

* Regle des neeuds : La somme des intensités de courant qui arrivent
en un neeud est égale a la somme des intensités de courant qui le quit-
tent :

SV = 5 1 (5.29)

* Regle des mailles : La somme des chutes de potentiel aux bornes
d’éléments formant une maille est nulle :

%iVi=0 (5.30)

a) Equations des mailles et détermination des intensités

A

dans les branches

On peut étudier un circuit, en déterminant d’abord les intensités dans les diverses
branches. Pour cela on commence par choisir les amplitudes / des intensités a
déterminer.On réduit leur nombre en utilisant la régle des nceuds (5.29). Leur nom-
bre N est le méme que celui des mailles indépendantes. Une maille n'est pas indé-
pendante des autres si elle est obtenue en juxtaposant d’autres mailles qui ont des
branches communes. Chaque branche du circuit est alors au moins dans l'une des
mailles indépendantes. Il est évident que, si les générateurs ont des f.é.m.
EP)(p = 1,2...) harmoniques et de méme pulsation w, les intensités dans les diver-

ses branches sont harmoniques de méme pulsation, /; = A" et il en est de méme
pour les d.d.p. Substituant ces expressions dans les équations des mailles, celles-ci
deviennent N équations algébriques linéaires, pour déterminer les N amplitudes
complexes A (i = 1,2, ...N).Les coefficients dans ces équations sont des combinai-
sons linéaires des impédances complexes des divers dipoles Zy = Ry
+j(wly — 1/wCy).

Pour écrire correctement I'équation d'une maille, on procéde de la facon suivante :
On choisit d'abord un sens de parcours de la maille. La chute de potentiel aux bor-
nes d'un dipdle passif est £2,1, selon que I'intensité /, qui le parcourt est dans le
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sens de la maille ou non. La chute de potentiel aux bornes d'un générateur (p) est
+ £P selon qu'on rencontre en premier le pdle positif ou le pole négatif en par-
courant la maille. L'équation de la maille est alors une équation algébrique dont le
premier membre est une combinaison linéaire des intensités dans ses diverses
branches et le second membre est la somme des forces électromotrices qu'elle
contient, chacune affectée du signe (+) si elle tend a produire un courant dans le
sens de la maille et du signe (<) dans le cas contraire.

Pour illustrer cette méthode, nous déterminons les intensités dans
les branches du circuit de la Fig. 5.5. Prenons, pour intensités
inconnues et indépendantes, les intensités 1, et 1, (ce choix a I’avan-
tage de la symétrie). L'intensité I, est alors donnée par la loi des
neeuds : Iy = I, + I,. Ecrivant la régle des mailles indépendantes
ADCB et AFEB décrites dans les sens indiqués, nous trouvons les
deux équations indépendantes

1,Z, - & +&E+ 25U, +1,) =0,
LzZz +Z3(£1 +£2) +§3 - §2 =0

ou bien
I,(Z,+Zy) + 1,(Z3) = (£, — &3)s
1,(Z3) +1,(Z,+ Z3) = (£, — &3)
La solution de ces équations est
I, =[E,(Z, + Z3) — £,25 — £32,]/A,
I, =[-8Z;+E(Z,+ Z3) - &2,1/A,

— [y = (6,2, + £,Z, — £5(Z, + Z,)/A, (5.31)
oOWA=Z,Z,+Z,Z;+ Z,Z. Connaissant les intensités, nous pou-
vons évaluer les différences de potentiel ; nous trouvons par exemple
Va— V=132 —E3=—E,2,25+ E,2,Z5+ E32,Z,]/A.

(5.32)

Figure 5-5 Circuit a analyser.
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@ Pour vérifier ce résultat, prenons la limite Z; — oo, nous trouvons

A

I =—1, = (& — EMZ, + Z,). Ce résultat correspond a une seule maille, obte-
nue en supprimant la branche AB; car une impédance infinie est équivalente a I'ab-
sence de la branche.

b) Equation des noeuds et détermination des tensions aux noeuds

Nous pouvons déterminer directement les tensions aux nceuds de la facon sui-
vante.Le potentiel étant défini a une constante prés, nous pouvons déterminer seu-
lement les différences de potentiel. On choisit donc un nceud de référence auquel
V = 0 (sil'un des noeuds est relié a la masse, on le prend comme référence). Il nous
reste n — 1 potentiels inconnus V;. On exprime les intensités dans les diverses
branches en fonction des V, et on écrit la regle des nceuds de Kirchhoff.Ce qui nous
donne n — 1 équations indépendantes pour déterminer les V; et, par suite, les
intensités dans les branches.

Considérons le circuit de la Fig 5.5. Prenons B comme point de
référence (V = 0). Le seul potentiel a déterminer est V ,. Les expres-
sions des intensités en fonction de V , sont

LADCB = (KA + §1)/Zl, LBA = _(ZA + 53)/23
et Inppp = (ZA + 52)/12
Ecrivons I’équation des nceuds en B (ou en A), nous trouvons

Iapcs + Lares = Ipa
dou Vo = —[E12,Z5+E,Z, 25+ E3Z, Z5]/A. (5.33)

c) Théoréme de Millman

Une autre propriété des circuits, connue sous le nom de théoreme de
Millman, est parfois utile. Si des branches A;N(i = 1,2,3,...) d’un cir-
cuit se rencontrent en un nceud N (Figure 5.6a) et on connait les poten-
tiels V; aux points A;, ce théoréme permet de déterminer le potentiel Vy.

A] (V]) Az (Vz) A3 (Vz) V=0

Figure 5-6 a) Théoreme de Millman en absence de générateurs, b) son interprétation.
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Si le circuit ne comporte pas de générateurs ou de récepteurs, nous
avons les relations V,— V= Z;I;. Nous en déduisons que
L, =Y,(V, - Vy), ouY, =1/Z; est I'admittance de la branche (i).
Substituant ces expressions dans I’équation des nceuds %;/; = 0, nous
en déduisons que

V=GV Y/ (5Y) (5.34)

Si les branches contiennent des générateurs de f.é.m. &, nous devons
les ajouter aux V;, chacune affectée du signe (+) ou (-) selon qu’en allant
de N a Aj, on rencontre en premier le pole positif ou le pole négatif.

\ On peut interpréter ce résultat en imaginant que les potentiels V; sont produits par
des générateurs branchés entre la masse (V = 0) et les points A; (Fig. 5.6b). Ce qui
est équivalent a trois sources de tension montées en paralléle et branchés entre le
point N et la masse. La relation (5.34) n'est autre que la f.é.m. équivalente (voir
I'équation (4.72) en remplacant les résistances par des impédances complexes).

5.6 ANALYSE UTILISANT LA SUPERPOSITION

Si les dipoles qui forment un circuit sont linéaires, les regles de
Kirchhoff étant linéaires, la solution du systéme des n équations linéai-
res du circuit obéit au principe de superposition suivant :

Dans un circuit C contenant des générateurs indépendants (1), (2), ...
I’intensité /; dans chaque branche (i) est la superposition des intensi-

tés [ i(l), I i(z),... dans les circuits C™V, C® ... obtenus en éteignant tous
les générateurs sauf un seul, les impédances internes des générateurs

étant maintenues dans le circuit. Ce principe de superposition est vala-
ble aussi pour les d.d.p.

Eteindre une source de tension (considérée comme une source
idéale et une impédance interne Z™" en série) revient a court-circuiter
la source idéale (mettre £ = 0) et laisser Z™". De méme, éteindre une
source de courant (considérée comme une source idéale 7 et une impé-
dance interne Z™ en paralléle) revient & couper la branche de la source
idéale et laisser la branche Z™.

Ce principe est valable si les générateurs sont indépendants (ou auto-
nomes). Cela veut dire que les caractéristiques (€ et r ou Z et r) de cha-
cun ne dépendent pas des autres ou des courants qu’ils débitent.
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J‘ Par exemple, un transistor peut étre considéré comme une source
de courant / de sortie qui dépend fortement du courant d’entrée ; il
n’est pas donc autonome ; on dit aussi qu’il est controlé, lié ou dépen-
dant.

Pour analyser le circuit, on commence par remplacer les f.é.m. réel-
les par des f.€.m. complexes et réduire le nombre des générateurs, en
remplacant les générateurs en série ou en parallele par les générateurs
idéaux équivalents. Considérons le circuit C®, obtenu en éteignant
tous les générateurs sauf £P (en conservant les impédances internes).

L’évaluation des intensités correspondantes 1. i(p) dans les diverses bran-
ches est facilitée par les regles d’association des impédances. Enfin on
ajoute pour chaque branche (i) les intensités /. i(l), 1 1(2), ... produites par
tous les générateurs £® pris individuellement.

Comme application, considérons le circuit de la Fig. 5.5. Conservant
seulement 1'une des f.€.m., on obtient les trois circuits de la Fig. 5.7.
Dans chacun, les courants sont produits par un seul générateur dans des
impédances montées en parallele. Dans le cas du premier circuit, par
exemple Z, et Z; sont en parallele, leur résistance équivalente est

Loy = Z,Z3/(Z, + Z3) ; d’ou les intensités dues au générateur £,

IV =€/ (Zeg+ Z) = £,(Zy + Zy) /A,
LV = ~(Zy/Z)1\" = €25/ A

Nous évaluons de la méme facon les courants / ﬁz) et ] 22) dus au géné-

rateur & dans le cas du second circuit de la Fig.5.7 et les courants [ 53)

et [ ;3) dus au générateur £5 dans le cas du troisieme circuit. Ajoutant

ces intensités partielles, nous retrouvons les intensités [, =1 g)

+L§2) + 1(13) etc.

Figure 5-7 Utilisation du principe de superposition.
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Le principe de superposition est valable méme si les générateurs sont
harmoniques de pulsations différentes wy, wy,... Les intensités et les ten-
sions sont alors des superpositions de fonctions harmoniques de pulsa-
tions wy, wo,... Si le circuit est alimenté par un générateur non harmo-
nique, la théorie de Fourier permet d’écrire sa f.é.m. comme une super-
position de f.€.m. harmoniques de pulsations wj. Les intensités et les ten-
sions sont alors des superpositions de fonctions harmoniques de ces pul-
sations wj. Comme les impédances dépendent de la pulsation, les inten-
sités et les tensions n’ont pas la méme forme que la f.€.m. du générateur.

5.7 THEOREMES DE THEVENIN ET DE NORTON

Le principe de superposition a pour conséquence une propriété connue
sous le nom de théoreme de Thévenin :

Supposons que la d.d.p. entre deux points A et B d’un circuit (1) est
Vg et que le circuit passif (c’est-a-dire les forces électromotrices
éteintes en conservant les impédances internes des générateurs) a une
impédance équivalente Z 5 entre A et B. Les d.d.p. et les intensités
dans un circuit (2) branché entre A et B sont les mémes que si le cir-
cuit (2) était branché sur un générateur de f.€.m. £, = V ,p et d’im-
pédance interne égale a Z 5.

Pour établir ce théoreme, considérons le circuit (1) dont 1I’impé-
dance passive est Z, et tel que la d.d.p. entre deux points A et B est
V Ap (Fig. 5.8a). Branchons entre A et B une impédance Z, et un géné-
rateur idéal de f.é.m. £, = V .5 en opposition, c’est-a-dire créant entre
A et Blaméme d.d.p. V5 (Fig. 5.8b). 1l est évident que I'intensité de
courant dans le circuit (2), ainsi branché, est nulle et que la d.d.p. entre
A et B reste V 5. Inversons maintenant le générateur du circuit (2) et
supprimons toutes les f.é.m. du circuit (1) en maintenant leurs impé-
dances internes, pour avoir un circuit (1) passif (Fig. 5.8c). L’intensité
débitée par £, est alors Ly = E,/(Zapg + Z5).

Faisons maintenant la superposition des deux circuits (5.8b) et (5.8¢c),
nous trouvons le circuit de la Fig. 5.8d, avec le circuit (1) possédant
toutes ses f.€.m. et le circuit (2) sans la f.é.m. £, mais avec I'impé-
dance Z,. D’apres le principe de superposition, la nouvelle intensité de
courant dans le circuit (2) est la superposition des intensités des cir-
cuits (b) et (c). Nous trouvons donc

VAB

[,y = ——AB
AT Za 2,
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exactement comme si nous avions un générateur de f.é.m. de Thévenin
Ern = V op et d’impédance interne Z ,p.

Circuit (1) Circuit (1) Circuit (1)
| | (passif)
A | | B
e—
Ve
(@) (®) (©) ()

Figure 5-8 Théoréme de Thévenin.

Tout générateur peut étre considéré comme une source de tension
£ ou une source de courant 7 (telle que £ = Zr). Nous en déduisons le
théoréme de Norton :

Si un circuit (2) est branché entre deux points A et B d’un circuit (1),
les d.d.p. et les intensités dans le circuit (2) sont les mémes que si le
circuit (1) était remplacé par une source de courant d’intensit€ Zyor
égale a l'intensité débitée par le circuit (1) s’il était court-circuité
entre A et B et d’impédance interne Z 5 €gale a I'impédance passive
équivalente du circuit (1) entre A et B.

Circuit (1) actif Clrcult(iz)p assif
| |
A1 L TB A-'~ TB
——
Court-circuit
(2) (b) (©)

Figure 5-9 Théoréme de Norton a) Intensité de court-circuit, b) le circuit passif et Z,,
vue de A et B et ¢) Le circuit (1) débitant dans un autre circuit est équivalent a une source
de courantZ = — I, et de résistance interne Zoy

Appliquons les théoremes de Thévenin et de Norton pour détermi-
ner I’intensité de courant /; dans le circuit de la Fig. 5.5. Débranchons
par la pensée la branche ADCB, qui transporte ce courant. Le circuit
ouvert (1) restant (Fig. 5.10a) peut étre considéré comme une source

de Thévenin de f.é.m. £, = V5 et ’impédance interne Z 5 égale a
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I’'impédance équivalente a Z, et Z, montées en parallele (Fig. 5.10b),
soit Zag = Z,2Z5/(Z, + Z3) . L'intensité dans cette maille est

! = (53 - 52)/(12 + Z3)
La d.d.p. entre A et B est alors
Vg =231 — &3 = —(52Z, — £23)/(Z, + Z3)

Utilisant le théoreme de Thévenin, si on branche le troncon (2)
entre A et B, 'intensité I, est la méme que celle du circuit 5.10c, soit

Vie +& 1
[, ==AB =l (£(Z,+Z:) —EZr— EZ
ES| Zeq+Zl A[_l(_2+_3) 243 3_2]

o A=2Z,2,+2,Zy+ 2,2,

Nous retrouvons donc le méme résultat (5.31).

(©

Figure 5-10 Utilisation du théoréme de Thévenin.

Pour utiliser le théoréme de Norton, nous séparons par la pensée la
branche DC, qui transporte le courant /; a déterminer. Le reste du cir-
cuit peut étre considéré comme une source de Norton d’intensité Z égale
au courant de court-circuit entre N et M (Fig. 5.11a) et d’impédance
interne égale a 'impédance équivalente Zyy = Z,Z5/(Z, + Z5) du
circuit passif vu des points M et N (Fig. 5.11b). Dans le circuit court-cir-
cuité (Fig. 5.11a), considérant les mailles ABMN et FEMN, nous trou-
vons les intensités I g = &3/Z;5 et Ipg =E,/Z, dou L =1y =
—&3/Z5 — &,/ Z,. Le circuit initial de la Fig. 5.5 est donc équivalent au
circuit de la Fig. 5.11c. L’intensité dans BAest Iz, = I, — Z.Laloi des
mailles pour ABCD donne £, = 1,Z, + Zyy(1; — Z) . Nous en dédui-
sons le résultat (5.31) pour /.
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(b) ©

Figure 5-11 Utilisation du théoréme de Norton.

5.8 COURANTS DE MAILLES ET RECIPROCITE

Pour analyser un circuit on peut utiliser ce qu’on appelle courants des
mailles. Considérons, par exemple, le circuit de la figure 5.12 qui a
trois mailles indépendantes. Orientons ces mailles dans le méme sens
et associons a chaque maille (m) (ou m = 1,2,3) un « courant de
maille » d’intensité i ™. L’intensité dans une branche de la maille (),
qui n’est pas commune avec d’autres mailles, est alors ;™. Dans la
branche commune aux mailles m et m’, ’intensité est la différence des

intensités i™ et i™). Ecrivant la régle de Kirchhoff pour les trois
mailles, nous trouvons les équations

Z)i" =&+ Zy[iV =iV + & + Z5[iV - i® =0,
Zsis— Z,[iV —iV1+ & =0, Z,i? - & - Z[iV - i¥] =0,
c’est-a-dire

(Z)+Z,+ Z5)i"V = 25i® — 2,iY = £, - &;,
—Z5iV + (2, 4+ Z5)i® = &,
~Z4i"V +(Z;+ 2)iY = ¢, (5.35)

Dans I’équation de la maille (m), nous remarquons que le coefficient
de I'intensité i ™ de cette maille est la somme des impédances de cette
maille tandis que le coefficient de I’intensité iV (i # m) est égal a
I’opposé de I’'impédance de la branche commune aux mailles (m) et (7).
Au second membre de 1’équation de la maille (1) nous trouvons les
f.é.m. de cette maille avec un signe (+) si la f.é.m. produit un courant
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dans le méme sens que i™ et un signe () si elle produit un courant
de sens opposé. Ce qui est remarquable dans ces équations est que la
matrice [M ] des coefficients est symétrique.

_ N
1! o 5 oo 2
e Uz @ o
1
iV O u

Figure 5-12

Dans le cas d’une seule f.é.m. dans la maille (1) (£, =& et

&, = &5, =0), la solution s’écrit

iV =¢p /detiM], i? = —£p /detiM] et i =Ep/det(M],
(5.36)

ou K et le mineur de I’élément Mj; dans la matrice des coefficients

(c’est-a-dire le déterminant obtenu en supprimant la ligne i et la

colonne j). Supposons maintenant que la méme f.€.m. soit placée dans

la maille (2) (£, =& et £, = £3 =0) ; la solution s’écrit

i} = —Epy, JdetlM], iy = Epr, /detM] et iy = —Ep, /detlM],
(5.37)

Puisque la matrice [M] est symétrique, les mineurs f , et p, sont

égaux, donc i, = i|. Nous obtenons ainsi la regle de réciprocité sui-
vante :

Si une f.€.m. £, placée dans la branche j d’un circuit, produit une
intensité de courant i, dans une branche k, la méme f.é.m. £, placée
dans la branche k, produit dans la branche j la méme intensité

(LJ/ = Lk) .

Notons que la f.é.m. doit étre placée dans le méme sens dans 1’'une ou
I’autre des deux branches et les intensités sont algébriques dans les
sens choisis pour les mailles.
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\ On peut définir la f.é.m. g, de la maille (m) comme la somme des f.é.m. de cette

» maille, chacune affectée du signe (+) si elle tend a produire un courant dans le sens
choisi pour la maille et du signe (-) dans le cas contraire. On peut alors grouper les
nintensités /; dans une matrice colonne I et les n f.é.m.de mailles e, en une matrice
colonne e.Les n équations du circuit prennent alors la forme matricielle

!:1 & My My oo My,
M)l = e oul = Ll eo|® My Mpp ... My,

et [M] = (5.38)

My My .. M

n —n —nn

o

-n

5.9 DUALITE

Considérons un circuit RLC série alimenté par une source de tension
£ et un circuit formé par une résistance R’, un condensateur de capa-
cité C’ et une self-inductance L’ montées en parallele et alimentés par
une source de courant Z' (Figures 5.13 a et b respectivement).
L’équation du premier circuit pour / et du second pour V' = V(A)
sont

L1+R£+(1/C)/ drl =E(r) — £(0) (5.39)
0

t
CV' 4 (1/RYY + (/L)) / Qv =T -T0) (540)
0

On voit que I’une de ces équations se transforme en 1’autre en changeant
IenV/,LenC’,CenL’,Ren G’ = 1/R’ (G étant la conductance) ou
inversement ; ce qui correspond a changer une impédance complexe en
admittance (inverse d’une impédance) et a changer £(r) en Z'(¢) et
inversement. On dit que 1’un des circuits est le dual de ’autre.

Cette dualité peut étre généralisée aux circuits complexes et elle peut
étre utile dans I’analyse de certains circuits. Le circuit et son dual ont
des topologies différentes : les dipdles en série de I’'un correspondent a
des dipoles en parallele de 1’autre, les mailles de 1'un correspondent a
des neeuds de I’autre (mais avec un noeud supplémentaire) et le circuit
ouvert de I’'un correspondent a un court-circuit de I’autre.

La figure 5.13c illustre comment déterminer le dual (b) d'un circuit (a) simple. Cette
construction peut étre généralisée aux circuits (a) complexes de la facon suivante :
On commence par réduire les impédances et les sources dans chaque branche de
(a) a un seul dipole équivalent. On place un point A; a l'intérieur de chaque maille
indépendante (i) du circuit (a) et un point supplémentaire A, a I'extérieur.Ces points
seront les noeuds du circuit dual (b). On joint les paires de nceuds (i) et (j) en passant
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(a) (b)

Figure 5-13 a) Circuit RLC série, b) son dual et ¢) détermination du circuit (b) dual
du circuit (a)

par le dipole du circuit (a) qui est commun aux mailles (i) et (j) correspondantes.On
joint le nceud A, aux autres nceuds A; en passant par le dip6le Z si celui-ci n’est pas
commun a la maille (j) et une autre. Puis on remplace chaque dip6le par son dual.
Comme application, considérons le circuit de la figure 5.12 com-
prenant trois mailles indépendantes. Associant les impédances et les
sources de chacune des branches en un seul dipdle, on obtient le cir-
cuit de la figure 5.14a. Placons des points A,, A1, A, et A3 comme dans
la figure 5.14b et joignons-les ; nous obtenons le circuit de la figure
5.14c, ou les Z; sont les duales des Z,,. Supposons que V =0 en 4,
et désignons par V|, V, et V; les potentiels en Aj, A, et As.
Remplacant les sources de courant par les sources de tension équiva-
lentes, nous trouvons les équations des noeuds de ce circuit :

~VI/Z5+V5(1 /2y +1/25) = T,
=Vy/Z,+ Vi) Z5+1/2)) = T3
VVZ+ VY Z+ V5 Zs =T+ T, (5.41)

Ces équations sont semblables aux équations (5.35) ou a leurs combi-
naisons linéaires.

7, S, A
A 4 EZZQ J’ZZZ
4—@ Ll
£ “—7,1 Z, Zj
@z e
©ez 7.7,
> @ A,
(@ (b) (©

Figure 5-14 a) Le circuit de la figure 5.12, b) détermination de son dual
et c) le graphe du circuit idéal.
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‘ POINTS-CLES

La recherche de la solution pour un oscillateur forcé en utilisant les
fonctions trigonométriques est longue, la méthode de la représenta-
tion de Fresnel est rapide dans certains cas. La méthode des fonc-
tions complexes est conseillée, surtout pour analyser les circuits
électriques complexes.

La pulsation de résonance dépend de la fagon dont on la définit.
L’amplitude de I’intensité du courant et la puissance moyenne fournie
par le générateur ont des maximums pour une pulsation d’excitation
Q2 = w,. Par contre I’amplitude de la charge du condensateur a un

maximum pour Q = /w2 — 262. Pour Q = w,, I’'impédance du cir-

cuit est égale a R et I’intensité du courant est en phase avec la f.€.m.

La réponse d’un circuit a une f.é.m. £ quelconque peut étre étudiée
en faisant I’analyse de Fourier de cette f.€.m. La réponse est alors
la somme des oscillations produites par les forces harmoniques qui
constituent la f.é.m. £ ; les plus importantes sont celles qui sont
proches de la pulsation propre de 1’oscillateur.

Pour analyser un circuit, commencez par le simplifier en rempla-
cant les impédances Z, en série par I'impédance équivalente
(Zeq = XZ,) et les impédances Z, en parallele par I'impédance
équivalente (Y, = XY, ou Y, =1/Z, et Y, =1/Z, sont les
admittances). Certaines impédances peuvent €tre ni en série ni en
parallele. Choisissez ensuite des mailles indépendantes en profitant
des symétries, s’il y en a ; elles vous permettent de contrdler les
résultats. Appliquez ensuite les regles de Kirchhoff par I’une des
méthodes, que nous avons discutées, pour avoir les équations des
intensités ou des potentiels. Les théoremes de Thévenin et de
Norton peuvent parfois étre utiles. Si vous pouvez établir que deux
nceuds sont au méme potentiel, une branche qui les connecte ne
transporte aucun courant. Il n’y a aucun courant dans une branche
qui n’aboutit pas a un nceud. Vérifier les résultats en considérant
des limites Z — 0 ou Z —> o00. Cette derniere limite est équi-
valente a la suppression de la branche d’impédance Z.

Si un circuit comporte n nceuds, le nombre de potentiels de noeuds
a déterminer est n — 1, car le potentiel est défini a une constante
additive pres. On peut affecter un potentiel O & un point particulier
du circuit ; d’habitude pris a la masse ou au pole négatif de I’'un des
générateurs dans le circuit.
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» Une source de tension idéale impose une d.d.p. déterminée a ses
bornes, quels que soient les dipdles montés en parallele. C’est, par
exemple, le cas de I’électricité domestique : si vous branchez un
appareil a la prise de courant, la tension efficace est 220 V et vous
pouvez calculer le courant débité en oubliant tous les autres appa-
reils (qui sont tous branchés en parallele). De méme, une source de
courant idéale impose le courant qu’elle débite, quels que soient les
dipdles montés en série avec elle.

QUESTIONS DE REFLEXION

1. Tracez le diagramme de Fresnel pour I’'impédance d’un circuit LCR
série alimenté par une f.€.m. de pulsation 2. Déduisez la phase ¢, et
I’impédance réelle. Tracez ce diagramme a la résonance méme.
Pouvez-vous utiliser le diagramme de Fresnel pour déterminer I’inten-
sité débitée par un générateur de f.é.m. £ = &y, cos(2t) dans une
résistance R, une self-inductance L et un condensateur de capacité C
montés en parallele ?

2, Utilisant la représentation de Fresnel dans le cas d’un circuit LCR
série branché sur un générateur de f.€.m. sinusoidale £ = &, cos(L21),
la d.d.p. aux bornes de la résistance peut-elle étre en phase avec la
f.é.m. ? Cette d.d.p. peut-elle avoir un module plus grand que &, ? Les
d.d.p. aux bornes de la self-inductance et du condensateur peuvent-
elles avoir un module plus grand que &y, ?

3. Discutez les variations de I’amplitude et de la phase de ’intensité
dans un circuit RLC alimenté par un générateur de f.é.m.
& = &, cos(wt), si on fait varier la résistance.

4, Vérifiez que le facteur de qualité est égal au rapport Qmax/ Ost, OU O max
est I’amplitude a la résonance et Qg est I’amplitude a basse fréquence.

5. Montrez que, si ’on fait varier la pulsation propre w, d’un circuit
RLC forcé, I’amplitude de la charge du condensateur a un maximum
pour w, = 2. Pour capter une émission radio, on modifie la capacité C
d’un circuit RLC pour que sa fréquence propre devienne égale a celle
de I'onde. Expliquez cet effet. Pour éviter I’interférence des autres
émissions, faut-il que la résistance du circuit soit grande ou faible ?

6. Est-ce que la puissance instantanée fournie par le générateur a un
oscillateur est toujours positive ? Nous avons trouvé que la valeur
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moyenne de I’énergie totale emmagasinée dans un circuit soumis a une
f.é.m. harmonique est constante dans le temps. Est-ce que ce résultat
est raisonnable ? Est-ce qu’il est valable si la f.é.m. est périodique mais
non harmonique ? Est-ce qu’il est valable pendant le régime tran-
sitoire ?

7. Ecrivez le théoreme de Millman dans le cas de deux branches qui se
rencontrent en un point (formant ainsi une seule branche). Que devient
ce théoreéme si les points A, Ay, ... sont confondus ? Y a-t-il une rela-
tion de ce théoréme au principe de superposition ?

8. Enoncez les théoremes de Thévenin et de Norton, sont-ils équiva-

lents ? Appliquez ces théoremes a des générateurs montés en série et
des générateurs montés en parallele.

EXERCICES CORRIGES

5-1 On monte en série une bobine de self-inductance L et de résistance
interne R et un condensateur de capacité C et on les branche sur une
tension V = V,, cos (wr).

a) Ecrivez I’équation de I’intensité. Tracez le diagramme de Fresnel
pour ce circuit et en déduire 1’expression de 'intensité / et des d.d.p.
Ve et Vi, aux bornes du condensateur et de la bobine.

b) Retrouvez ces résultats a 1’aide de 1’analyse complexe.

¢) Supposant que L =5 H, R = 100 2, C = 1 uF, Vi, = 20 V et une
fréquence de 50 Hz, calculez ’impédance du circuit et écrivez les
expressions de I, V¢ et V.
d) Quel est le facteur de puissance ? Quelle est la puissance moyenne
fournie par le générateur ?

5-2 On considere le circuit de la Fig. 5.15 ou un générateur de f.€.m.
E = &n cos(L2t) est branché sur un condensateur C monté en parallele
avec une bobine de résistance R et de self-inductance L.

EB I F
nNyo———>
| R I
1
1€ | vl
(R ] L] &

Figure 5-15 Figure 5-16
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Calculez I’intensité et la puissance moyenne débitées par le générateur.
Supposant que R est faible, montrez que I’intensité passe par un mini-
mum (antirésonance) pour une pulsation d’excitation proche de

w, = 1/V/LC.

5-3 On branche le circuit de la Fig. 5.16 sur un générateur de 220 V et
50 Hz. Sachant que R = 10k2, C = 0,5 uF et L = 5 H, calculez les
amplitudes de 7, et I, et leurs déphasages comparés a £. Calculez I'in-
tensité débitée par le générateur. Calculez la puissance moyenne fournie par
le générateur et celle qui est dissipée dans la résistance.

()

Figure 5-17 Equivalence d’une maille triangulaire et un nceud.

5-4 On considére une maille triangulaire (figure 5.17a). Ecrivez les
expressions des impédances de la figure 5.17b pour que les deux cir-
cuits soient équivalents, c’est-a-dire I, I,, I3, V|, V, et V; dans le
circuit (b) sont les mémes que dans le circuit (a)

5-5 Supposons que dans un circuit (1), deux points A et B ont une d.d.p.
Vap et I'impédance passive vue de ces deux points est Zap =
RaB + jX ap. Déterminez la puissance moyenne transférée a un circuit
passif (2) d’impédance Z, = R, 4+ jX, branché entre A et B. Pour
quelles valeurs de Z, ce transfert est-il maximal ?

5-6 Etablissez directement le théoréme de Norton en utilisant le prin-
cipe de superposition.

5-7 Calculez les intensités dans les diverses branches du circuit de la
fig. 5.18, comportant une source de courant et deux sources de tension.

Figure 5-18 Figure 5-19
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5-8 Déterminez I’intensité dans la branche AB du circuit de la Fig. 5.19
en utilisant ’analogie source de tension et source de courant.

5-9 Vérifiez que, si I’on échange la f.é.m. et I’ampeéremetre dans le cir-
cuit de la Fig. 5.20, la lecture de celui-ci reste la méme. Cette propriété
de réciprocité est valable pour tout circuit contenant une seule f.€.m.

3) C
L

Figure 5-20 Figure 5-21

5-10 Pont de Wheatstone : Le pont de Wheatstone, illustré dans la
figure (5.21), permet de comparer les impédances. L’élément G a une
impédance z ; il est habituellement un galvanometre sensible.

a) Utilisant les courants des mailles, déterminer 1’intensité dans G. En
déduire la condition pour que I’intensité dans G soit nulle.

b) Retrouvez le résultat précédent en utilisant le théoréme de Thévenin.

¢) Retrouvez le résultat précédent en utilisant le théoréme de Norton.

SOLUTIONS DES EXERCICES

5-1 a) L’équation du circuit LCR série (figure 5.22a) est
Li+R1+(1/C)fdz1= V.

Ecrivant [ = I, cos(wt — ¢), la représentation de Fresnel est illustrée
dans la figure 5.22b. Nous en déduisons que V2= RI2
+ (Lwly — I,/ C w)? ; alors I’amplitude de ’intensité et son retard de
phase sur la tension sont

In=Va/Z ot Z=/R*+ (Lw—1/Cuw)?

et ¢ = Arctan[(Lw — 1/Cw)/R]

Z est 'impédance du circuit. Les d.d.p. V¢ et V}, aux bornes du conden-

. . . —>
sateur et de la bobine sont représentées par les vecteurs M N de longueur
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I,/ Cw et en retard de /2 sur I et 0P de longueur I/ R? + L?w? et
en avance de ¢, = Arctan(Lw/R) sur (0 < ¢, < 7/2). Nous avons

donc
Ve = (Im/ Cw)cos(wt — ¢ — 7/2)

et Vy = Inv/ R + L2w? cos(wt — ¢ + ¢y,)

—=m

(b)
Figure 5-22

b) Supposons que la tension est complexe V. = V,el’ et I’intensité est
I1=1, el’. 1’équation du circuit donne

wL+R—j/Cwll,, =Vn=1,=Vn/Z,

ol Z=R+jllw—1/Cw)= Zel*

Z=1Z] = yR*+ (Lw—1/Cw)?
et ¢ = phase(Z) = Arctan[(Lw — 1/Cw)/R].
Lintensité est donc
I=V, /2" = (Vn/Z)d“" ™ = [ = (Vin/Z) cos(wt — ¢)

Z est I'impédance complexe totale du circuit. Les impédances com-
plexes aux bornes du condensateur et de la bobine sont respectivement

Z,.=1/jCw= (1/Cw)e /2
et Zy,=R+jLw=+R>+ L2

ol ¢, = Arctan(Lw/R). Les d.d.p. aux bornes du condensateur et de
la bobine sont respectivement

Ve=Zcl=(I/Cu)ed 7 = Ve =(I/Cw) cos(wt — ¢ — /2)



158 Chapitre 5 * Analyse des circuits

Vo= Zyl = L,/ R? + L2240+
— Vb = InvV/R? + L22 cos(wt — ¢ + Pp)-

¢) Utilisant les données numériques, nous trouvons w = 1007 et

Z =100+ (5 x 1007 — 1/1 x 106 x 100m)2 = 1615

tang = —16,123 — ¢ = —1,509 rad

tan¢, = Lw/R = 15,71 = ¢, = 1,507 rad

In=20/1615=12,38 mA = [=12,38 cos(1007t + 1,509) mA

Les d.d.p. aux bornes du condensateur et de la bobine sont

Ve = [12,38 x 1072 /1 x 107° x 1007]cos(1007t 41,509 — 7/2)
= 39,41 cos(1007t — 0,06195) volts

Vi = 12,38 x 10731002 + 52 x 100272
cos(wt + 1,509 + 1,507)
= 19,49 cos(1007t 4+ 3,016)volts

d) Le facteur de puissance est cos ¢ = 0,0619
* La puissance instantanée fournie par le générateur est

P =VI = Vyl, cos(wt)[cos wt cos ¢ + sinwt sin @]

La puissance moyenne sur une période est

1 1
<P>=ZValn cos ¢ = 5 % 20 x 12,381 x 1073 x 0,0619
=7,66x 10> W

5-2 L’impédance du condensateur est Z. = 1/jC<Q2 et celle de la
bobine est Zr;, = R + j2L. L'impédance équivalente des deux bran-
ches est donnée par la relation

1 1 1 ) 1 R+ jQL

e 4 Q4 7=
Z -z "z Mt e T AT T Lc +irCca

L’impédance réelle équivalente est
R*+ L*Q?
Z=|7Z|=
(1 - LCQ?»)? + (RCQ)?
[’amplitude complexe de I’intensité de courant est
Em 1 — LCQ?>+jRCQ R+jQ(L*CQ*+R*’C — L)
Z R+jLQ R? + L?Q?
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On peut 1’écrire aussi sous la forme I, = I,e %2, Posant
wo = 1/+/LC et 6 = R/2L, ’amplitude et la phase de I, s’écrivent

2 2y2 202

Im=€mC\/(w° Qiz _’)_ :;6 @ , ¢, = Arctan(zgi%
Le facteur de puissance est cos ¢, =R// R2+Q2(L2CQ2+R2C —L)2.
La puissance moyenne débitée par le générateur est
1 RE
2R+ L2Q2

L’intensité a un minimum si Z2 a un maximum ; pour cela il faut que
9Z* —L*C*Q* —2L*C*R*Q*+ L* +2LCR* — R*C?
92 [(1 — LCQ2)2 + (RCQ)2
cest-a-dire Q2 = W?[(1 +2CR?*/L)'/? —R*C/L]~w?. Alors
Znax = L/CR = fqu ou fq est le facteur de qualité du circuit.
L’amplitude de Iintensité est alors minimale Iy, min = Em/Z = EnCR/L
et sa phase ¢, est nulle. Les oscillations dans le circuit LCR sont mainte-
nues avec un courant / tres faible. La figure 5.23 illustre la variation de
Iy, en fonction de €2 /w,. Nous avons la une antirésonance dans un cir-
cuit bouchon.

(W2 — Q% —46%)

1
< Py >= Eé’mlm cos ¢, =

=0

I

m

EJR

M, MIN L 27

1 2 3 0o,

Figure 5-23 Antirésonance

5-3 Soient 1 et I, les intensités dans le condensateur et la résistance
respectivement. L’intensité débitée par le générateur est 1 = 1, + I,.
La regle des mailles appliquée a DABC et AFEB donne

Z, U+ 1)+ Zel =€ et Zcl,—RL, =0
Nous en déduisons que

Ly =ER/A et I,=EZ:A=¢E/jCwA
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ol A=R(Z +Zo)+ZcZy =L/C+jR(Lw—1/Cw)
= (1 —4,7954)) x 10" = 4,8986 x 107 ¢»
avec ¢, = —Arctan 4,7954 = —1,3652 rad.

Les amplitudes et les phases de ces courants sont (en prenant la phase
de &£ nulle)

I = 220+/2 x 10%/4,899 x 107 = 63,513 mA,
¢, = phase (ER/A) = —¢p, = 1,3652 rad
I, = 220\/5/0,5 x 1076 x 1007 x 4,8986 x 107 = 40,434 mA,
¢y = phase (EZc/A) = —7/2 — ¢ = —0,2056 rad
L’intensité débitée par le générateur est
I =1,6" 4+ L,e” = (I} cos ¢, + I cos ¢,)
+j(I) sin g, + I sin ) = 52,549 + 53,921 j (en mA) = I
I =75,292 mA et ¢ = Arctan 53,921/52,549 = 0,7983 rad

Nous trouvons le méme résultat en évaluant I'impédance du circuit

Zo=2Z; + RZc _.p +
= = w _—
AT Rz ) 1 +jRCw
R(1 — LCw?) +]jL .
- RUZLCD BB _ e,
1+jRCw

ot Z =4,1322 x 10°Q et ¢, = —0,7983 rad

Nous avons alors [ = &£/Z =1el?, ou I =E/Z = 75,293 mA
et ¢ = phaseE — phase Z = —¢, = 0,7983 rad

5-4 La loi des nceuds exige que I3 = —I; — I,. Choisissons les cou-
rants dans la maille comme dans la figure 5.17a. Les courants externes
et les d.d.p. dans les deux circuits sont les mémes si

ZA _XB = 123 = 11 2/1 _Lzz/z,
KA - Xc = (l] - L)Zz = L] Z/l + (L] +£2)Z/3,
KB - XC =+ Lz)zl = LZZ/Z + (11 + Lz)Z;
Ces relations sont satisfaites quelles que soient /; et I, si
1=1,Z, /Z3 — 122/2/23’ VAYASSNAVARS ZGZ3 + 2/3;3,
2,2, = 25Z;,
232, =25Z5, Z,Z5—Z,Zy=25Z5+ Z5Z;4
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Ce qui donne les relations

Z/l 22223/5’ Z/z =Z[Z3/S et 2/3 =lez/S

ouS=2,+2,+2Z
Les relations inverses sont
Ry =A/Z|, Ry=A/Z, et R3=A/Z3
ol A =Z\Z5+ Z\Zs + Z,Z;,

5-5 Le circuit (1), branché sur le circuit (2), est équivalent a un géné-
rateur de fém. £ =V, et d’'impédance interne Z,p. L’intensité
débitée est

Iy =&E/(Zpag +Z,) = Vp/[RaB + R2 +j(XaB + X2)]

Lanouvelle d.d.p. entre A et Bestalors Vg =& — Z glag = Z51 5.
La puissance moyenne transférée au circuit (2) est

1 I % /% 1 ) "
<P>= Z(KAB!AB + Vap Lap) = Z|£AB| (Z,+23)

1 2 2 21-2
= §|VAB| Ry[(RaB + R2)” + (SaB + $2)7]

Cette puissance est maximale si ses dérivées par rapport a R, et X»
sont nulles, d’oll S, = —Sap et Ry = Rag, c’est-a-dire Z5 = Z 5.

5-6 Supposons que I’intensité de court-circuit entre A et B est Z dans
le sens indiqué et que I’impédance équivalente du circuit passif entre
AetBest Z, (Fig. 5.24a). Branchons entre A et B une source de cou-
rant auxiliaire idéale d’intensité Z et I’impédance interne z (en paral-
lele) comme dans la Fig. 5.24b). 1l est évident alors qu’aucun courant
ne passe dans I'impédance z. Eteignons maintenant les générateurs du
circuit (1) en conservant leurs impédances internes et inversons le sens
de la source auxiliaire (Fig. 5.24c). Un calcul simple donne I’intensité
de courant débitée dans le circuit passif : 1 =Z/(1 + Z,,/2) et 'in-
tensité débitée dans z : I’ =Z/(1 + ;/Zeq).

La superposition des sources des circuits (b) et (c) correspond au cir-
cuit de la Fig. 5.24d avec la méme intensité /" dans z. La d.d.p. entre
AetBestalors Vg =Zz/(1 + g/geq) . On vérifie bien que I’intensité

débitée 1" s’écrit I' =7 — V \g/Z,,, exactement comme si on avait

une source de courant d’intensit¢ Z et de résistance interne Z,
(Fig. 5.24e).
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Réseau (1) Réseau (1) Réseau (1) Réseau (1)

| (passif) |

A

Court-circuit

(a)

Figure 5-24 Théoreme de Norton

5-7 Le circuit de la Fig. 5.18 est équivalent au circuit de la Fig. 5.25,
ou la résistance interne de la source de courant est branchée en paral-
Iele a une source de courant / idéale. Choisissant les intensités indé-
pendantes /; et I comme dans la figure, nous avons Iy = —I; — I, les
équations des mailles ABEF et ABCD s’écrivent

(J—I)R —(Lh + h)R3 — & =0,
LR, — &+ 1+ L)R3+&3=0

Figure 5-25 Circuit équivalent

ou bien
LR +R3)+DhLRy=JR — &, IRs+L(Ry+R3) =& — &

Nous trouvons donc les mémes équations que pour le circuit de la
figure 5.5. C’est un résultat a prévoir car une source de courant J de
résistance interne R; est équivalente a une source de méme résistance
interne et de f.é.m. £ = J R;.

5-8 Remplagons dans le circuit de la Fig. 5.19 la source de tension
idéale £, et I'impédance Z, (en série) par une source de courant
Z, =¢&,/Z, idéale et une impédance Z, (en parallele) et de méme
pour la source de tension £, et I'impédance Z, ; nous obtenons ainsi
le circuit équivalent de la Fig. 5.26a. Ensuite remplacons ces deux sour-
ces de courant montées en parallele par la source de courant équivalente
Ig=1,+1,= &/Z,+&,/Z, et une impédance en parallele
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Zoy=2,2Z,/(Z, + Z,) ; on obtient ainsi le circuit de la Fig. 5.26b.

Enfin remplacons cette source équivalente de courant par une source
de tension

§eq = Zeqleq =1Z,2,/(Z, + Z)IE\/Z, + &,/ Z,]
= (é]ZZ + §2Zl)/(Zl + Zz)

et d’impédance interne Z on obtient le circuit de la Fig. 5.26c.

eq >
L’intensité I3 dans ce circuit est donnée par
I3 = (éeq - §3)/(Zeq +Z3) =612, +E:Z, — E5(Z, + Z,]/A

OUA =Z2,Z,+ Z,Z5 + Z,Z;. Nous retrouvons ainsi I’expression (5.31)

I
E

(b)

Figure 5-26 Analyse d’un circuit utilisant I'équivalence des sources de tension
et des sources de courant.

5-9 Les équations des mailles du circuit (a) sont
Z]ll +Zzl3 = -, —Zz 13 +Z3£2 =0,
—Z3l,+Z,(I, —13—15)=0
Posant A=Y, +Y, + Y5+ Y, les intensités s’écrivent
11 = _(S/A)X1 (Xz + Z3 + X4), Lz = _(5/A)11X3,
Iy=—(£/M)Y,Y,
Les équations des mailles du circuit (b) sont
le_/l + Zzl_/3 =0, _Zz !3 + 23!2 = _5,
—Z31 + 2, 15— 1) =€
Ce qui donne les intensités
I'y=—(E/N)Y, Y, Iy =—(E/NY(Y, + Y, + Y,
I_/3 = (5/A)X2X3
On trouve bien la relation de réciprocité 1] = I». Noter que la f.é.m.
doit étre branchée dans le méme sens dans la maille.
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(b)

Figure 5-27 Courants des mailles et réciprocité.

5-10 a) Choisissons les courants des mailles comme dans la figure
5.21; nous pouvons alors immédiatement écrire les équations des
mailles :

(Z)+z2+2)i" —2® - 2,i% =0,
—2iV + (2, + 2+ 23)i% = 2,1V =0
~2,iV = 2,i? + (2, + 2,)i? =&
La solution de ces équations est
iV =E[Z,(Zy+ Z3) + 2(Z, + Z))/A
i =EZy)(Z,+ Z) +2(Z, + ZY)/A
iO=E0Z, +2)(Zy+ Z3) +2(Z, + Z, + Z3 + Z)]/A

WA =AN+2Z +Z)Zs+ Zy)
et A'=2Z,Z)(Z3+2Z,) +2Z;2,(Z, + Z,)

L’intensité dans G est donc

Iep =iV —i® =¢&(2,2, - 2,2)/A

La condition pour que I’intensité dans G soit nulle est

1123 =Z,Z,.

| - &
C
©

Figure 5-28 Analyse du pont de Wheatstone en utilisant le théoréme de Thévenin.
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b) Pour calculer I'intensité dans G supposons que cette branche est
supprimée et évaluons la d.d.p. entre C et D et I'impédance du circuit,
vue de ces points (Fig. 5.28a). Les intensités aux points C et D sont

I'y=E/(Z,+Zy) et I, =E/(Z3+Zy.
Nous en déduisons la d.d.p. V¢, en circuit ouvert

VéD = _Zzll + Z3£ = §(11Z3 - 1214)/(21 + Zz)(Z3 + Z4)

Pour évaluer I’'impédance passive vue de C et D, notons que le circuit
est alors équivalent a celui de la Fig. 5.28b avec A et B connectés par
un fil sans résistance. Ce fil peut donc étre remplacé par un nceud.
Nous avons alors Z, et Z, en parallele et Z, et Z, en parallele et les
deux montés en série. L'impédance vue de C et D est donc

Zcp = Z]ZQ/(Z] + Zz) + 1324/(13 + Z4)
=AN/Z)+Z)(Zs+ 2y
D’apres le théoreme de Thévenin, I’intensité dans G est la méme qu’un
générateur de f.é.m. Vi, et d’impédance interne Z., (Fig. 5.28c).
Elle est donc
Iep = K/CD/ (ZCD +2)
Nous retrouvons ainsi le résultat de la question (a).

D
A
T @ECD
b oo
C

(b)
Figure 5-29 Analyse du pont de Wheatstone en utilisant le théoréme de Norton.

¢) Pour calculer I’intensité dans G en utilisant le théoréme de Norton,
supposons que les points C et D sont court-circuités et évaluons 1’in-
tensité Zpc dans ce court-circuit (Fig. 5.29a). Les points C et D sont au
méme potentiel. Nous avons alors les équations
Z31, = Z,1,, Z,(L —1)=2,(L+171)

et Zyl +Z,I, ~T) =€
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Ces équations permettent de déterminer /; , I, et Z. Nous trouvons
= §(ZzZ4 - Z]Z3)/D/
ou D' = Z1Z2y(Zs+ Zy) +2Z324(Z, + Z)

D’apres le théoreme de Norton, I’intensité dans G est la méme qu’une
source de courant Z idéale branchée en paralléle avec une impédance
Zcp et débitant dans G (Fig. 5.29b). Nous avons alors
Zcp(I — Iep) =z lcp, d’ou

Iep = ZepZ/(Zep +2) = E(£,24 — 2,23)/D
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OBJECTIF

Régimes
transitoires

Régimes permanents et régimes transitoires
6.2 Circuit RC

6.3 Circuit RL

6.4 Circuits RCL

» Etude des régimes transitoires lors de I'établissement et la coupure
des courants.

6.1 REGIMES PERMANENTS ET REGIMES TRANSITOIRES

Considérons un circuit alimenté par un générateur de force électromo-
trice £(t). Le générateur est nécessairement branché a un certain
moment et débranché a un autre. Tout circuit est le siege d’un phéno-
mene d’induction plus ou moins important et il peut contenir des
condensateurs. Nous avons vu que I’intensité de courant ne peut pas
subir une discontinuité (c’est-a-dire une grande variation pendant un
temps infiniment court), car cela correspondrait a une discontinuité de

94 . L4 1 2 pN : N\ 9
I’énergie magnétique 5 L 1< et donc a une puissance tres grande qu’au-
cun générateur ne peut fournir et aucun circuit ne peut consommer.

Pour la mé&me raison, la charge d’un condensateur ne peut pas subir
une discontinuité, car cela correspondrait a une discontinuité de 1’é-

nergie % Q?/cC.
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Lors du branchement ou débranchement du générateur le circuit doit
passer d’un régime permanent a un autre. Cette transition dure un
certain temps plus ou moins court selon la nature du circuit ; on dit
que le circuit est alors dans un régime transitoire. En choisissant
des parametres convenables du circuit, on peut soit raccourcir la
durée du régime transitoire, soit la prolonger selon la fonction
recherchée du circuit.

L’équation d’un circuit est de la forme générale
D.V(t) =£&() (6.1)

ol D est un opérateur, c’est-a-dire une expression contenant des déri-
vations, des intégrations et des multiplications par des constantes.

C'est une équation inhomogeéne, qui fait correspondre a la force électromotrice
d'excitation £(t) le potentiel V(t), qui constitue la réponse a I'excitation. Une rela-
tion semblable peut étre écrite pour l'intensité /(t).

Méme si le circuit est libre (c’est-a-dire il ne contient aucun géné-
rateur), il peut étre le siege de courants et de tensions s’il est initiale-
ment excité. Le circuit obéit alors a 1’équation homogene

D.Vi(t) =0 (6.2)

Si le circuit ne contient que des dip6les linéaires, 1’opérateur D est
linéaire, c’est-a-dire si C; et C, sont des constantes, il vérifie la rela-
tion

D.(C1VI 4+ Co V) =CiD.Vy + CyD.Vs. (6.3)

Si Vi(¢) et Va(t) sont deux solutions de I’équation (6.2), toute combi-
naison linéaire V;(¢t) = C,Vi(t) + C,V,(¢) est aussi une solution,
quelles que soient les constantes C; et C,. Nous disons que le circuit
obéit au principe de superposition. Les conditions initiales de V;(t)
sont des combinaisons des conditions initiales de V;(¢) et V, () avec
les mémes constantes C; et Cs.

Si D est un opérateur différentiel qui ne contient que la dérivée pre-
migre, on dit que le circuit est du premier ordre. C’est le cas d’un circuit
qui ne contient qu’une seule forme de stockage d’énergie (électrique
dans des condensateurs ou magnétique dans des self-inductances).

* Si Vi (¢) estune solution de (6.2), la fonction V;(t) = C;V,(t) est une
solution et toute solution est de cette forme (on dit que c’est la solu-
tion générale).
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A

* Si D est un opérateur différentiel qui contient la dérivée premicre et la
dérivée seconde, le circuit est du second ordre ; c’est le cas d’un cir-
cuit qui contient a la fois des condensateurs et des self-inductances.

* Si Vi(¢) et V,(t) sont deux solutions indépendantes de (6.2), la fonc-
tion Vi(t) = CVi(t) + C,Va(¢) est la solution générale de 1’équa-
tion.

* Si Vj(t) est la solution générale de 1’équation (6.2) du circuit libre et
Vp(t) est une solution particuliere de 1’équation du circuit forcé (6.1),
on peut montrer que

V(@)= Vi) + V(1) 6.4)

est la solution générale de I’équation (6.1). Les constantes d’intégra-
tion C; et C,, dont dépend V;(¢), peuvent étre choisies pour que
V(¢) vérifie les conditions initiales. En revanche, la solution particu-
licre V;, ne dépend pas des conditions initiales.

Si I’équation (6.1) est linéaire, la réponse V (¢) a une forme mathé-
matique semblable a celle de la f.é.m. d’excitation £(¢) : V un poly-
nome si € est un polyndme, V=Ae ¥ si& =ae ¥ V = Ae ' si
£ =ae ™ etc. Donc, si £ est une fonction harmonique de pulsation
w, V I’est aussi (sans étre nécessairement en phase).

Nous avons vu dans la section 3.6 que les oscillations libres d’un
circuit RLC sont amorties. Leur amplitude décroit en fonction du

temps comme e~?. Si I’amortissement est faible ou critique, la cons-
tante d’atténuation est 6 = R/2L. Les oscillations libres de tout cir-
cuit, qui contient des résistances, sont amorties a cause de la dissipa-
tion de 1’énergie par effet Joule. Le temps de relaxation 7= 1/J
dépend des caractéristiques du circuit.

Lorsqu’on branche un générateur sur un circuit, les oscillations dans le régime tran-
sitoire sont de la forme (6.4). Aprés un temps de 'ordre de 107, V; devient néglige-
able et la solution V(t) se réduit a la solution particuliére V,(t) du circuit forcé.

Inversement si le circuit est en régime permanent Vj(t) et on le débranche a un

instant t,, les oscillations deviennent celles des oscillations libres V; avec les cons-
tantes Cy et C, déterminées par les conditions initiales a l'instant t,. Ce régime
transitoire d'extinction du courant dure aussi environ 10 7.

Une analyse semblable peut étre faite dans le cas d’un circuit formé
de plusieurs mailles, plusieurs nceuds et plusieurs générateurs. Les N
équations des mailles indépendantes permettent de déterminer les N
intensités inconnues /;(i = 1,2,..,N) du régime permanent. Pour avoir
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la solution générale dans le régime transitoire, nous devons lui ajouter
la solution générale du méme systeéme d’équations(!) sans les f.é.m.
Cette solution dépend de 2N constantes arbitraires ; ce qui permet
d’imposer autant de conditions initiales. Pour simplifier, nous considé-
rons seulement les circuits formés par une seule maille.

6.2 CIRCUITRC

1) Equation différentielle du circuit et sa solution générale

Si un circuit électrique contient un condensateur, des charges élec-
triques peuvent s’accumuler sur ses armatures ; ce qui permet au cou-
rant électrique de circuler en dehors du condensateur. Considérons un
circuit formé d’une résistance R et un condensateur de capacité C et
alimenté par un générateur de f.€.m. £ (Fig. 6.1a). Soit Q(¢) la charge
du condensateur et /() 1’intensité dans un sens choisi. Si [ est posi-
tive, le courant est effectivement dans le sens choisi et 0 augmente.
[’équation de conservation de la charge (d Q = I dt) s’écrit

I(t)=0 (6.5)
Cette relation est valable aussi si Q diminue ; alors / est dans le sens
opposé au sens choisi et les deux membres de 1’équation (6.5) sont
négatifs.
La loi des mailles permet d’écrire I’équation du circuit

Q/C—E+IR=0 cesta-dire |RO+Q/C=E| (6.6)

La solution de cette équation différentielle, linéaire et non homogene
est la somme d’une solution particuliere de 1’équation complete et la
solution générale de 1’équation homogene (£ = 0). La solution parti-
culicre est la constante O, = C&. La solution de 1’équation différen-
tielle homogene

RG+q/C=0 (6.7)

(1) Pour étudier le régime transitoire, les mémes équations des mailles sont valables, pourvu
que les impédances des self-inductances et des condensateurs soient considérées comme des
opérateurs

. ¢l N . i . 1 .
Zi(t) = LE et Zo=[dt Cestadire Zpi(t) = LE et Zqi(t) = Ef dti(t)

Dans le cas d’un circuit formé de N mailles, au lieu d’un seul mode de pulsation w, et de
coefficient d’amortissement §, les oscillations libres sont des combinaisons linéaires de N
modes de pulsations w(p) et de coefficients d’amortissement dp)(p = 1,2... N).
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peut étre obtenue par la méthode de séparation des variables. En effet
elle s’écrit sous la forme

dg/q =—dt/T ou T=RC (6.8)

En intégrant, nous trouvons In ¢ = —/7+ «, ol «v est une constante
arbitraire. Nous pouvons écrire aussi

g=Ae /T (6.9)

Ou nous avons redéfini la constante arbitraire par A = e“. La solution
générale de 1’équation (6.6) s’écrit donc

Q=CE+ Ae /™ (6.10)
Utilisant 1’équation (6.5), nous trouvons ’intensité de courant :
I=0=—(A/De /" (6.11)

La constante d’intégration A est déterminée par la charge initiale en
imposant la loi de conservation de 1’énergie ou de la charge.

A E s 2[0) 1(t)
ce ER
E

R 0632 CE| v \

Ic / 0,368 E/R |-
\\\
|- b o t 0 1 t 01 t

B

(a) (b) © (d

Figure 6-1 a) Circuit RC,b) Echelon de tension, ¢) variation de Q en fonction du temps lors du
chargement du condensateur et d) variation de / en fonction du temps.

b) Chargement d’un condensateur

Supposons que la charge du condensateur est nulle a I’instant ¢ = 0,
lorsqu’on branche le circuit RC sur le générateur de f.é.m. £. Cette
f.é.m. est un échelon de tension représenté dans la Fig. 6.1b

E@)=E0(1) (6.12)

ouf(t) =0sit <0eth(t) =1sit > 0.Laconservation de la charge
exige que Q(0) = 0 juste apres le branchement ; ce qui implique que
A=-C¢&,dou

Q@) =CE&[1 —e™ 7], I(t) = (E/R)e/T (6.13)
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A

Les variations de Q et I en fonction du temps sont illustrées dans les
figures 6.1c et 6.1d respectivement. La charge augmente exponentiel-
lement de O a la valeur limite C&, qui est atteinte en principe au bout
d’un temps infini, mais pratiquement assez rapidement, car la variation
est exponentielle. L’intensité décroit exponentiellement de sa valeur
initiale £/ R pour s’annuler en principe au bout d’un temps infini. Les
variations de Q et I dépendent fortement de la constante du temps .
Pour avoir une idée de la rapidité avec laquelle ces quantités tendent
vers leurs valeurs limites, le tableau 6.1 donne les variations de Q et [
en fonction de ¢ /7.

Nous trouvons qu'aprés un temps de I'ordre de 77, Q/CE ne différe de 1 que de
1073 et / n'est que le milliéme de £/R. Pour avoir une idée de I'ordre de grandeur
de 7, nous trouvons 7 = 0,1 ms pour R =100 2 et C = 1uF et 7 = 2 ms pour
R =2000 Q et C = 1yF.

Tableau 6-1 Variations de Q et / en fonction de t/7 lors du chargement
d'un condensateur

T

1 2 3 5 7 10

Q/CE 10,6321 0,865 0,950 0,993 1—9x107% | 1—-5x10"°

I/(E/R)| 0,368 | 0,135 4,98 x 1072/6,74 X 1073/9,12 x 10~* | 4,54 x 107°

c) Décharge d’un condensateur

Dans ce cas £ est nulle dans 1’équation du circuit (6.6) et dans la solu-
tion générale (6.10). Supposons que la charge initiale du condensateur
est Q. La condition Q(0) = Q, donne A = Q, ; ce qui permet
d’écrire

Q1) = Qoe™",  1(1) = —(Qo/7)e™"/" (6.14)

Les figures 6.2a et 6.2b illustrent la variation de Q et I en fonction du
temps ; elles décroissent exponentiellement avec la constante de temps 7.

0@ (1)

0,3680, ~0,6320,/t

0O 1 -0/t
(@ (b)

Figure 6-2 Variation de Q et de / en fonction du temps pendant la décharge d'un condensateur.
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d) Considérations énergétiques

L’équation du circuit (6.6) peut étre obtenue en écrivant que I’énergie

E1dt, fournie par le générateur pendant dr, est égale a la somme de

I’énergie RI? dt dissipée dans la résistance et la variation de I’énergie

emmagasinée dans le condensateur d(Q?/2C) = QI dt/C.

e Durant la charge, 1’énergie du condensateur augmente selon 1’équa-
tion

1
Ug) = 0*/2C = §C252[1 —e T2 (6.15)

e Durant la décharge a partir d’une charge initiale Q,, la diminution de
I’énergie entre les instants t = 0 et t est

AUg) = 0%/2C — (Q2/2C)e 4/ (6.16)

Comme il n’y a pas alors de générateurs dans le circuit, AU g doit étre
égale a I’énergie dissipée par effet Joule dans la résistance :

Al = / dt I’R=(Q;/C7) / dte™T=(03/20)[1 — /]
0 0
(6.17)

\ La constante de temps 7 caractérise le temps de réponse du circuit a |'excitation

» électrique produite par le générateur et aussi le temps de retour du circuit excité a
I'équilibre (Q = 0) ; pour cela T est appelée aussi temps de relaxation du circuit.
Cette notion peut étre généralisée a tout systéme qui évolue sous I'effet d’une exci-
tation extérieure. En effet tout systéme ne peut pas répondre instantanément a une
telle excitation et ne peut pas revenir instantanément a I'équilibre lorsque I'excita-
tion est supprimée.

6.3 CIRCUITRL

a) Equation différentielle du circuit et sa solution générale

Considérons un circuit formé d’une résistance R, une self-inductance L
et une f.€.m. £ en série (Fig. 6.3a). La reégle des mailles donne I’équation

LI+ RI=E¢ (6.18)

Une méthode semblable a celle de la section précédente donne la solu-
tion particuliere de I’équation complete /, = £/R et la solution géné-
rale I; = Be™"/™ pour I’équation du circuit libre (£ = 0). Ici 7= L/R
est la constante de temps ou temps de relaxation du circuit. La solution
générale de I’équation (6.18) est donc
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I(t)=E/R+Be '™ (6.19)
La constante d’intégration B est a déterminer a partir de I’intensité

initiale.

I I
e
& / 1,
........ L7 (1-1/e)EIR

1 L R / Ie |.\ N

(a) (b) (©
Figure 6-3 a) Circuit RL, b) établissement du courant et ¢) coupure du courant.
b) Etablissement du courant dans le circuit
Supposons qu’on ferme le circuit a I’instant + = 0. La condition
initiale 7 (0) = 0 implique que B = —&/R. La solution s’écrit alors

I(t) = (§/R)[1 —e™/7] (6.20)

La variation de / en fonction du temps est illustrée dans la Fig. 6.3b.
Ainsi, lorsqu’on ferme le circuit, I’intensité ne s’établit pas instantané-
ment mais augmente exponentiellement de 0 a sa valeur limite £/R,
qu’elle atteint asymptotiquement (théoriquement au bout d’un temps
infini).

p Pratiquement pour ¢ &~ 107, I ne différe de sa valeur limite que de

45 pour un million et pour les circuits électroniques usuels, T est tres
court. Ainsi pour L =1 Het R = 1000 €2 on trouve 7= 1 ms.

c) Coupure du courant dans le circuit LR

Nous avons dans ce cas £ = 0 dans 1’équation du circuit (6.18) et dans
la solution générale (6.19). Celle-ci se réduit a celle de 1’équation du
circuit libre 7(f) = Be™"/". Si initialement Dintensité est I,, nous
devons avoir B = I, et la solution s’écrit

I(t) =I,e™ /™ (6.21)

L’intensité décroit exponentiellement de sa valeur initiale /, a 0 avec
un temps de relaxation 7. La variation de / en fonction du temps est
illustrée dans la Fig.6.3c.
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d) Considérations énergétiques

L’équation du circuit (6.18) peut étre obtenue en écrivant que I’énergie
&1 dt fournie pendant dr par le générateur est égale a la somme de
I’énergie RI? dt dissipée dans la résistance et la variation de I’énergie
emmagasinée dans la self-inductance d (%LI 2y =LI(dI/dt)dt.

Pendant I’établissement du courant, I’énergie de la self-inductance
augmente en fonction du temps selon 1’équation

1 1
Uy = EL12 = EL102[1 —e 1P (6.22)

Apres le débranchement du générateur, la diminution de I’énergie
emmagasinée dans la self-inductance entre les instants ¢ = 0 et ¢ est alors

1 1
AU = 3 LI — 5nge—zf/f (6.23)

Comme il n’y a pas alors de générateurs dans le circuit, AUqy) doit
étre égale a I’énergie dissipée par effet Joule dans la résistance :

t t
1
AUy, = / dtI’R = RI2 / dre "= SLIZI - (624)
0 0

6.4 CIRCUITS RLC

Le circuit RLC se distingue des circuits RC et RL par le fait qu’il est
du second ordre et que, si la résistance est faible, le courant et les ten-
sions dans le circuit libre peuvent étre oscillatoires (voir la section 3.6
pour la solution et la signification des symboles).

L’équation du circuit branché sur le générateur est

Q/C+LI+RI=E®1) (6.25)

Utilisant la relation I = Q cette équation s’écrit

04280 +w20 =E0)/L on B=R/2L et wy=1/J/LC
(6.26)

Considérons d’abord le cas ou le circuit est branché sur un généra-
teur de f.é.m. & constante. La solution particuliere de 1’équation (6.26)

est Qp = E/Lw> = CE. C’est la charge du condensateur branché
directement sur le générateur.
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Utilisant les solutions établies dans la section 3.6 dans les cas d’un
circuit sur-amorti, sous-amorti et critique et ajoutant la solution parti-
culiere Qp, nous trouvons les solutions :
e circuit sur-amorti: Q= CE + Aje 51 + Ay e
e circuit sous-amorti :

Q = CE+e P[A cos(@r) + A, sin(@r)]
* circuit critique :  Q = CE + (A + Bt)e ™ (6.27)

Imposant les conditions initiales Q =0 et / = Q = 0, nous trou-
vons les solutions dans ces cas :

e circuit sur-amorti : 0 = (CE/20)[20 — spe 1 + 51 e7%2]
e circuit sous-amorti :
Q = CE{1 — e P [cos(@r) + (8/@)sin(@r)]}

e circuit critique : Q0 =CE[1+ (14 d)e™] (6.28)

Considérons maintenant la décharge du condensateur dans le cir-
cuit RLC. Supposons qu’a l’'instant r =0 la charge était CE.
[’équation du circuit est celle du circuit libre (€ = 0 dans 6.25) avec
les conditions initiales Q(t = 0) = C& et I(t = 0) = 0. Utilisant les
solutions de la section 3.6 et imposant les conditions initiales, nous
trouvons les solutions :
circuit sur-amorti :  Q = (CE/20)[s2e™%1" — 51 e75]
circuit sous-amorti : Q = CEe ¥ [cos(@r) + (5/@)sin(@r)]
circuit critique : Q =CE(l +dt)e ™ (6.29)

Ces solutions sont illustrées dans les figures 6.4a pour la charge et 6.4b
pour la décharge.

Sous-amorti o
""" = CcE

................ Critique

. sur-amorti

_.-critique

""" sur-amorti .. Sous-amorti

o t 18] N— t
(a) (b)

Figure 6-4 Circuit RLC :a) Charge d'un condensateur lors du branchement du générateur
et b) décharge du condensateur de charge initiale CE dans le circuit RLC.
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Une analyse semblable peut étre faite dans le cas d’une f.é.m. har-
monique en ajoutant la solution de I’oscillateur libre a la solution du
régime permanent écrite sous la forme (voir la section 5.2)

Op = A cos(Q2t) + B sin(£2t)

Em . Em 1 Em REn
AZESIH(bZz@(C—Q_LQ) et Bzﬁcos(ﬁz:@
(6.30)

La figure (6.5) illustre la variation de la charge du condensateur si
0(0) =0 et 1(0) = 0 et dans le cas d’un circuit sur-amorti, critique et
sous-amorti respectivement.

Q 0 0
t
7 t
Suramorti Critique Sous-amorti

Figure 6-5 Régime transitoire dans un circuit RLC branché sur une f.é.m harmonique dans les
cas d'un circuit sur-amorti, critique et sous-amorti respectivement.

‘ POINTS-CLES

» Une capacité, une self-inductance et une résistance ne sont pas
nécessairement celles de dipdles électriques réels. L’isolant qui
remplit un condensateur n’est jamais parfait, mais il a une certaine
conductance de fuite G ; ce qui correspond a une grande résistance
R =1/G en parallele avec un condensateur idéal. De méme, la
résistance d’un circuit et sa self-inductance peuvent étre faibles
mais jamais strictement nulles.

» L’équation d’un circuit LCR, par exemple, contient des termes qui
dépendent de I (tels que LI et RI) et des termes qui dépendent de
QO (tels que Q/C). Comme [ et Q ne sont pas indépendantes
(I =0Q), on peut toujours écrire 1’équation comme une équation
différentielle pour Q. Pour résoudre une telle équation on peut cher-
cher une solution de la forme Q = e~*". En substituant cette expres-
sion dans I’équation, ou trouve qu’elle est une solution, si s vérifie
une équation caractéristique algébrique de méme ordre que 1’équa-
tion du circuit. Dans le cas d’un circuit a plusieurs mailles, il faut
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choisir les bonnes variables indépendantes. Les équations du circuit
forment un systeme linéaire d’équations différentielles avec les
f.é.m. aux seconds membres.

Le nombre n de solutions indépendantes d’une équation différen-
tielle est égal a son ordre (c’est-a-dire n = 1 si I’équation ne
dépend pas des dérivées supérieures a 1 et n = 2 si I’équation ne
dépend pas des dérivées supérieures a 2 et ainsi de suite).

Dans le cas d’un circuit RC, la variable utilisée est Q. Si R tend
vers 0, le temps caractéristique 7 = RC tend vers z€ro ; ce qui veut
dire que Q atteint sa valeur de régime permanent instantanément.
Sa dérivée, qui est I’intensité, est infinie a cet instant. Pour cela ; il
faut toujours charger et décharger un condensateur a travers une
résistance. Par contre, dans le cas d’un circuit RL, la variable utili-
sée est 1. Si R tend vers 0, le temps caractéristique 7= L/R tend
vers I’infini ; ce qui veut dire que / atteint sa valeur de régime per-
manent apreés un temps infini.

A proprement parler, la solution particuliere, de 1’équation
D.V(t) = £(t), n’est pas unique car on peut toujours lui ajouter
une solution de I’équation homogene D.V;(t) = 0. On choisit une
solution particuliere qui ne dépend d’aucune constante arbitraire.
Cette solution ne dépend pas donc des conditions initiales. C’est la
une propriété des systemes linéaires. N oubliez pas que de tels sys-
temes sont des modélisations mathématiques. Les systemes réels
sont plus complexes et ils contiennent une certaine part de non-
linéarité. Leur analyse est beaucoup plus complexe et souvent
impossible sans le recours a des méthodes d’approximation ou des
méthodes numériques.

QUESTIONS DE REFLEXION

1. Expliquez ce qu’on entend par régime permanent et régime tran-

sitoire dans un circuit. Qu’est ce qui empéche le régime permanent de
s’établir immédiatement ? Est-ce que le régime permanent d’un circuit
dépend des conditions initiales ?

2. Vérifiez que 7= RC a la dimension d’un temps et que la tangente
aux courbes Q(t) et I(¢) al’origine du temps coupe I’axe du temps ou
la ligne Q = C& du régime permanent au point ¢ = 7.

3. Vérifiez que 7= L/R a effectivement la dimension d’un temps.
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4. Considérons un circuit LCR série branché sur un générateur de
f.é.m. £. Lorsqu’on débranche le générateur, le courant continue pen-
dant un court intervalle de temps. Il y a alors dissipation d’énergie dans
la résistance. D’ou vient cette énergie ?

5. Expliquez pourquoi la charge et I’intensité ne peuvent pas subir de
discontinuités dans le cas du circuit RLC tandis que / peut subir une
discontinuité dans le cas du circuit RC.

EXERCICES CORRIGES

6-1 Pour charger un condensateur de capacité C, on le branche sur une
batterie de f.€.m. £. Soit R la résistance totale du circuit.

a) Calculez I’énergie emmagasinée dans le condensateur en fonction
du temps. Apres combien de temps son énergie atteint-elle la moitié de
sa valeur asymptotique ?

b) Calculez I'énergie débitée entre ¢ et t + dt pendant la charge et
I’énergie perdue par effet Joule. Vérifier la conservation de I’énergie.

6-2 Un générateur de f.é.m. £ et de résistance interne r débite dans un
condensateur et une résistance R branchés en parallele (Fig. 6.6).

a) Déterminer les intensités I; et I lorsqu’on ferme I’interrupteur.
Quelle est la charge asymptotique du condensateur ?

b) Supposant que cette charge asymptotique est atteinte, on ouvre I’in-
terrupteur. Ecrivez les expressions de la charge et de ’intensité en
fonction du temps.

0 1 2t 3t 4t 51 ¢

Figure 6-6 Figure 6-7

6-3 Une tension en forme de signaux rectangulaires (Fig. 6.7) est appli-
quée a un condensateur de capacité C branché en série avec une résis-
tance R. Etudier les tensions Vg aux bornes de la résistance et V¢ aux
bornes du condensateur. Pour cela on commence par donner I’allure de
la courbe V. On suppose qu’en régime permanent, le condensateur a
une charge ¢, aux instants 2n7 et qu’au bout d’une période 7 = 27 il
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reprend cette charge. En déduire la valeur de g, et I’expression de I’in-
tensité en fonction du temps. Calculez la tension moyenne aux bornes
du condensateur.

6-4 Une résistance R et une self-inductance L en série sont branchées
sur une tension £ = &, cos(wt).

a) Ecrire I’équation du circuit et tracer le diagramme de Fresnel cor-
respondant. En déduire I’expression /(¢) de I’intensité. Quelle est
I’'impédance de ce circuit ? Quelles sont les tensions aux bornes de R
et aux bornes de L. Calculez la puissance instantanée fournie par le
générateur et sa valeur moyenne.

b) Ecrivez la solution du régime transitoire.

¢) Applications numériques : Calculez la puissance moyenne fournie par
le générateur et écrivez les expressions des tensions aux bornes de R et
L dans le régime permanent si R = 3,0k, L =1H, &, =100 Vetla
fréquence est de 50 Hz.

6-5 On considere le circuit de la figure 6.8, ou le condensateur présente
une certaine fuite représentée par une conductance G = 1/R. Ecrivez
les équations de mailles et vérifiez que la charge Q du condensateur
vérifie I’équation d’un circuit LCR série avec une résistance
R’ = L/CR. Déterminez la charge Q, le courant débité et le courant
de fuite dans le régime permanent.

IL I—L A . n —_—
=17 T+ I -
I EJET, K
£ I © & I
B T vl

Figure 6-8 Figure 6-9

6-6 On considere le circuit de la Fig. 6.9, ou £ est une f.é.m. constante.

a) Déterminez les intensités /; et I, comme fonctions du temps, lors-
qu’on ferme le circuit.

b) Supposant que les intensités ont atteint les valeurs limites, détermi-
ner les intensités lorsqu’on débranche la f.€.m. Montrez que, pendant
un temps tres court, la tension aux bornes de la résistance R peut étre
supérieure a £.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

6-1 a) La charge du condensateur est Q = CE(1 — e~!/7) et I'intensité

est I=0= (E/R)e™"/", ot 7= RC est la constante de temps.
L’énergie emmagasinée dans le condensateur est

1 1
Up=50Q/C=5CeU—e

La valeur asymptotique de Ug est %Cé’z a la limite t — oo.
L’énergie atteint la moitié de cette valeur a l'instant ¢ tel que
1CE2=1CEX (1 —e )2, Cest-ardire e7/T=1—1/4/2 =0,293
ett =1,228 r.

b) L’énergie débitée entre ¢ et ¢ + dr est

dUy = Eldt = (E*/R)e™"/"dt
e [’énergie perdue par effet Joule est
dUy = RI*dt = (§%/R)e™*/"dt
 ’énergie électrique dans le condensateur est % Q?/C. Sa variation
est
dUg = 3CE*(1 — e /) (2/ne " /"dt = (E*/R)(e™"/™ — e7*/M)d1
e La variation de I’énergie totale dans le circuit est
dUr = dUy + dUg = (€*/R)e™?/dt + (€ /R)(e™/™ — e™2'/")dt
= (E2/R)e~/"dt
Elle est bien égale a I’énergie d U, débitée par le générateur pendant d.

6-2 a) La charge du condensateur est Q telle que I, = Q. Les équations
des mailles s’écrivent

Q/C—RI; =0 et r(li + L)+ R =&
La seconde équation donne

E—rh & roo.
I, = = (0]

r+R r+R Tr+R
La premiere équation s’écrit alors

Q+70=CE ot 7=CrR/(r+R) et & =ER/(r+R)

La solution générale de cette équation est Q = CE + Ae™"/7. Si le
condensateur n’était pas initialement chargé (Q = 0 pour ¢ = 0) nous
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devons avoir A = —C¢&’. La solution s’écrit donc Q = CE'(1 — e /7).
Dérivant par rapport a ¢, nous trouvons

L=0Q=(C/"Ee ™ =(&/re /"

La premiére équation des mailles donne alors

o _ & _
I Leqoetry= & (1 —er
T e A

La charge asymptotique du condensateur (pour t —> 00)
Qiim = CE =CER/(r + R)

b) Si on ouvre I’interrupteur, on trouve une seule maille RC (Fig. 6.10).

Nous avons alors I = —Q et I’équation du circuit s’écrit
Q/C—RI=0 c-a-d. Q+70=0

ol 7= RC. La solution générale de cette équation est Q = Ae™"/". Si
le condensateur porte initialement la charge Qjy, nous devons avoir
Q0(t = 0) = Qjim, c’est-a-dire A = Qjiny. La solution s’écrit donc

CER Olim &
—t/T — 71/7' t [ = —t/T — —t/T
Q= Qime r+ R © T ¢ r—+ Re
1 Q
2] €
Figure 6-10

6-3 On prévoit que la courbe qui représente Q = CV, augmente de 0
a une certaine valeur pour t = 7 pendant que le condensateur se
charge. Puis Q diminue entre 7 et 27 pendant que le condensateur se
décharge et ainsi de suite. En régime permanent, la charge est pério-
dique, de période T = 27. Supposons que la charge est g, aux instants
nT = 2nT1 Entre 2n1 et 2n7+ 7 le condensateur se charge selon la
relation Q = CV, + Ae™"/7. La condition initiale (Q =g, pour
t = 2n7 donne Ae™*" = g, — CV,, donc

Pour2nt <t <2n7+7: Q(t) = CVy + (go — CVy)e? 1,

A Pinstant t = 2n7+ 7, la charge Q est maximale et égale & gmax =
CV,+e (g, — CV,).Entre 2n7+ 7 et 2(n + 1)7, le condensateur se
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décharge selon la relation Q = Be™"/". La condition Q = gmax pour
t =2n7+ 7donne Be "' = CV, +e (g, — CV,), donc
Pour 2n7+7<t <2n7+27:
Q(t)=[e*"t'CV,+e?(go — CVo)le /™
Pour t = 2n7+ 27, la charge Q est de nouveau égale a la charge mini-
male ¢, si
[ezn+1CVo + e (o — (:Vo)]e_zn_2 = 4o
Ce qui donne

qo =CVy/(e+1) et qmax = CVoe/(e + 1)

La charge est alors

eZn—H—t/T]

1
Pour 2n7 <t <2nt+4+7: Q(t) = CV,[l —
e+ 1

e
Pour2nt+717<t <2n74+27: Q@) =CV, - e2n+1—t/T

e
Elle est représentée dans la figure 6.11. L’intensité de courant s’écrit
. Vo 1
Pour 2nt <t < 2n7+4 7 1) =0 = =2 _e2ntl=t/7
+ (t)=0 Retl

Pour2nt+ 1<t < 2n7+ 27 :

. V.
I(l) — Q — _?Oej_ ] eZn—H—I/T

Prenant la moyenne sur une période 27, nous obtenons la charge

moyenne
2nT271

<Q>=i dr Q(1)

27 2nT

1 2nt+1 1
= —CVO/ dt[l — ——e?+1=1/m)
27 2 e+ 1

nT
1 e 2nT+21
+ _CVO / dte2n+l—t/7_
27 e+1 2nT+1
—1CV[—|—1_6] 1 l—e_ICV
T2 TR T2 Perl 20
La tension moyenne estdonc < V >=< Q > /C = % Vo

Q Doy

9a

(0] T 2t 3t 4t 5t ¢t
Figure 6-11
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6-4 a) Le circuit est représenté dans la figure 6.12a. Son équation
s’écrit

LI+ RI =&y cos(wt) => 71 + I = (En/R) cos(wt) o 7= L/R
La solution du régime permanent est harmonique, I = I cos(wt — ¢),
d’ou

LI = —Llyw sin(wt — ¢) = LIyw cos(wt — ¢ + 7/2)

La représentation de Fresnel pour I’équation du circuit (figure 6.12b) donne
Em = InvVR?> + L?w? = I, = (En/Z)

Z = ~/R%? + L%.? est I'impédance réelle du circuit. Son impédance
complexe est Z =R +jLw. Lintensité est donc en retard de
¢ = Arctan(Lw/R)(0 < ¢ < m/2) sur la f.é.m. Elle s’écrit donc

1(1) = (Em/Z) cos (Wt — @)
Les d.d.p. aux bornes de R et aux bornes de L sont respectivement

VR = RI = (R&Ew/Z) cos (wt — ¢),
VL=LdI/dt) = (wLEn/Z)cos(wt — ¢+ 7/2)

La puissance instantanée fournie par le générateur est
P=¢&I= (5%/2) cos (wt — ¢) cos(wt)
Sa valeur moyenne est

<P>= (Ei/Z) < [cos(wr) cos ¢ + sin(wt) sin @] cos(wt) >
= (£2/27) cos ¢ = (RE2)27%)

V,=LI,0

o
Ve=RI,

m

(a) (b)

Figure 6-12

b) ¢ La solution générale de 1’équation de la maille sans générateur est
I =Ae™'/"

* La solution générale du régime transitoire est donc
I =Ae "+ (En/Z) cos(wt — ¢)
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e La condition initiale / = 0 pour t = 0 donne

A+ (En/Z)cos =0, dot A= —(Em/Z)cos ¢ = —REn/Z>
* La solution s’écrit donc

I = (&n/2)lcos(wt — §) — (R/Z)e™"/]

¢)SiR=3,0kR2,L=1H,E, =100V etlafréquence est de 50 Hz,
nous trouvons

w=1007 rad/s, Z=~/R*+ L%? =3,016k2, = 0,1043 rad,
<P >=1,65W

VR = (REW/Z) cos(wt — ¢) = 99,47 cos(100mt — 0,1043) volts

Vi = (Lwén/Z) cos(wt — ¢ + 1/2) = 10,416 cos(1007z + 1,4665)

6-5 C’est un circuit a deux mailles. Prenons la charge Q du condensa-
teur et I’intensité débitée / comme variables indépendantes. L’intensité

dans la résistance R est I — Q. Les équations de mailles s’écrivent
R(I-0Q)—Q/C=0 et LI+Q/C=¢&

De la premiére équation nous obtenons / = Q/CR + Q. La seconde
équation s’écrit alors

LO+(L/CRIQ+Q/C =€
C’est I’équation d’un circuit LCR série avec une résistance
R =L/CR.

Dans le régime permanent, les grandeurs ne dépendent pas de ¢ ;
alors Q = CE et I = E/R. Le courant de fuite est évidemment le cou-
rant débité 1.

6-6 a) Les équations des mailles s’écrivent

RI,—RL—-LL=0 e r(L+h +RIL=E

La seconde équation donne
E—rl 2

r+ R
La premiere équation s’écrit alors

1

7L +15,=RE/A oo 7=L(r+R)/A et A=rR+rR +RR

La solution générale de cette équation est I, = ER/A + Ae"/7.
L’intensité étant initialement nulle, nous devons avoir A = —ER/A.
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La solution s’écrit donc
rR
—e—l/T/]

£ £
L=—R(1—e""), I,=—[R
2 A( e /T 1 A[ +r+R

Les valeurs asymptotiques des courants (lorsque 1 —> ©0) sont
Ijim=R'E/A et DLjim=RE/A

b) Si on ouvre I'interrupteur, on trouve une seule maille RL (Fig. 6.13)
dont I’équation est

(R+R)+LI=0 c-ad 7[+1=0 ot 7=L/(R+R)

La solution générale de cette équation est I = Be™"/". Si I’intensité
initiale dans la self-inductance est /5 jim, nous devons avoir B = I jim.
La solution s’écrit donc

I = Lyme /"= (RE/A)e™!/™

R R

Figure 6-13

Notons que rien n’exige que I’intensité dans la branche de R soit conti-
nue.
La tension aux bornes de R est

Vk = RI = (R*§/A)e™"/7

Elle peut dépasser £ si e/ > A/R?. Comme I’exponentielle est
nécessairement inférieure a 1, cette condition peut étre vérifiée si
A < R? cest-a-diresi R” < R(R — r)/(R + r). La tension aux bornes

de R est alors supérieure a £ pour t < 7In(R?/A).
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Définitions

Fonction de transfert et bande passante

7.3 Quadripolesen T
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7.4* Réponse d'un filtre a un signal
7.5% Systémes non linéaires

7.6* Annexe :Intégration complexe

» Introduction de la notion de filtre et analyse de la fonction de transfert
et du gain des quadripolesen T.

OBJECTIF

7.1 DEFINITIONS

Un filtre ou systeme de transmission est un dispositif congu pour
recevoir un signal u.(t) a I’entrée et produire un signal us(¢) a la
sortie.

Ici u. et us peuvent représenter la méme grandeur physique ou non ;
dans ce chapitre il s’agit le plus souvent d’une tension électrique. Dans
certains cas ug est proportionnel a u. mais souvent ug a une forme diffé-
rente de celle de u., surtout dans les régimes transitoires au début et a la
fin du signal, a cause des oscillations propres du systeme. Le signal de

* Les sections 7.4, 7.5 et 7.6 ainsi que les exercices correspondants, marqués d’un astérisque,
peuvent étre omises en premiere lecture sans nuire a la continuité du texte.
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sortie peut étre observé directement, enregistré ou traité pour en extraire
des informations en amplifiant certaines composantes de fréquence et en
atténuant d’autres, en modifiant les phases etc.

) Les filtres jouent un role important dans les systemes de traitement

du signal et en télécommunications (émetteurs et récepteurs radio et
de télévision, postes de radars etc.).

Un filtre électronique est un circuit qui peut &tre représenté par un
quadripéle comportant une entrée, qui recoit un signal u.(¢) produit
par un générateur extérieur et une sorfie, sur laquelle un autre systéme
(appelé charge) peut étre branché (Fig. 7.1a). Le filtre, appelé aussi
opérateur, transmet donc I’action du générateur a la charge.

* Le filtre est passif s’il ne contient que des éléments incapables de four-
nir une puissance moyenne (tels que les résistances, les condensateurs,
les bobines etc.). Par conséquent, 1’énergie du signal de sortie ne peut
pas excéder celle du signal d’entrée.

* Le filtre est actif s’il contient au moins un composant actif (un transis-
tor, un amplificateur opérationnel etc.). Les filtres actifs peuvent ampli-
fier le signal en augmentant son énergie. Nous considérons seulement
les filtres passifs dans ce chapitre.

Un filtre fait correspondre un signal de sortie u4(¢) au signal d’entrée
u.(t) (Fig. 7.1b). Cette correspondance peut étre exprimée par I’équation

us(t) = S, tHu(t) (7.1)

Ou I'opérateur de transmission S peut dépendre du temps ¢ de réception
du signal d’entrée et du temps ¢’ d’observation du signal de sortie, car le
systeme de transmission peut produire un certain décalage du temps. Cet
opérateur peut faire intervenir des dérivations et des intégrations par rap-
port au temps.

Le filtre est dit stationnaire si la répétition du signal d’entrée donne
toujours le méme signal de sortie. Pour cela, il faut que 1’équation
(7.1) reste valable si on effectue une translation de 1’origine du temps.
L’opérateur S ne dépend pas alors de ¢ et ¢’ séparément mais de leur
différence (r —t') :

us(t) = St — t)ue(t) (7.2)
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O

Générateur Filtre Gl u(t’) S (1-1) u(t)
d’entrée 3 —>

(a) (b)

Figure 7-1 a) Quadripdle alimenté par un générateur et branché sur une charge
et b) représentation schématique d'un filtre.

Comme tout systeme physique, un filtre doit étre causal. Cela veut
dire que la réponse du systeme ne peut pas précéder I’excitation. En
d’autres termes, si u. est nulle pour ¢ < t,, il en est de méme pour us.
Cela exige que

S(t—1t)=0 pour 1<t (7.3)

Si le filtre est linéaire, son opérateur S est linéaire. Le principe de super-
position est alors valable : Une superposition de signaux ue =aju e +aztze
a I’entrée produit un signal us = ajus + axus, a la sortie avec les mémes
coefficients a; et a,. S doit donc vérifier la condition

S(ajuie + arure) = ay Suie + az Suse (7.4)

Il est alors possible d’analyser le filtre en utilisant la représentation
complexe u, et u  des signaux et de prendre leurs parties réelles pour
représenter les signaux physiques. Dans ce cas ’opérateur S(r — t') est
complexe en général.

L’analyse de Fourier permet aussi de considérer tout signal d’entrée
u, comme une superposition de signaux harmoniques, chacun produi-
sant un signal de sortie u, de méme pulsation.

) Les résistances, les condensateurs et les self-inductances sont

linéaires a une bonne approximation ; il en est de méme pour les cir-
cuits formés de ces éléments. Nous considérons dans ce chapitre sur-
tout les systemes de transmission linéaires.

7.2 FONCTION DE TRANSFERT ET BANDE PASSANTE

a) Fonction de transfert

Si un quadrip6le est alimenté par une tension V , et sa sortie est branchée
sur une charge Z_, I'intensité /., a I’entrée, I’intensité / a la sortie et la
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tension de sortie V= Z I, dépendent de Z_ (et évidlemment de V).
D’apres le théoreme de Thévenin (voir la section 5.7), V. et I, sont les
mémes que si la charge Z, était alimentée directement par un générateur
de force électromotrice égale a la tension de sortie V (00), si la sortie
était ouverte (c’est-a-dire Z, —> 00) et une impédance interne égale a
I'impédance du circuit formé par le générateur et le quadripdle.
L’évaluation de la tension V (co) a donc une grande importance pra-
tique et nous la désignons dans la suite simplement par V¢ (Fig.7.2).

I
—-0
T‘_/e Filtre T \%4
—o0

Figure 7-2  Quadripdle électrique avec la sortie ouverte (Z, = o0).

Si un filtre linéaire est branché sur une tension d’entrée harmonique,
V.= A. ()&, la tension de sortie dans le régime permanent est har-
monique de méme pulsation, V, = AS(Q)&Q‘ .

Le filtre peut étre caractérisé par la fonction de transfert en tension

Q(Q) == Zs/ze = As/ée (75)

En général, c’est une fonction complexe de la pulsation €2 et des gran-
deurs caractéristiques du filtre. Ecrivons-la sous la forme exponen-
tielle

G(Q) =GP | on | G(Q) =IG(Q)| = |A,/A,l | (7.6)

Nous convenons de prendre toujours —7 < ¢ < 7. Le signal de sor-
tie est alors

V. () = G(Q)A(Q)I 9D = G(Q) A, () N+oED/A (7.7)

\ Le filtre agit donc a la fois sur I'amplitude et la phase du signal. Lamplitude est mul-

1» tipliée par le gain G(€2) ; qui représente I'atténuation ou I'amplification du signal par

le filtre. Le signal subit aussi une avance de phase ¢(2), c'est-a-dire un retard tem-

porel —o(€2)/2.Si —@/ Q2 est positif, le signal de sortie est effectivement en

retard sur le signal d’entrée et si —¢/ 2 est négatif, le signal de sortie est effective-

ment en avance. Le gain et le retard temporel sont tous les deux responsables de la
déformation, que subit le signal.
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Si le signal d’entrée est réel, le signal de sortie I’est aussi. La fonc-
tion de transfert doit donc vérifier la relation de réflexion

G(Q) =G(—)* |c-a-d. G(RQ) = G(—RQ) et () = —P(—Q) (7.8)

La partie réelle et la partie imaginaire de la fonction de transfert vérifient
alors les relations

ReG(Q2) =ReG(—RQ) et I,6(Q)=-1,6(-2) (19
D’autre part, la causalité exige que ¢ n’augmente pas avec 2.

b) Bande passante

Souvent le gain a un maximum G, pour une pulsation d’excitation
caractéristique €, ; la fonction de transfert est alors G = G, e ()

(voir la figure 7.3a). L’énergie des oscillations étant toujours proportion-
nelle au carré de 1’amplitude, €2, correspond & un gain en puissance
maximal.

On convient de définir la bande passante du filtre comme la bande de
fréquence, telle que la puissance transmise est supérieure a la moitié
de la puissance de sortie maximale. Elle est donc limitée par les pul-

sations de coupure Qinf €t Qqyp telles que G = G,/ Noh

La nature de la bande passante et les pulsations de coupure dépen-
dent des caractéristiques du filtre. Celui-ci peut étre peu sélectif, s’il a
une large bande passante, ou tres sélectif, s’il a une bande passante
étroite.

Le théoreme de Fourier permet de considérer toute tension a I’entrée
comme une superposition de tensions harmoniques. Un signal V. dont
les composantes spectrales sont situées dans la bande passante produit
une réponse V. ~ GV, grande et presque sans déformation. Par contre,
si le signal a des composantes spectrales situées en dehors de la bande
passante, il est réduit et déformé par le filtre.

Selon la nature de la bande passante, on peut classer les filtres en plu-
sieurs types, dont les plus courants sont les suivants :

* Un filtre est passe-haut si Qi,r n’est pas nulle et Qg est infinie. Ce
filtre laisse passer les fréquences supérieures a Qiyr et atténue les fré-
quences inférieures a Qj,r. En acoustique, c’est un atténuateur de sons
graves ; il est donc utilisé pour supprimer ou réduire les bruits.
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* Un filtre est passe-bas si Q¢ est nulle et 24y, est finie : Ce filtre laisse
passer les fréquences inférieures a g, et atténue les fréquences supé-
rieures a Qgyp. En acoustique, ¢’est un atténuateur de sons aigus.

* Un filtre est passe-bande si Qiy et Qg sont finies et non nulles : Ce
filtre laisse passer les fréquences comprises entre Qiyp et Qgyp et atté-
nue les autres. Ce type de filtres est utilisé dans les récepteurs tels que
les postes radio et de télévision qui doivent sélectionner une émission
particuliere qu’on désire capter. Dans le cas d’un filtre formé par un
oscillateur a un seul degré de liberté, la largeur de la bande passante est
égale a la largeur de la résonance.

* Un filtre est coupe-bande s’il atténue les pulsations comprises entre
Qinf et QLqyp, toutes les deux finies.

g(Q) o(Q)
o
0 Q
-3 db
(b) (c)
Figure 7-3 a) Lafonction gain et la bande passante, b) le gain en décibels
et ¢) la phase en fonction de €2.
On définit aussi le gain en décibels (db) comme
G(R
gap(2) = 20 log C(} ) (7.10)
(V)

Les Figures 7.3b et 7.3c représentent les variations de gq,(€2) et ¢(€2)
respectivement. La bande passante est I'intervalle [Q2jnf, Qqup] dans
lequel G(R) > G,/~/2 (Fig.7.3a) ; ce qui correspond 2 gg, compris
entre —20 log+/2 ~ —3 db et 0 db.

c) Diagrammes de Bode

Pour illustrer le comportement du filtre a la fois a basse et a haute fré-
quence, il convient parfois de tracer gqp et ¢ en fonction de log €2, on
obtient ainsi le diagramme de Bode pour le quadripdle (Fig. 7.4a et b).
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Le point 2 =0 est alors projeté vers —oo. Schématiquement, la
courbe est presque assimilable a ses asymptotes rectilignes. On peut
aussi représenter gqp et ¢ en fonction de log x, ou x = /€, ; cela
revient a translater les courbes de gq, et ¢ de log 2, vers la gauche.
Dans cette représentation, ggp @ un maximum nul pour log x = 0 (qui
correspond a x = 1, c’est-a-dire Q2 = ,).

(a) (b)

Figure 7-4 Diagramme de Bode pour le gain et pour la phase.

7.3 QUADRIPOLESENT

a) Fonction de transfert

Considérons le quadripdle de la figure 7.5, formé par deux impédances
Z, et Z en série et une impédance Z, en shunt. Si un générateur de ten-
sion V, est branché a Ientrée, il débite une intensité I, = V. /(Z, + Z,)
a I’entrée. Si la sortie est ouverte, / est nulle et la tension de sortie est

Figure 7-5 FiltreenT.

La fonction de transfert en tension est donc

G=2 2

= ——= (7.11)
Y. Z4Z,+%,

Notons que les caractéristiques du quadripdle ouvert ne dépendent pas de
I'impédance Z5. Le quadrip6le est un simple diviseur de tension. Le com-

portement de G et ¢ comme fonctions de €2 peut étre assez compliqué.
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b) Exemple de filtres passe-bas

Considérons le circuit RC de la Fig.7.6a avec les bornes du condensateur
comme sortie. Nous avons alors Z;, = Ret Z, = 1/jCS2. En utilisant la
pulsation caractéristique du circuit w, = 1/RC et posant x = Q/w,, la
fonction de transfert s’écrit

1

. 7.12
I+ jx ( )

Q:

Ce qui correspond a un gain et une phase
1

NAET

G=I|9|= ga = —101log(1 +x%) et ¢ = —Arctan x

(7.13)

. gdb' .Ing ¢

IR 7/
N

—Tt/2
(@ (b) (d)
Figure 7-6 a) Circuit RC avec la sortie aux bornes du condensateur, b) le gain G en fonction de

x =2 /w, et ¢) diagramme de Bode pour le gain et d) la phase en fonction de x.
La bande passante est la partie grisée de 'axe des x et de log x.

La figure 7.6b illustre le gain G en fonction de x = Q/w,, la figure
7.6¢ est le diagramme de Bode pour le gain en décibels et la figure 7.6d
représente la phase en fonction de x. C’est un filtre passe-bas avec la
pulsation de coupure w,, telle que ggp = —3 dbet ¢ = —7/4.

La courbe de ggp a pour asymptote 1’axe ggpb = 0, qui correspond a
Q — 0, et une autre asymptote rectiligne (ggob —> —20 log x), qui
correspond a 2 — 0. Schématiquement, la courbe peut étre approxi-
mativement représentée par ces asymptotes rectilignes. La courbe de ¢
a pour asymptotes I’axe ¢ = 0 (qui correspond a 2 — 0) et une autre
asymptote horizontale a ¢ = —7/2 (qui correspond a 2 —> 00).

c) Exemple de filtres passe-haut

Si nous prenons les bornes de la résistance comme sortie (Fig.7.7a),
nous avons un filtre en 7 avec Z;, =1/jCQ et Z; = R. Posant
wo = 1/RC et x = Q/w,, la fonction de transfert (7.11) s’écrit alors
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g=1 7.14)
= I+jx '
Ce qui correspond a un gain et une phase
X
G=IGl=—, = 10log x> — 10 log(1 + x?),
RV £ ¢
¢ = m/2 — Arctan x = Arctan(1/x) (7.15)
/2
0] log x

(®) ©

Figure 7-7 a) Circuit RC avec la sortie aux bornes de la résistance, b) et ¢) diagramme de Bode
correspondant.La bande passante est la partie grisée de I'axe log x ou x.= 2 /w,,.

Les figures 7.7b et 7.7¢ illustrent le diagramme de Bode pour ce
filtre. C’est un filtre passe-haut avec une coupure en x = 1 (c’est-a-
dire Q2 = w,) alors gqp = —3 dB et ¢ = w/4. La courbe de ggp a pour
asymptote 1’axe gqp = 0 (qui correspond a 2 — 00) et une autre
asymptote rectiligne oblique (ggpb —> 20log x), qui correspond a
Q —> 0. La courbe de ¢ a pour asymptote I’axe ¢ = 0 (qui corres-
pond a 2 — 0) et une autre asymptote horizontale a ¢ = 7/2 (qui
correspond a 2 — 0).

d) Exemple de filtres passe-bande

Considérons le quadripdle de la Fig. 7.8, formé par un circuit RCL avec
les bornes de la résistance comme sortie. Nous avons alors
Z,=j(L2—1/CQ) et Z, = R. Nous utilisons le facteur de qualité
du circuit f; = woL /R et nous posons x = Q/w,, Ol w, = 1/V/LC est
la pulsation caractéristique du circuit. La fonction de transfert (7.11)
s’écrit alors

. V X
O = = - =
Gl = 7 = ——
Ve x+ifqx )

G(£2) (7.16)
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Le gain en tension G et la phase ¢ s’écrivent donc

X

)
G(Q) = . 6 =Arctan [M} (7.17)
\/xz + [0 —x?)? x

G a un maximum G, = 1 pour x = 1, c’est-a-dire pour 2 égale a la

pulsation propre w, = 1/+/LC, pour laquelle ¢ = 0. Le gain G prend
la valeur Go/~/2 pour

Q) = (wO/qu 1+4f2:|: 1] (7.18)

AR

Figure 7-8 Filtre passe-bande.

Ce sont les mémes pulsations £2(+) de la section 5.3 qui déterminent la
largeur de résonance T' = Q) — Q) = wo/fq = R/L. Ce quadri-
pole est donc un filtre passe-bande. La Fig. 7.9a illustre la variation du
gain G en fonction de €2. La Fig. 7.9b illustre le gain en décibels gqp
en fonction de log €2 ; il a un maximum nul pour 2 = w,. Les pulsa-
tions de coupure (_y et (4 correspondent a gq»b = —3 db. La Fig.
7.9c illustre la phase ¢ de G(€2). On trouve que V est en avance de
phase sur V. a basse fréquence et en retard a haute fréquence. Ce
déphasage est nul a la résonance.

G 8 log @, 0
/2 — /2
- ﬂ\ 3db //\\ R
V2 i - l/
|
|
| A ¢ Q
0 oy Q Mog Q. log Q™ R
20 Q) 7

(a) (b) (©)

Figure 7-9 a) Le gain G du filtre LCR, b) et c) diagramme de Bode correspondant.
La bande passante est la partie grisée de I'axe log 2.

G et ¢ varient lentement en fonction de la fréquence au voisinage des
coupures dans le cas des quadripoles RC, et plus rapidement dans le cas
du quadripdle RLC.
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\ En utilisant des circuits formés d’un plus grand nombre d'éléments, on peut avoir
des coupures de fréquence plus nettes. Des filtres peuvent étre congus pour toutes
les gammes de fréquence, aussi bien a basse qu’a haute fréquence. Les condensa-
teurs opposent une plus grande impédance a basse fréquence, contrairement aux
selfs, tandis que les résistances ne dépendent pas de la fréquence. Les résistances
jouent un réle important dans la constante de temps du circuit, limitant plus ou
moins le courant.Notons que les composantes produisent aussi des bruits parasites,
c'est-a-dire de faibles signaux aléatoires.

7.4* REPONSE D’UN FILTRE A UN SIGNAL

Si le signal d’entrée est sinusoidal de la forme V, = A, &', le signal de
sortie est

V() =Gw A e ol w=2mv (7.19)
Un signal d’entrée quelconque peut étre considéré comme une superpo-
sition de signaux harmoniques de diverses fréquences :

V() = f N dv A (v) &, (7.20)

o0
ou I’intégration doit étre remplacée par une sommation dans le cas d’un
spectre discret. A, () est la fonction spectrale du signal. La théorie de
Fourier permet d’écrire la relation inverse

A(w) = / T V() e, (7.21)

e¢]

Le systéme étant linéaire, chaque composante spectrale A, (1) &' pro-

duit une composante G(v)A. (V) e/’ 2 la sortie. Le signal de sortie est la
superposition de ces composantes

V) = f v Gw) A w)e™ (7.22)

oo

La fonction spectrale du signal de sortie est donc
AW) = GWA,W) (7.23)
Définissons la « fonction porte » au voisinage de t,, de largeur n et
de hauteur 1/7 par
Vot —1,) =1/n  pour —n/2 <t—t, <n/2
=0 pour t—t, <—n/2 out—t,]>n/2 (7.24)
La surface sous cette courbe est égale a 1 et sa fonction spectrale est

&9} . 1 to+77/2 ) . S.n 2
A= / dtV (1 — t)e ' = = / dt e — gon, S/2)
—0o0 n to—n/2 W)/z

(7.25)
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La limite de la fonction porte, si n —> 0 est désignée comme une
impulsion (ou fonction de Dirac) a I'instant ¢,. La propriété importante
de la fonction de Dirac est que

b
/ dt f(1)6(t —ty) = f(ty) si a<ty<b
=0 si fob<a ou ft,>b (7.26)

Sa fonction spectrale est la limite de A, () lorsque  —> 0, ¢’est-a-dire

Apirgc (V) = 7140 (7.27)

La réponse impulsionnelle d’'un systtme de transmission est la
réponse a un signal d’entrée V., = (¢') . Utilisant les équations (7.23)
et (7.27) pour t, = 0, nous trouvons que

Aip®) = G0 Apirae @) = G) (7.28)

La fonction spectrale de la réponse impulsionnelle n’est autre que la
fonction de transfert. La réponse impulsionnelle est donc (d’apres 7.22)

o0
g = / dvG(v) e (7.29)
Vpurte 5(t_tu) 0o Ve
m T
n
0 t5 t o f; t 0 t

(a) (b)

Figure 7-10 a) Fonction porte, b) fonction de Dirac et ¢) décomposition de Ve(t)
en fonctions porte.

Connaissant la réponse impulsionnelle, nous pouvons écrire la
réponse a un signal d’entrée quelconque V.. En effet, divisons la durée
temporelle de la fonction d’entrée V(1) en petits intervalles de temps
At (voir la figure 7.10c). La fonction V, peut étre considérée comme
une succession de fonctions portes de largeur n = At multipliées par
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V.(pAr). La réponse V est la superposition des réponses a tous ces
signaux rectangulaires. On trouve ainsi a la limite At — 0,

V@) = foo dt' gt =tV () (7.30)

o]

L’intégrale du second membre est appelée convolution de g et V..

Notons aussi que, si V. est réelle, il en est de méme pour V;. La fonc-
tion G(v) vérifie donc la condition de parité (7.8) et nous pouvons écrire

0 00
5(;):/ dz/g(l/)ej“t—i—/ dv G(v)e

—00 0

CX) . o w .
=/ dv G)e ) 4 / dv G )+
0 0

= 2/ood1/G(u) cos[wt + p(v)] (7.31)
0

On utilise aussi la réponse indicielle V (t)inq, qui est la réponse a
un signal d’entrée égal a I’échelon unité, V _(¢) = 0(¢), ou 0(z) est
nulle si# < 0 est égale a 1 sit > 0. Nous trouvons
o0 t
V. ()ina = / di'g(t —1') = f dt' g(t) (7.32)
0 —00

Cette relation montre que

OV na/1 = g(0) (7.33)

7.5* SYSTEMES NON LINEAIRES

Un circuit électrique est non linéaire s’il contient des éléments (résis-
tance, self-inductance, capacité etc.) dont les caractéristiques dépendent
de la tension a laquelle ils sont soumis (ou de I’intensité de courant qu’ils
transportent).

Plus généralement, un systeme est non linéaire si sa réponse n’est pas
linéaire en fonction de 1’excitation. Les €léments contenant des gaz,
les conducteurs céramiques, les diélectriques et les corps ferroma-
gnétiques sont non linéaires. La linéarité d’un systeme est toujours
une approximation qui n’est valable que dans une certaine bande de
fréquence et pour des excitations faibles.
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Pour étudier I’effet de la non linéarité des systemes de transmission,
supposons, par exemple, que le systeme transforme un signal d’entrée

réel V.(¢) en un signal de sortie(!)
Vi(t) = H Ve(t) + K Ve(2)? (7.34)

A cause du terme quadratique V,(f), le systéme n’est pas linéaire. Si V,
est harmonique de la forme V., = A, cos(2mut), le signal de sortie est

Vi(t) = H A, cos(2mut) + K A cos® (2mut)

1, 1, (7.35)
=3 KA+ HA; cos(2mut) + 3 K A cos(4mut)

C’est la superposition d’un terme constant, d’'un terme harmonique de
fréquence v et d’un terme harmonique de fréquence 2v. Le signal de sor-
tie est donc déformé. De méme, si le signal d’entrée est la superposition
de deux signaux harmoniques de fréquences v; et v, le signal de sortie
est une superposition d’un terme constant et de termes harmoniques de
fréquences vy, vy, 2v1, 215 et vy £ 1.

p C’est ce qu’on constate facilement en écoutant deux sons de fré-
quences différentes ; notre oreille n’est pas donc un détecteur linéai-
re. Cependant si I’amplitude A. est faible, les termes de fréquences
différentes de celle du signal d’entrée sont faibles et le récepteur est
presque linéaire. La distorsion des faibles signaux est donc faible ; on
dit que le récepteur fonctionne alors en petits signaux.

D’autre part, si le signal est tres faible, la réponse observée [par
exemple sur I’écran d’un oscilloscope a sa limite de sensibilité] est dif-
férente du signal et irréguliere d’une fagon aléatoire. Cela s’explique par
les perturbations aléatoires appelées bruit de fond. Elles sont dues au
faible rayonnement électromagnétique ambiant, qui est capté par le cir-
cuit et a I’agitation thermique des électrons de conduction dans les
conducteurs. Le capteur a donc une plage de fonctionnement, telle que
la non-linéarité et le bruit de fond sont négligeables.

7.6* ANNEXE : INTEGRATION COMPLEXE

Considérons une fonction f(z) de la variable complexe z. Supposons
qu’elle a une détermination unique et qu’elle est dérivable. On dit qu’elle

(1) Dans le cas d’un systeme non linéaire, il n’est pas valable d’utiliser des signaux complexes
puis prendre leurs parties réelles.
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a un pdle au point z,, si elle se comporte comme 1/(z — z,)P lorsque z
s’approche de z,. Ici p est un nombre entier positif appelé ordre du péle.
Elle s’écrit alors comme une série de puissances de (z — z,) sous la
forme

f(z) = _ G- 4L+ _4-1
R T ) (7.36)

+ a0+ a1(z — 20) + a2(z — 20)* + ...

Considérons I’intégrale fc dz f(z) sur un contour fermé C. A I’excep-

tion du terme a_;/(z — z,), les primitives de tous les termes de la série
ont une détermination unique ; elles reprennent donc les mémes valeurs
au retour au point de départ sur C ; I'intégrale de tous ces termes est donc
nulle (si la série des primitives est convergente). Ecrivant

(z — 20) = p i, la primitive du terme a_;(z — z,) " est

a_1In(z—z) =a—In(pe®) =a_;Inp+ja_,¢

Le terme a_ In p reprend la méme valeur au retour au point de départ.
Si le contour fermé C ne contient pas z, (figure 7.11a), I’angle ¢ reprend
la méme valeur et l'intégrale de ce terme est nulle. L’intégrale
fc dz f(z) estdonc nulle si le contour C ne contient aucun pdle de f(z).
Par contre, si le contour fermé C contient le pdle z, (figure 7.11b et c),
I’angle ¢ varie de +27, selon que C est décrit dans le sens positif ou
négatif respectivement. L’intégrale s’écrit alors :

/ dz f(z) = £2jma_,
c

a_1 s’appelle résidu de f (z) en z,. Ce résultat se généralise aux contours
contenant plusieurs poles de f(z) ; nous trouvons

/ dz f(z) = £2jm Zr; (7.37)
C

ou les rj sont les résidus des poles de f(z) qui sont a I’intérieur du
contour C. Ce résultat est appelé théoreme des résidus.

Le théoreme des résidus peut étre utilisé pour évaluer certaines inté-
grales. Nous sommes concernés dans ce chapitre par I’intégration sur les
fréquences de 0 a 4+-oc. Utilisant la symétrie G(—v) = G(v)*, on étend
d’abord I'intégration sur tout ’axe des réels de —oo a +oo puis on
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(a) (b) (c)

Figure 7-11 Dans le plan complexe, le nombre z représenté par M décrit un contour C.
a) Si C ne contient pas z, la phase de ¢ de (z — z,) reprend la méme valeur.
b) Si M tourne autour de z, dans le sens positif, ¢ varie de 27 et
¢) Si M tourne autour de z, dans le sens négatif, ¢ varie de - 27r.

compleéte cet axe par un demi-cercle dans le demi-plan supérieur ou infé-
rieur. Si la fonction 2 intégrer décroit plus vite que |z|~> lorsque
|z|] — oo, I'intégrale sur le demi-cercle tend vers O lorsque son rayon
tend vers I’infini. L’évaluation de I'intégrale se réduit alors a celle les
résidus aux pdles. Notons enfin que I’analyse des éléments de circuit est
une modélisation et qu’aucun systeme physique ne répond effectivement

2 une excitation de fréquence infinie. Si la condition | £ (z)| < |z| ™2 n’est
pas respectée, on peut multiplier f (z) par e~ pour assurer une décrois-
sance rapide et on prend la limite  — 0 a la fin du calcul.

; POINTS-CLES

> Siun systeme de transmission n’est pas /inéaire, le principe de super-
position n’est pas valable ; il n’est pas alors possible d’utiliser la
représentation complexe et 1’analyse de Fourier des signaux.

» La réponse impulsionnelle g(t) d’un systeme linéaire permet d’éva-
luer la réponse a un signal d’entrée quelconque V,, comme la
convolution de g(¢) et V_(¢). La causalité implique que g(1) = 0 si
t < 0 ; car la réponse ne peut pas précéder le signal d’entrée. La
primitive de g(¢) est la réponse indicielle (c’est-a-dire qui corres-
pond 2 une fonction d’entrée égale a I’échelon).

» D’habitude, on évalue la fonction de transfert G(v) et sa bande pas-
sante pour les valeurs positives de la fréquence. Pour évaluer la réponse
impulsionnelle g(¢) ou a un signal quelconque en utilisant la convolu-
tion, il faut toujours symétriser G(v) selon laregle G(—v) = G(v)*.
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» Si ¢(w) est la phase de la fonction de transfert, nous avons interprété
T= —¢(w)/w comme un retard temporel. ¢ peut €tre positive ou
négative ; le filtre peut donc produire une avance temporelle (7 < 0)
ou un retard temporel (7 > 0). Par contre, le temps de propagation de
groupe 7, = —d ¢ /dw représente le temps que met effectivement le
signal pour étre transmis et il doit étre positif. La phase ¢ est donc
une fonction décroissante de w. Le signal sinusoidal est un concept
mathématique. La relation d’incertitude exige qu’un signal physique
ait toujours une bande de fréquence Av de largeur non-nulle, car il a
une durée temporelle finie Az.

» La déformation d’un signal par un systeme de transmission est due
aux variations du gain G et de la phase ¢ en fonction de la fréquence.
Si un signal est formé de plusieurs composantes spectrales, le sys-
téme de transmission produit une atténuation (ou une amplification)
qui n’est pas la méme pour ces composantes et la phase produit des
décalages temporels différents pour ces composantes.

QUESTIONS DE REFLEXION

1. Expliquez les notions suivantes : Systeéme de transmission linéaire et
stationnaire, fonction de transfert, gain et gain en décibels, bande pas-
sante et fréquences de coupure d’un filtre. Quels sont les différents types
de filtres ?

2. Quelle est I’origine de \/E dans la définition des valeurs efficaces et
quelle est I’origine de —3 db dans la définition de la bande passante ?
Expliquez ce qu’on entend par diagramme de Bode.

3. On suppose que la phase ¢ de la fonction de transfert G(w) est com-
prise entre —7 et m. Supposant que Vi est réelle si V, est réelle, mon-
trer que G(w) vérifie la relation de réflexion G(w) = G(—w)*, c’est-a-
dire G(w) = G(—w) et p(w) = —P(—w).

4, ’antenne d’un poste de radio recoit les ondes électromagnétiques.
Des courants électriques de mémes fréquences y sont induits et ces
courants alimentent un circuit LCR. Celui-ci permet de sélectionner la
fréquence de 1’onde choisie. Quelles sont les propriétés de ce systeme
comme filtre ?

5. La fonction de transfert du quadripole en T de la figure 7.5 est
G(Q) = Z,/(Z, + Z,) . Est-il raisonnable que G(2) ne dépende pas de
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Z5 ? Que devient la fonction de transfert d’un quadripdle en 7'si Z; et
Z, sont de méme nature (deux résistances, deux condensateurs ou deux
self-inductances) ?

6. Considérons un filtre dont la fonction de transfert est G(w) et un signal
d’entrée qui est la superposition de deux signaux harmoniques :
Vi + Ve, =AW + Bel@+9) Ecrivez 'expression du signal de

sortie et vérifiez qu’il n’a pas la méme forme que le signal d’entrée.

EXERCICES CORRIGES

7-1 On considere les quadripdles de la Fig. 7.12. On suppose que la
résistance du circuit (b) est faible. Calculez dans chaque cas la fonction
de transfert, le gain et la phase ¢ de la tension de sortie par rapport a la
tension d’entrée. Quelle est la nature de la bande passante dans chaque
cas ?

T#TT#TT#T

Figure 7-12

7-2 On considere le quadripdle de la Fig. 7.13, ou R est faible. Calculez
la fonction de transfert, le gain et le déphasage ¢ de la tension de sortie
par rapport a la tension d’entrée. Déterminez la bande passante.

DA

Figure 7-13 Figure 7-14

7-3 On considere le filtre de la Fig. 7.14 ou L est la self-inductance d’une
bobine de résistance négligeable. Calculez la fonction de transfert, le
gain et la phase. Quelle est la nature de ce filtre ?
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7-4 On considere le quadripole de la figure 7.15 alimenté par un généra-
teur de pulsation €2. @) Déterminez sa fonction de transfert. b) Calculez
le gain en décibels si Z; et Z, sont deux résistances égales a R tandis
que Z; et Z, sont deux condensateurs de méme capacité C. ¢) Calculez
le gain en décibels si Z; et Z; sont deux résistances égales a R tandis
que Z, et Z, sont deux condensateurs de méme capacité C.

[~ 1
[71’—@ 1€, |
SE v,
I B! I,

<
<

Figure 7-15 Figure 7-16

7-5* Déterminez les pulsations normales du circuit de la Fig. 7.16. Ecrire
la fonction de transfert en tension et discuter la nature du filtre.

7-6* Ecrivez la réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bas idéal dont la
fonction de transfert G(v) est égale a G pour 0 < v <1, et G(v) =0
pour v > v,. Déduisez-en la réponse indicielle de ce filtre.

7-7% Evaluez la réponse impulsionnelle des filtres passe-bas, et passe-
bande de la section 7.3, dont les fonctions de transfert sont respective-

ment G, = 1/(1 +jx) et G, = 2jex /(1 + 2jex —x?),0oue=1/2f,

7-8* Supposons que la tension aux bornes d’une résistance non linéaire
est V. = R,i + ai?. Un circuit est formé par cette résistance, une self-
inductance L et un générateur de force électromotrice constante £ en
série. Ecrivez 1’équation différentielle pour I’intensité dans ce circuit.
Supposant que la f.é.m. est branchée a I'instant = 0, montrez que la
solution s’écrit

28 tgh(Jt) 5 4a&
= — avec = —
R, tgh(dt) + /T + 3 R2

Déterminez la réponse indicielle si la sortie est prise aux bornes de la
résistance. Quelle est la limite de i dans le régime permanent

(t >> 1/6) ? Comparez avec le cas d’une résistance ohmique (o = 0).

Considérez aussi le cas out V = ai?.

i(1) et (5=§—Z«/1+ﬁ
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SOLUTIONS DES EXERCICES

7-1 a) 11 s’agit d’un circuit en T (voir la section 7.3) avec Z; = R et
Z, = jwL. Posant x = w/w,, ol w, = R/L, nous pouvons écrire

Z,  jlw jgx x(x+4))
Z,+Z, R+jLw  T+jx  1+4x2

G=

Le gain G, le gain en décibels ggp et la phase ¢ sont respectivement

G =x/v/1+x2, gag=—10log(l +1/x*) et ¢ = Arctan(l/x)

-1 0 OI,S log x
(d)

O 2 4 x0 2
(@ (b)

Figure 7-17 a) G en fonction de x, b) ¢ en fonction de x, €) ggp en fonction de log x
etd) ¢ en fonction de log x.

Les figures 7.17a et 7.17b illustrent les variations de G et ¢ en
fonction de x. Le gain augmente de O pour x = 0 (c’est-a-dire w = 0)
et tend asymptotiquement vers 1 pour x — oo (c’est-a-dire
w —> 00). C’est un filtre passe-haut. Les limites de la bande passante
sont déterminées par la condition G = Gpax/ V2 i ce qui correspond a
x =1, c’est-a-dire w = w,. La phase ¢ diminue de 7/2 pour w =0 a
0 pour w — 0. Les figures 7.17c et 7.17d illustrent les variations de
gdb et ¢ en fonction de log x (diagrammes de Bode).

b) Pour étudier le circuit (b), posons w% =1/LC, R=2Lw, et
X = w/w,. La fonction de transfert, le gain et la phase s’écrivent alors

2

gzéz jLw _ X
= V. R+jLw—j/Cw x?—1-2ex
2 2
G= al et¢=Arctan< ng )(0<¢<7r)
V(&2 = 1)2 4 4252 x*—1
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G augmente de 0 pour x = 0 a un maximum Gpax = 1/2e4/1 — €2
~1/2e pour x =1/4/1—-2e2~ 1+4¢> puis décroit a 1 pour
x —> 00. Le circuit est donc un filtre passe-bande. Les limites de la

bande passante sont déterminées par la condition G = Gax/~/2 ; ce
qui donne x ~ 1 £ €. Le gain en décibels est

gap = 40 log x — 10 log[(x% — 1)? 4+ 4<2x2] + 10 log[4<>(1 — £2)]

La variation de G en fonction de x est illustrée dans la Fig. 7.18a.

Celles de gqb et ¢, en fonction de log x (diagramme de Bode) sont
illustrées dans les figures 7.18b et 7.18c.

gdb|—0,2 0 02 logx ¢(rad) |

03 0l 03 logx
(b) (©)

Figure 7-18 a) G en fonction de x, b) gy, en fonction de log x et
¢) ¢ en fonction de log x .

¢) Dans le cas du filtre idéal LC, posant wg = 1/LC, nous trouvons
g% __!

= Zy+Zc 1 —x?

Dans ce cas la fonction de transfert est réelle. Le gain est

G =1/[1 —x?

2 »

—
U P

Figure 7-19

La variation de G en fonction de x est illustrée dans la Fig. 7.19. Elle
augmente de 1 pour x = 0 (c’est-a-dire w = 0) a I’infini pour x = 1
(c’est-a-dire w = w,) et tend vers zéro comme w% /w? 2 haute fré-
quence. Dans ce cas, la bande passante ne peut pas étre définie de la
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fagon habituelle. Si on la définit (arbitrairement) par la condition
G > 1, on trouve que le filtre est passe-bas avec une bande passante
x < /2, ¢’est-d-dire w < /2 w,. Cependant, si on suppose que L est
la self-inductance d’une bobine de faible résistance R, on trouve un
gain G = [(x? — 1)® 4+ 44*x?]71/2, ot v = R*>C/4L. Le gain a alors
un maximum ~ 1/2 v pour x & 1 et la bande passante est approxima-
tivement 1 —y<x <14+~. A la limite y — 0 (c’est-a-dire)
R — 0, la largeur de cette bande devient nulle.

7-2 L’impédance du condensateur et de la self-inductance montés en
parallele est Zcp = jw/C(W2 —w?), ot w, =+/LC. Limpédance
totale vue de l’entrée du circuit est Zy = R+ jw/C (wg —w?).
L’intensité de courant débitée par le générateur estdonc I = V. /Z etla
tension aux bornes de C et L est V- = Z 1. Posant x = w/w, et
Jfq = 1/RCuw, (facteur de qualit€ du circuit), la fonction de transfert s’écrit

Vic xfq

R A (Ca))

Le gain, la phase et le gain en décibels sont respectivement

G = qu/\/(x2 — 12+ 2212, ¢, = Arctan[(1 — x?)/fox].

ga = 20 log(fyx) — 10 log[(x> — 1)2 + f2x?]

G 8ab [0}
1 -1 | 1'5/2
og x 4\
-5
o[\ Tog x
I - -
0o 10 x 10 /2.
(@) (b) © (@
Figure 7-20

Les variations de G et ggp en fonction de x sont illustrées dans les
figures 7.20a et 7.20b. G augmente de O pour x = 0 a un maximum
Gmax = 1 pour x = 1 puis décroit comme fy/x pour x —> 0o. Cest
donc un filtre passe-bande. Les limites de la bande passante sont détermi-

nées par la condition G = Gmax /N2, qui donne x = %[ /4 + fq2 =x fql.
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La bande passante en w est donc [%wo( 4+fqz—fq),

% wo(, /4 + fq2 + fy)1. La largeur de bande fyw, est d’autant plus grande

que fq est grande (c’est-a-dire R est faible). Si R est faible (f; >> 2), la
bande passante est [w,/ fy,wo fq]. La fréquence de coupure inférieure est

basse. Les variations de gqp, et ¢» en fonction de log x (diagramme de Bode)
sont illustrées dans la Fig. 7.20b et 7.20d.

7-3 Nous avons dans ce cas un circuit en T avec Z, = R et Z; égale a

I'impédance équivalente de la self et le condensateur montés en paral-
Iele, soit Z; = jLL/(1 — CLY?). Posons w, = 1/~ LC, fq =woL/R
(facteur de qualité) et x = Q2 /w,. La fonction de transfert s’écrit alors
G— 1 —x?
=1 —x2+jxf,

Le gain en tension G et la phase ¢ sont

o [a-r
VA=) a2

¢ = phase(l — x? —jxfq) = arctan

xfq

x2—1

La figure 7.21a illustre la variation de G en fonction de 2. Le gain
diminue de 1 pour 2 = 0 a 0 pour 2 = w, puis augmente asymptoti-
quement a 1 a haute fréquence. La valeur G = 0 pour Q2 = w, veut
dire qu’il s’agit d’un circuit bouchon ; I'intensité débitée I est alors
minimale. La variation de la phase ¢ est illustrée dans la Figure 7.21b.
Elle diminue de 0 pour 2 =0 a —7/2 pour Q2 = w, et asymptotique-

(—m< ¢ <0)

log Q,
og qu log Q
8av \l]/ log PQ g g
\ g\log W,
2|\
3db log ®,

(@) (b) () (d)

Figure 7-21 a) Le gain G en fonction de €2, b) la phase ¢ en fonction de €2,
¢) et d) diagramme de Bode.La bande passante est la partie grisée de I'axe log €2.
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ment a —7 a haute fréquence. Les figures 7.21c et 7.21d sont le dia-
gramme de Bode pour ce circuit. Le quadripdle est un filtre coupe-
bande. Les pulsations de coupure sont données par la condition

G? = 1/2 ; elles sont donc

Qmi“:%w"[ fq2+4_fq] et Qmax:%WO[ fq2+4+fq]

7-4 a) Si la sortie est ouverte, Z, et Z, sont en série. Elles sont équiva-
lentesa Z' = Z, + Z,. Les impédances Z' et Z sont en parallele ; elles
sont donc équivalentes a Loy = Zy(Zy+ 2] (Zy+Z5+ Zy).
L’impédance totale du circuit a I’entrée est

Z.=2,+2, :Zl(zz+Z3+Z4)+Z3(Zz+Z4)
a Zy+Z3+Z,

L’intensité débitée est [, =V./Z,. Lintensit¢ dans Z, est
1,=1.2,/(Z,+ Z,). La tension aux bornes de Z,, c’est-a-dire la
tension de sortie, est donc V = 1,2y =V .Z,Z./Z(Z,+ Z,).
Nous en déduisons que

G- L _ YAV

= V. Z\(Za+Z3+ Zy) + Z5(Zr + Zy)

Comme vérification, si Z, —> 00, nous retrouvons la fonction de trans-
fert du quadripole en 7.

b)Danslecas Z, =Z, = RetZy = Z, = 1/jCw, posant w, = 1/RC
et x = w/w,, nous trouvons

G=1/(1—x2+3jx)

Le gain et la phase sont
1 3x
G=—F—=——, et ¢=arctan—
1+ Tx2 4+ x4 xs—1
G décroit en fonction de x a partir de 1 pour x = 0. C’est un filtre passe
bas. Le gain en décibels est
gdb = 20102(G/Gmax) = —101log(1 + 7x% + x*)

La pulsation de coupure est telle que G = G/ V2 dou x* =
%(«/5 —7)=0,140 et x =0,374. Notons que, si x —> 00,
gap —> —40logx + O(1 /xz). Les variations de G et gq, en fonction
de x sont illustrées dans les figures 7.22a et 7.22b. Celles de gqp et ¢, en
fonction de log x (diagramme de Bode) sont illustrées dans les figures
7.22c et 7.22d.

(—m< <0
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8a)

(b)
Figure 7-22

c¢Danslecas Z, =Z; = RetZ, = Z, = 1/jCw, posant w = xw,, Oll

wo = 1/RC, nous trouvons

g=1/@4+jx)

Le gain et la phase sont
G=1/v16+x2 et ¢=—Arctan(x/4) (—7/2 < ¢ <0)

G décroit en fonction de x a partir de JT pour x = 0. C’est un filtre passe
bas. Le gain en décibels est
gab = 20102(G/ G max) = —101og(1 + x2/16)

La pulsation de coupure est telle que G = G/ V2, dotl x =4.
Notons que si x —> 00, gqp —> 201log 4 — 20 log x. Les variations
de G et gqp en fonction de x pour sont illustrées dans les figures 7.23a et
7.23b et celles de ggp et ¢ en fonction de log x (diagramme de Bode)
sont illustrées dans les figures 7.23c et 7.23d.

2 4 6 8 x Bav log x 0 log x
SN
~Tt/4|--
/2L -

(b) (c) @

Figure 7-23

7-5% Les équations des mailles sont

Zi 1\ +ZcU ) — 12) =& et 2y, + 2ol —Zc(I — b)) = 0
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Cherchons des solutions de la forme I; = A;e!’, nous trouvons I’équa-
tion caractéristique Z;(Zy + Zq,) + 2Zc2Z; + Zc,) = 0. Posant

| o1

Wy = e etw? = g,
! !

W — (W 42w + wi? = 0.

Les pulsations normales sont les racines de cette équation :

cette équation s’écrit

wyy, = T2w? + w2 — Jwd + 4%

et wh =3 [2w? + Wl + Jwh + 4u?]

Si la force électromotrice est £ = &, mej““’ , les amplitudes des courants

sont
w w?+ wg —w?

I, =jc+
! L (w?*— w(zl))(w2 - w%z))

2
w2

I, =3¢~
2 L (w?— w%l))(w2 - w(zz))

et

La tension de sortie est V| = Z; I, et la fonction de transfert est

G= Z 1, o w2w?

& B (w? — w%]))(wz - W%z))

Elle est réelle dans ce cas, a cause de 1’absence d’amortissement (c’est-
a-dire de résistance). Elle tend vers I'infini, si la pulsation d’excitation
tend vers ’'une des pulsations normales (Fig. 7.24a). Le gain G est le
module de G (7.24b). Dans les cas réalistes, la résistance n’est pas nulle
mais faible, G reste fini et il a un maximum si €2 est proche de I'une des
pulsations normales. Le circuit est donc un filtre passe-bande. Si on sup-
prime le condensateur C,, tout en maintenant le fil de connexion, c’est-
a-dire & la limite C, —> 00, w(;) tend vers z€ro et wy, tend vers w'/2 ;
le circuit est alors un filtre passe-bas.

Og) Oy ®

(a) (b)

Figure 7-24  a) lafonction de transfert et b) le gain en fonction de 2.
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7-6* Pour évaluer la réponse impulsionnelle, nous devons d’abord
étendre la fonction de transfert G(v) aux fréquences négatives selon
I’équation G(—v) = G(v)*. La réponse impulsionnelle est la transfor-
mée de Fourier de G(v), ¢’est-a-dire

Vo 0
g(t) = / dve“ G(v) —I-/ dve“'G(v)
- 0 —V

oo W GsinQav
~ G/ dv ! —|—G/ dv e = G NCTD
0 0

s t
sin(x
=2v,G @ 5 X = 27t
X
n/2 _____ I Uindicielle B
1
(sin x)/x
0 1\2 3 4 x/n 0 m 2n3m4n of
(@) (b)

Figure 7-25 a) Lafonction (sin x)/x,la fonction Six et b) la réponse indicielle en fonction de w, 1.

La réponse indicielle est la réponse a la tension d’entrée égale a
I’échelon ; c’est la convolution de la fonction g(¢) et la fonction échelon

[voir I’équation (7.30)] :
Upg(t) = / drg(no(t — 1) = / drg(7)

o0

_G [ /f dein(wOT) N /0 dein(wor)} ’
T 0 T —00 T

G wol  gin ®  sin Grm .
= — [/ dg—g + df—g} = — [— + Sl(wot)]
7 LJo 3 0 13 m L2

ol nous avons posé w, = 27V, fait le changement de variable £ = w,T
et introduit la fonction

. Y o siné
= d _—
S10) /0 : 3

appelée intégrale de sinus. Elle est nulle pour x = 0 et elle tend vers
m/2 si x —> oo. Elle est impaire en x comme on peut le vérifier faci-
lement. Les fonctions (sin x)/x et Si x sont représentées dans la figure
7.25a. La réponse indicielle u(t)ing est illustrée dans la figure 7.25b.
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En absence de coupure w, —> 00, la réponse tend vers GO(t) (avec
0(0) = 1/2), comme prévu.

7-7% La réponse impulsionnelle est la transformée de Fourier de la fonc-
tion de transfert. Dans le cas du premier circuit G, n’est pas suffisam-
ment décroissante pour x —> 00. Nous la multiplions par un facteur de
décroissance approprié, tel que e~"/“! et nous prenons 7 = 0 a la fin du
calcul, alors

00 1 ‘ o . '
gl(l) =/ dv el :/ dwjil{oeﬂ]\wle]wt

00 1 +jx 00 W — JWo

L’intégrant a un pole en jw,. Si # est positif, nous complétons 1’axe des w
réels par un demi-cercle C* de grand rayon dans le demi-plan supérieur
(Fig. 7.26a) ; car sur C la fonction el’ = elf(P cos oHipsind) __, () Le
pole est a I’intérieur de ce contour décrit dans le sens positif et son résidu
est —jr e Mwole=w! e théoréme des résidus donne alors (en prenant
la limite n — 0)

8, (1) = 2jm x résidu = wee ! (sit > 0).

En revanche, si ¢ est négatif, nous complétons I’axe des w réels par un
demi-cercle C~ de grand rayon dans le demi-plan inférieur
(Fig. 7.26b). Aucun pdle n’est a I’intérieur de ce contour et I'intégrale
est nulle.

U SO jo, 1
C’;/ ~. A B
/ ' 0 i
/ \ /
/! jo \ \ /
/ \ ,
| ° \ AN /C
-' — ', \\\ ///
A o] B S - -
(a) (b)

Figure 7-26 Evaluation de la réponse impulsionnelle g, (f) par intégration complexe.

Dans le cas du filtre passe-bande RLC de fonction de transfert 92’ ou

X = w/w, et w, = 1/4/LC, nous posons & = W~/ 1 — 2. La réponse
impulsionnelle s’écrit

8,(1) = / dvg,W)e = / e

v - 2
00 o 1 +2ex —x
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00 23 )
g,(0) =f dv= T e
=2 oo 1 + 2jex — x2
_ /‘” dw|: C:}"i_jgﬁf)o N C:J‘l‘jcf(«.t)o ]e,m
270 J_ oo W—Ww—JeW, W+w—Jjew,

L’intégrant a deux pdles en =& + jew,, tous les deux dans le demi-plan

complexe supérieur et de résidus respectifs rE =

(@ = jew,) of Eotiewn),

* Si ¢ est positif, nous complétons I’axe des w réels par un demi-cercle
C™ de grand rayon dans le demi-plan supérieur, nous trouvons alors

_ . _-% + —
8, = +2]7T< sz) Gt +r)
= 2w, [cos(Wt) — e(wo /@) sin(@wt)]e !

On peut écrire aussi

gz(t) :2(swg/d))e_5‘*’°’ cos(wt 4+ a) ot v=Arctan(ew, /@) (sit > 0).

* En revanche, si ¢ est négatif, nous complétons 1’axe des w réels par

un demi-cercle C~ de grand rayon dans le demi-plan inférieur.
Aucun pole n’est a I'intérieur de ce contour et I’intégrale est nulle.

Les figures 7.27a, b et c illustrent respectivement le signal d’entrée
impulsionnel et les fonctions g | (1) et gz(t). Elles montrent la défor-

mation du signal sous I’effet des régimes transitoires du circuit carac-
térisés par la pulsation wy.

u,(t) = 8(1) o,
&)

0 t o0 t

(a) b)
Figure 7-27  a) Signal d’entrée impulsionnel b) réponse du filtre passe bas ) réponse du filtre

passe-bande et d) réponse du filtre passe-haut.

7-8* L’ équation de ce circuit est

L(di/dt) + Roi + ai* = €.
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Séparant les variables et intégrant, nous trouvons

dt /l‘ di o1 Yi+14+/1+ 51— /140
_——= 7:> =In
o L 0 i+ Ryi—& Yi+1l—J1+5 1+J/1+03

oll v =2a/R,, B =4aE/R2 et § = (R,/L)y/T + 3. Résolvant pour i
nous trouvons
G e — 1 28 th(t)
I = — =
yet — 14 (2 + 1)/T+ B Roth(dt) +/T+ 5

La tension aux bornes de cette résistance non ohmique est

th(5t) +4a52 ( th(5t) )2
th(6t) +/1T+ 5 R2 \th(dt +/1T+ [

La réponse indicielle correspond a £ = 1, donc

th(ér) 4a th(ér) :
Veind(0) = 2t 4 [
th(or + 1+ 03  R; \th(dr) + 1+

Dans le régime permanent (f —> 00), th(dr) — 1 et, par conséquent,
. 2E 1
j— —

Ry 1+J1T+p3
Dans le cas d’une résistance ohmique (o« =0), 5 =0 et d = R,/2L ;

nous retrouvons le résultat prévu pour un circuit RL

i = (E/Ry)(1 — e~ R/l

Vi=Ryi+ai? =2¢&

avec la valeur limite i = £/R,.

Si Ry —> 0, B=4aE/R? >> 1 et § —> +/a&/L. Nous trouvons la
solution

_ 2 th(dr) \F (@)
== 7 5 [T X
R, th(é1) + /3 « L

i tend rapidement vers /&/a.



Indications pour les questions
de réflexion

CHAPITRE 1

1. Pensez a la loi de conservation de I’énergie et a la relation du poten-
tiel a I’énergie potentielle (section 1.3), au travail du champ et au tra-
vail a effectuer pour déplacer la charge. Vous devez trouver un travail
de 10~* J indépendamment du chemin.

2, Dans quelles conditions un mouvement est-il rectiligne et uniforme
et dans quelles conditions est-il seulement rectiligne ? Cela est-il pos-
sible dans le cas d’un champ électrique uniforme ? Est-il possible dans
le cas d’un champ magnétique uniforme ? Vérifiez que les forces d’un
champ électrique et un champ magnétique uniformes se compensent si
les champs sont perpendiculaires I’un a I’autre et a la trajectoire et que
E = vB. Comment la particule chargée doit elle étre lancée ?

3. Analysez la superposition des champs entre les deux plans chargés
et a 'extérieur. Choisissez des axes de coordonnées convenables. Vous
pouvez utiliser les équations différentielles (1.10) pour déterminer V a
chaque point ou la relation intégrale (1.13) avec A et B sur les armatu-
res. Vérifiez que le résultat des deux méthodes est le méme.

4. Quelle est la seule source d’énergie possible dans ce systeéme ? Il n’y
a pas de forces de contact pour transférer 1’énergie ; elle ne peut donc
étre transférée que par le champ. Si le champ B varie il y a un champ
électrique induit et, par conséquent une onde électromagnétique qui
transmet I’énergie !

5. Pensez a la loi d’induction (1.29) et la relation (1.30). £ est égale a
100V si, par exemple, / diminue uniformément a 0 en 1,5 s. L’effet est-
il le méme lorsqu’on coupe le courant ?

6. Que devient la d.d.p. (1.31) induite dans la bobine, si I’intensité est
constante ? Vous devez ajouter I’énergie dissipée par effet Joule et
I’énergie emmagasinée (voir la section 1.6). Dans le cas d’un conden-
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sateur vous devez considérer le cas ou il se charge et le cas ou il se
décharge. Déterminez le sens du courant dans chaque cas. Un courant
constant peut-il passer dans un condensateur ? Considérez la variation
de I’énergie emmagasinée dans le cas d’un courant variable (sec-
tion 1.4).

CHAPITRE 2

1. Supposez que E est uniforme. Utilisez 1’une des relations (1.10) ou
(1.13) et montrez que V = EL. Un conducteur en équilibre peut-il
avoir des points a des potentiels différents ? Les charges positives se
déplacent-elles ?

2. Pensez a I’effet Joule et la possibilité d’évacuer la chaleur dans un
fil fin et dans un fil épais.

3. Si le courant est alternatif, il en est de méme pour le mouvement des
charges. L’énergie ne peut pas donc étre transportée par les charges
(comme énergie cinétique, par exemple). Pensez a un transfert de
I’énergie au moyen de I’onde électromagnétique (exactement comme
dans le cas de la lumiere).

4, La densité de charge totale dans un conducteur est nulle et la den-
sité de courant est la somme des densités de courant des charges de
divers types.

5. Est-il nécessaire que les champs s’établissent a la vitesse du mou-
vement des charges ? Si c’est le cas I'appel téléphonique mettrait
quelques 10%s & 32 ans pour arriver ! En fait il met 3,3 ms. Des voi-
tures, arrétées a un feu rouge a 5 m 'une de I’autre, peuvent-elles se
mettre a rouler presque en méme temps lorsque les automobilistes
voient la lumiere du feu tourner au vert ?

6. Les charges peuvent-elles étre produites ou détruites ? Est-il néces-
saire que le méme électron sorte de la borne négative et entre par la
borne positive pour que le courant s’établisse ? Comparez avec le mou-
vement des enfants formant une ronde. Dans le cas d’un courant alter-
natif, un électron oscille pres de sa position d’équilibre sans parcourir
le circuit.

7. En réduisant la longueur, comment varie la résistance ? Comment
varie la chaleur dégagée si le réchaud est branché sur la méme ten-
sion ?
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8. Faites I’analogie charge <— quantité de chaleur, o <— kr et
AV «<— AT. Cela veut dire que les électrons peuvent jouer des roles
semblables dans les deux effets.

9, Intégrer la densité de puissance pj> sur le volume du conducteur.

10. Pensez aux expressions P = V2/R et P = V1. Si on divise V
par 2, on divise P par 4 ; I'intensité lumineuse est alors tres faible et
plutot rouge. Si on multiplie V par 2, on multiplie P par 4 ; la lumiere
et alors intense et probablement le filament fond car la chaleur ne peut
pas étre évacuée. Si on branche les deux lampes en série sous 220 V
les résistances s’ajoutent et la puissance devient P = V2/(R; + R;),

qui est toujours inférieure & V2/R; 4+ V?/R,. On obtient donc moins
de lumiere.

11. Comment la résistance varie-t-elle avec la température ? La puis-
sance de la lampe, branchée sur la méme tension, est-elle plus grande
ou plus faible lorsque le filament est encore froid ?

12. Pensez a la loi d’Ohm E = pj. Si les porteurs de charge sont initia-
lement mis en mouvement par une perturbation quelconque, y a-t-il
une force pour les freiner ? Si E = 0, que pouvez-vous dire du poten-
tiel V?7SiV =0 et R =0 quelle serait la valeur de 1 ?

13. Supposons que V augmente, que pouvez-vous dire des variations
de I, de la température T, de la résistance R et de la pente 1/R de la
tangente a la caractéristique ?

14. Si V augmente, comment la pente de la courbe varie-t-elle ? Que
pouvez-vous dire de la variation de R. Pouvez-vous expliquer cette
variation par I’échauffement de la lampe ? Lorsqu’on ferme 1’interrup-
teur, R est faible (car la lampe est encore froide), est-ce que la puis-
sance est plus grande ou plus faible ? Avec I’échauffement, la résis-
tance devient grande et le courant passe dans la branche du condensa-
teur. Lorsque celui-ci est chargé, le courant repasse dans la lampe (qui
s’est refroidie) et ainsi de suite.

15. On avertit de la haute tension car I’intensité peut €tre grande si la
résistance du conducteur est faible. On peut tendre la main a une per-
sonne €lectrocutée ou toucher un cable haute tension, si on est isolé du
sol (en portant des chaussures bien isolantes, par exemple). Si un
oiseau se pose sur une ligne haute tension, la d.d.p. entre ses pattes est
faible et le courant dans son corps est tres faible.
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CHAPITRE 3

1.A,~2,5mV,A, ~ 1,5mVetT ~ 6 x 10725, donc v~ 17 Hz. V;
est en avance de phase sur V,, car le maximum V) précede celui de V,
de At~ 1 x 1072s. Son avance de phase est donc ¢ = 2m(At/T)
soit &~ 1 rad.

2. On augmente ou on diminue sa phase de 7. On utilise la relation
sin § = cos(f — 7/2).

3. 1l faut que [ soit dirigé vers ’armature qui porte la charge Q.

L’amplitude est Oy, = A/w et la phase est ¢ = ¢ — /2.

|
4, x = A cos(wt + @) avec A=(524+10>4+2 x 5 x 10 x cos(1/6)]2
= 14,5 et ¢ = Arctan 0,174 = 0,173 rad.

5.
2j -3j -5 1/(2j) V2 | 3-4j |3)a-3)
p 2 3 5 12 V2 5 1
¢ (rad) | 7w/2 —m/2 s —m/2 w2 |-0,927 /2

6. Voir la section 3.4. Si u = A cos(wt) + B cos(wt + ¢) on trouve
Ueir = (+ A2+ 1 B> + AB cos ¢)'/2. Si on supprime Dalternance

négative, la valeur efficace est divisée par +/2. Si on redresse un cou-
rant sinusoidal, la valeur efficace ne change pas.

7. Voir la note (3) du chapitre 2. Les équations linéaires sont :
u—3u=0, i—4u=0, i—4u=0, i+2u—4u=0
L’équation ii — 4u = 5 n’est pas linéaire au sens strict, mais 1I’équation
sans second membre i — 4u = 0 Dest.

8. Analyser I'homogénéité des équations V = LI et Q/V = C. En
déduire les équations aux dimensions [Q] = [LC I1=[LC Q/T?], donc
[LC]=[T?]. Si Q = Q, cos(wt), I'intensité est I = —wQ, sin(wt).
Les énergies sont donc Ug) = (Q2%/2C) cos’(wt) et Upy =
(Qg/2C) sin®(wt) . Voir la section 3.5.

9. Voir la section 3.5.
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10. Voir I’équation (3.75) et la discussion qui la suit. Le nombre d’os-
cillations que le circuit subit est ~ f, = 6.

11. Voir la section 3.6.

CHAPITRE 4

1. Voir la section 4.2.

2. Nous trouvons respectivement pour le premier et le second dipdles
Va—Vg=RI+LI—Q/C et Via—Vg—=—RI—LI+Q/C

L’impédance ne dépend ni de 1’ordre des éléments ni du sens du cou-
rant.

3. Il est équivalent a une résistance R si Lw = 1/Cw.

Lo

1/Cw

Figure QR-1

4. Utiliser le champ E = V/d, la loi d’ohm j = o F puis le cou-
rant de fuite / = Sj. Utiliser les expressions de R et C et vérifier
que RC =¢/o.

5. Voir la section 4.5. L’équation 4.45 donne

<P >=(V%/Z)cos ¢, = (V}/2Z)(R/Z) = %RVH%/(R2 + X?)

< P > ne peut pas étre négative. Elle est nulle si R = 0.

6. Voir la section 4.7 : £ =rZ. Les puissances non électriques
nécessaires pour faire fonctionner une source de tension et une
source de courant sont respectivement

Psr=El=VI+rl? et Psc =VI+r(Z—1)?
Leurs effets Joule internes sont respectivement
U(J)’ST =rl*> et U(J),SC =r(T - 1)2



222 Indications pour les questions de réflexion

La puissance qu’elles fournissent au circuit extérieur est VI (voir la
section 4.7).

CHAPITRE 5
1. Voir la section 5.2 :

¢, = Arctan[(LQ — 1/CQ)/R] et Z =[R>+ (LQ — 1/csz)2]%.

LQ |[1/CQ CcQ |[1/LQ
1/CQ |[1/CQ

o }LQ -1cQ ‘ T }
R R TR
() () ©

Z

Figure QR-2 a) Diagramme de Fresnel pour 'impédance d'un circuit RLC série
b) méme diagramme a la résonance
c) Diagramme des admittances d'un circuit RLC paralléle.

Dans le cas d’une résistance R, une self-inductance L et un condensa-
teur de capacit¢ C montés en parallele, ce sont les intensités qui
s’ajoutent / = V(1/R —j/L2 4 jCS2). On trace alors le diagramme
de Fresnel pour les admittances (Fig. QR-2c). Connaissant Y, on
détermine / en utilisant la relation / = VY.

2, En multipliant les vecteurs de la figure QR-2a par I,,, on obtient le
diagramme de Fresnel pour les tensions. £ est en phase avec la d.d.p.
aux bornes de la résistance Vg = RI si ¢ =0, c’est-a-dire
LQ—1/CQ =0 (donc a la résonance Q2= 1/+/LC) (voir la
Fig. QR-2b). Le maximum de Vg = &, cos ¢ est égal a &, a la réso-
nance. Vi peut avoir un module plus grand que &, si 2L > CR? et
Q% > 1/(2LC — C?R?). V¢ peut avoir un module plus grand que &,
si2L > CR?>et Q> <2/LC — R*/L?.

3. Voir la section 5.2. I = Iy, cos(Q2t — ¢p) ol

Imn=&/VR2+(1/CQ — LQ)? et ¢; = Arctan[(LQ — 1/CQ)/R].
Les variations de I, et ¢; sont illustrées dans la Fig. QR-3.
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L (I)I
-------- En MQ-1/CQ /2
LQ-1/CQ>0
0 R
LQ-1/CQ <0
o0 R —T/2

Figure QR-3 I, et ¢ en fonction de R dans un circuit RLC forcé.

4, Voir la section 5.3. Pour § << Wy, QOmax ~ Em/2L0w, et Qg = CEy,.

5. Voir la section 5.3. La sélection d’une émission radio est une appli-
cation de ce résultat. Pour étre trés sélectif, la résistance R du circuit
doit étre faible.

6. Voir la section 5.4. < Ugymy > reste constante car le circuit revient
périodiquement au méme état. Ce n’est pas le cas pendant le régime
transitoire.

7. Si le nceud N est situé entre les points A et A,, vérifiez que le théo-
reme de Millman se réduit a (V) — VN)/Z1 + (Vo — VN)/Z,, C’est-a-
dire I} + I = 0. Si les points Aj, Aj, ... sont confondus en A, on
trouve que Vi — Va est la méme sur toutes les branches.

8. Voir la section 5.7. En appliquant ces théorémes a des générateurs
montés en série et des générateurs montés en parallele, vous trouvez
les résultats exprimés par les équations (4.67) et (4.72).

CHAPITRE 6

1. Voir la section 6.1 pour les définitions. Un générateur ne peut pas
débiter une intensité et une puissance illimitées et un récepteur ne peut
pas consommer 1’énergie finie du circuit en un temps infiniment court.
Le régime permanent ne dépend pas des conditions initiales ?

2, Utilisant I’homogénéité des équations V = Rl et V = Q/C, véri-
fier que RC est homogene a Q/1, c’est-a-dire un temps. Dans le cas de
I’établissement du courant, par exemple, I est donnée par (6.20), alors
1(0) = (E /TR). Ecrire I’équation de la tangente a I’origine et vérifier
qu’elle rencontre 1’asymptote / = (£/R) au point t = 7.
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3. Utiliser ’homogénéité des équations V = LI et V = [ R.
4, Le circuit n’a pas une source d’énergie mais il a une énergie emma-
gasinée.

5. Penser au fait que la puissance d’un générateur est toujours finie

CHAPITRE 7

1. Voir la section 7.1 pour les notions de systemes de transmission
linéaires et stationnaires et la section 7.2 pour les notions de fonction
de transfert, gain etc.

2. Pensez a la définition de la valeur efficace par ugff =<u’> etala
définition de la bande passante.

3. Utilisez 1’équation (7.21) pour montrer que, si V. est réelle, sa fonc-
tion spectrale A, (v) vérifie la condition A_(v)* = A.(—v) et de méme
pour V (t). Utilisez ensuite la relation (7.23) pour établir que
G(w) = G(—w)*. Ecrivez que G(w) = G(w)el*™@ et en déduisez que
Gw) = G(—w) et p(w) = —P(—w).

4, Pour sélectionner 1’émission désirée, le systeme doit étre un filtre
passe-bande de bande passante étroite.

5.1l n’y a aucun courant dans Z; ; la tension de sortie ne dépend pas
donc de Z;. Si Z, et Z, sont de méme nature, G(£2) est réelle et indé-
pendante de w, si Z; et Z, sont des éléments simples.

6. Si le filtre est linéaire, le signal de sortie qui correspond a
Vei1+ V., est

Vo) + V5 = AG@ET 4 BGW)eIW ).
[l n’est pas proportionnel au signal d’entrée ; il y a donc déformation.
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ANNEXE A : QUELQUES RELATIONS MATHEMATIQUES

A.1 Fonctions exponentielles et hyperboliques

Les fonctions exponentielles et hyperboliques ont les propriétés suivan-
tes

iex=e)‘, e’ —1+x+x—2+£---
dx 20 3!
sh(x) = 1(e - _x)—£+£+£+
2 5!
1 _ x2 x4
ch(x) = —(e +e")_1+E+Z...
sh(x) 1 L, 25 17 7

th(x) =

—X — =X —x> = —x'...,

ch(x) 1 3 15 315
ch®(x) —sh?®(x) = 1

A.2 Logarithme népérien et logarithme décimal

Le logarithme népérien de x et le logarithme décimal de x sont respecti-
vement les fonctions inverses de x = e” et x = 107

y=Inx et y=logx ou e=2,71828... (constante d’Euler)
IIs sont liés par les relations :

logx =loge x Inx =~ 0,43429In x

Inx =1n10 x logx ~ 2,3026 log x

Leurs principales propriétés sont :

d 1 d
In(x*y?) =alnx 4+ flny, —Inx=— et @ Inx
dx X X
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A.3 Nombres complexes

Un nombre complexe (désigné par un symbole souligné) est de la forme :
z=x+jy= ou j=-1 x =TRez et y=Imz.

Relation d’Euler : e/ = cos ¢ +isin¢

Représentation exponentielle :

Z=x+]jy = pcos¢ +jpsing = pel”

x=pcos¢, y=psing, tg¢=§, p=lzl = Vx*+y?
p estle module de z et ¢ est son argument (défini a 27 preés) ou sa phase.
A.4 Fonctions trigonométriques

(e — e I¥) x x x

sinx = % 1!—§+§...,
ejx —jx 2 4
cosx:wzl—x—+x—...
2 2! 4!
sin x 13 2 5
tg(x) = =x+=-x"4+—=x"...+ (x| < 7/2),
cos X 3 15

cos?(x) — sin®(x) = 1

cosx = sin (g - x) = —cos(m — x)

sinx = cos (x — g) = sin(m — x)
sin(x = y) = sinxcosy £ cosxsiny,
cos(x = y) = cosxcosy Fsinxsiny
sin(2x) = 2 sin x cos x

cos(2x) = 2cos?x — 1 = 1 — 2sin’x

t +t 2t
g y) = —-— 2 gn) = 2
lFtgx-tgy 1 —tg’x
X+y X—y

cosx + cosy = 2cos cos

2
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L xXx+y | y—x
COSX — cosy = 2sin sin 5
. . . x=x X sin(x &
sinx £ siny = 2sin ycos T tgx:ttgy:M
2 COSX COS Y
ANNEXE B : UNITES ET CONSTANTES PHYSIQUES
B-1 Préfixes des unités
10" 10’ | 10" | 102 10° 106 103 102 10!
Préfixe | exa- | péta- | téra- | giga- | méga- | kilo- | hecto- | déca-
(E) (P) (T) (@) (M) (k) (h) (da)
10" 107" 1072 103 | 10° 10° | 102 | 107" | 1078
Préfixe | deci- | centi- | milli- | micro- | nano- | pico- | femto-| atto-
(d) (0 (m) () (n) () () (atto)
B-2 Quelques unités fondamentales
Grandeur Longueur Temps Masse Intensité Température
Unité métre seconde |kilogramme| ampere kelvin
fondamentale (m) (s) (kg) (A) (K)
B-3 Quelques unités dérivées
Quantité Dimensions Unité (Abréviation)
Fréquence v=[T"1 hertz (H)
Vitesse V1=[LT™ " m/s
Accélération [al=[T"2 m/s2
Vitesse angulaire wl=[T"1 rad/s
Force [F]=[MLT 3 Newton (N)
Masse volumique [my] =L~ kg/m3
Travail, énergie (U] = ML2T7? joule (J)
Puissance [P] = [ML2T—3] watt(W)
Masse molaire [mole™ "] kg/k mole
Quantité d'électricité [Q=[TN coulomb (C)=1As
Différence de potentiel ou fém | [V] = [LPMT 371 volt (V)
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Quantité Dimensions Unité (Abréviation)
Champ électrique [E] = [LMT 3171 V/m
Capacité [Cl=[L"2M~'T*12] | farad (F)
Permittivité électrique [l =[L3M 1 T4 F/m
Résistance [R] = [L2MT 3172 ohm (Q)
Résistivité A =[L3MT 31723 Qm
Conductivité électrique el=[L3M 732 | Q'm™!

Flux magnétique (o8] = [L2MT~217"] | weber (Wb)
Champ d'induction magnétique | [B] = [MT 217" tesla (T) = Wb/m?2
Inductance L] =[L?MT 2172 henry (H)
Perméabilité magnétique [l = [LMT 2172 H/m

B-4 Quelques constantes physiques

Vitesse de la lumiere (valeur exacte) ¢ = 2,997 924 58 x 108 m/s
Constante de gravitation universelle G = 6,672 59 x 10~ N.m?%/kg?
Accélération de gravité (standard) g = 9,806 65 m/s?

Une année sidérale = 365,256 jours

Température normale T,=273,16 K

J=4,1855(4) J/Cal

N, =6,0221367(36) X 1023 mole™!
k=1,380 658 (12) x 103 J/K
e=1,602 177 33 (49) x10719 C
eV =1,6021892(46) x 10719 J
h=6,626 075(40) x 1034 I.s
m, =9,109 389 7(54) x 10! kg

Permittivité électrique du vide & = 8,854 187 817 x 10712 A%s* /kg m?
1/41'(80 =8,987 551 787 x 1072 N.m2.C2
U, =41 x 107 kg m/A%s?

Equivalent mécanique de la calorie
Nombre d’ Avogadro

Constante de Boltztmann
Charge élémentaire
Electron-volt

Constante de Planck
Masse de 1’électron

Perméabilité magnétique du vide
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admittance, 94
amplitude complexe, 55
association

de récepteur, 113

des générateurs, 108

bande passante 138, 191
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diagrammes de, 192

C

caractéristique, 37
champ

d’induction magnétique, 12

électromoteur, 103

électrique, 5

conservation, 3

quantification, 3
charge, 3

électrique, 1
chargement d’un condensateur, 171
circuit

LC, 60

LCR, 63

RC, 170

RL, 173

RLC forcé, 133

RLC, 175
condensateur, 11
conducteur

ohmique, 31

non ohmique, 37
conductivité, 29

constante d’atténuation, 65
Coulomb, 2

courant sinusoidal, 49
critique, 65

D

décharge d’un condensateur, 172
décrément logarithmique
coefficient de, 68
densité de courant, 26
diode
a effet tunnel, 115
a jonction, 114
régulatrice de tension, 114
dipole
électrique, 87
linéaire, 90
non linéaire, 114
association(s), 95
diviseur de tension 98
Drude
formule de, 32
dualité, 150

E

effet thermoionique, 39

énergie
électromagnétique, 62, 69
électrostatique, 10
magnétique, 15

équation caractéristique, 64, 89

F

filtre, 187, 194, 195
coupe-bande, 192
fonction de transfert, 189



230 Index
linéaire, 189 Millman
passe-bande, 192, 195 théoreme de, 142
passe-bas, 192, 194 module, 54
passe-haut, 191, 194

. . N
stationnaire, 188
actif, 188 neeud, 132
fonction de transfert, 193 efquatlon de, 142
fonctionnement regle de, 91
point de, 89 Non?n .
force théoreme de, 146
contre-électromotrice, 112 (o)
électromotrice, 104 Ohm
G loi d', 31
gain, 190, 192 oscillateur, 65
en décibels, 192 P
générateur parallele
convention, 88 montage en, 97
autonome, 143 phase, 50, 54

H
Hertz, 49

impédance
réelle, 92
induction, 13
intensité de courant, 26

J
Joule
effet, 33, 59
K
Kirchhoff
regle de, 140
Kirchhoff
regles de, 90
L
linéaire, 52
M

maille(s), 132
courant de, 148
équation de, 140
regle des, 91

potentiel, 6
électrostatique, 6
pseudo-pulsation, 67

puissance
apparente, 102
d’un générateur, 105
d'un récepteur, 112
électrique, 99
puissance
facteur de 101
pulsation, 50

propre, 64
Q
quadripole, 188
en7, 193
qualité
facteur de, 69
R

réactance, 94
récepteur(s), 111
convention, 88
réciprocité, 148
régime
permanent, 168
transitoire, 168
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quasi stationnaire, 28 source
rendement, 105 de courant, 107

d’un récepteur, 112 de tension, 103
réponse 197, 198, 199 superposition

a un signal, 197 principe 53, 90

impulsionnelle, 198
indicielle, 199
représentation
complexe, 53, 134
de Fresnel, 51, 133
trigonométrique, 51

supraconductivité 35

systeme, 199

intégration complexe, 200
non linéaire, 199

résidus T
théoreme des, 201 température

résistance, 28, 30, 94 coefficient, 34
dynamique, 89 thermistances, 35
statique, 89 thermométrie, 39

résistivité, 29
résonance, 135
largeur de, 137
S

self-inductance, 14

Thévenin
représentation, 106
théoreme, 145

Vv

série valeurs efficaces, 59
montage en, 95 varistance, 115
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