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AVANT-PROPOS

Ce recueil propose plus de 800 problèmes de divers niveaux se rapportant pour
l'essentiel à la mécanique quantique non relativiste. Il est destiné aux physiciens,
étudiants et thésards, expérimentateurs et théoriciens.

Les problèmes illustrent suivant les cas, les principes de la mécanique quantique, les
instruments mathématiques ou les exemples d'application concrètes, essentiellement
en physique atomique, en physique nucléaire et en physique des particules. Outres
les problèmes traditionnels de la mécanique quantique, le recueil comprend un grand
nombre de problèmes nouveaux inspirés par les derniers développements de la
mécanique quantique et par ses multiples applications physiques. Une tel ouvrage est.
en fait un complément naturel des manuels de mécanique quantique tels que ceux de
L.D. Laundau et E.M. Lifchitz, de Cl. Cohen-Tannoudji, B. Diu et F. Lalöe ou de
A. Messiah.

Tous les problèmes proposés sont corrigés souvent de façon détaillée. Les solutions
permettent une acquisition pratique des connaissances théoriques.

Ce livre est une traduction améliorée du " Recueil de problèmes de mécanique quan-
tique " de V.M. Galitsky, B.M. Karnakov et V.I. Kogan (publié par Nauka en russe),
problèmes qui furent proposés aux étudiants de l'Institut des ingénieurs et des phy-
siciens de Moscou.

Le lecteur dispose pour optimiser son travail la liste des notations les plus courantes
et des valeurs numériques des constantes nécessaires à la résolution de problèmes de
physique de l'atome et du noyau. Notons que, dans ce livre, on utilise le système
d'unités CGS qui est mieux adapté à ce type de problèmes. Une annexe fournit les
résultats des problèmes de mécanique quantique de l'oscillateur linéaire, de l'atome
d'hydrogène et un complément sur certaines fonctions spéciales (les harmoniques
sphériques, les fonctions de Bessel, etc).

L'ouvrage sera particulièrement utile aux étudiants de physique de second et troisème
cycle (les exercices correspondant au niveau du troisème cycle sont marqués par une
étoile) mais également à tous ceux qui sont concernés par la mécanique quantique.



SYMBOLES ET CONSTANTES

SYMBOLES

La signification des symboles utilisés est expliquée soit dans les énoncés soit dans la
solution de chaque problème. Il existe, toutefois, un certain nombre de grandeurs
pour lesquelles on a utilisé des notations standards. Les notations de ces grandeurs
dans tous les cas où cela ne conduit pas à des ambiguïtés n'ont pas été expliquées
dans le texte.

symbole d'opérateur ou de matrice
/ l'opérateur transposé de l'opérateur /
/* l'opérateur complexe conjugué de l'opérateur /
/t l'opérateur conjugué hermitien de l'opérateur /
(2ï(|/|'n) = /„;„ = /„" élément matriciel de l'opérateur /
=f^f^ndr
oc symbole de proportionnalité
~ symbole d'ordre de grandeur
'^/(ç) dans la notation de la fonction d'onde, q désigne en général

l'ensemble des variables de la représentation utilisée, tandis
que f représente les valeurs propres des grandeurs physiques
ou bien les nombres quantiques de l'état considéré

'i!^''' fonction propre de l'oscillateur harmonique
e charge de la particule1

c vitesse de la lumière
I I hamiltonien
E énergie
E, B intensité des champs électrique et magnétique.
A potentiel vecteur
U énergie potentielle (potentiel)
V opérateur perturbation

1 Mais s'il s'agit d'une particule réelle (électron, proton, noyau atomique, etc.), e désigne la charge
élémentaire e W 4,80 x lU"10 CGS (de sorte que la charge de l'électron vaut —e, celle du proton
+e, celle du noyau atomique Ze, etc.).
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d moment dipolaire
do rayon de Bohr
Si déphasage
cr matrices de Pauli
w, W probabilité de transition, probabilité de transition par unité

de temps
Z , Ze charge du noyau
R rayon du potentiel
m, M masse, nombre quantique magnétique
11 masse, moment magnétique
A nombre atomique du noyau
p, P impulsion
k vecteur d'onde
LJ fréquence (pulsation)
/, L, j , J moment (orbital, total)
s, S spin
Ji,(z) fonction de Bessel
H n ( x ) polynôme d'Hermite
Ylm(8, y) harmonique sphérique

CONSTANTES

La résolution des nombreux problèmes de physique atomique, de physique molécu-
laire et de physique nucléaire nécessite des calcul numériques destinés à comparer les
solutions aux données expérimentales (figurant dans les énoncés). Pour faciliter les
calculs, on donne ici les valeurs numériques des principales constantes physiques2.

Constante de Planck h = 1, 054 x 10~27 erg x s
Charge élémentaire e = 4, 80 X "lO"10 unités CGS
Masse de l'électron m^ =. 9, 11 x 10~28 g
Vitesse de la lumière c = 3, 00 x lO"10 cm/s
Rayon de Bohr (unité de longueur atomique) «n = 0, 53 x lO"8 cm
Unité atomique d'énergie m^e4/^2 = 4, 36 x lO"11 erg 27,2 eV
Unité atomique de fréquence m^c4 /h3 = 4, 13 x lO10 s~1

Unité atomique d'intensité du champ électrique e/n^ = 5, 14 x 109 V/cm
Constante de structure fine a = e2 /hc = 1/137
Masse du proton m? = 1836me = 1,67 x lO"^4 g
Différence de masses entre neutron et proton m,, — »Hp w 2, 5m^
Energie au repos de l'électron m^c2 = 0,51 MeV
Rayon du noyau R w 1,2 x lO"13/!1/3 cm
1 eV = 1,60 x 10-12 erg

2 Ces valeurs sont approchées ; pour plus de précision voir les ouvrages spécialisés.



CHAPITRE 1

OPÉRATEURS EN MÉCANIQUE QUANTIQUE

1.1 NOTIONS GÉNÉRALES DE LA THÉORIE
DES OPÉRATEURS LINÉAIRES

1.1. Soit les opérateurs suivants (—00 < x < +00) :
a) réflexion R : R'îi(x) = f ( - x ) ;
b) translation Ta : Ta'9(x) = ̂ {x + a) ;
c) changement d'échelle Me : Mc^i{x) = ̂ /c^Çcx), c > 0 ;
d) conjugaison complexe K : K''S(x) = \S'*(x).

Ces opérateurs sont-ils linéaires ?

Chercher la forme des opérateurs, qui par rapport à ceux mentionnés, sont : trans-
posés, complexes conjugués, conjugués hermitiens, inverses.

1.2. Chercher les opérateurs qui sont transposés, complexes conjugués et conjugués
hermitiens des opérateurs suivants :
a) i d / d x , (—00 < x < +00) ;
b) i 9 / 9 r , où r est la variable radiale du système de coordonnées sphériques (le

domaine de variation de r est 0 < r < oo).

1.3. Pour un opérateur linéaire1 arbitraire L montrer que :
a) ( î + ) t = 2 ;
b) les opérateurs L^ L et LI^ sont hermitiens ;
c) les opérateurs L + £t et i(L — L^) sont hermitiens.

1.4. Montrer que si l'opérateur C est hermitien, l'opérateur G = ACA^ l'est égale-
ment.

1 Dans la suite tous les opérateurs sont supposés "linéaires" et le terme linéaire sera omis pour
abréger.
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1.5. Montrer qu'un opérateur arbitraire F peut, être mis sous la forme F = A -f- i.H,
où A et B sont des opérateurs hermitiens.

1.6. Montrer que si les opérateurs A et. B sont hermitiens, les opérateurs AB + HA
et i(AB — B A) le sont également.

1.7. Soit un opérateur F non hermitien, dans quel cas l'opérateur F2 est-il hermitien ?

1.8. Montrer que les opérations algébriques sur les commutateurs possèdent la pro-
priété de distributivité, autrement dit que le commutateur de la somme est égale à. la
somme des commutateurs :

[E^E^-S:^].
L ;: k J i,k

1.9. Soit trois opérateurs A, B et C. Exprimer le commutateur du produit AB et C'
au moyen des commutateurs [A, C] et [B, C}.

1.10. Démontrer l'identité de Jacobi pour les commutateurs des opérateurs A, B
et C :

[A, [Ô, C]] + [B, [C, A]] + [C, [À, B]] = 0.

1.11. Est-ce que deux matrices P, Q de rang fini N peuvent satisfaire à la relation
de commutation [P, Q] = —il ?

1.12. Soit F ( z ) une fonction de la, variable z qu'on développe sous forme de série

P l y \ —— V^ (, 7"r Vl ~ ̂ c"^ '
n

et un opérateur /. On définit l'opérateur F , par :

F=^r.
•n

En utilisant cette définition, donner l'expression des opérateurs suivants :
a) exp (îTrTî) ;

^) ^= ^pJa^)
(l'opérateur R est défini dans 1.1). Eu rapport avec ce problème, voir aussi le pro-
blème 1.5 1.

1.13. En supposant À petit, trouver le développement de l'opérateur (A — X B )
suivant les puissances de A.
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1.14. Démontrer la relation suivante :

eÂBe-Â = B + [A, B} + J, [A, [À, B}}+...

1.15. Dans le cas général, l'opérateur linéaire L peut être associé à un opérateur
intégral linéaire, c'est-à-dire

^)=^(0= f L^'^'X,

où L(!^,ç') est appelé le noyau de l'opérateur L (^ étant l'ensemble des variables de
la représentation utilisée).

Comment les noyaux des opérateurs L*, L, L' sont-ils reliés au noyau L^,^') de
l'opérateur L ? Chercher les noyaux des opérateurs R, Me, Ta, x = x , p= — i h d / d x .
Les opérateurs R, Me, Ta sont définis dans 1.1.

1.16. Si le noyau L(x, x') de l'opérateur hermitien L est une fonction de la forme :
a) L = f ( x + x') ;
b) L = f ( x - x') ;
c) L = f ( x ) g { x ' ) ,
quelles restrictions sont imposées aux fonctions /(a;) et g ( x ) du fait de l'hermiticité
de l'opérateur L ?

1.17. Quelle forme prend le noyau L ( x , x ' ) de l'opérateur L si ce dernier commute
avec l'opérateur
a) coordonnée x = x ',
b) impulsion p= —ihd/dx ?

1.18. Montrer que l'opérateur F qui commute avec les opérateurs x et p (cas unidi-
mensionnel) est multiple de l'opérateur unitaire, c'est-à-dire F = Fol.

1.2 FONCTIONS PROPRES,
VALEURS PROPRES, MOYENNES

1.19. Dans l'état décrit par la fonction d'onde de la forme

,T,^ _ ^ _ ^ \iPox ( x - • E o ) 2 ]\S!(x} = C exp
ri 2a2

où po et a-o sont des paramètres réels, chercher la distribution de probabilité de la co-
ordonnée x. Déterminer les valeurs moyennes et les fluctuations (écarts quadratiques
moyens) de la coordonnée et de l'impulsion de la particule.
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1.20. La fonction d 'onde d'une particule est donnée par la forme

^ ( x ) = C exp ( i p o x / h ) y ( x ) ,

y ( x ) étant une fonction réelle. Montrer que ]>(•, est l'impulsion moyenne de la particule
dans l'état considéré.

1.21. Montrer que la valeur moyenne du moment dipolaire d'un système de particules
chargées dans un état ayant une parité déterminée vaut zéro.

1.22. Montrer que les valeurs moyennes des opérateurs hermitiens L^ L et LL^
(L étant un opérateur linéaire) sont positives ou nulles.

1.23. Montrer que les valeurs propres de l'opérateur carré de toute grandeur physique
sont positives ou nulles.

1.24. Soit nn opérateur hermitien / satisfaisant à la relation f 2 = c f , où r esl, un
nombre réel. Quelles sont les valeurs propres de cet opérateur ?

1.25. Déterminer les fonctions propres et les valeurs propres d'une grandeur physique
formée par une combinaison linéaire des composantes d'impulsion et de coordonnée
dans une même direction :

f = a p + f t x .

Montrer que les fonctions propres obtenues sont orthogonales et les normaliser.
Etudier les deux cas limites : Q —^ 0 et f i —>• 0.

1.26. Déterminer les fonctions propres et les valeurs propres de l'opérateur hermitien
F dont le noyau est de la forme F ( x , x ' ) =. f ( x ) f * (x ' ) . Quelle est la multiplicité des
valeurs propres de cet opérateur ?

1.27. L'opérateur hermitien (la matrice) / possède N valeurs propres différentes.
Montrer que l'opérateur / N s'exprime linéairement en Fonction des opérateurs sui-
vants : / , / , . . . , /Ar-1. En guise d'exemple étudier l'opérateur réflexion R.

1.28. Soit un opérateur hermitien / (A) dépendant d'un paramètre À et possédant un
spectre discret de valeurs propres. Montrer la relation :

OfnW ^ (V(A)
9\ ~~ •ô\ '

où l ' indice n numérote les valeurs propres de / et où la moyenne dans le second
membre de l'égalité est prise dans l'état propre ^n (A; q).2

1 Généralement, quand le spectre des valeurs propres f ( \ ) est composé clé parties discrète et
continue, l'assertion du problème reste valable pour la partie discrète du spectre.
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1.29. Les opérateurs hermitiens A, B, L ont les commutateurs suivants :

[A, 1} = 0, [B, L} = 0 mais [A, B} -^ 0.

Montrer que parmi les valeurs propres de l'opérateur L il y a obligatoirement des
valeurs propres dégénérées.

1.30. Soit deux opérateurs de deux grandeurs physiques A et B dont le commutateur
est de la forme [-4,5] = iC (C étant un opérateur hermitien). Justifier la relation
d'incertitude

(A - A)2 (B-B)2 > G2^,

où toutes les valeurs moyennes dans l'expression correspondent à un même état du
système.

Etudier, en particulier, les opérateurs x et p et chercher pour ce cas la forme explicite
des fonctions d'onde de la particule pour laquelle le produit des incertitudes prend
une valeur minimale.

Etudier également la relation d'incertitude pour les opérateurs l^ = —i9/ôy et y = y.

1.31. Soit un système dans un état décrit par la fonction d'onde ^A où la grandeur
physique A a. une valeur déterminée. Est-ce que dans cet état la grandeur B prend
aussi une valeur déterminée dans le cas où les opérateurs A et, B :
a) ne commutent pas :
b) commutent ?

1.32. Montrer que les opérateurs des composantes du rayon vecteur r et de l'impulsion
p d'une particule anticommutent avec l'opérateur réflexion R tandis que les opéra-
teurs des composantes du moment cinétique L commutent avec R.

1.33. Dans l'état décrit par la fonction d'onde 'Sab, les grandeurs physiques A et
B possèdent des valeurs déterminées. Que peut-on dire des valeurs propres a,b
de ces grandeurs dans le cas où les opérateurs A et B anticommutent, ? En guise
d'illustration, étudier les opérateurs x et R.

1.34. Comme on le sait, les opérateurs hermitiens (plus précisément, auto-adjoints)
possèdent les propriétés suivantes : les valeurs propres de ces opérateurs sont, des nom-
bres réels ; les fonctions propres correspondant aux différentes valeurs propres sont
orthogonales et constituent un système complet. Mais si l'opérateur linéaire n'est pas
hermitien, ses valeurs propres et ses fonctions propres peuvent avoir des propriétés
différentes. Pour illustrer ceci, rechercher les valeurs propres et les fonctions propres
des opérateurs suivants, puis établir leurs propriétés :
a) x — d / d x ;
h) x + d / d x ;
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c)a=

d)î=

1 i
0 0
0 1
0 0

1.35. L'opérateur P { f z ) projetant sur les états à valeur déterminée /,: de la grandeur
physique / est appelée projecteur. Son action sur la fonction ^^ est la. suivante :

w^=<^/.={^' ̂ ;

Montrer que l'opérateur P ( f i ) possède les propriétés suivantes :
a) ^ ( f i ) es^ un opérateur hermitien ;
b) P ' ! ( f , ) = P ( f , ) .

On peut également, parler de projecteurs P ( { f } ) projetant sur des états où la gran-
deur physique / possède non pas une valeur déterminée /, mais prend une des valeurs
d'un certain ensemble {/} = {.f,,/,^, . . .}. Dans ce cas, les propriétés des projecteurs
mentionnées plus haut se conservent. En particulier, l'opérateur P = / — P ( f , ) est
aussi un projecteur. Sur quels états cet, opérateur projette-t-il ?

Notons que la notion de projecteur peut évidemment être généralisée dans le cas où
le rôle de /; est tenu par certaines grandeurs physiques constituant une partie de
l'ensemble complet.

1.36. Quel est le sens physique de la valeur moyenne du projecteur P ( f i ) dans l'état
décrit par la fonction d'onde \I' ?

1.37. Chercher l'opérateur projetant sur les états dans lesquels la. coordonnée de la
particule vérifie x ^ 0.

1.38. Chercher les projecteurs P-\- et /-'_ projetant sur les états représentés par des
fonctions respectivement paires et impaires par rapport à l'inversion des coordonnées
de la particule.

1.39. Montrer que l'opérateur hermitien F é tudié dans le problème I.26 peut, une
fois multiplié par une grandeur constante c, se transformer en projecteur : P = cF.
Sur quel état l'opérateur P projette-t-il ?

1.40. L'opérateur hermitien / prend N valeurs propres différentes. Trouver la forme
du projecteur P ( f i ) sur les états ayant des valeurs /, fixées de la grandeur /.
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1.3 ELÉMENTS DE THÉORIE DES REPRÉSENTATIONS.
TRANSFORMATIONS UNITAIRES

1.41. Ecrire les fonctions propres du rayon vecteur 'Sro e^ de l'impulsion ^py normées
de façon adéquate en représentation r et p.

1.42. Chercher en représentation p la fonction d'onde de l'état de la particule étudié
dans 1.19.

1.43. A partir de la fonction d'onde ^ ( x , y , z ) , calculer la probabilité de présence de
la particule telle que z et py vérifient z\ < ;; < z'i et p\ < py < p y .

1.44. Chercher la forme explicite des opérateurs réflexion Iî et translation Ta en
représentation p.

1.45. Montrer que lorsque l'on passe de la représentation r à- la représentation p, la
parité de la fonction d'onde par rapport à son argument ne change pas.

1.46. Un opérateur linéaire quelconque est, en général, un opérateur intégral. Etablir
la relation entre L ( x , x ' ) et L ( p , p ' ) qui sont les noyaux d'un même opérateur L en
représentation respectivement x et p.

1.47. Chercher la forme des opérateurs •r"1 et r~'2 en représentation p. Vérifier
l'égalité

1.48. Soit deux opérateurs hermitiens A et B. Indiquer la relation liant les fonctions
propres de l'opérateur A en représentation B et les fonctions propres de l'opérateur
B en représentation A. Pour illustrer ce résultat, étudier les opérateurs x et p.

1.49. Notons ^Si = 'S \^ l'ensemble complet des fonctions d'onde supposées normées.
Exprimer en fonction des éléments matriciels

/,,.= I^J^kdr

d'un opérateur arbitraire / :
a) le résultat de l'action de l'opérateur / sur la fonction 'P,; ;
b) le résultat de l'action de l'opérateur / sur la fonction d'onde d'un état arbitraire

en représentation À.

Comparer les résultats obtenus.
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1.50. Quelle est la forme du projecteur P ( f , . ) sur l'état de valeur déterminée /, de la
grandeur physique / en représentation / ?

1.51. Quel sens peut-on attribuer à l'opérateur F de la la forme F = F ( f ) , où F ( z )
est une fonction arbitraire de la variable z , f étant un opérateur hermitien ? Quelle
est l'importance de l'hypothèse d'hermiticité de / ? En guise d'exemple, étudier
l'opérateur 1/\/—A, où A est un laplacien.

Montrer que si la fonction F ( z ) est représentée sous la forme d'une série

l'opérateur F , introduit dans ce problème, est identique à celui du problème 1.12.

1.52. Chercher la forme de l'opérateur F = F ( f ) , où f est un opérateur hermitien et
F ( z ) une fonction quelconque, dans le cas où l'opérateur / possède A' valeurs propres
distinctes. Etudier, en particulier, les cas N = ï et N = 3 ; dans ce dernier cas, on
suppose que le spectre des valeurs propres est composé des valeurs 0, ±/o.

1.53. Chercher la valeur explicite de l'opérateur F = F [ P ) , où F ( z ) est une fonction
donnée, P un projecteur.

1.54. Parmi les opérateurs étudiés dans 1.1 et- 1.2, lesquels peuvent être considérés
comme unitaires ?

1.55. Un opérateur unitaire satisfait à l'équation U 2 = U. Trouver la forme explicite
de cet opérateur.

1.56. Soit U un opérateur unitaire. Dans quel cas l'opérateur U' = cU, c étant un
nombre quelconque, est aussi un opérateur unitaire ?

1.57. Montrer que le produit UT, f/2 de deux opérateurs unitaires est un opérateur
unitaire.

1.58. Est-ce qu'un opérateur (matrice) unitaire peut être aussi hermitien ? En guise
d'exemple, étudier l'opérateur réflexion R.

1.59. Montrer que l'opérateur de la forme U ~ exp(iF) est unitaire si /^ est un
opérateur hermitien.

1.60. Montrer que si A et B commutent et sont hermitiens, l'opérateur

Û = ( À + i B ) ( À - i B ) ~ 1
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est unitaire. Représenter sous la forme indiquée l'opérateur unitaire U = exp ( i F )
(voir 1.59).

1.61. Montrer que dans les transformations unitaires d'opérateurs A' = UAU^, les
relations algébriques entre les opérateurs de la forme

F(A.) = co + ̂  c,Â, + ̂  c,kA.Ak + . . . = 0
t i,k

conservent leur forme, c'est-à-dire que F(A'^) = 0.

1.62. Les matrices carrées A et A' de même rang sont liées par la transformation
unitaire A' = UAU^. Montrer que les traces et les déterminants de ces matrices sont,
identiques.

1.63. Quelle est la propriété du déterminant d'une matrice unitaire ? Montrer que
si U' = cU, il existe une valeur de c telle que det U' = 1.

1.64. Chercher le déterminant de la matrice unitaire de la forme U = exp(iF), où F
est une matrice hermitienne.

1.65. Combien y a-t-il de matrices carrées indépendantes de rang N qui soient :
a) hermitiennes ;
b) unitaires ?

Quel est le nombre de matrices unitaires de rang N et de déterminant égal à 1.

1.66. Le passage d'une représentation à une autre peut être assimilé à une transforma-
tion unitaire. Le montrer pour le passage de la représentation a; à la représentation p.

1.67. Trouver la loi de transformation des opérateurs î et p dans le cas où les
transformations unitaires sont réalisées par :
a) l'opérateur réflexion R ',
b) l'opérateur translation Ta ;
c) l'opérateur changement d'échelle Me.

Les opérateurs R, Ta, Me ont été introduits dans 1.1.



CHAPITRE 2

MOUVEMENT UNIDIMENSIONNEL

2.1 ETATS STATIONNAIRES DU SPECTRE DISCRET

2.1. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde normées des états station-
naires d'une particule dans un puits de potentiel infiniment profond de largeur a :

_ f 0, 0 < . r < a ,
\ ' \ oo, x < 0, x > a.

Discuter les propriétés de symétrie des fonctions obtenues par l'inversion des coor-
données par rapport au centre du puits de potentiel (transformation de la forme
x —>• .(:' = -.(; + «).

2.2. Dans les états stationnaires de la particule du problème précédent, déterminer la
fonction de distribution de la coordonnée et de l'impulsion de la particule, les valeurs
moyennes de ces grandeurs et leurs fluctuations (écarts quadratiques moyens).

2.3. Chercher l'énergie cinétique moyenne et ses fluctuations dans les états station-
naires du problème 2.1.

2.4. L'état d'une particule soumise à un puits de potentiel infiniment profond et de
largeur a (0 < x < a) est décrit par la fonction d'onde de la forme :
a) ^{x) = Ax[x - a.) ;
b) ^(x) = Bsm-'Ç-n-x/a).

Chercher la distribution de probabilités de l'énergie de la particule, la valeur moyenne
et la fluctuation quadratique moyenne de l'énergie.

2.5. Déterminer, pour la particule du problème 2.1, la forme des opérateurs coordon-
née et impulsion en représentation énergie.
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2.6. Chercher les variations des niveaux d'énergie et, des fonctions d'onde des états
stationnaires d'un oscillateur linéaire chargé lorsqu'il est soumis à un champ électrique
homogène orienté suivant l'axe des oscillations.

2.7. Chercher les niveaux d'énergie pairs et impairs du spectre discret d'une particule
dans un puits de potentiel symétrique de la forme (fig. 1)

U(x)= -Uo,
0, > a.

U(x)

Figure 1

Quel est le nombre d'états du spectre discret (nombre
d'états liés) en fonction de la profondeur du puits ?
Quelle est la condition d'apparition de nouveaux états
liés lorsque la profondeur du puits augmente ?

Chercher les premiers niveaux d'énergie dans le
cas d'un puits profond F'n S> Ir/ma2 et déter-
miner le décalage de ces niveaux par rapport
aux niveaux d'énergie de la. particule dans un
puits de potentiel inf iniment profond (voir pro-
blème 2.1).

2.8. Etudier un puits de potent ie l symétrique (voir problème précédent) de faible
profondeur f 'n <^C h2 /ma". Montrer que ce puits possède un état lié et obtenir
une expression approchée de l'énergie et de la fonction d'onde normée de cet- état.
C'hercher les valeurs moyennes /''(.(•) et T = p2/2m.

2.9. En se servant du résultat- obtenu dans le problème précédent, chercher les fonc-
tions de distribution de la coordonnée et de l'impulsion d'une particule dans l'état fon-
damental dans un puits de potentiel peu profond. Trouver la probabilité de présence
de la particule dans le puits et. Calculer le produit des incertitudes sur la coordonnée
et sur l'impulsion.

2.10. Soit un potentiel de la forme t ' ( - r ) = U ( x ) + a'6(:r — a 'n) , où U ( x ) est une
fonction bornée et d'(.f) est la distribution S de Dirac. Comment- se comportent la
solution ^ ( x ) de l'équation de Schrôdinger et sa dérivée au voisinage du point a-o ?

2.11. C'hercher les niveaux d'énergie et les fonctions
d'onde uormées des états liés d'une particule dans le
champ

('(.<•) = -aS(.v)

avec a > 0 (fig. 2).

Chercher les valeurs moyennes de l'énergie cinétique
et de l'énergie potentielle de ces états. Comparer au
résultat du problème 2.8.

Figure 2
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2.12. Chercher la correspondance entre les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde
normées des états liés stationnaires d'une particule dans les champs U(x) et U ( x ) où :

„_; U(x), .00,

Le potentiel U ( x ) est symétrique, c'est-à-dire que U(x) = U(—x) (fig. 3).

Figure 3

2.13. En utilisant le principe variationnel, montrer que dans tout champ U ( x ) satis-
faisant aux conditions : U(x) —)• 0 pour x —>• ±00 et

U ( x ) d x < 0,

il y a toujours au moins un état l ié.

2.14. Une particule se trouve dans le champ de la forme U ( x ) =-- U { ) f ( x / a ) où i'o et
a sont liés par ma Uo/h2 = etc. Chercher la dépendance des niveaux d'énergie E'n et
des valeurs moyennes x et (Aa-)2 des états liés par rapport au paramètre Î7o (ou n) .

2.15. Chercher les fonctions d'onde des états stationnaires et les niveaux d'énergie
d'une particule dans un champ de pesanteur homogène (/ dans le cas où le mouvement
de la particule est limité inférieurement par un miroir parfait.

2.16. Chercher l'énergie Ea et la fonction d'onde de l'état, fondamental d'une par-
ticule dans un champ U(x) = —Uo exp(—|.f | /c() . Etudier e n p a r t i c u l i e r le cas d'un
puits peu profond ma^Uo/h2 <§: l : comparer au résultat du problême 2.11.



22 PROBLÈMES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE

2.17. Chercher les niveaux d'énergie d'une particule dans le potentiel (/(.r

aS(x), a > 0,

U(x),En •

U = oo

1

Eu se limitant au cas rnaa/h2 ~S> 1, chercher
les premiers niveaux d'énergie.

Montrer que le spectre d'énergie est composé
de séquences de paires de niveaux très rap-
prochés et chercher la distance qui sépare ces
niveaux très rapprochés (lig. 4).

Quel est le spectre des états fortement excités
de la particule ?

Quelle est la forme du spectre d'énergie pour
a< 0 ?

Figure 4

2.18. Une particule se trouve dans un puits de potentiel U (x) satisfaisant à la condi-
tion : U{x) — 0 pour x — ±00. Etudier le comportement de la solution de l'équation
de Schrödinger pour x —>• ±00 dans le cas où E = 0.

Montrer que l'existence de la solution ^E^ de l'équation de Schrôdinger, qui est
constante pour x —)• ±00, correspond à l'apparition de nouveaux états liés lorsque la
profondeur du puits augmente.

Appliquer le résultat obtenu au potentiel de la forme

i.-(.)={ ;; x < 0, x > 2a,
0 < x < 2a.t -^o,

Comparer au résultat obtenu dans 2.7.

U^)^

U = 00 ̂

1
2.19. Pour une particule dans le potentiel U(x)
de la forme (fig. 5)

oo,
—a8(x -

x < 0,
x > 0,

(a > 0) déterminer le nombre d'états liés en fonc-
tion du paramètre ^ = maa/h2.

Figure 5
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2.20. Pour une particule dans le potentiel U f r ) "
U (x) de la forme (fig. 6)

f î7!, .E< 0,
U(x) = ^ 0, 0 < x < a,

[ U'2, x > a,

chercher la condition d'existence d'états liés.
Etudier les deux cas limites :
a) U\ = oo ;
b) Ui = C/2. Figure 6

2.21. Montrer que la valeur moyenne d'une force appliquée à une particule dans un
état lié vaut zéro.

2.22. Une particule se trouve dans un puits de potentiel de profondeur infinie. Cal-
culer la force moyenne avec laquelle la. particule agit sur chacune des parois du puits.
Comparer au résultat de la mécanique classique.

2.23. Même question que dans le problème précédent, mais pour une particule dans
l'état fondamental d'un puits de potentiel peu profond (voir problème 2.8).

Le problème se résout de deux manières :
a) en se servant de la méthode de résolution employée dans le problème précédent ;
b) en cherchant directement la moyenne de l'opérateur force.

2.24. Une particule se trouve dans un potentiel U (x) de la forme

U(^=i [7(a•)' a •> o '
' ' [ oo, x < 0,

Exprimer, en fonction de la valeur ^(0) de la fonction d'onde normée, la force
moyenne avec laquelle la particule agit sur la paroi en x = 0, lorsque cette particule
est dans un état lié caractérisé par ^(a;).

Appliquer le résultat obtenu à une particule se trouvant dans un puits de potentiel
de profondeur infinie et comparer au problème 2.22.

2.25. Une particule se déplace dans le champ créé par deux puits de potentiel iden-
tiques disposés à une certaine distance l'un de l'autre (voir fig. 7, U(0) = 0).

Montrer que la force moyenne avec laquelle la particule dans des états liés agit sur
les puits conduit à une attraction mutuelle effective des puits dans des états pairs et
à une répulsion mutuelle dans des états impairs.
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U ( x ) -

Figure 7

2.26. Donner la valeur approchée de l'énergie de l'état fondamental d'une particule
se trouvant dans un puits de potentiel de profondeur infinie de largeur a (0 < x < a),
par la méthode variationnelle, en utilisant les fonctions d'essai de la forme :
a) l'(a-) = Ax(x - a) ;
b) ^!(x) = Bsm-'(nx/a) ;
c) f!(x) =C7(a/2- |.î--o/2|).

Comparer à la valeur exacte. Expliquer pourquoi la fonction d'essai do la forme a)
fournit le résultat le plus proche de la valeur exacte.

2.27. Chercher la valeur approchée de l'énergie de l'état fondamental d'un oscillateur
harmonique par la méthode variationnelle en utilisant des fonctions d'essai de la
forme :
a) ^!(x) = A ( f+a • 2 / a 2 ) - l ;
b) ^(.ï) = ^( l+a-Vf l 2 ) - 2 ,
où a est le paramètre variationnel. Comparer à la valeur exacte (voir 2.1).

Si l'on choisit une fonction d'essai de la forme ^ ( x ) = .4(1 + x ' > / a 2 ) ~ v (« et v étant
les paramétres variationnels), pour quel choix de ces paramètres le calcul variationnel
permettra-t-il d'obtenir la meilleure approximation ?

2.28. En utilisant les fonctions d'essai mentionnées dans le problème précédent,
chercher par la méthode variationnelle l'énergie de l'état fondamental d'une particule
clans un potentiel U ( x ) = — a S ( x ) . Comparer à la solution exacte (voir 2.11).

2.29. Pour une particule se trouvant dans un potentiel U ( x ) de la forme

... , f k x , x > 0 , (k > 0),
L \ x ' ~ { oo, , r < 0 ,

chercher l'énergie de l'état fondamental par la méthode variationnelle en se servant
des fonctions d'essai de la forme (x, > 0) :
a) ^ ( x ) =• Ax, cxp (—ax) ;
b) 'I'(.r) = Br exp (-a.i,-2/^).
(cr étant, le paramètre variationnel). Comparer à la valeur exacte (voir 2.15).

2.30. Obtenir la valeur approchée de l'énergie du premier état excité d'une par-
ticule dans un puits de potentiel de profondeur infinie et de largeur a (0 < x < u),
en approximant la fonction d'onde de cet état par un polynôme du troisième degré
satisfaisant aux conditions limites exigées. Comparer à la valeur exacte.
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2.31. Eu se servant d'une fonction d'essai de la forme ̂ ( x ) = Ax exp (—Q'|a' |) (aétant,
le paramètre variationnel), chercher l'énergie du premier état excité d'un oscillateur
harmonique. Comparer à la valeur exacte.

2.32. Pour une particule se trouvant dans un potentiel U ( x ) de la forme mentionnée
dans 2.19, chercher par la méthode variationnelle les valeurs des paramètres du po-
tentiel pour lesquelles on a un état lié. Pour les calculs, utiliser les fonctions d'essai
de la forme (x > 0) :
a) ^ ( x ) = Ax exp (—nx) ;
b) *r(a;) = Bx exp ( - K X ^ / Î ) .

Comparer les résultats obtenus à la solution exacte.

2.33. Quelle est, en représentation p, la forme de l'équation de Schrödinger station-
naire pour une particule se trouvant dans le potentiel U ( x ) .

2.34. Chercher le niveau d'énergie et la fonction d'onde normée de l'état lié dans
le champ U ( x ) = —rx6(x) à partir de la solution de l'équation de Schrôdinger en
représentation p.

Comparer au résultat du problème 2.11.

2.35. C'hercher le spectre d'énergie et les fonctions d'onde normées des états sta-
tionnaires d'un oscillateur harmonique en représentation p à partir de la solution de
l'équation de Schrôdinger dans la même représentation.

2.36. Chercher la fonction de Green G E ( X , x') de l'équation de Schrôdinger pour une
particule libre avec E < 0, décroissant pour \x — x' —r oo. La fonction de Green
satisfait à l'équation :

{H - E)GE = -^ ^GE - EGE = S(x - x ' ) .

A l'aide de la fonction de Green, écrire l'équation de Schrôdinger pour les états du
spectre discret (états liés) dans le potentiel U ( x ) (U(x) —> 0 pour x —s- ±00) sous
forme d'une équation intégrale.

2.37. Chercher le niveau d'énergie Ey et la fonction d'onde normée \S!o(x) de l'état
fondamental d'une particule dans le potentiel U ( x ) = —a6(x) à partir de la solution
de l'équation de Schrôdinger donnée sous forme intégrale (voir problème précédent).
C'omparer à 2.11.
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2.38. En se servant, du résultat obtenu dans 2.36, montrer que les valeurs des niveaux
d'énergie En du spectre discret d'une particule soumise à un potentiel [/(a;) ^ 0
( U ( x ) —?• 0 pour a' -— ±00) satisfont à la condition

r /-c^ -i 2m
\E,,\< U(x)dx\

- W

Dans quels cas obtient-on l'égalité (on l'égalité approchée) dans cette relation ? Pour
illustrer le résultat obtenu, voir les problèmes 2.8 et 2.16.

2.39. Chercher la fonction de Green de l'équation
de Schrödinger d 'une particule libre avec une énergie
négative E < 0 dont le mouvement est limité par une
barrière potentielle infranchissable (fig. 8), c'est-à-
dire

Figure 8
Rappelons que la fonction de Green satisfait à la con-
dition aux limites GE{-V = 0,a- ') = 0 et décroît pour
la ; -a - ' l -^oo .

2.40. En utilisant la forme intégrale de l'équation
de Schrôdinger, montrer que la condition

/ ,-|f/(,,) !<-/,, >; —
Jo 2m

est une condition nécessaire a l'existence d'états
liés dans un potentiel U(x) de la forme (fig. 9).

Figure 9

Appliquer ce résultat au cas où

Ù(x) =

Comparer à la condition exacte.

U ( r \ - [ o(x)- • r > 0 -\x' ~ { oo, a: < 0,oo, a; < 0,

( U [ x ) <, 0, U[.r] -> 0 pour a' -^ oc.).

-[/n, 0 < x < a,
0, a; > a,

2.41. Chercher la fonction de Creen d'une particule se trouvant dans un puits de
potentiel de profondeur infinie et de largeur a (0 < x < a).

Discuter les propriétés analytiques de la fonction de Green (7^ considérée comme une
fonction de la variable E. Montrer, en particulier, qu'elle possède des pôles et établir
la correspondance entre les positions de ces pôles dans le plan de la variable complexe
E et les niveaux d'énergie E,, de la particule dans un puits.
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2.42. Etudier les différents puits de potentiel où U ( x ) satisfait aux conditions :

y00

U(x) < 0 ; U(x) -^ 0 pour x ->• ±00 ; / U(x)dx = a = cte.
J — oo

Pour quelle forme du puits :
a) la profondeur du niveau fondamental \E(]\ a une valeur maximale ;
b) le nombre d'états liés est maximal ?

2.2 ETATS DU SPECTRE CONTINU. PÉNÉTRATION À
TRAVERS DES BARRIÈRES DE POTENTIEL

2.43. Pour une particule libre dont le mouvement est limité par une barrière impéné-
trable, c'est-à-dire soumise à un potentiel de la, forme

, r oo, x < o ,
u ï ' • c i - [ 0, .00,

chercher les fonctions d'onde des états stationnaires. Normez-les avec la fonction S en
énergie. Montrer que le système de fonctions obtenu sur l'intervalle x > 0 constitue
un système complet.

2.44. Chercher les fonctions d'onde des états
stationnaires d'une particule dans le potentiel
(fig. 10)

U(x}

U(x)= 0, x < 0,
Uo, x > Q ( U o > ( } ) ,

Un

dans le cas où l'énergie de la particule E est in-
férieure à la hauteur de la barrière de potentiel
[/o. Montrer que les fonctions obtenues sont
orthogonales et les nonner avec la fonction S
en énergie. Les fonctions obtenues forment-
elles un système complet ?

0 a-

Figure 10

2.45. A partir de la solution de l'équation de Schrödinger en représentation p,
chercher les fonctions d'onde des états stationnaires d'une particule dans le poten-
tiel homogène U(x) = — F y x . Normer ces fonctions avec la fonction S en énergie et,
montrer que le système de fonctions obtenu est complet.

2.46. Déterminer le coefficient de réflexion des particules sur la barrière de potentiel
du problème 2.44 pour des particules d'énergie E > [/o-

Etudier les cas limites E — oo et E —>• I I y .
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2.47. Déterminer les coefficients de transmission et de réflexion des particules pour
un potentiel de la forme U ( x ) = a S ( x ) (fig. 11). Etudier les cas limites E —/• ce. et
E —)• 0. Discuter les propriétés analytiques des amplitudes (assimilées à des fonctions
de la variable complexe £') de réflexion A(E) et de transmission B ( E ) des particules.

Montrer que les points E = 0 et E = oo sont des
points de branchement de ces fonctions. En faisant
dans le plan de la variable complexe E une coupure a
partir du point E =- 0 suivant le demi-axe réel E > 0,
chercher les singularités des fonctions ••\(1'^) et R(E)
sur le premier feuillet, dit physique, ainsi que sur les
autres feuillets de leur surface de Riemann (le feuillet
physique est fixé par la condition que la partie ima-
ginaire de l'énergie E sur le demi-axe réel E > 0 tend
vers zéro en restant toujours positive). Montrer que
ces singularités correspondent aux pôles et établir
le lien entre la. position des pôles et les niveaux du
spectre discret.

U(x)

Figure 11

2.48. Chercher le coefficient de transmission des particules ;i travers une barrière
(L'o > 0) de potentiel rectangulaire (fig. f 2 )

1.r(, 0, ,r < 0 et x > a,

Uv,, 0 < .T < n

Figure 12

Discuter les cas particuliers suivants :
a) E —r oo (de fait E > Vo) ;
b) barrière de faible transparence (^o — A'))»»»2//;2 ̂  1 ;
c) E -)• 0 (de fait E < i n ^ - U ^ / r ^ eti ^ < ^o) ;
d) ma^Uo/ti2 < f et m^E/h2 « 1.

Pour ce dernier cas, comparer au résultat du problème
précédent.

2.49. Même question que dans le problème
précédent, mais pour un puits de potentiel.

2.50. Chercher les énergies pour lesquelles
les particules ne se réfléchissent pas sur la
barrière de potentiel de la forme (fig. f3)

U ( x ) = a[S(x) + S(x - a)].

Figure 13
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2.5l*. Chercher les coefficients de transmission et
de réflexion des particules dans le cas d'un potentiel
de la forme (seuil de potentiel, voir fig. 1'1)

u('r) = i + exp(-.î-/a) •

(;/o > 0, a > 0).

Etudier les cas limites E —> oo cl- I'.' —> ?''(). Figure 14

2.52*. Déterminer le coefficient de transmission des particules à travers une barrière
de potentiel de la. forme

U(.r) =L^o/ch2(a•/a) Uo > 0.

Discuter en particulier les cas limites suivants :
a) un potentiel faible ^ = rna-'Uo/h2 -^ 1 et des particules lentes ka <$; 1 ;
b) un potentiel faible et des particules pas trop lentes ka > 1 ;
c) une barrière de faible transparence ^ S> 1 et des particules rapides ka 3> 1 ;
d) une barrière de faible transparence et |-E'— Uo <^. Uo ;
e) une barrière de faible transparence et E —>• 0 ;
f) une barrière (ou un puits) de dimension quelconque et E —>• oc'.

Cette analyse détaillée des différents cas limites est proposée pour illustrer l'applica-
tion des méthodes approchées (calcul des perturbations et méthode quasi classique)
et des résultats généraux de la théorie de la transmission des particules à travers une
barrière de potentiel.

2.53*. Chercher le coefficient de transmission des
particules à travers une barrière de potentiel de
la forme (fig. 15)

0, x < 0,
U ( x ) =

U o ( ï - x / a ) , x > 0,

(Uo > 0, a > 0). Discuter, en particulier, le cas
d'une barrière de faible transparence :

^ = (2mff2^7o/?^2) l/3 » 1

pour des énergies des particules remplissant la
condition ^\E - Uo\/Uo » 1. Figure 15

2.54*. Montrer que la relation R(E) +D(E) = 1, où R est le coefficient de réflexion,
D le coefficient de transmission des particules est satisfaite quelle que soit, la forme
de la. barrière de potentiel.
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2.55*. Montrer que. pour une barrière de forme quelconque le coefficient, de transmis-
sion (et de réflexion) des particules d'énergie E donnée est indépendant, du sens de
parcours des particules.

2.56*. Le potentiel U ( x ) a la forme d'un seuil de potentiel, c'est-à-dire que U ( x ) —> 0
pour x —>• —oc, et U (x) —>• Uo > 0 pour x —> oo. Chercher la dépendance en énergie du
coefficient de transmission des particules pour E —>• l'o (le résultat peut être i l lustré
par les problèmes 2.46, 2.51, 2.53).

2.57*. Chercher les fonctions de Green G g ( x , x ' ) de l'équation de Schrödinger pour
une particule libre d'énergie E > 0. Les indices (±) des fonctions de Green signifient
qu'elle se comportent comme

pour x, — x,'\ —/• oo.

En se servant du résultat obtenu, représenter l'équation de Schrôdinger sous forme
d'une équation intégrale dont les solutions décrivent le processus de réflexion et de
transmission de particules, d'impulsion p , dans le potentiel U{r,) satisfaisant aux con-
ditions : U ( x ) —>• 0 pour x —>• ±00.

2.58*. En ut i l isant le résultat du problème précédent, chercher les coefficients de
transmission et de réflexion des particules dans le potentiel U(x) = od'(a'). Comparer
à la solution de 2.47.

2.59*. Sur la base du résultat du problème 2.57, trouver les expressions des coeffi-
cients de transmission et de réflexion des particules dans le potentiel U ( x ) s'annulant.
pour x —>• ±00, en fonction de la fonction d'onde réfléchie ^ p ^ x ) des particules
d'impulsion p dans le domaine d'action du potentiel.



CHAPITRE 3

MOMENT CINÉTIQUE1

3.1 PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU MOMENT CINÉTIQUE

3.1. L'opérateur rotation R(vo) décrit, la transformation de la fonction d'oncle d'un
système de N particules par la. rotation du système de coordonnées d'un angle yo
par rapport a l'axe dont la direction clans l'espace est définie par le vecteur unitaire
nn. Exprimer cet opérateur en utilisant, l'opérateur moment cinétique du système.
L'opérateur R(vo) est-il :
a) liermitien ?
b) unitaire ?

3.2. Donner une interprétation simple de la commutativité des opérateurs des com-
posantes de l'impulsion et de la non-commutativité des opérateurs des composantes
du moment cinétique, grâce aux relations de ces opérateurs avec les translations et
les rotations infinitésimales.

3.3. Montrer que l'égalité L2 = /(/ + 1) s'obtient par des formules élémentaires de
la théorie des probabilités, en s'appuyant sur le fait que les projections du moment
cinétique sur un axe arbitraire sont égales à m (m = — / , — / + 1, . . . , / ) , que toutes ces
valeurs sont équiprobables et qu'il n'y a pas d'axe privilégié.

3.4. Chercher les commutateurs suivants :
a) [Z„ r 3 ] , [£ . , p 2 ] , [£ , : , ( p . r ) ] , [L„ (p . î • ) 2 ] ;
1)) [L., (p . r)a, [L,, (p . r)r], [£,, (aï + bp)} ;
C) [-^i.îfe.CiL ^i.PkPt], [f'i,îkPl\,

ou r, p, L sont les opérateurs rayon vecteur, impulsion et moment cinétique d'une
particule et où a et b sont des constantes.

1 Les phases des harmoniques sphériques sont arbitraires. La définition adoptée pour les Y[^ (0, ^)
est donnée dans l'appendice et peut être différente de celle adoptée dans d'autres ouvrages.
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3.5. Chercher le commutateur \L{,L'A, où L et L/ sont les opérateurs moment ciné-
tique d'une particule par rapport à deux centres se trouvant à une distance a l'un de
l'autre.

3.6. En utilisant les relations de commutation de l'opérateur moment cinétique,
chercher Tr L,, où L, est la matrice de composante i du moment L.

3.7. Représenter l'opérateur moment cinétique du système de deux particules sous
forme d'une somme de deux termes, décrivant le moment de la particule dans le sys-
tème du centre d'inertie (moment du mouvement relatif) et le moment du centre
d'inertie du système.

3.8. Montrer que le moment cinétique L d'un système de deux particules par rapport à
leur centre d'inertie est tel que L-r = 0, r étant le vecteur Joignant les deux particules.

3.9. Chercher les fonctions d'onde ^ .,•„;.„;., normées de façon convenable, qui décrivent
l'état de la particule se trouvant à la distance ï'o de l'origine des coordonnées et ayant
un moment / dont la projection sur l'axe 2 est m.

3.10. Chercher les fonctions propres de l'opérateur carré du moment de la particule et
de la. composante de ce dernier sur l'axe z en représentation p par les deux méthodes
suivantes :
a) directement à partir de la solution du problème aux fonctions propres et aux

valeurs propres des opérateurs l2 et lz en représentation p ;
b) en utilisant la relation liant les fonctions d'onde en représentations r et p.

La forme des fonctions propres V;m (0, y) en représentation r est supposée connue (voir
Appendice).

3.11. Montrer que les fonctions obtenues par l'action des opérateurs /± — /,,. ± ily
sur les fonctions propres ^m, de l'opérateur composante du moment sur l'axe z
(l^m = rii^m ) sont également fonctions propres de l'opérateur /; correspondant
aux valeurs propres m + 1 dans le cas de l-\- et m — 1 dans le cas / _ .

3.12. Montrer que dans l'état $,,i propre de /; (lz'S,n = ̂ n^m) on a :

a) 4 = îy =0 ;

b) Uy =_-îyi = im/2 ;

c) /|=^.

3.13. Dans l'état 'I';,,, où le système a une valeur donnée du moment / et de sa pro-
jection m sur l'axe z , chercher les valeurs moyennes /^ , /- .
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3.14. Dans l'état 'Sim où le système a une valeur donnée du moment / et de sa
projection m sur l'axe z , chercher la valeur moyenne et la fluctuation quadratique
moyenne de la projection du moment sur l'axe z formant l'angle ce avec l'axe 2.

3.15. Dans l'état d'une particule défini par une fonction d'onde dont la partie angu-
laire est de la forme 'I' = Acos" y (y étant l'angle de rotation autour d'un axe z et
n un entier), chercher les probabilités des différentes valeurs m de la projection du
moment sur l'axe z .

3.16. Dans l'état d'une particule dont la partie angulaire de la fonction d'onde a la
forme 'S = Aexp(2<y) (y étant l'angle de rotation autour d'un axe z ) , chercher les
probabilités des différentes valeurs / du moment de la particule.

3.17. Pour les harmoniques sphériques Yi,n{0,y), démontrer la relation

Ei^^i2-^
m=—l

3.18. Chercher l'expression du projecteur P ( M ) , projetant les états ayant un mo-
ment L donné sur le sous-espace des états ayant une composante donnée du moment
M sur l'axe z .

3.19. En représentation l,, chercher la loi de transformation par une rotation du
système de coordonnées d'un angle i f o (voir 3.f) de la fonction d'onde de l'état d'une
particule ayant une valeur déterminée du moment /.

3.20. Soit / un opérateur qui commute avec les composantes L, du moment cinétique
du système : [ L , , f ] = 0. Montrer que les éléments matriciels

{ n , L , M ' \ f \ n , L , M }

(où n est l'ensemble des nombres quantiques qui, avec L et M , forment un système
complet) ne sont différents de zéro que pour M = M' et ne dépendent pas de M .

3.21. Chercher la loi de transformation de la fonction d'onde d'une particule en
représentation //^ dans le cas d'une réflexion, c'est-à-dire dans la transformation de
la forme : R r = —r.

3.2 MOMENT L = 1

3.22. Soit une particule de moment / = 1. On désigne par ^^=0(8,^) la fonction
d'onde de l'état pour lequel lz a la valeur bien déterminée m = 0 (z est l'axe de quan-
tification d'un système de coordonées Oxyz ; 0, y sont les coordonnées sphériques
d'une direction quelconque). Exprimer la fonction d'onde \^ fn^o{0, i f ) de l'état de la
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particule, pour lequel la projection sur l'axe ?, dont la direction est définie par les
angles polaire a et azimutal / 3 , a la même valeur m = 0.

3.23. Chercher la dépendance angulaire des fonctions d'onde ^i^ (0, y) et '^^[0,^)
des états de la particule de moment / = 1 et ayant une valeur déterminée de la com-
posante du moment sur les axes x et y . Utiliser la forme connue des harmoniques
sphériques Y\ ^ ( f ) , i p ) .

3.24. 'Une particule se trouve dans un état ayant un moment / = 1 et, une projection
m (m = 0, ±1 ) sur l'axe z . Chercher les probabilités w(m', m) d'avoir une projection
m' du moment sur l'axe z' formant un angle o' avec l'axe z .

Il est recommandé de résoudre ce problème par l 'une des méthodes suivantes :
a) en utilisant le résultat du problème 3.14 ;
b) en cherchant les coefficients du développement c(m', m) de la fonction d'onde sur

les fonctions propres de l'opérateur l^i (dans ce procédé de résolution, se limiter
à une valeur particulière de m, par exemple m = 0).

Etudier notamment le cas où l'axe z' est perpendiculaire à l'axe z .

3.25. Montrer que dans le cas où le moment de la particule est / = 1, les trois
fonctions ^i^ (0, y ) , ^;^ (0, y ) , ^( . (0,^) décrivant l'état, d'une particule ayant une
projection nul le du moment sur les axes x , y , s , constituent un système complet de
fonctions (dans l'espace des variables angulaires 0 , y ) -

A quoi correspondent les coefficients du développement de la fonction d'onde d'un
état arbitraire de la particule ayant un moment / = f dans ce système ?

3.26. Indiquer, en représentation ^, la forme explicite des opérateurs des com-
posantes du moment et des opérateurs l^. et /_ (/± = /.p ± •ily} dans le cas où /=.:!.

Quelle est la forme des opérateurs l^ ?

3.27. Chercher la fonction d'onde de l'état d'une particule ayant un moment / = 1
et une projection de ce moment /,,. = 0 en représentation ^.

3.28. Dans l'état d'une particule dont le moment est / = 1 et dont la, projection sur
l'axe z est m, chercher les moyennes suivantes : 1^, /"• (n étant un entier).

3.29. Chercher la forme explicite de l'opérateur F = F(a-l), ou a est, un vecteur, F(,r)
une fonction de la variable x et 1 l'opérateur moment de la particule. L'opérateur F
agit dans l'espace des états d'une particule de moment l = 1.

3.30. Chercher la forme explicite de l'opérateur R(ipc,), rotation du système de co-
ordonnées d'un angle y>n (voir 3.1 et 3.f9) , agissant dans l'espace des états d'une
particule de moment / == 1.
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3.31. En utilisant le résultat, du problème précédent, chercher la. partie angulaire
de la fonction d'onde ^^^0(0, f ) d'une particule de moment / = 1 et de projection
m = 0 sur l'axe ? dont la direction est définie par les angles a , / 3 . Comparer avec le
problême 3.22.

3.32. Dans l'espace des états d'une particule de moment l == 1, chercher les pro-
jecteurs P(m) (m = 0 ,±1) sur les états ayant une valeur déterminée du moment m
sur l'axe z .

3.33. Généraliser le résultat, obtenu dans le problème précédent pour un axe z de
direction quelconque.

En utilisant la forme obtenue pour les opérateurs P{în), chercher (en représentation
l ^ ) la fonction d'onde dont la projection du moment sur l'axe z est m = 0.

Chercher, par le même procédé, la fonction d'onde 'S'fh=o(0, f ) de la particule de
moment 1=1. Comparer aux résultats des problèmes 3.22 et 3.31.

3.3 ADDITION DES MOMENTS

3.34. Les moments l\ et, ly de deux systèmes sans interaction s'additionnent en un
moment total L. Montrer que dans de tels états (avec une valeur déterminée de L)
les produits scalaires li • l^, li • L, ly • L, possèdent également des valeurs déterminées.

3.35. Quel est le spectre d'une grandeur physique formée à partir du carré du produit
vectoriel de deux moments /i et ly ?

3.36. Chercher les commutateurs suivants :
a) [L,:, (îi .Î2)], [£,, (n . p2)L [^ (n • rs)] ;
b) [^,, ÎIA.], [ L i , g ^ k ] , où g =îi AÎ2 ;
c) [Li,xikX-2i}, [Li,xikp2i.},
où li et la sont les opérateurs moments de deux particules, L = li + la l'opérateur
moment total.

3.37. On a deux systèmes 1 et 2 sans interaction dont les états sont caractérisés par
les nombres quantiques ( / i , mi) et ( l y , m^) du moment et de sa projection sur l'axe z .

Indiquer les valeurs possibles du moment total /; du système total (1 + 2) et calculer
les valeurs moyennes L, L2 dans l'état, considéré.

Chercher la valeur moyenne de L2 dans le cas où les différentes valeurs de m\ et
ma sont équiprobables et comparer le résultat à, la valeur moyenne correspondante
obtenue après une étude classique.
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3.38. Dans les conditions du problème précédent, calculer les probabilités des dif-
férentes valeurs du moment total L dans le cas particulier où les projections mi et.
m-î sont égales à m i = / i , m-^ = /g — 1.

3.39. Les moments de deux systèmes sans interaction et de grandeurs égales (/i =
/2 = 0 sont additionnés en un moment total Î J . Montrer que la fonction d'onde
Î' i.(iiti,m's} d'état du système ayant une valeur déterminée de la grandeur L en
représentation / i ; / 2z est douée d'une symétrie déterminée par rapport à la permutation
des variables2 »ii et mi. Quelle relation lie la symétrie de la fonction d'onde à la
valeur de la grandeur L ?

3.40. En utilisant le résultat du problème précédent, déterminer les probabilités
des différentes valeurs du moment total L dans un état composé de deux systèmes
ayant des moments / identiques et des projections déterminées des composantes des
moments sur l'axe z égales à m^ = / et »TI'_) = / — 1. Comparer avec le résultat du
problème 3.38.

3.41. Deux systèmes de moments / identiques sont dans un état ayant une valeur
déterminée î, du moment total égal à :
a) L = '11 ;
b) L = 21 - 1
et une projection du moment total sur l'axe ; égale à M ^= '2l — 1 (dans les deux cas).

Déterminer les probabilités des différentes valeurs des projections des moments des
deux systèmes sur l'axe z .

3.42. En utilisant les résultats des problèmes 3.37 et 3.39, chercher les probabilités
des différentes valeurs du moment total dans un état composé de deux systèmes ayant
des moments égaux a l'unité dont- les projections sur l'axe ; sont égales à zéro.

Généraliser le résultat obtenu pour des valeurs des moments / quelconques (mais iden-
tiques) de chacun des systèmes et des projections des moments des deux systèmes sur
l'axe ;; égales à mi = ma = l — 1.

3.43. Même question que dans le problème précédent, mais pour le cas /i = l-i — 1
et m\ = 1, m 2 = — f .

Généraliser ce résultat pour des valeurs quelconques des moments l\ = ly = l et des
projections des moments sur l'axe z égales à m\ = / , » » 2 = l ~ 2.

2 Pour éviter des malentendus, soulignons le double sens de la lettre m. à savoir : m représentant
la valeur propre de l'opérateur lz et m, variable en représentation lz (d'ailleurs cette remarque
concerne également toute grandeur physique /).

Rappelons, à ce propos, que l'on utilise l'écriture de la fonction propre lî f ( q } dans laquelle q est
la variable de la représentation utilisée, tandis que / indique la valeur propre correspondante.
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3.44. En utilisant le résultat obtenu dans \e. problème 3.39, montrer que, pour deux
systèmes sans interaction dans les états ayant des moments / identiques et ayant une
valeur déterminée L du moment total et de sa projection M sur l'axe z , les pro-
babilités des valeurs des projections sur l'axe z , m^^\ = m et ^1(2) = M — m sont
identiques.

3.45. En se basant sur les résultats obtenus dans les problèmes 3.37 et 3.39, chercher
les valeurs minimale et maximale des probabilités des valeurs possibles L du moment
total de deux systèmes sans interaction possédant des moment égaux /i = /2 = 2 et
dont les projections sur l'axe z sont égales à mi = rny •= 0.

3.46. Les moments de deux systèmes sont égaux (/i == ly = l) ; une fois additionnés,
ils donnent un moment total L nul : L = 0.

Chercher la fonction d'onde de cet état en représentation l\^l'iz^ ainsi que la pro-
babilité des différentes valeurs des projections des moments des deux systèmes sur un
axe.

Pour résoudre le problème, utiliser les opérateurs L±.

3.47. Les moments de deux particules valent /i = l^ = 1. Construire les fonctions
d'onde ^LM des états ayant des valeurs déterminées L du moment total et de sa
projection M sur l'axe z .

Discuter en particulier la dépendance angulaire de l'état L = 0.

Chercher, pour les états considérés 'ÎLM, la probabilité des différentes valeurs des
projections des moments de chacun des deux systèmes sur l'axe z .

On invite le lecteur à résoudre le problème en s'inspirant des résultats obtenus dans
les problèmes 3.39 et 3.46.

3.48. Classer les états possibles d'un système composé de trois sous-systèmes sans
interaction possédant des moments/i == /2 = 1 et ly, = l suivant les valeurs du moment
total L du système.

3.49. Dans l'espace des états des moments l\ et (3 de deux systèmes sans interaction,
chercher les projecteurs P(L) sur les états ayant une valeur L du moment total.

3.50. Dans l'espace des états des moments /i et /2 de deux systèmes sans interaction,
chercher les projecteurs P(L, M ) sur les états ayant une valeur L du moment total et
M de sa projection sur l'axe z .

3.51. Les moments de deux systèmes sans interaction valent l\ = l-i = 1. En uti-
lisant les projecteurs, chercher (en représentation l i z l - ^ z ) la fonction d'onde ^ L=O de
l'état ayant une valeur L = 0 du moment total. Comparer au résultat obtenu dans le
problème 3.47.
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3.52. A partir des relations de commutation [L,, f k \ == i £ i k l f l , liant les opérateurs des
composantes du moment L, et une grandeur vectorielle arbitraire //;, qui caractérise
un certain système, montrer que :
a) les éléments matriciels non diagonaux de l'opérateur f ^ sont nuls :

(n, L, M\f,\n, L, M') =0, M ^ M',

ici n représente l'ensemble des nombres quantiques, qui avec L et M constituent
un système complet ;

b) les éléments matriciels diagonaux f z sont de la forme

(n, L, M \f, n, L, M) = o,(n, L)M,

où a(?i, L) est un nombre ne dépendant que des nombres quantiques n et L (mais
pas de M ) .
Ainsi de a) et, b) on a " l'égalité "

/, =a(n,L)'L,,

où le symbole d'égalité = signifie que les éléments matriciels des deux membres de
l'équation entre des états ayant les mêmes valeurs de n et L (et pour des valeurs
de M , M' quelconques) sont égaux.

c) Généraliser les résultats de a) et b) pour les composantes x et y de l'opérateur f
et établir 1"' égalité "

f = a(ii.,L)L,

d) Montrer que la grandeur a(n, L) vaut

{n,L,M\î-L\n,L,M)
L ( L + 1 ) '

Comme l'opérateur (f • L) est un opérateur scalaire qui commute avec L, les éléments
matriciels diagonaux de cet opérateur sont indépendants de M (voir 3.20).

3.53. En ut i l i sant le résultat obtenu dans le problème précédent, chercher les élé-
ments matriciels de l'opérateur de la grandeur physique f = li A 1^> entre des états
ayant, une valeur déterminée L du moment total (L = li + la)-

3.54. Chercher les valeurs moyennes des composantes d 'une grandeur physique vec-
torielle f t = g\\\ + g'Ai pour des états ayant une valeur déterminée du moment, total
(L = li + la) et de sa projection M sur l'axe z .

Déterminer li et 1s dans ces états.

3.55*. Il est connu que le problème d'addition des moments de deux systèmes /i et
/2 en un moment total L se résout au moyen de la relation suivante :

iTr \ ^ /-~<LM ïTf (^) 1Ï|(^) A// __ m l y-lVLM = ^ (^r^^^i^^m,' A / V - m i + m a ,
mima
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où C^^ , _, sont les coefficients de Clebsch-Gordan (pour lesquels il existe une forme
f l îït 112 "f 2 '

/ -I ') \

explicite), les v^ sont les fonctions d'onde normées des deux systèmes dont les
moments sont additionnés en un moment total L et où ^LM est la fonction d'onde
normée du système total.

En utilisant les opérateurs L±, chercher les coefficients de Clebsch-Gordan dans le cas
particulier où h = /i + / 2 -

3.56. Même question que dans le problème précédent, mais pour le cas particulier :
;i = ^ et L = 0.

3.4 FORMALISME TENSORIEL
EN THÉORIE DU MOMENT CINÉTIQUE

3.57*. Montrer que la fonction de la forme 'I';(r) = ^^/^ . . .n• E ^•Cfc • • ••rn/M; où f ( r )
est une fonction arbitraire, tik...n un tenseur de rang / symétrique pour tout couple
d'indices et de trace nulle (<,;p...n = 0), est une fonction propre de l'opérateur carré
du moment de la particule associée à une valeur du moment égale à l.

3.58. Montrer que le nombre de composantes indépendantes d'un tenseur symétrique
de rang / de trace nulle (voir problème précédent) vaut 2 ^ + 1 , comme le nombre
d'harmoniques sphériques Y;w Oi1 démontre ainsi que la dépendance angulaire de la
fonction d'onde étudiée dans le problème précédent est la plus générale pour les états
d'une particule de moment /.

3.59. Selon le problème 3.57, la relation la plus générale donnant la dépendance
angulaire de la fonction d'onde d'état d'une particule ayant un moment / = 1 est de
la forme ^^i = (t • n), n = r/r. Quelle condition doit remplir le vecteur t si la
fonction d'onde est normée à l'unité :

l=^d^= 1 ?

3.60. Pour des valeurs du moment d'une particule égales à / = 1 et / = 2, chercher
les composantes des tenseurs correspondants (ti(m), t,k(rn)) pour lesquels la fonction
^;, introduite dans 3.57, décrit un état de la particule ayant une valeur déterminée
du moment et de sa projection sur l'axe z ; autrement dit $; est une harmonique
sphérique Yim-

3.61. En utilisant les valeurs des composantes des vecteurs t(m) obtenues dans le
problème précédent, chercher les composantes du tenseur de la forme

m=— 1
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3.62. En accord avec le résultat obtenu dans le problème 3.57, la relation la plus
générale donnant la dépendance angulaire de la. fonction d'onde d'une particule de
moment / = 1 est de la forme ̂ ^i = (t • n), où t est un vecteur complexe arbitraire.
Quelles conditions doit satisfaire ce vecteur pour qu'on puisse déterminer dans l'espace
un axe sur lequel la projection du moment a une valeur déterminée égale à.
a) m = 0 ;
b) m = ±1 ?

3.63. Montrer que pour un état arbitraire d'une particule de moment / =- 1 on peut
trouver dans l'espace un axe z sur lequel la probabilité de la projection du moment
m = 0 est nulle.

3.64. La dépendance angulaire de la fonction d'onde d'une particule de moment
/ = 1 est de la forme ^1=1 = (t • n), où t un vecteur complexe arbitraire. Chercher
les probabilités (les différentes valeurs de la projection du moment sur un axe z dont,
la direction est définie par le vecteur unitaire HQ.

3.65. Chercher les valeurs moyennes des composantes du tenseur n,. n^ pour une par-
ticule de moment / = 1 dans l'état le plus général. La. dépendance angulaire de la
fonction d'onde d'un tel état est, selon le problème 3.57, de la forme ^;=i == (t • n).

3.66*. Chercher les valeurs moyennes des composantes du moment 1 pour une par-
ticule de moment / = 1 dans l'état le plus général (la forme de la fonction d'onde de
cet état est donnée dans le problème précédent).

3.67. Selon le problème 3.57, la dépendance angulaire de la fonction d'onde d'une
particule de moment l = 1 est de la forme ^t^^ == (a • n), autrement d i t , elle est
complètement définie par le vecteur complexe a. Aussi, pour les états de moment
/ = 1, peut-on passer à la. représentation (dite vectorielle) dans laquelle la fonction
d'onde est représentée par l'ensemble des composantes du vecteur a/;, c'est-à-dire que
^ k = 0 k (k= 1,2,3).

Chercher la forme explicite des opérateurs composantes du moment en représenta-
tion vectorielle. Etablir la correspondance entre la représentation vectorielle et, la
représentation l z .

3.68. Pour un système composé de deux particules ayant des moments /i =. l^ = 1,
chercher :
a) la forme la plus générale de la dépendance angulaire de la fonction d'onde ;
b) la forme la plus générale de la dépendance angulaire des fonctions d'onde ̂

décrivant les états du système à valeur déterminée L (L = 0 ,1 ,2 ) du moment
total ;

c) la dépendance angulaire des fonctions d'oncle 'SLM décrivant les états du système
à valeur déterminée L du moment total et de sa projection M sur l'axe z .

Utiliser les résultats obtenus dans les problèmes 3.57 et 3.60.



CHAPITRE 4

MOUVEMENT DANS UN CHAMP CENTRAL

4.1 SYSTÈMES À SYMÉTRIE AXIALE

4.1. Chercher les fonctions d'onde des états stationnaires et les niveaux d'énergie
d'un rotateur1 plan de moment d'inertie /.

Quelle est la multiplicité des niveaux ?

4.2. L'état d'un rotateur plan est décrit par une fonction d'onde 'P = C cos"1 ip
(n étant un entier). Chercher les fonctions de distribution du rotateur en énergie et
en projection du moment, ainsi que les valeurs moyennes de ces grandeurs dans l'état
considéré.

4.3. Chercher les fonctions d'onde des états stationnaires et les niveaux d'énergie
d'un rotateur spatial de moment d'inertie /.

Quelle est la multiplicité des niveaux ?

4.4. L'état d'un rotateur spatial est décrit par une fonction d'onde de la forme :
a) ^=C'cos20•,
b) 'I' = Ce^'f.

Pour ces états, chercher les fonctions de distribution de l'énergie, du carré du moment
et de sa projection sur l'axe z , ainsi que les valeurs moyennes de ces grandeurs.

4.5. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde des états stationnaires
d'un oscillateur harmonique plan.

Déterminer la multiplicité des niveaux d'énergie.

1 On appelle rotateur ou rotateur rigide un système en rotation (dans un plan ou dans l'espace) de
deux particules rigidement liées l'une à l'autre. Le moment d'inertie du rotateur vaut 1 = /M2,
où il est. la masse réduite des particule, a la distance qui les sépare.
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4.6. Dans l'état stationnaire ^n d'un oscillateur plan (voir solution du problème
4.5), chercher les probabilités des différentes valeurs de la projection du moment sur
l'axe perpendiculaire au plan des oscillations.

4.7. Une particule se trouve dans un potentiel à symétrie axiale U ( p ) .

Dans le cas général (c'est-à-dire en l'absence de dégénérescence accidentelle), quelle
est la multiplicité des niveaux d'énergie du spectre discret du mouvement "transversal"
de la particule (c'est-à-dire du mouvement s'effectuant dans le plan perpendiculaire
à l'axe de symétrie du potentiel) ?

La multiplicité de dégénérescence du premier niveau excité du mouvement "transver-
sal" peut-elle être égale à 3, 4 ?

4.8. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde des états stationnaires
d'une part icule dans un puits de potentiel bidimensionnel de profondeur infinie

m^ f 0, p<a,
u(p) - [ oc, p>a.

4.9*. Chercher les niveaux d'énergie du spectre discret (des états liés) d'une particule
dans un puits de potentiel bidimensionnel de U [ p ) de la forme

i r t \ f -Vu, p < a,
l l ( p ) ~ [ 0, p > a ,

qui correspondent à la valeur m = 0 de la projection du moment de la particule sur
la direction perpendiculaire au plan du mouvement.

Discuter en particulier le cas d'un puits peu profond iia^Uo/h^ -^ 1 ; comparer au
cas d'un mouvement unidimensionnel.

4.10*. Même question que dans le problème précédent, mais pour le cas m ^f - 0.

Obtenir la condition d'existence des états liés ayant une projection non nulle m du
moment.

4.1l*. Pour une particule se trouvant dans un potentiel bidimensionnel de la forme
U ( p ) = —a6(p — a), chercher les niveaux d'énergie du spectre discret à projection
nulle du moment, : m = 0.

Discuter en particulier les cas limites des puits peu profond p a a / h 2 ^ 1 et profond
ticva/ti1 ~S> 1. Comparer au cas d'un mouvement unidimcnsioniiel.

4.12*. Même question que dans le problème précédent, mais pour le cas m ~^- 0.

Obtenir la condition d'existence des états liés ayant une valeur non nulle de la pro-
jection du moment, m.
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4.13. Chercher les niveaux d'énergie du spectre discret d'une particule dans un
potentiel bidimensionnel U ( p ) = — a / p .

Déterminer la multiplicité des niveaux. Comparer avec le cas d'un champ coulombien
(à trois dimensions) U ( r ) = — a / r .

4.14. Pour une particule se trouvant dans un puits de potentiel bidimensionnel
de profondeur infinie et dont la forme est donnée dans le problème 4.8, chercher
de façon approchée l'énergie de l'état fondamental par la méthode variationnelle en
approxiniant la fonction d'onde par des expressions de la forme (p < a) :
a) ^o(p) = A ( a - p ) ;
b) ^o(p) = Bcos(np/2a).

Comparer les résultats obtenus à la valeur exacte.

4.15. Même question que dans le problème précédent, mais pour une énergie notée
En =o,|m|=i du premier état, excité d'une particule dont la projection du moment est,
\m\ = 1. Approximer la fonction d'onde radiale par un polynôme du second degré
satisfaisant les conditions limites nécessaires aux points p = 0 et p = a.

4.16. Donner une valeur approchée de l'énergie de l'état fondamental d'un oscillateur
plan par la méthode variationnelle en utilisant une fonction d'essai de la forme

f o(/?) = Cexp(-ap),

a étant un paramètre variationnel. Comparer à la valeur exacte (voir problème 4.5).

4.17*. Dans le cas bidimensionnel, chercher la fonction de Green de l'équation de
Schrödinger pour une particule libre d'énergie E < 0 et qui décroît pour p —>• oo.

4.18*. Dans le cas bidimensionnel, chercher la fonction de Green G' \ p ,p ' ) de
l'équation de Schrôdinger pour une particule libre d'énergie E > 0. Les indices (±)
indiquent la nature de son comportement asymptotique pour p —> oo :

G^ ~ exp [±îV2/^/^1 .

4.19*. Chercher la fonction de Green GE^,^) d'un rotateur plan (voir problème
4.1). En assimilant la fonction de Green GE à une fonction analytique de la variable
complexe E, montrer qu'elle possède des points singuliers, des pôles et établir la
correspondance entre les positions de ces pôles dans le plan E et les niveaux d'énergie
du rotateur.
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4.2 ETATS DU SPECTRE DISCRET
DANS DES CHAMPS CENTRAUX

4.20. Comment varient les valeurs En^i des niveaux d'énergie du spectre discret d'une
particule :
a) pour une valeur fixée de / et lorsque n.r augmente ;
b) pour une valeur fixée de n,. ci lorsque / augmente ?

4.21. Pour une particule se trouvant dans un champ central
a) existe-t-il des niveaux doublement dégénérés ?
b) quelle multiplicité peut acquérir le premier niveau d'excitation ?
c) que peut-on dire des nombres quantiques d'un niveau si sa multiplicité de dégénéres-

cence vaut 7 ? 9 ?

4.22. Notons E]^ l'énergie du A^""" niveau du spectre discret d'une particule dans un
champ central (les niveaux sont numérotés par ordre croissant de l'énergie ; l'état, fon-
damental correspond à N = 1). Indiquer les limites imposées aux valeurs maximales
possibles :
a) du moment de la particule dans les états d'énergie E^ ',
b) de la multiplicité de ce niveau.

4.23. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde normées des états statiou-
naires d'un oscillateur sphérique U(r) = kr2 / ' 2 en utilisant la méthode de séparation
des variables dans l'équation de Schrödinger en coordonnées cartésiennes. Déterminer
la multiplicité des niveaux.

4.24. Pour un oscillateur sphérique, trouver les valeurs des nombres quantiques n,.,l
correspondant aux quatre niveaux d'énergie les plus bas en utilisant uniquement la
multiplicité des niveaux (voir problème précédent).

Quelle combinaison des fonctions d'onde 'S'n^n^n:., correspond à l'état d'un oscillateur
de moment / = 0 pour ;V = ni -+- n-^ + ris = 2 ?

4.25*. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions propres \t'n.,.;m(rl Q, f ) de
l'hamiltonien d'un oscillateur sphérique à partir de la solution de l'équation de Schrô-
dinger en coordonnées sphériques. Classer les états de l'oscillateur correspondant
au N'""' niveau d'énergie suivant les nombres quantiques n,r,l et donner leur parité.
Quelle est la multiplicité de ces niveaux ?

4.26*. Montrer que pour un oscillateur à trois dimensions les opérateurs

Ttk = Wkl'P + kî-iî-k

commutent avec l'hamiltonien

H = p2/^ + k^l'l.
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En montrant que le commutateur des opérateurs l2 et Tu est différent de zéro, expli-
quer la dégénérescence "accidentelle" des niveaux d'énergie de l'oscillateur.

4.27*. En mécanique classique, dans un potentiel coulombien U[r) = — c t / r , le
vecteur A = p A M//^ — a r / r est une intégrale du mouvement. Donner la forme de
l'opérateur hermitien A qui peut être assimilé à la grandeur vectorielle classique A.

Calculer les commutateurs [7î,yl,-] et [l^Ag] et expliquer la nature "accidentelle" de
la dégénérescence des niveaux d'énergie d'une particule qui se trouve dans un champ
coulombien.

4.28. Pour l'électron, dans l'état fondamental d'un atome (d'un ion) hydrogénoïde,
déterminer r" .

4.29. Déterminer le potentiel effectif (moyen) y(r) agissant sur une particule chargée
qui passe à proximité d'un atome d'hydrogène non excité (en négligeant la polarisation
de ce dernier). Obtenir les valeurs limites y(r} pour les grandes et petites distances
de l'atome.

4.30*. Déterminer le champ électrique moyen crée par un atome d'hydrogène dans
l'état 2p avec une valeur déterminée m = 0 de la projection du moment de l'électron
sur l'axe z , à de grandes distances de l'atome.

4.31. Déterminer le champ électrique moyen ainsi que sa fluctuation (fluctuation des
composantes du champ) à grande distance d'un atome d'hydrogène se trouvant dans
l'état fondamental. Noter la nature de la décroissance des grandeurs obtenues lorsque
la distance augmente.

4.32*. L'état stationnaire d'un électron dans l'atome d'hydrogène est caractérisé
par les nombres quantiques "paraboliques" n\ = l,n-j = 0 et le nombre quantique
magnétique m. = 0.

Calculer la distribution des probabilités de la coordonnée de l'électron z et de son
moment / dans cet état (z est l'axe de la quantification parabolique). Déterminer le
moment dipolaire moyen de l'atome dans l'état mentionné.

4.33. Déterminer les niveaux d'énergie En,.i et les fonctions d'onde 'S'nrim des états
stationnaires d'une particule dans un puits sphérique de profondeur infinie

U(r) =
0, r < a,

oo, r > a.

4.34*. Déterminer les niveaux d'énergie d'une particule dans le potentiel

U(r) = —a6(r — a).

Quelle est la condition d'existence d'états liés de moment / ?
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4.35. Déterminer les niveaux d'énergie des états liés associés aux fonctions d'onde s
d'une particule dans le potentiel V ( r ) = — l / o e \ p ( — r / a ) .

Obtenir la condition d'existence de ces états.

Quelle est la condition d'apparition de nouveaux états .s lies lorsque la- profondeur du
puits augmente ? Discuter, en particulier, le cas d 'un puits profond ^a''L''o//(2 ^> 1.

4.36. Chercher la correspondance entre d'une part, les niveaux d'énergie En^o e^ 1e3

fonctions d'onde normées \Sn,.oo(r) des états s stationnaires (/ = 0) du spectre discret
d'une particule dans un champ central U(r) et, d'autre part, les niveaux £'„ et les
fonctions normées ^^(a') dans un champ unidimensionnel U ( x ) de la forme

. r ^.), . , ->o ,
L \ / - [ oo, x < 0 .

Grâce à la correspondance établie, chercher la condition d'existence d'états liés dans
le potentiel

U(r) - [ -?/0' '• < "•\ ' ~ \ 0, r ^ a.

4.37. Généraliser le résultat obtenu dans le problème 2.18 pour le cas des états s
d'une particule dans un champ central U(r).

Trouver la condition d'existence d'états liés dans le potentiel

oo, r < a,TU \ - [ oo, r < a,
^ ' l ^ -a/r», r> a (n > 2).

4.38. Soient En et En les valeurs du ri""' niveau d'énergie du spectre discret, dans
les potentiels U(r) et U(r) liés par la condition

Ù { r ) = U ( r ) + 6 ! I ( r ) , 6U(r) > 0.

Montrer que En ^ E,,..

4.39. Montrer que si les paramètres du potentiel central

U(r) = -Uo/sh^r/a')

sont tels qu'il n'y ait pas de "chute" de la particule sur le centre du champ, il n'y pas
d'état lié.

4.40. Chercher la pression moyenne exercée par une particule se trouvant dans un état
stationnaire dans un puits sphérique de profondeur infinie (voir 4.33) sur la "paroi"
du puits.



IV - MOUVEMENT DANS UN CHAMP CENTRAL 47

4.41. Déterminer des valeurs approchées de l'énergie de l'état fondamental d'une
particule dans le potentiel coulombien [7 = — c c / r , par la méthode variationnelle, en
utilisant les fonctions d'essai de la forme
a) ^ =Ccxp(-K2r2) ;
„ ,.{^->, ̂
où a', a sont les paramètres variationnels. Comparer à la valeur exacte.

4.42. Même question que dans problème précédent, mais pour un oscillateur har-
monique U = kr1 f i et des fonctions d'essai de la- forme :
a) ^ = Cexp(-Qr) ;

b) ^ = ! C7(a-r)' r < a -
' [ 0, r > a.

4.43. Obtenir la valeur approchée de l'énergie de l'état 2p d'une particule dans le
potentiel coulombien, par la méthode variationnelle, en utilisant une fonction d'essai
de la. forme

^(r) = (a.i^exp^V),

où a est un vecteur constant (voir problèmes 3.59 et 3.60) et K un paramètre varia-
tionnel. Comparer à la, valeur exacte.

4.44. Même question que dans problème précédent, mais pour le premier état excité
d'un oscillateur de moment / = 1 et une fonction d'essai

^(r) = (a • r) exp(-or).

4.45*. Chercher la fonction de Green G'^r,!-'), décroissante pour r —> oo, d'une
particule libre d'énergie E < 0. A l'aide de la fonction de Green, écrire l'équation de
Schrödinger pour les états liés dans un potentiel U ( r ) , décroissant pour r —>• oo, sous
forme d'une équation intégrale.

4.46*. Comme on le sait, pour une particule dans un potentiel d'attraction central
U (r) < 0, U(r) —S» 0 pour r — oo, les états liés n'existent pas toujours. Montrer que
l'inégalité

/>00

/ r\U{r)\dr~^ /i2/^
Jo

est, une condition néccessaire d'existence de ces états.

Comparer la condition nécessaire ainsi établie avec la condition exacte d'existence
d'états liés dans les potentiels suivants :
a) puits rectangulaire (voir 4.36) ;
b) puits exponentiel examiné dans le problème 4.35.
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4.47*. Montrer que l'inégalité
/>00

/ r{U(r)\dr^ (2; + l)ft2/^.
Ju

constitue une condition nécessaire d'existence d'au moins un état lié d'une particule
de moment / dans un potentiel central attractif U (r) <^ 0 ((/()•) —> 0 pour r —/• oc.).

4.48. Sur la base du principe variationnel et en utilisant une fonction d'essai de la
forme '!' — (7exp(—Kr) {n > 0 étant un paramètre variationnel), obtenir la condition
suffisante d'existence dans un potentiel central attractif U(r) <^ 0, U(r) —)• 0 pour
r —>• oo, d'au moins un état lié.

Appliquer la condition obtenue aux champs suivants :
a) puits S (voir problème 4.34) ;
b) puits exponentiel (voir problème 4.35) et comparer à la condition exacte.

4.49. Pour les potentiels indiqués ci-dessous, comparer les trois valeurs suivantes du
paramètre ^ = p.a^U^/h2 (caractérisant la profondeur du puits de potentiel corre-
spondant) : ^,,., valeur du paramètre <*; nécessaire à l'existence dans le champ d'états
liés (voir problème 4.46) ; iÇoi valeur exacte et ^., valeur correspondant à la condition
suffisante (voir problème précédent).
a) puits 6 (voir problème 4.34): U(r) = —Uo(i6(r — a.) :
b) puits exponentiel (voir problème 4.35) ;
c) potentiel de Yukawa U(r) = —U'ua exp(—r/a)/r (la valeur 1^0 = 0,84 est obtenue

par calcul numérique).

4.50. Même question que dans le problème 4.48, mais pour une particule se trouvant
dans le potentiel

avec une fonction d'essai de la forme

^ = (7exp(-KV).

Etablir de même la condition nécessaire d'existence d'états liés à partir de la condition
obtenue dans le problème 4.46.

4.51. Même question que dans le problème 4.48, mais pour un état lié ayant le
moment / = 1. Choisir une fonction d'essai de la. forme

'I1 = (a • r) exp(-Kr).

Appliquer la condition obtenue au potentiel de Yukawa

p-r/ro
U =-Q-'————

r

et comparer à la condition nécessaire calculée dans le problème 4.47.
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4.52. Chercher la distribution des impulsions d'une particule dans l'état fondamental
d'un potentiel coulombien U = — a / r .

4.53. Pour l'état fondamental d'une particule dans un puits de potentiel sphérique
de profondeur infinie (voir 4.33), chercher la fonction de distribution des impulsions
de la particule.

4.54. Trouver les états liés de moment / = 0 dans le potentiel

U ( r ) = - a S ( r - a ) ,

en utilisant la solution de l'équation de Schrödinger en représentation p.

4.55*. Chercher la solution de l'équation de Schrôdinger du problème précédent
satisfaisant à la condition <E'(p) = 0 pour p <^ pn (po > 0).

Montrer, qu'en posant ainsi le problème, il existe, dans un puits de profondeur a
arbitraire, un état lié dans lequel la particule se localise dans un domaine limité de
l'espace et chercher l'énergie de liaison de la particule dans le cas d'un puits peu
profond itcca/h2 <^. 1 (comparer au résultat obtenu dans le problème précédent).

La formation, dans ce cas, d'un état lié, en présence d'une attraction aussi faible
soit-elle, constitue ce qu'on appelle l'effet Cooper, phénomène constituant la base du
mécanisme microscopique de la supraconductivité.

4.56. Déterminer les niveaux d'énergie quasi discrets (leur position et leur largeur)
des états s d'une particule dans le potentiel I 1 ( r ) == aS(r — a).

Discuter en particulier le cas d'une barrière peu transparente ;ucra//i2 ^> 1 et de
niveaux quasi discrets pas trop excités.



CHAPITRE 5

SPIN

5.1 FORMALISME DU SPIN s = 1/2

5.1. Pour une particule de spin s = 1/2 chercher les spineurs ^,, avec i = 1,2 ,3
(fonctions propres des opérateurs de spin 'Sy, 'Sy, ' s ^ ) décrivant les états de la particule
avec une projection déterminée du spin sur les axes x , y , z du système de coordonnées.

5.2. Donner la forme de l'opérateur projection du spin .Su sur une direction arbitraire
définie par le vecteur unitaire n.

Quelle est la valeur moyenne de la projection du spin s • n sur l'axe n dans un état
ayant une projection du spin s^ =: ±1/2 sur l'axe z ?

Quelles sont les probabilités pour avoir une projection du spin ±1/2, sur la direction
il, dans ces états ?

5.3. Chercher les valeurs propres de l'opérateur / = a + b • a (a étant un nombre,
b un vecteur, <r les matrices de Pauli).

5.4. Est-ce que les carrés des projections du spin d'un électron sur les axes x , y , z
peuvent prendre simultanément des valeurs déterminées ?

5.5. Un opérateur linéaire L quelconque, agissant dans l'espace des variables de
spin d'une particule de spin s = 1/2, est une matrice carrée de dimension deux.
Quelles restrictions sont imposées aux éléments de la matrice par l'hermiticité de
l'opérateur L ?

Chercher les valeurs propres de cet opérateur hermitien.

5.6. Montrer que le système composé des quatre matrices I , cr^, ci-y, o-^ de dimension
2 est complet.
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Montrer que les coellicients du développement d'une matrice A de dimension 2

A = «n / + a,.?,;, + +fl(/o"y + «;o'2 = flo + a • <r.

peuvent être calculés à l'aide des formules

MU = ^Tr .î, a= ^Tr (<T.Î).

5.7. Quelle est la forme explicite des opérateurs iT;|, <r|, <T • (o- A f r ) ?

5.8. Simplifier l'expression (a • o-)", où a est un vecteur ordinaire (numérique), o- a
pour composantes les matrices de Pauli, et où M est un entier.

5.9. Chercher l'expression explicite d'un opérateur de la. forme F =- F(a + b • a), où
F ( x ) est une fonction arbitraire de la variable .r, a = cte et où b est un vecteur.

Etudier, en particulier, l'opérateur F = exp(î'a • cr).

5.10. Indiquer la forme des opérateurs de projection du spin de l'électron s,,., Sy, s;
en représentation s,,,.

Chercher la forme de l'opérateur unitaire [r réalisant, le passage de la représentation
*•; à la représentation s,;..

5.11. Donner, pour un spin .s ^ 1/2, la forme des opérateurs A-± = s'.,. ±/'S'y et. étudier
leur action sur les fonctions propres '1',^. Quelle est. la forme dey opérateurs ,s^ ?

5.12. Soit. un éta.t décrit par la fonction d'onde de spin d'une particule de spin s = 1 /2

;,, / cos n \
^ = c" • i0\ s u ) a e ' )

(c'est, la forme la plus générale du spineur norme ; 0 <_ a < Tr/2, 0 ^ /3 < 27r).
Montrer qu ' i l existe dans l'espace un axe sur lequel la projection du spin possède la
valeur déterminée +1/2. Chercher les angles polaire et azimutalde cet axe (comparer
an résultat obtenu dans 3.62 pour le moment /^ = 1).

En se servant du résultat obtenu, résoudre le problème 5.1.

5.13. Chercher les projecteurs V' , .=±i /2 Mur les états ayant une valeur déterminée de
la projection du spin s^ = ±1/2 sur l'axe z .

5.14. Che rche r les projecteurs Ps,,=±U2 y1!'' ks états ayant une valeur donnée de la
projection du spin ±1/2 sur l'axe dont la direction est. définie par le vecteur unitaire n.

En utilisant, ces opérateurs, chercher les spineurs '!'.,„ =±1/2- Comparer au résultat, du
problème 5.1'2.
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5.15. Pour une particule de spin s = 1/2 indiquer la loi de transformation du spineur

^mV i'i )
lors de la rotation du système de coordonnées d'un angle yo P^ rapport a l'axe dont
la direction est définie par le vecteur unitaire rio.

Montrer que la grandeur ^*'î! = yî^'1 + f ^ i ne varie pas dans cette transformation,
autrement dit qu'il s'agit d'une grandeur scalaire.

5.16. Montrer que dans la rotation du système de coordonnées les grandeurs

/
v=<r*<r$ K-=][>;(^W/3

\ ^
se transforment comme les composantes d'un vecteur.

5.17. Pour deux particules de spin s = 1/2, chercher les fonctions propres ^ss.
des opérateurs de spin total (plus précisément, de son carré) et de sa projection sur
l'axe z .

La, forme des fonctions ^10 et 'l'oo doit être recherchée, en tenant compte de la forme
la, plus générale de la fonction correspondant à S, = 0 :

^=C^^+C^^,

par l 'une des méthodes suivantes :
a) directement à partir de l'équation aux fonctions propres de l'opérateur S'2 ;
b) en utilisant les opérateurs 5± ;
c) en utilisant les propriétés de symétrie des fonctions 'l's par rapport à la permuta-

tion des variables de spin des deux particules, qui sont analogues à celles établies
dans le problème 3.39.

5.18. Montrer que pour un système de deux particules ayant une valeur déterminée
du spin total, le système est aussi dans un état propre de l 'opérateur a\ • cry.

5.19. Deux particules de spin s = 1/2 se trouvent dans l'état décrit par le spineur
^ au = VaXiî (°' f t = 1; 2 étant les variables de spin de chaque particule), c'est-à-dire
que les états de spin des particules ne sont pas corrélés. Les spineurs de chacune des
particules sont normés à l'unité ; ainsi, par exemple,

<S>= ( v1 Y avec l^+l^l2^!.
\ ̂  )

Quelles sont les probabilités des différentes valeurs de spin total dans cet état ? Que
vaut ,S'2 ? Etudier, en particulier, le cas de i f a = X a -
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5.20. Représenter l'expression (o-i • (T-.;)2 sous une forme contenant les matrices de
Pauli o"i^2 an premier ordre. Les indices 1,2 des matrices signifient que ces dernières
sont des opérateurs agissant dans l'espace des variables de spin de la. 1'°" et de la 2"""
particule.

5.21 Cherclier la forme explicite de l'opérateur F = F(a-\-b îr\ -cr-i), ou F(.c) est une
fonction arbitraire de la variable a-, a et 6 étant des nombres quelconques.

5.22. Kn utilisant le résultat obtenu dans le problème 5.18, chercher les projecteurs
Ps'=u,i agissant sur les états de deux particules de spin s = 1/2 et projetant, sur les
états correspondant à une valeur déterminée du spin total des particules.

5.23. Pour un système de deux particules de spin s = 1/2, chercher l'opérateur
d'échange de spin (7 dont l'action sur la fonction de spin ^cï.â ( « , / ? = 1 , 2 étant les
variables de spin de la 1""' et de la 2e"1" particule) est la suivante : ^ ag = C^ a8 =- ^iïa-
Autrement dit cet opérateur permute les variables de spin des deux particules (le pro-
blème consiste à expliciter l'opérateur ("' a.u moyen des matrices de Pauli).

5.24. Pour un système de deux particules de spin s = 1/2, chercher les projecteurs
PSK. sur les états ayant une valeur déterminée du spin total .S' et. de sa projection ,5';;
sur l'axe ;.

5.25. Trouver les fonctions propres et les valeurs propres des opérateurs suivants :
a-) \''\ = a((T]^ + (7"2z) + b(T\ • <T2;

b) V'2 ^ «lO-lz + "20"2; + ba-i • 0-2,

où les paramètres a et b sont réels, de sorte que les opérateurs \\ 2 sont hermitiens.

5.26. Soient N particules de spin ,s, dans un état de spin total S = N s . Quel est le
spin total de 2, 3, . . . , n de ces particules dans cet état ?

5.27. La fonction de spiii d'un système de N particules de, spin s = 1/2 a la forme

^ _ ( , ̂ (1)^(2) ^(")^("+1) y^W
v ~ - ] -1/2 "1/2 • • • ' - l / l 1 -1/2 • • • "-1/2-

Chercher la valeur moyenne du carré du spin total de ce système de particules.

5.28. Pour les cas particuliers de n =- 1 et n = N — î du problème précédent, chercher
les probabilités des différentes valeurs du spin total S du système de particules.

5.29. L'état d 'une particule de spin .s = 1/2 est- caractérisé par des valeurs déter-
minées des nombres quantiques / , m, s;. Chercher dans l'état indiqué les probabilités
des différentes valeurs du moment total j == 1 + s de la particule.
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5.30. L'état d'un système est caractérise par des valeurs déterminées des nombres
quantiques J (moment du système) et Jz = J . Chercher les probabilités des différentes
valeurs de la projection du moment Jn sur l'axe dont la direction dans l'espace est
définie par le vecteur unitaire n.

5.31. Les moments de deux sous-systèmes sans interaction valant 1 et 1/2 sont
sommés en un moment total J . Dans les états suivants du système total :
a) .7=3/2, ./, =±1/2 ;
b) ,7 = 1/2, J , = ±1/2,
chercher les probabilités des différentes valeurs de la projection du moment de chaque
sous-système sur l'axe z et leurs valeurs moyennes. Pour résoudre ce problème, utiliser
les opérateurs J±.

5.32. Montrer que la fonction de spin d'un système de N particules de spin s = 1/2,
correspondant à l'état ayant la valeur maximale possible 5' = W/2 du spin total, est
symétrique par rapport à la permutation des variables de spin de l'une ou l'autre
des particules. Les fonctions de spin possèdent-elles une symétrie déterminée pour
d'autres valeurs du spin total ? Comparer au cas N = 2.

5.33. Dans un système de trois particules de spin s = 1/2 on a huit étals de spin
différents. Classer ces états suivant les valeurs du spin total du système. Chercher le
système complet des fonctions 'S'ss^ décrivant les états ayant des valeurs déterminées
de S et ,5',;.

5.34. Classer les états de spin d'un système de quatre particules de spin s = 1/2
suivant les valeurs du spin total S du système.

5.35. Quelles valeurs moyennes non nulles des moments multipolaires (d, — dipolaire
électrique, ;u, — dipolaire magnétique, Dik — quadrupolaire électrique) peut posséder
un système caractérisé par une valeur déterminée J du moment total valant :
a) J = 0 ;
b) J =1/27

5.2 ETATS ORBITAUX D'UNE PARTICULE AVEC SPIN

5.36. Les états d'une particule ayant une valeur déterminée de la projection du spin
sur la direction de l'impulsion sont appelés états d'hélicité. Pour une particule de spin
s = 1/2, chercher les fonctions d'onde 'S'py\ décrivant les états ayant une impulsion
po déterminée et une hélicité \ = ±1/2.

5.37. Donner la forme de l'opérateur hélicité et montrer que cet opérateur commute
avec l'opérateur moment total j = 1 ± 1s d'une particule.
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5.38. Pour mie particule de spin s ̂  1/2, montrer que la dépendance spin-angulaire
la. plus générale de la fonction d'onde d'un état pi 72 (c'est-à-dire, d'un état de moment
orbital / = 1 et de moment total j = 1/2) est de la forme

Ï = (<T • n ) \ , c'est-à-dire ^a = {^a^'nXÇ-s

on V = ( , (représente lin spineur arbitraire indépendant, de la, direction du vecteur

n (n = r / r ou n = p / ] i suivant la représentation choisie, r ou p).

Normer à l 'unité la fonction d'onde ci-dessus.

Quelle est la distribution de l'impulsion de la particule, dans cet état, suivant les
directions ? Comparer au cas de l'état .s • 1 / 2 .

Après avoir calculé la valeur moyenne du vecteur moment total de la particule dans
l'état considéré, établir la relation liant j au choix concret du spineur \, Chercher la
forme des fonctions décrivant les états à valeur déterminée j; = ±1/2 de la projection
du moment total sur l'axe z .

5.39. Analyser les états d'une particule de spin s = 1/2, dont les fonctions d'onde en
représentation p ont une dépendance spin-angulaire de la forme

^± = (1 ± cr • ii)\, n = p/p

(le spineur \ = ( . j n e dépend pas du vecteur n), eu donnant les valeurs des nom-

bres quantiques suivants : le moment total de la particule j , le moment orbital / , la
parité, l 'hél ici té À.

5.40. Pour une particule de spin s = 1/2, montrer que la dépendance spin-angulaire
le plus générale de la fonction d'onde d'un état p:i,/^ est de la, forme

f = { 2 ( c - n ) + î ( c A n ) • îr}\

(le vecteur arbitraire c et, le spineur \ =- \ ) ne dépendent pas du vecteur n).

Pour quel choix des composantes du vecteur c et du spineur \ la fonction men-
tionnée plus haut décrit-elle l'état p s / ^ d'une particule ayant une valeur déterminée
j s = ±1/2, ±?>/2 de la projection du moment, total sur l'axe z ?

5.4l*. Pour une particule de spin s =- 1/2, chercher la, dépendance spiu-angulairc des
fonctions d'onde. ' S ' j i j ^ des états ayant des valeurs déterminées du moment orb i ta l / ,
du moment total j et de la projection j z du moment total sur l'axe z dans le ca.s ou
^ • = < + J / 2 .

Résoudre le problème proposé par les deux méthodes suivantes :
a) en utilisant les projecteurs P, ;
b) en utilisant les opérateurs j -^ .

5.42*. Même question que dans le problème précédent, mais dans le cas où ,;' = / — 1 / 2 .
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5.43. Montrer que les fonctions ^ j i j , étudiées dans les deux problèmes précédents
sont liées par la relation

^•;u, = (o- . n)^-;^, ^1,2 = J ± 1/2, n = ^ (n = p) •

Le corollaire à cette relation est que la forme des distributions angulaires de l'impulsion
d'une particule dans les états définis par des valeurs données de j et de j ^ mais pour
les deux valeurs du moment orbital l\ -^ = j ^z 1/2 sont identiques.

5.44*. Pour une particule de spin s = 1/2, chercher la. dépendance spin-angulaire
des fonctions d'onde ^ B j j ^ x (en représentation p) décrivant les états d'une particule
ayant des valeurs déterminées j du moment total, de sa projection j ^ sur l'axe z et
de l'hélicité A.

5.45. Pour une particule chargée de spin s = 1/2, chercher la valeur moyenne du
vecteur moment magnétique dans l'état ^ j i i ^ .

L'opérateur moment magnétique /i, est de la forme

/ . ( • / ) ,
f i = ̂ oo-+ ,——1,

2 me

où /.(,o est le moment magnétique de spin de la particule (/(, = —eoh/ïm^c pour
l'électron, //p = 2, 79eo/î/2mpC pour le proton, etc., ey > 0 est le module de la charge
de l'électron), r sa charge.



CHAPITRE 6

MOUVEMENT DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE

6.1 PARTICULE CHARGÉE SANS SPIN
DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE

6.1. Montrer qu'avec un choix de jauge particulier du potentiel vecteur, l'haniiltonien
d'une particule chargée dans un champ magnétique1

H=—(p-e-A(r)\
2/i \ c !

peut prendre la forme

Démontrer l'hermiticité de l'hamiltonien.

6.2. Donner l'expression de l'opérateur vitesse v d'une particule chargée dans un
champ magnétique. Etablir les relations de commutation entre les différentes com-
posantes de cet opérateur [î.,,^.], ainsi que [ T ' , , X f : ] -

6.3. Chercher, pour une particule chargée se trouvant dans un champ magnétique
homogène, les opérateurs des coordonnées du centre de l'orbite pg du mouvement
transversal (perpendiculaire au champ magnétique), du carré du rayon vecteur de ce
centre pg et du carré du rayon de l'orbite p^or.

Etablir les relations de commutation entre ces opérateurs et l'hamiltonien.

1 On utilise dans les problèmes de ce chapitre la représentation r, de sorte que A(r,t) = A(r,t).

Rappelons également, que, dans ce livre, on utilise les unités C'GS. Dans le SI, cet hamiltonien
s'écrit comme

H = 1 (p - eA(r))2

2^
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6.4. Chercher les f ' o n c t i o n s d'onde normées des états stationnaires et les niveaux
d'énergie d 'une particule chargée sans spin dans un champ magnétique homogène
pour les choix de jauge suivants du potentiel vecteur :
a) .'1,, =0, /1y -^ Box, A, =- 0 ;
b) .4., = -Boy, Ay = 0, A, = 0.

6.5*. Dans le problème précèdent, on a obtenu deux systèmes complets de fonctions
^ n p y p . et ^ n p ^ p . décrivant- des états stationnaires aires d 'une particule chargée dans un
champ magnétique homogène Bo, pour deux choix de Jauge d i f fé ren t s du potentiel
vecteur. Chercher la relation entre ces fonctions d'onde.

6.6*. Chercher les fonctions d'onde des étals stationnaires, ainsi que les niveaux
d'énergie d ' u n e particule chargée sans spin dans un champ magnétique homogène
pour le choix de jauge suivant du potentiel vecteur : A = ^Bo A r.

Quelle est la multiplicité des niveaux d'énergie du mouvement transversa] de la par-
ticule ? Peut-on normer à l'unité les fonctions d'onde des états stationnaires du
mouvement transversal ?

6.7*. Chercher le spectre des valeurs propres des opérateurs carré du rayon vecteur
Po du centre de l'orbite du mouvement transversal et. du carré du rayon de l'orbite
p^ d'une particule dans un champ magnétique homogène (voir problème 6.3).

Montrer que les fonctions d'onde ^nmp^ des états stationnaires de la particule dans
un champ magnétique homogène, obtenues dans le problème précédent, sont fonctions
propres de ces opérateurs.

6.8*. Caractériser 1a distribution spatiale transversale pour une particule chargée
dans un champ magnétique homogène dans un état stationnaire ^t^;;!- (voir pro-
blème 6.6) dans le cas où rit = ——ri. Discuter en particulier le cas 11 3> 1 et effectuer
le passage à- la. limite de la mécanique classique.

6.9*. Même question que dans le problème précédent, mais pour v = U. Discuter en
particulier le cas m| :$> 1.

6.10*. Dans les problèmes 6.4 et 6.6, on a, montré que le spectre d'énergie du mouve-
ment transversal d'une particule chargée dans un champ magnétique homogène est
discret. De plus, les fonctions propres de l 'hamiltonien, correspondant à ces niveaux
.possèdent une propriété intéressante, qui est, selon 6.4, de ne pas pouvoir être nor-
malisées (donc, elles ne décrivent pas une particule localisée dans un domaine limité
de l'espace). Or, selon 6.6, il existe des états stationnaires dans lesquels la particule
est localisée dans un domaine limité de l'espace.

Interpréter la propriété suivante des fonctions propres : leur possibilité d'être ou non
des fonctions normées à l'unité. Comparer au cas des états stationnaires du spectre
discret, d'une particule dans un puits de potentiel U(r).
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6.11. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde normées des états sta-
tionnaires d'une particule chargée sans spin se trouvant dans des champs magnétique
et électrique homogènes et de direction perpendiculaire l'un par rapport à l'autre.

6.12. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde normées des états sta-
tionnaires d'un oscillateur sphérique chargé (particule chargée dans un champ central
?7(r) = k r 2 / ^ ) , placé dans un champ magnétique homogène.

Dans le cas d'un champ magnétique faible, chercher la susceptibilité magnétique de
l'oscillateur dans l'état fondamental.

6.13. Même question que dans le problème précédent, mais pour un rotateur chargé
plan (particule chargée effectuant un mouvement dans un plan à une distance donnée
a d'un point), placé dans un champ magnétique homogène perpendiculaire au plan
de rotation.

6.14"'. Montrer que le spectre d'énergie du mouvement transversal d'une particule
chargée sans spin et placée dans le champ magnétique d'un solénoïde (le solénoïde
est de longueur infinie et de section circulaire, de sorte que le champ magnétique est
nul à l'extérieur du solénoïde et homogène et dirigé suivant son axe à l'intérieur) est
continu. Montrer que le champ magnétique ne peut "lier" la particule, c'est-à-dire
qu'il n'existe pas d'états stationnaires dans lesquels la particule se localise dans un
domaine limité de l'espace suivant une direction transversale.

A la limite où le rayon du solénoïde 77 = oo, un champ magnétique homogène s'établit
dans tout, l'espace au sein duquel le spectre du mouvement transversal de la particule
est discret et il existe des états stationnaires localisés (voir, par exemple, le problème
6.6). Expliquer comment à partir d'un spectre continu pour R ~^- oc, on passe à un
spectre discret pour H = oo.

6.15*. Montrer qu'un champ magnétique B(r), non nul dans un domaine limité de
l'espace, ne peut pas "lier" une particule chargée sans spin, c'est-à-dire qu'il n'existe
pas d'états stationnaires de la particule dans lesquels elle se localise dans un domaine
limité de l'espace.

6.16*. On sait que, dans les cas uni et bidirnensionnel, et pour tout champ attractif,
il existe toujours des états du spectre discret dans lesquels une particule se localise
dans un domaine limité de l'espace. Dans le cas tridimensionnel ces états peuvent ne
pas exister si le puits de potentiel est de profondeur suffisamment faible.

Montrer qu'en présence d'un champ magnétique homogène, une particule chargée
acquiert toujours, clans un potentiel attractif quelconque U(r) satisfaisant aux con-
ditions U (r) < 0, U(r) —>• 0 pour r —^ oo, des états stationnaires dans lesquels elle
se localise dans un domaine limité de l'espace (et non seulement, suivant la direction
transversale), ce qui signifie, qu'en présence d'un champ magnétique, tout puits peut
"lier" une particule.
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6.2 PARTICULE AVEC SPIN
DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE

6.17. Chercher les fonctions d'onde des états stationnaires et les niveaux d'énergie
d'une particule neutre de spin s = 1/2 et de moment magnétique de spin ^.n (tel que
p. = //o<7') dans un champ magnétique homogène.

6.18. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde des états station naires
du spectre discret du mouvement transversal d'un neutron dans le champ magnétique
d 'un solénoïde.

6.19. Un neutron se trouve dans un champ magnétique stationnaire ayant la forme :
!}„ = By = 0, 5; = B ( p ) (système de coordonnées cylindriques). Réduire le problème
de la recherche des fonctions d'onde des états stationnaires du neutron et des niveaux
d'énergie qui leur correspondent à la solution d'une équation unidimensionnelle.

6.20. I l existe dans un demi-espace x > 0 un champ magnétique homogène de la
forme B,. = By == 0, Hz = BQ. Dans le domaine de x < 0 le champ magnétique est
nul. Chercher le coefticient de réflexion de neutrons polarisés (c'est-à-dire de neutrons
ayant une valeur déterminée de la projection du spin sur l'axe ;) sur la surface de
séparation.

Etudier les cas où les neutrons incidents arrivent sur la, surface de séparation depuis
les domaines ,r > 0 et ,c < 0. Chercher la relation entre les angles d'incidence, de
réflexion et de réfraction. Les neutrons incidents possèdent, une impulsion donnée p.

6.21. Chercher les fonctions d'onde des états stationnaires et les niveaux d'énergie
d 'une particule chargée de spin s = 1/2 et de moment magnétique de spin f i o dans un
champ magnétique homogène. Comparer aux résultats obtenus dans les problèmes
6.'1 et 6.6.

6.22. Montrer que l 'hamiltonien de Pauli d 'un électron (de même que celui du muoi i )
dans un champ électromagnétique peut se mettre sous la forme

_ {^.(p-.A/c)}-
H =————^,————+^ ( l )•

Est-ce (nie cette représentation de l'hamiltonien est aussi valable pour les autres par-
ticules de spin *' = f /2 (proton, neutron, etc.) ?

6.23. Montrer que pour un électron dans un champ magnétique s ta t ionnai re , la
projection du spin sur la direction de la vitesse de l'électron est. une intégrale du
mouvement.

Est-ce le cas pour une particule quelconque de spin .s = f /2 ?
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6.24. Montrer qu'un champ magnétique B(r), non nul dans un domaine limité de
l'espace, ne peut "lier" un électron, c'est-à-dire qu'il n'existe pas d'états stationnaires
d'un électron pour lesquels il se localise dans un domaine limité de l'espace (comparer
avec 6.15).

Est-ce le cas pour les autres particules de spin .s = 1/2 ?

6.3 CHAMP MAGNÉTIQUE CRÉÉ
PAR LES MOUVEMENTS ORBITAUX
ET PAR LE SPIN DES PARTICULES

6.25. Chercher le champ magnétique moyen B(0), à l'origine des coordonnées créé
par une particule chargée sans spin placée dans le potentiel coulombien du noyau
U = — Z e ^ / r dans les états I ,s- et '2p.

6.26. Dans les conditions du problème précédent, chercher les éléments matriciels
de l'opérateur moment magnétique de la particule entre les différents états du niveau
d'énergie correspondant au nombre quantique principal ri = 2.

6.27. Etablir la relation entre les valeurs moyennes des vecteurs du moment orbital
î et du moment magnétique ~p. pour une particule chargée sans spin placée dans un
champ magnétique.

Montrer que la relation obtenue ne contredit pas l'invariance de jauge.

6.28*. Chercher les composantes de la densité de courant d'une particule chargée sans
spin placée dans un champ magnétique homogène dans l'état stationnaire ^nmp. (voir
problème 6.6).

6.29*. Chercher les composantes de la densité de courant d 'une particule chargée de
spin .s = 1/2 et de moment magnétique /<n placée dans un champ magnétique ho-
mogène dans l'état stationnaire ^nmp^, (voir problème 6.21 et comparer au résultat
obtenu dans le problème précédent).

6.30*. Un électron est placé dans le champ coulombien d'un noyau de charge Ze
dans l'état fondamental. Chercher le champ magnétique moyen créé par l'électron
clans l'espace.

6.3l*. Chercher le champ magnétique moyen créé, à l'origine des coordonnées, par
une particule de spin s = 1/2 et de moment magnétique ^o se trouvant dans un état
stationnaire s dans un champ central.



CHAPITRE 7

EVOLUTION DES ÉTATS
EN FONCTION DU TEMPS

7.1 PARTICULES SANS SPIN

7.1. Trouver la. règle de dérivation par rapport au temps du produit de deux opéra-
teurs.

7.2. Chercher la forme de l'opérateur vitesse v = r d'une particule chargée sans spin
placée dans un champ électromagnétique. Comparer au problème 6.2.

7.3. Chercher l'opérateur accélération w = v d'une particule chargée dans un champ
électromagnétique.

7.4. Montrer que la valeur moyenne de la dérivée par rapport au temps d'une grandeur
physique qui ne dépend pas explicitement du temps est nulle pour un état, stationnaire
du spectre discret.

7.5. Montrer que la valeur moyenne de la force s'exerçant sur une particule dans un
état stationnaire du spectre discret est nulle.

On peut résoudre le problème de deux manières :
a) en utilisant le résultat, obtenu dans le problème précédent ;
b) directement, en cherchant la valeur moyenne de l'opérateur force.

7.6. Démontrer le théorème du viriel pour la mécanique quantique.

On peut résoudre le problème par les trois procédés suivants :
a) en cherchant la valeur moyenne de l'opérateur c?(p • î ) / d t (de façon analogue à la

démonstration utilisée en mécanique classique) ;
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b) en utilisant le f a i t que les valeurs propres de 1 hamil tonien (les niveaux (.l'énergie (lu
système) sont, extrémales et en étudiant la transformation d'échelle des fonctions
d'onde des états stationnaires du système ;

c) en utilisant le résultat obtenu dans le problème 1.28.

7.7. Montrer que pour un système de N particules chargées se déplaçant dans un
domaine limité de l'espace, on a l'égalité (la " règle des sommes" : voir de même le
problème 14.8 du tome I I )

'^^(E,,, - En)\[d,)^\2 = N (i= 1 , 2 , 3 ) .
p2?,2

m

où (di}nm sont les éléments matriciels du moment dipolaire dn système, la sommation
s'effectue sur tous les états stationnaires du système, /( et r sont la masse et. la charge
des particules.

7.8. Discuter la conservation de la densité de probabilité et de la norme de la fonction
d'onde d'une particule dans le cas où son interaction avec le champ extérieur est
décrite par u n potentiel hermitien non local, autrement dit. quand l'opérateur énergie
potentielle (en représentation r) est un opérateur intégral à noyau ^(r,!'') :

U'î'(r) = I U(v,r')^(r')d\'
J

Comparer au cas classique où le potentiel est local / ' = U(r).

7.9*. Etudier l'équation de Schrödinger dans laquelle l'énergie potentielle est une
fonction complexe. :

U(v)=U,(r)+iU,(r),

?. ' i i , ?/i étant des fonctions réelles (potentiel optique).

Déterminer si la norme de la fonction d'onde dans le temps se conserve au cours de
son mouvement dans un tel champ. La variation de la norme de la fonction d'onde
peut s'interpréter comme l'absorption (ou la production) de particules dans le champ
extérieur. Comment est lié le signe de la partie imaginaire du potentiel à la nature
de ce processus ?

7.10. L'état d 'une particule dans un puits de potentiel rectangulaire de profondeur
infinie et de largeur a (0 < x < a) à < = 0 est de la forme

^ ( , c , / . = 0 ) = Asin37^.
a

Chercher la fonction d'oncle à un instant- / quelconque. Montrer qu'au bout d ' u n
certain temps 7' la particule revient à l'état initial.
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7.11. Comment varie en fonction du temps l'état d'un rotateur plan si, à l'instant
initia] (t = 0), il est décrit par la fonction d'onde

'S(y,t = 0) = As in 2 ^ ?

7.12. Un rotateur spatial se trouve à t = 0 dans l'état décrit par la fonction d'onde
^ = Acos2 0. Chercher la fonction d'onde du rotateur à un instant t quelconque.

7.13. L'état d'une particule libre à l'instant t = 0 est décrit par la fonction d'onde

, , , / x1 imVQX\
^=0)=Aexp(^+^.

Chercher la fonction d'onde de la particule en fonction du temps, ainsi que les
grandeurs moyennes suivantes : x ( t ) , p ( t ) , (Aa '(f)) 2 , (Ap(<))2 (voir de même les
problèmes 7.18 et 7.36).

7.14. 'Dans les conditions du problème précédent montrer que la largeur du paquet
d'onde (A.x(t))'2 a l'instant / a une valeur minimale qui ne dépend pas des paramètres
définissant la fonction d'onde à t = 0.

7.15. Etudier pour t == 0 le paquet d'ondes norme

\ j / ( x , t = 0 ) = f c [ E ) ^ E ( x ) d E , f \ ^ \ ' 2 d x = l ,
if 'J

où les fonctions ^ ^ ( x ) sont les fonctions propres de l'hamiltonien d'une particule
correspondant aux niveaux d'énergie E du spectre continu.

Montrer que dans l'état considéré la densité de la probabilité de présence de la par-
ticule eu tout point de l'espace tend vers zéro pour /, —>• oo (ceci ne contredit pas la
conservation de la normalisation de la fonction d'onde, car avec la, diminution de la
densité de probabilité, la largeur du paquet augmente).

7.16. L'état d'une particule dans un puits de Dirac 8 (voir 2.11) est décrit à l'origine
des temps par la fonction d'onde

^ ( x , t = 0) = Aexp(-/3|.c|), f t > 0.

Quelle est la probabilité de trouver la particule dans l'intervalle (a;,;?: + d.x) pour
t — oo ? Chercher la valeur de l'intégrale

f \^(x,t=w)\'2dx
J—oo

et la comparer avec sa valeur initiale. Interpréter le résultat obtenu.
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7.17. L'étal- d'une particule libre à t = 0 est décrit par la fonction d'onde normée
'l'oO'') (de plus, la fonction d'onde ^(p) en représentation p est supposée connue).
Chercher le comportement asymptotique de la fonction d'onde ^ ( x ^ t ) pour / —> oc1.
Montrer que la norme de la fonction d'onde se conserve.

Pour illustrer le résultat obtenu, étudier la forme du paquet d'ondes examiné dans
7.) 3 pour t —> oo.

7.18*. Un oscillateur harmonique se trouve à t = 0 dans l'état décrit par une fonction
d'onde de la forme

^"—[-^^T]'
où a = ( t ' i /mm) 1 / ' 2 . Chercher la fonction d'onde en fonction du temps, ainsi que les
grandeurs moyennes suivantes : x [ t ) , p(i}, (A.r(^))2 , (Ap(<))'-' (voir de même 7.36).

7.19*. Chercher la fonction de Green dépendant du temps (aussi appelée propaga-
teur) G(x. t; x',t') pour une particule libre. Cette fonction qui satisfait à l'équation
de Schrödinger (en variable .r, t) est égale à S(x — x.') pour t = /'.

En utilisant la fonction de Green obtenue, résoudre le problème 7.13.

Généraliser le résultat obtenu au mouvement libre de la particule dans l'espace, c'est-
à-dire chercher la fonction de Green G('r,t"r',t'}.

7.20. Chercher la fonction de Green dépendant du temps G ( p , / ; p ' , f ' ) d'une par-
ticule libre en représentation p.

7.2l*. Chercher la, fonction de Green dépendant du temps pour le mouvement libre
d 'une particule sur un demi-axe, c'est-à-dire dans le potentiel

,../ < f oo, x > 0,
u{x) = [ 0, . < 0.

7.22*. Une paroi impénétrable décrite par le potentiel du problème précédent est
frappée par un paquet d'ondes ayant à t = 0 la forme

^.-"•—[T-^]
(po > 0, a'o > 0 ; on suppose que a'o ^> a, de sorte qu'on peut prendre 'I'(.f, t = 0) = U
pour x '•> 0).

Etudier la réflexion de ce paquet sur la paroi en se servant de la fonction de Green
obtenue dans le problème précédent.

7.23. Pour une particule placée dans un champ homogène, décrit par un potentiel
U ( x ) = —/'o.c, chercher la fonction de Green temporelle eu représentation p.
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7.24. Pour une particule placée dans un champ homogène U ( x ) = —F'ox, chercher la
fonction de Green dépendant du temps en représentation r.

En utilisant le résultat obtenu, étudier l'étalement du paquet d'ondes ayant à t = 0
la forme

7.25*. Chercher la fonction de Green dépendant du temps d'un oscillateur har-
monique.

7.26. Chercher l'opérateur unitaire correspondant à la transformation de Galilée,
c'est-à-dire au passage à un nouveau référentiel inertiel. Montrer que l'équation de
Schrödinger est invariante par rapport à cette transformation.

Comment, varie, lors de cette transformation, la fonction d'onde de la particule en
représentation r et p ?

7.27. Chercher l 'opérateur unitaire correspondant à la transformation de jauge des
potentiels du champ électromagnétique. Montrer que l'équation de Schrödinger est
invariante par rapport à cette transformation.

7.28. Comment doit se transformer l'hamiltonien d'un système pour que dans une
transformation unitaire dépendant explicitement du temps, l'équation de Schrödinger
conserve sa forme ? Comparer à la transformation canonique en mécanique classique.

7.29. Chercher les opérateurs coordonnée et impulsion en représentation d'Heisenberg
d'une particule libre.

On peut résoudre le problème des deux manières suivantes :
a) en se servant de la transformation unitaire qui lie les opérateurs des grandeurs

physiques en représentations d'Heisenberg et de Schrödinger ;
b) en résolvant les équations du mouvement pour les opérateurs d'Heisenberg.

7.30. Même question que dans le problème précédent, mais pour une particule placée
dans le champ homogène décrit par le potentiel U(x) == — F Q X .

7.31. Même question que dans les deux problèmes précédents, mais pour un oscilla-
teur harmonique linéaire.

7.32. Pour une particule chargée placée dans un champ magnétique homogène,
chercher les opérateurs rayon vecteur, vitesse et impulsion de la particule en représen-
tation d'Heisenberg. Utiliser la jauge du potentiel vecteur de la forme A = (0, BQX, 0)
(le champ magnétique est dirige suivant l'axe z ) .

Résoudre ce problême des deux manières proposées dans l'énoncé du problème 7.29.
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7.33. A partir des équations du mouvement des opérateurs d'Heisenberg, montrer que

[^(<),î,(/)]=^-,,..

7.34. Chercher la valeur du commutateur" Hétérotemporel " [ p ( t ) , •î(^')] pour :
a) une particule libre ;
b) une particule dans un champ homogène ;
c) un oscillateur.

7.35. Pour les systèmes étudiés dans 7.29—7.31, chercher l'hamiltonien I f ( t ) et le
comparer à H{t = 0).

7.36. En utilisant la forme des opérateurs d'Heisenberg p{t}, x ( l ) , donner les valeurs
moyennes en fonction du temps des grandeurs : x(t), p ( i ) , (A,r(f))2 , (Ap(<))2 pour
a) une particule libre ;
b) une particule dans un champ homogène ;
c) un oscillateur
clans l'état décrit par la fonction d'onde de la forme

,.,, , „, . \ipo-« (•'• - •î-o)'-']^ = 0 ) = A e x p \-^-——^- \

7.37. L'hamiltonien d'un système est de la forme II = 7 / u + V , où l'hamiltonien" non
perturbé " Ho ne dépend pas explicitement du temps. Etudier la transformation uni-
taire qui permet de passer de la représentation de Schrôdinger à la représentation
interaction grâce à l'opérateur unitaire U = exp(iHot/h} (pour l7 = 0 cette transfor-
mation décrit le passage a la représentation d'Heisenberg).

Quel est le lien entre les opérateurs des grandeurs physiques en représentation de
Schrödinger et en représentation interaction ? Comment varient dans le temps les
opérateurs et la fonction d'onde du système en représentation interaction ?

7.38. Chercher la forme des opérateurs coordonnée et impulsion, ainsi que celle de
l'équation d'onde en représentation interaction pour une particule dans un champ
homogène. On choisira pour l 'hamiltonien non perturbé celui d'une particule libre.

7.39. Môme question que dans 1e problème précédent, mais pour un oscillateur.

7.2 PARTICULES DOUÉES DE SPIN

7.40. Chercher les opérateurs vitesse v et accélération w (en représentation de
Schrôdinger) d'une particule non chargée ayant un moment magnétique de spin non
nul (par exemple, un neutron) placée dans un champ magnétique.
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7.41. Chercher la fonction d'onde de spin et les valeurs moyennes des composantes
du spin d'une particule non chargée de spin s = 1/2 et de moment magnétique /;
placée dans un champ magnétique homogène.

7.42. Généraliser le résultat obtenu dans le problème précédent au cas d'un champ
magnétique homogène non stationnaire de direction constante, c'est-à-dire de la forme
B(t) = B(t)no.

7.43. Montrer que pour une particule chargée ayant un spin et un moment magné-
tique de spin non nuls dans un champ magnétique homogène variable en fonction du
temps B(^) (et un champ électrique arbitraire) il n'y a pas de corrélation entre les
variables de spin et d'espace.

7.44. Une particule de spin s = 1/2 et de moment magnétique ^ est placée dans un
champ magnétique homogène B(() de la forme

B]; = B\ cosiJot, By == B\ sinc<;oi(, Bz = Bo,

ou Bo, -Bi, UJQ sont des constantes.

A t = 0, la particule se trouve dans l'état ayant une une projection du spin sur l'axe z
égale à ,s^ = 1/2. Chercher les probabilités d'avoir les différentes valeurs de la. projec-
tion du spin sur l'axe z à l'instant t. Discuter, en particulier, le cas où \B\fBy ^ 1 ;
noter dans ce cas l'effet de résonance de la probabilité de "renversement" du spin pour
la pulsation LL)[|.

7.45. Pour une particule de spin s = 1/2 et de moment magnétique f i placée dans
un champ magnétique homogène stationnaire, chercher les opérateurs vecteur du spin
s(t) en représentation d'Heisenberg.

On peut résoudre ce problème de deux manières :
a) en utilisant la transformation unitaire liant les opérateurs des grandeurs physiques

en représentations d'Heisenberg et de Schrödinger ;
b) en résolvant les équations de mouvement pour les opérateurs d'Heisenberg.

Déterminer les valeurs moyennes des composantes du spin en fonction du temps (com-
parer au problème 7.41).

7.46. Même question que dans le problème précédent, mais pour une particule dans
un champ magnétique homogène non stationnaire dont la direction est constante.

7.47. Résoudre le problème 7.44 en utilisant le représentation interaction (voir, par
exemple, problème 7.37). On choisit pour l'hamiltonien non perturbé

Ho = -1-iBi a-z.



72 PROBLÈMES DE M É C A N I Q U E QUANTIQUE

7.48. Une particule de spin s — 1/2 et. de moment magnétique ^ est placée dans un
champ magnétique homogène stationnaire de la forme

^.,=5i, n,,==0, B, = /A).

En utilisant la représentation interaction (voir, par exemple, problème 7.37) avec
l'hamiltonien d e spin non perturbé H(] == —^Boo-;, chercher les probabilités des dif-
férentes valeurs de la projection du spin sur l'axe ; a l 'instant- ( si pour t = 0 la
projection du spin de la particule sur l'axe z est s^ = 1/2.

7.49. Dans les conditions du problème 7.41, chercher la fonction de Green dépendant
du temps GQ,^(/.,/ ') d'une particule (les indices n, , t f = 1 , 2 décrivent la variable de
spin, c'est-à-dire que 11, j 3 sont des indices de spin).

7.50. Même question que dans le problème précédent, mais dans les conditions du
problème 7.42.

7.51. Pour une particule non chargée de spin s = 1/2 et de moment magnétique
f i . placée dans un champ magnétique homogène stationnaire, chercher la fonction de
Green dépendant du temps (îo,^(r, t; r', t') (a, l3 étant les variables de spin).

7.52. Généraliser le résultat obtenu dans le problème précédent dans le cas d'un
champ magnétique homogène lion stationnaire de direction constante, c'est-à-dire
B(/) =5(f)no.



CHAPITRE 8

CALCUL DES PERTURBATIONS.
PERTURBATIONS SOUDAINES ET ADIABATIQUES

8.1 CALCUL DES PERTURBATIONS STATIONNAIRES

8.1. Pour une particule placée dans un puits de potentiel de profondeur infinie et
de largeur a (0 < x < a), chercher au premier ordre du calcul des perturbations le
déplacement des niveaux d'énergie sous l'action d'une perturbation de la forme (voir
fig. 16) :

a) V{x} = -^(n - \2x - a\) ;

, . . . f I /o , b < x < a - b,
b) V(x} = < , . , . , ,
' \ / [ 0 , 0 < x < b, a- b < x, < a.

Indiquer les conditions de validité du résultat obtenu.

8.2. Montrer que, pour n assez grand, la correction au premier ordre E'fi apportée
aux niveaux d'énergie de la particule du problème précédent, pour une perturbation
arbitraire V ( x ) , ne dépend pas de n.

8.3. Un oscillateur linéaire chargé est placé dans un champ électrique homogène
E dirigé suivant l'axe d'oscillation. En assimilant l'action du champ électrique à
une perturbation, calculer, aux deux premiers ordres du calcul des perturbations, le
déplacement des niveaux d'énergie de l'oscillateur. Comparer le résultat obtenu à la
solution exacte (voir problème 2.6).

8.4. Représentons l'hamiltonien de l'oscillateur sous la. forme

"'> i ï î-• v K.T axH = —+-T+-T-2m 2 2

En assimilant de façon formelle le terme ax2 /2 à une perturbation, calculer le déplace-
ment des niveaux d'énergie de l'oscillateur (on prendra en compte les deux premiers
ordres du calcul des perturbations). Comparer la réponse à la solution exacte. Quelle
est la condition de convergence de la série obtenue par le calcul des perturbations ?
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U(r)

Va

^
^=00
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U b a- b

Figure 16

8.5. Une particule se trouvant dans un puits de potentiel de profondeur infinie et de
largeur n (0 < x < a) est- soumise à une perturbation de la forme

Calculer la variation des niveaux d'énergie de la particule au premier et au deuxième
ordre du calcul des perturbations.

8.6. Dans les condit ions du problème précèdent, chercher la correction au troisième
ordre à apporter à l'énergie de l'état fondamental de la particule.

8.7. Chercher aux deux premiers ordres du calcul des perturbations le déplacement
des niveaux d'énergie d 'une particule dans les conditions du problème 8.1 sons l'effet
de la perturbation V(.t:) =- aS(x — a/2). Indiquer les conditions de val idi té du résultat
obtenu.

8.8. On sait- que les fonctions propres d ' un hamiltonien, obtenues par le calcul des
perturbations au premier ordre sont, de la forme

^ ,̂<°) + yciM^Z^C-n/,•'ÏA• ' 'n;,- - (Q)
k L" ~ Li

. (0) '

La valeur du coefficient. €;„, est indéterminée (généralement elle est choisie égale à
zéro : c^ = 0 ) .

expliquer la nature de l ' indétermination de la valeur de c,,n. Est-ce que cette indéter-
mination demeure pour c",, dans une approximation d'ordre supérieur du calcul des
perturbations ?

8.9. Un rotateur plan de moment, d'inertie / et, de moment électrique dipolaire d est
placé dans un champ électrique homogène Eo se trouvant dans le plan de rotation. En
assimilant l'action du champ à une perturbation, chercher la polarisabilité de l 'état
fondamental du rotateur.
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8.10. Dans les conditions du problème précédent, chercher, aux deux premiers ordres
du calcul des perturbations, le déplacement et la séparation des niveaux d'énergie des
états excités du rotateur. Donner les fonctions d'onde à l'ordre zéro. Discuter en
particulier le cas du premier niveau excité.

8.11. Un rotateur spatial de moment d'inertie / et de moment électrique dipolaire
d parallèle à l'axe du rotateur est placé dans un champ électrique homogène Eo qui
est assimilé à une perturbation. Chercher la polarisabilitê de l'état fondamental du
rotateur.

8.12. Dans les conditions du problème précédent, chercher au premier ordre du
calcul des perturbations le déplacement des niveaux d'énergie des états excités du
rotateur. Quelle est dans ce cas la nature de la levée de dégénérescence des niveaux ?
Observe-t-on aux ordres supérieurs du calcul des perturbations une nouvelle levée de
dégénérescence ?

8.13. Chercher la séparation du premier niveau d'énergie excité d'un oscillateur har-
monique plan sous l'effet d'une perturbation de la forme V = axy (le plan x , y est
celui des oscillations) au premier ordre du calcul des perturbations. Trouver les fonc-
tions d'onde perturbées à l'ordre zéro. Comparer à la solution exacte.

8.14. Même question que dans le problème précédent, mais pour le second niveau
d'énergie de l'oscillateur.

8.15. Une particule se trouve au sein d'un ellipsoïde de révolution impénétrable,
c'est-à-dire

x2 + y2 z2

°' ——2—+7-2-< 1 '
20, 2 ^x1 + y" z"

00, — — — — T — — — + , 2 - > 1 ,
a- b2

avec a — b\ <$; a. Chercher au premier ordre du calcul des perturbations le déplace-
ment du niveau d'énergie de l'état fondamental de la particule par rapport au niveau
d'une particule dans un puits sphérique de même volume que celui de l'ellipsoïde.

8.16*. Généraliser le résultat obtenu dans le problème précédent aux états excités de
la particule. Discuter la levée de dégénérescence en fonction des projections
du moment de la particule dans l'approximation du premier ordre puis aux ordres
supérieurs du calcul des perturbations.

8.17. Une particule se trouve dans un potentiel central de la forme

Uo
U(r) = -

exp(r/a) — 1

avec ma^Uo/h2 ~^> 1.
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Chercher au premier ordre du calcul des perturbations la différence entre les pre-
miers niveaux d'énergie et les niveaux d'énergie dans un potentiel coulombien l ^ ( r ) =
— V o a / r . Noter la levée de dégénérescence coulombienne "accidentelle" des niveaux.
Indiquer la condition de validité du résultat obtenu.

8.18. Même question que dans le problème précédent, mais pour le potentiel de
Yukawa U(r) = —aexp(—r/a)/r avec la condition maa/h" ^ 1.

8.19. Chercher la l'orme approchée des fonctions d'onde et les premiers niveaux
d'énergie des états stationnaires d'un rotateur plan de moment dipolaire cl dans un
champ électrique E(] pour lequel [ d î ^ / l r ^> 1. Indiquer la condition de validité du
résultat obtenu.

8.20. Pour une particule se trouvant dans un champ central de la f o r m e / ' ( r ) = — -^ ,
(0 < p < 2), chercher les niveaux d'énergie -&'n^; du spectre discret pour les grandes
valeurs du moment / ~S> 1 (et pour des valeurs pas trop grandes du nombre quantique
principal »,.), Indiquer la condition de validité du résultat obtenu. Dans le cas d 'un
champ coulombien {p = 1), comparer à la solution exacte du problème.

8.21. Chercher les niveaux d'énergie du mouvement "transversal" d'une particule
chargée dans le champ d'un fil infini chargé un i formément lorsque la projection du
moment de la particule sur la direction du fil prend de grandes valeurs. Indiquer les
conditions de validité du résultat ob tenu .

8.22. En ut i l isant les résultats des problèmes 2.57 et 2.59, dans lesquels on a établ i
la Corme intégrale de l'équation de Schrôdinger et où l'on a obtenu les coefficients de
réflexion et de transmission des particules à l'aide des valeurs de la fonction d'onde
dans le domaine d'action du potentiel, discuter la possibilité de calculer ces coefficients
par la méthode des perturbations (au premier ordre). Indiquer les conditions de
validité de l'approximation. Comparer au résultat obtenu dans 8.37. Appliquer le
résultat obtenu au potentiel ?'(.?•) admettant une solution exacte du problème (par
exemple, problèmes 2.47, 2.18, 2.52).

8.2 CALCUL DES PERTURBATIONS
NON STATIONNAIRES.
TRANSITIONS DANS LE SPECTRE CONTINU

8.23. Une particule, se trouvant pour / —> —oo dans l'état fondamental d 'un puits
de profondeur infinie et de largeur n, est soumise à un potentiel de faible intensité
variant avec le temps suivant la loi :
a) V{x,^)=-xF,^p(-t2/r2) ;
b) V(x,t)=-rFocxp(-\1.\/r) ;
c) V ( x , t ) = - . r F , / [ l + ( t / r ) 2 ] .
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Calculer, au premier ordre du calcul des perturbations, les probabilités d'excitation
des différents états de la particule pour t —?• oo. Indiquer les conditions de validité
des résultats obtenus.

8.24. Un oscillateur linéaire chargé est soumis à l'action d'un champ électrique
homogène variant avec le temps suivant la loi :
a) £(t)=-£o^p[-(t/r)2};
b) S(t)=-£o^p(-\t\/r).

En admettant qu'avant la mise en action du champ (pour t —>• —oo) l'oscillateur se
trouve dans le 71"°" état stationnaire, chercher, au premier ordre du calcul des pertur-
bations, les probabilités d'excitations des différents états pour t — oo.

8.25. Résoudre le problème précédent pour un champ variant suivant la loi :

^)CX[1+(< /T) 2 ] - '

correspondant à une impulsion donnée P^ de la force. Discuter les cas limites wr <^ 1
et UJT » 1.

8.26. Un champ électrique homogène variant avec le temps E(<) = /(<)E[) agit sur
un rotateur plan ayant un moment dipolaire d. Avant la mise en action du champ, le
rotateur a une valeur déterminée m de la projection du moment. Calculer au premier
ordre du calcul des perturbations les probabilités des différentes valeurs de la pro-
jection du moment et de l'énergie du rotateur pour t —> oo. Appliquer les résultats
obtenus pour les champs électriques proposés dans le problème 8.24.

8.27. Même question que dans le problème précédent, mais pour un rotateur spatial
dont le moment dipolaire est parallèle à son axe. Avant la mise en action du champ,
le rotateur se trouve dans l'état ayant les nombres quantiques / et l^ = m ; le champ
électrique est dirigé suivant l'axe z .

8.28. Obtenir l'expression de l'amplitude de transition du n'-""- état initial (pour
/ —> —oo) d'un spectre discret au A;'"" état final (pour t — +00) au deuxième ordre
du calcul des perturbations non stationnaires. On suppose que la perturbation pour
t — ±00 est nulle.

8.29. Comme on le sait, le calcul des perturbations non stationnaires permettant
de déterminer la probabilité de transition du n'-"" état initial au fc6"" état final, au
premier ordre, conduit aux amplitudes de transition

• ccx) ?' y00

aknWa^=-, / VkndV^dt, k ^ n ; dnn W 1 - . Vnn(t)dt.
n J—CO n J —03

La grandeur Wn = \ann î est la probabilité pour que le système reste dans l'état
initial. D'après l'expression donnée plus haut de l'amplitude a^m on obtient Wn > 1,
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ce qui est en contradiction avec la, conservation de la normalisation de la fonction
d'onde. Expliquer ce paradoxe et donner la loi de conservation de la normalisation
de la. fonction d'onde obtenue au premier ordre du calcul des perturbations.

8.30. Dans les conditions du problème 8.2-'!, chercher, au deuxième ordre du calcul
des perturbations, les probabilités des transitions de l'oscillateur interdites au premier
ordre1. Comparer les probabilités W[n — n ± 2) et W(n —/• n ± 1).

8.31. Un rotateur plan de moment dipolaire d et se trouvant, dans l'état fondamental
est soumis à un champ électrique homogène de faible intensi té E(/) -^ ^(/)ii(i situé
dans le plan de rotation et variant avec le temps suivant la loi

f(-() =
0, / < 0,

^,exp(-</r), t > (}.

Chercher au deuxième ordre du calcul des perturbations non stationnaires les probabi-
lités des transitions du rotateur (pour t — oo) interdites au premier ordre. Comparer
aux valeurs des probabilités des transitions permises au premier ordre.

8.32. Même question que dans le problème précédent, mais pour un rotateur spatial
se trouvant avant l ' introduction du champ dans l'état fondamental (voir 8.27).

8.33. Soit un système se trouvant, pour i < 0, dans le n'"" état stationnaire du
spectre discret, de l'hamiltonien HQ. A / = 0, on introduit une perturbai , ion de la
forme V(i) = Vos'mut, où VQ ne dépend pas du temps. Chercher la fonction d'onde
du système, pour t > 0, au premier ordre du calcul des perturbations. Indiquer
les conditions de validité de l'étude. Discuter en particulier le cas où la pulsation
d'excitation u;u est proche d'une des pulsations de transition n;^ = (E^ ' — En ) / h
(le fc""" état appartient également au spectre discret de l 'hamiltonien flo)-

8.34. Soit un système se trouvant pour t —> —oo dans le M'J"'" état, stationnaire du
spectre discret de l'hamiltonien Ho qui correspond à l'un des deux états dégénérés

j ç,\ ^ A ^-

d'énergie En . On introduit une perturbation de la, forme V(t) = V o f ( t ) , où Vo
est indépendant du temps, |/| < 1, /(() —> 0 pour t —>• —oo. Chercher la fonction
d'onde du système, à l'approximation "zéro", pour un instant quelconque t. Pour
simplifier, on peut supposer que les éléments matriciels de la perturbation possèdent,
les propriétés

(VQ)n^ni = (Vo)n.^n..s = 0, (Vn)n,n^ = (V(j),t.^ni = ^0 !

n.i, H.2 étant deux états indépendauts correspondant au niveau doublement dégénéré
E\ de l'hamiltonien non perturbé ïîo.

A quelle condition pourrait-on appliquer l'approche exposée dans la, solution du prob-
lème 8.28 pour le calcul de la fonction d'onde 'S'(1) au premier ordre des perturbations ?

1 C'est-à-dire des transitions pour lesquels W' ' (ri —f- k) ^ 0.
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8.35. Soit une particule se trouvant pour i < 0 dans l'état fondamental d'un potentiel
U(x) = — r f S ( x ) (voir 2.11), soumise, pour t > 0, à un champ homogène de faible in-
tensité dérivant d'un potentiel V ( x , t ) = —xFosiui^ot. Chercher la probabilité Wo(t)
pour qu'à l'instant t, la particule demeure liée au puits. On suppose fwo ^> |£'o| (|£'o|
étant l'énergie de la liaison de la particule ; pour des particules d'énergie E ^> \Eo
l'action du potentiel peut être assimilée à une perturbation, voir 8.22 et 8.37).

8.36. Résoudre le problème précédent pour une pulsation d;o d'excitation arbitraire.
Est-ce que la particule peut. "quitter" le puits si ÎUJQ < \Eo\ ?

8.37. Une particule se trouve dans un potentiel unidimensionnel U(x) : ^(.r) —>• 0
pour r —r ±00. En assimilant l'action du potentiel à une perturbation, chercher les
coefficients de réflexion et de transmission des particules d'énergie E en utilisant le
calcul des perturbations dans un spectre continu. Indiquer les conditions de validité
de cette étude. Comparer au résultat obtenu dans le problème 8.22.

8.3 PERTURBATIONS SOUDAINES

8.38. Dans le cadre du calcul des perturbations non stationnaires, obtenir les proba-
bilités de transition du système sous l'effet des perturbations suivantes :
a) introduction instantanée : V(l.) = Vor](t), c'est-à-dire

r -m= f ° - ' t < 0 -
\ Vo, t > 0, (VQ est indépendant du temps) ;

b) "impulsion" : V(l.) = WoS(t}.

Quelle est la condition de validité des expressions obtenues si l'introduction (et l'arrêt
dans le cas b) de la. perturbation n'est pas instantanée mais dure un certain temps
c • o

8.39. U n système décrit par l'hamiltonien Ho se trouve dans le n6"" état stationnaire
du spectre discret. Pour i = 0, l'hamiltonien du système varie brusquement et devient
égal (pour t > 0) à 11 f = Hy + VQ (Ha et l'u ne dépendent pas du temps). Chercher
les probabilités des différents états stationnaires du système pour t > 0. Pour une
petite perturbation Va, comparer au résultat obtenu dans le problème précédent.

8.40. L'hamiltonien d'un système est de la Corme H = Ho + W(]S(t). Pour t < 0, le
système se trouve dans le n""'" état stationnaire du spectre discret. Chercher les pro-
babilités de transitions vers les différents états stationnaires du système pour / > 0.
Pour une petite perturbation V = Wi)S(t), comparer au résultat obtenu dans le pro-
blème 8.38.

Dans le cas où WQ = —xPy, donner une interprétation du résultat obtenu.
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8.41. Une particule se trouve dans l'état fondamental d 'un puits do potentiel de
profondeur infinie et de la largeur a (0 < x < a). A un certain instant, la paroi droite
du puits se déplace en un temps bref r au point b (b > «). Chercher les probabilités
d'excitation des différents états stationnaires de la particule après l'arrêt, de la paroi.
Indiquer les conditions de validité des résultats obtenus. Etudier le cas b = 'îa.

8.42. Une particule se trouve dans l'état fondamental d'un puits de potentiel rectan-
gulaire de faible profondeur et de la largeur a. Brusquement la largeur du puits varie
jusqu'à la valeur b ~ a. la profondeur restant la. même. Quelle est la. probabilité pour
que la particule quitte le puits ? Quelle est l'énergie de la particule ayant quité le
puits ?

8.43. Résoudre le problème analogue au précédent dans le cas où l'on a une varia-
tion brusque d 'un facteur n {n ~- 1) de la profondeur du puits, la largeur demeurant
inchangée.

8.44. Une particule se trouve dans l'état fondamental d'un puits de potentiel 6 :
U ( x ) = — n S ( x ) . Brusquement le paramètre cr caractérisant la "profondeur" du puits
varie et devient égal a n. Chercher la distribution en impulsions des particules quit-
tant le puits à la suite de ce processus. Ou suppose que les fond.ions d'onde du spectre
continu peuvent être approximées par des ondes planes. Indiquer les condit ions de
validité du résultat obtenu.

8.45. Une particule se trouve dans l'état fondamental d'un potentiel de la forme
U(.i') = —o<î( ; r ) . Pour / = 0, le puits commence à se déplacer à la vitesse V. Chercher
la probabilité d 'ent ra înement de la particule par le puits.

8.46. Sur un oscillateur chargé se trouvant dans l'état fondamental on fait agir
brusquement un champ électrique homogène dirigé suivant, l'axe des oscillations.
Chercher les probabilités d'excitation des différents états de l'oscillateur après l'intro-
duction du champ.

8.47. Le "point de suspension" d 'un oscillateur linéaire se trouvant dans l'état fonda-
mental se déplace à partir de l ' instant / = 0 avec une vitesse constante V. Chercher
les probabilités d'excitation des différents états de l'oscillateur pour / > 0.

8.4 APPROXIMATION ADIABATIQUE

8.4.1 APPROXIMATION ADIABATIQUE
DANS LES PROBLÈMES NON STATIONNAIRES

8.48. L ' h a m i l t o n i e n H ( p , y , A ( / ) ) , d'un système exécutant un mouvement fini uni-
dimensionnel dépend explicitement du temps. Pour chaque instant / on suppose
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connus le spectre des valeurs propres En(t) de l'hamiltonicn "instantané" et le système
complet de fonctions propres orthonormées correspondantes 'S'n^'t)-

Ecrire l'équation d'onde du système dans la représentation dont la base est le système
de fonctions 'l'n ( ( / , < ) .

La restriction aux systèmes unidimensionnels adoptée dans les problèmes 8.48 et 8.49
n'a rien de catégorique, et l'étude menée dans ces problèmes peut être généralisée aux
systèmes à plusieurs degrés de liberté.

8.49. L'hamiltonien du système décrit dans le problème précédent est ici une fonction
du temps t variant lentement. En supposant q u e le système se trouve a. t = 0 dans
le n'"" état quantique, chercher sa fonction d'onde pour t > 0 au premier ordre des
perturbations adiabatiques et indiquer les conditions de validité du résultat obtenu.

8.50. Un oscillateur chargé, se trouvant pour / — —oo dans l'état fondamental, est
soumis à. un champ électrique homogène de la forme :
a) f(f)=-^exp(- \t\/r) ;

^'-{^-"e-), ;̂

Chercher les probabilités d'excitation des différents états de l'oscillateur chargé pour
t —>• +00 au premier ordre du calcul des perturbations dans l'approximation adiaba-
tique. Indiquer les conditions de validité des résultats obtenus.

8.51. Un rotateur plan ayant un moment dipolaire d. et, se trouvant dans l'état,
fondamental est soumis, pour /. > 0, à un champ électrique homogène de la forme
E(f ) = f ( f )no , où £(1) = <?o[l — exp(—^/r) ] . Chercher la fonction de distribution sui-
vant les projections du moment du rotateur pour t —S- +00 dans le cas où d£r,I ~^> h2,
mais dEi^I'2 <S. rh3 (un champ intense que l'on introduit lentement).

8.52. Une particule se trouve dans le champ de deux puits de potentiel S

U ( x , /) = -a[S(x - L ( i ) / 2 ) + S(x + L ( t ) / 2 ) ] .

Pour / —^ —oo, les puits se situent à une distance infinie l 'un de l'autre et la particule
esl, liée à l 'un dey puits. La distance entre les puits L(t) diminue lentement et à
l'instant 7' les puits "se confondent" eu un seul : U(x) == —2ctJ(a'). Quelle est, la
probabilité pour que la particule demeure dans l'état lié ?

8.4.2 APPROXIMATION ADIABATIQUE DANS LES PROBLÈMES
STATIONNAIRES

8.53. L'hamiltonien d'un système composé de deux sous-systèmes est de la forme

n=H,(x)+V(x,^+H.^),

où x , l^ sont les coordonnées du 1" et du 2""" sons-système, V ( x , £ , ) décrit l'interaction
entre les deux sous-systèmes. En supposant que les fréquences caractéristiques du 1"



sous-système ("rapide") sont beaucoup plus grandes que celles caractérisant le 2""""
sous-système ("lent"), réduire le problème du calcul approché des niveaux d'énergie et
des fonctions d'onde du système complet à la solution des équations de Schrödinger
des deux sous-systèmes.

8.54. Une particule se déplace dans un potentiel bidimensioniiel U ( . r . , y ) de la forme

f r! r
V(^)= "' ^<1'

[ o o , ^4-^>f ,

avec h ^> a. Chercher les premiers niveaux d'énergie et les fonctions d'onde corres-
pondantes.

8.55. Une particule se trouve à l'intérieur d'un ellipsoïde de révolution impénétrable,
c'est-à-dire dans un potentiel

) x1 + y-' •.:î
0, ———T-+,^l ,v ( J • ' y • z ) = ^ ^00- -^-+^>l-

avec h <€ « (ellipsoïde très applati). Chercher les premiers niveaux d énergie et les
fonctions d'onde correspondantes.

8.56. Même question que dans le problème précédent, mais pour l'ellipsoïde très
allongé (b ^> a).

8.57. L'hamiltonien d'un système est de la forme

TJ P2- , ^ , k(x2 + • ! / • ' ) i l ,
^=2n,+2M+———2———^'^ H<''

avec i\l ^ ni (deux oscillateurs de masses très différentes couplés). Chercher les
niveaux d'énergie et les fonctions d'onde correspondantes en utilisant l 'approximation
adiabatique.

8.58. Deux particules de masses très différentes M ^> 111 se déplacent dans u n puits
de potentiel de profondeur infinie et de la largeur a. Les particules interagissent entre
elles comme des points impénétrables, c'est-à-dire

( x i et .('2 étant des coordonnées des particules). Chercher les premiers niveaux
d'énergie el, les fonctions d'onde correspondantes.
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CHAPITRE 1

OPÉRATEURS EN MÉCANIQUE QUANTIQUE

1.1. Les opérateurs R, Ta et Me sont linéaires, A' n'est pas linéaire. Tous les opéra-
teurs mentionnés se confondent avec leurs complexes conjugués, autrement, dit. sont
réels : R* -= R., etc.

La forme de l'opérateur Me se déduit de la suite d'égalités

/ ^(x)Mc<î>(x)dx = f ^(x)^/c.<î>(cx)dx
J —oo J

= — I ^ * ( x / c ) < î > ( x ) d x = |(Mc\S!''(x))<î>(x)dx,
V^J-œ J

c'est-à-dire M,^(x) = -^^(x/c) = M\/^*{x) ou R. = M\/,.

— ^ ___

On en déduit que MJ = Me = Mi/,..

On obtient de façon analogue : R^ = R = /?„ Ta = T^ = T-a.

L'opérateur K étant non linéaire, les notions d'opérateurs K et A't ne lui sont pas
applicables (ces opérateurs n'existent pas).

Tous les opérateurs mentionnés présentent des inverses : R~1 = R, K~1 = K ,
T^ ^..M^Mi/,.

1.2. En recherchant la forme des opérateurs / et /T à partir des relations

( <S>*f^dr= f ( f y ) ^ d T = 1 ( f ^ Y ^ d r , (1)
:.i J J

il faut se rappeler que les fonctions arbitraires ^ et <î> clans (1) satisfont, à certaines
restrictions. En particulier,

/ /•
\^^dr < oo, j \<S'^dr < oo, (2)

ce qui impose, par exemple, des restrictions à leur décroissance pour r —> oo.
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a) Des égalités (id/dx)* = — i d / d x et

/•+00 ( d \ .r=+oo t ( d \
\ <î>*{x) ( i — ^ ( x ) } d x = /•<î>*^ -i / —<T }^dx

7-oc V ( l x ) •'•=-"-• ./ \d•x )

/ / 1 \ f f ] \

= -/: ( — $ * ) ^!dx= / [i—^ \^dx,
.dx 1 j \ dx ]-i I (4-^"}\slds' = 1J \dx ) .1

~d. . d ( d \f d
on tire ?—— = — ' — el, t— = i—

dx dx \ dx j d.x

c'esl.-à.-dire que l'opérateur i d / d x est hermitien.

b) Ici dr = r^drd^î = dV , de sorte que

iTi 1 ,.,2,J,.,;o _ ; /<t>*iTi.>,2'i ,)(-) 1 1 1 i

l'opérateur i 9 / c ) r n'est pas hermitien. Dans (3) on a posé <t>*<I»)'2 g° = 0, qui vient
des conditions d'existence des intégrales (1), (2) pour / = 9 / 9 r .

1.3. Dans la démonstration, il f au t tenir compte des propriétés (L*}* = L, ] , = L

et A l f = BA venant de la définition des opérations de conjugaison complexe et de
transposition d'opérateurs.

1.4. G = AC'At, alors G = ÀCÀ^ = ÂtÔ/Tet G't = C! * = (Â^+C^At = AC'At = G.

- F + F+ /. P - ̂ t
1.5. A = ————, 5 = ————

2 2î

1.6. Se vérifie directement par le calcul.

1.7. Représentons // sous la forme F = A + iB, où A, B sont des opérateurs hermi-
tiens (voir problème 1.5) ; F2 = A2 - IT-'+i(ÀFi + BÀ). Si A.B+.ÔÂ = 0, c'est-à-dire
si A et iB — parties hermitienne el, antihermitienne de l'opérateur F — anticommu-
tent, F 2 est alors un opérateur hermitien.

1.8. [EÎ,E^1 =EÎE^-E^EA-=E[^^].
L î k J i k k i i,k
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1.9. La relation recherchée découle de la suite d'égalités

[AB, C] = ABC - CÂB = ABC- ÀCB + ÀCB - CÂB = À [B, C] + [A, C]B.

De façon analogue on peut obtenir [.1, BC] = [A, B}C + B[A, C].

1.10. L'identité se vérifie directement par le calcul (en développant, les commuta-
teurs).

1.11. Non, elles ne le peuvent pas. La condition [P, Q] = —il s'écrit

N
j^(PnkQkrn - QnkPkm) = -iS^m. (1)

k=l

Prenons la trace des matrices dans le premier et le second membre de l'égalité (1 ). En
tenant compte de ce que Tr {PQ) = Tr (QP), Tr 1 = N , on voit que la relation (1)
ne peut pas être valable pour des matrices de rang fini. La matrice formée a partir
du commutateur de deux matrices de rang fini possède une trace nulle.

On invite le lecteur à discuter pourquoi ceci n'est plus vrai pour des matrices de rang
infini.

1.12.
a) Comme R2 = I , il vient

.-, cv> 1 /^ /^ /-. /^
çxp(i-n-R') = V —(l-n-R)" = îcos TT + iRsm-JT = -î.

n=0 n'

b) En développant l'opérateur Ta en série, il vient,

T^{r.) = ̂  ̂  (d-}'\(x) = ̂  ̂ ^(x) = ̂ (x + a). (1)
—^ n ' \d,r / -—' 71 !
n \ ' n

La dernière égalité dans (1) est le développement de la fonction en série de Taylor.
Donc, l'opérateur Ta = exp(nrf/d;c) est l'opérateur translation, identique à celui
introduit dans le problème 1.1.

1.13. Explicitons le développement cherché sous la forme

'"•0

(A-Àê)-1^^"^. ( î )
n=0

Appliquons à gauche l'opérateur (A — \B) aux deux membres de (1) :

Ï=(Â-\B)^\nC„. (2)
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En égalant les termes de même puissances de À dans (2), on obtient

ÀC',, +1 = RCn. Ôn+| = A-1 BCn, G, = À-] .

On a donc
00

[A - \R]~1 = A-1 + xÀ-^BÀ-1 + . . . = /r1 ̂  A" (â.î- ' )".
n=U

1.14. Dérivons par rapport à À l'opérateur de la forme ,f(A) = e\A ] j e ~ \ A :

(lj- = Ae^Ôe-^ - e^éAe-^4 = e^A, /}]e-^.
(/À

De façon analogue, on obtient les dérivées seconde et d'ordre supérieur :

g -e^A, [A, ̂ e-^, etc.

Finalement :

^-W(A=J)=E^f£) ^+^U]+^[-î.^+...
" \ / À=O

1.15. /.*(€,^) = [^(^C')]*, Z(4^') = ̂ '^)L ^^^Ç') = ^ t ( ^ ' , Ç ) • En représentant
l'act-ion de M^. sur la fonction ^ ( x ) sous la forme

^ /•+c»
Afcî'(.r) = ̂ (cx) = v/? / (î(c.r - ,r')1'(^')û'.r',

J — ̂

on obtient A7c(.):, :r') = ^/cJ(ca; — ,(•'). De façon analogue

ff(.c,.(;') = (>'(.(• + .r') ; Ta (.r, a;') = 6(x - .,•' + a) :

A'(,r, ,r ') = :r(î(a- — ,r'), noyau de opérateur .c = .r ;

^(.r, .»•') = ^-f-^a; - .(;'), noyau de l'opérateur p= ^- - ' f - .' ' ; ôx ' ' 7 " ' r 1 d.r

1.16. En tenant compte du fait que les noyaux des opérateurs L et 1^ sont liés par
la relation L^(.i\r1') =r [/.(.(•',.,(•)]*, il vient à partir de l'égalité L = L^
a) que /'(a-) est: une fonction réelle de la variable a- ;
I)) que la partie réelle de /(a-) est une fonction paire de a-, la partie imaginaire étant

une fonction impaire :
c) que /(a-) = c//*(a"), ou c est un nombre réel.

1.17. En prenant en compte la- forme du noyau de l'opérateur C = AB

,/f / 1 ., / ^ / I I \ T~t i I I ! \ 1 I I / 1 \C ( a - , a ' ) = i A(a- ,a ' )B(x , , f ) « a ' (1 )
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et celle du noyau X ( x , x ' ) = xS(x — x ' ) de l'opérateur x , on tire de la condition
Fî - x F =0

l ' { F ( x , x")x"S(x" - x') - x6(x - x " ) F ( x " , x')}dx" = (x' - x ) F ( x , x') = 0. (2)
J

A partir de (2) , on trouve la forme du noyau F ( x , x') :

F ( x , x ' ) = f ( x ) S ( x - x ' ) , (3)

où f ( x ) est une fonction arbitraire.

De façon analogue, de la condition dp — pG = 0 et de la forme du noyau

P ( x , x ' ) = ̂ 6 { x - x ' )

on trouve après des transformations simples

fê^)^'^0' W

c'est-à-dire que G(x, x') est une fonction de la forme G(x, x') = g ( x — x ' ) .

1.18. De la condition [-F, a"] = 0 (voir le problème précédent), il découle

F ( x , x ' ) = f ( x ) S ( x - x ' ) , (1)

de la condition [^,p] = 0 il s'ensuit

F ( x , x ' ) = ( . i ( x - x ' } . (2)

Les relations (1) et (2) ne peuvent se vérifier simultanément que si f { x ) = Fy = clé :
alors F ( x , x ' ) = FoS(x — x ' ) . L'opérateur possédant un tel noyau est de la forme
F =. Foî.

1.19. La normalisation de la. fonction d'onde à l'unité donne |(7 == (Ti-o2)"1''4. En
utilisant la formule de la mécanique quantique pour les valeurs moyennes, il vient

x = x o , x2 =a'2/•2+x'^, (Aa;)2 = 'x2 - x'2 = «2/2,

P = I ' o , P2 = pl + h2 /2a2, (Ap)2 = ̂ a2.

1.20. Pour |('' -2 = f ys{x)(lx la fonction d'onde est normée à l'unité et

p= f ^ p ^ d x = -ih\C\2 f L(x)dv(x)-+i^y-'(x)\dx=
J J l dx h J

= \C ^o y ' 2 ( x ) d x = p o .
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1.21. Le moment, dipolaire moyen du système vaut

d= [+^ ̂ (ri,...,rn}(Y^e^^(r^....r,,)f[d3n. (1)
••'-~ \a=l / fc=l

Procédons dans (1) au .changement de variable ra —^ r'n = —l'a :

d= - /'^E'3"1-'-!^-1-'!'--- --^l'-'IP3^ C2)
J-œ• 0=1 fc

Comme l'état, a une parité déterminée, on a.

1'(-ri,... ,-!•„) = /N'(n,... ,r,,),

où /?. -= ±1 est, la parité de l'état du système, on obtient de (1) et, (2) d = —d, c'est-
à-dire d = 0.

1.22. LJ^ = f'^LL^ÎcIr =- J'(L^)* L^dr ^ 0.

De façon analogue L^L = f lA'^dT ^ 0.

1.23. E tan t donné (nie f ^ = f , alors, eu accord avec le problème précédent, clans un
état quelconque du système on a /-! ^ 0, y compris pour l'état correspondant, à la
valeur minimale de la grandeur f 2 ; mais dans ce dernier cas /'2 = (./''^nin > 0-

1.24. S] — c f , , autrement dit, le spectre de valeurs propres de la grandeur / com-
prend deux valeurs : /i = 0, /•) = c.

1.25. L'équation des fonctions propres et, des valeurs propres de l'opérateur / et sa
solution sont, :

_,:5;_L^(:,) +^f(x] = j ^ f ( x ) , (1)

^.)——,,{-^}
(n = cf/î). Il s'ensuit, de (2) que les valeurs propres de / sont. des nombres réels
quelconques, le spectre étant, continu, et, les valeurs propres non dégénérées.

Le choix du coefficient. C dans (2) à partir de la condition de normalisation

f ^ ^ f ( x ) d x = S ( f - f )

donne la valeur |C' | = (27r(ï)- '.

On pourra démontrer que le système de fonctions (2) est, complet, et, étudier les cas
limites o• —>• 0, /3 —)• 0.
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1.26. L'équation des fonctions propres et des valeurs propres f ( x )

f'OO

f ( x ) r ( x ) ^ ( x ) d x = f f ( x )
J —00

possède les solutions suivantes :
a) il y a une fonction propre ^n = c f ( x ) correspondant à la valeur propre

/o= 1 \f(x^dr.>Q;

b) toutes les autres valeurs propres de l'opérateur sont nulles.

Il leur correspond les fonctions propres 'Si(x) possédant la propriété

f f*{x}\Si(x}dx=Q.

Ces fonctions sont donc orthogonales à la fonction ^y = f ( x ) . Il est évident, que le
nombre de ces fonctions est infini, c'est-à-dire que /i = 0 présente une multiplicité de
dégénérescence infinie.

1.27. En agissant avec l'opérateur C

N
G = W- f1) = (î'-W- /2) • • • ( / - Av)- 0)

i:=l

sur une fonction arbitraire <!', on obtient G^ = 0, car une fonction arbitraire peut être
représentée sous forme d'un développement en série sur les fonctions propres ^k (cor-
respondant à. la valeur propre f k ) de l'opérateur / : 'Ï! = ̂  Ck^k (1e'' fonctions propres
d'un opérateur hermitien constituent un système complet), est, que (/ — f k ) ^ k = 0-
Bref, G = 0 et, compte tenu de (1), on obtient

^-I^.^+j E f ^ f N - ' 2 • • •+ ( - ^ N t [ f ' = Q - (2)
i=l i,k ;iyt.k î'=l

autrement dit, l'opérateur /A s'exprime linéairement en fonction des opérateursu...,/^-1.
En particulier, pour N = 2, à partir de (2), on trouve

îî={h+h}î-hh. (3)

Pour l'opérateur R on a R^ = —R^ =- 1 et, de (3) il s'ensuit que R2 = 1.

Pour N = 3 et les valeurs propres égales à /i = 0 et f ^ = — f ' s = /o; à partir de (2),
on trouve

f3 = Ï Ï Î - (4)



92 PROBLÈMES DE M É C A N I Q U E Q U A N T I Q U E

1.28. Dérivons par rapport à À les deux membres de l'équation des fonctions propres :

7(A)1', ,(A)=,UA)^(A), ( 1 )

(If)^"^)^!^^^^^^'"^"'^- (2)

Multiplions les deux membres de (2) à- gauche par ^r^ et intégrons par rapport- aux
coordonnées q dont dépendent les fonctions ^, , (A,( i r ) . Compte tenu de l'égalité

[' •i f Q f ')

f ^J^,,dr, = j (f^nr^ndr, = f n f K^ndr,^

vena,nt de l 'hermitieité de l'opérateur /, on obtient la relation cherchée.

1.29. De l'égalité AL — LA = 0, appliquée aux fonctions propres 'P^ de l 'opérateur
L (L, étant les valeurs propres), il s'ensuit que la fonction A^L^ est également une
fonction propre de L correspondant à la- même valeur propre L,. Si la valeur propre
L, n'est pas dégénérée, alors A'3/f^ = A;^/^. ne même, 'I'/., est fonction propre de
l'opérateur B, c'est-à-dire B^i i^ = B^i^. Si toutes les valeurs propres L, étaient
non dégénérées, alors dans tous les états ^i [^ (i = 1 , 2 , . . . ) on aurait la relation

(ÂFt - BÀ)^L, = (.4,5, - lï,Ai)^i,, =0. (J )

L'égalité (1) valable pour toutes les fonctions propres 'l'/^ formant le système complet
signif ie que A I ) — BA = 0, ce qui contredit les conditions du problème. Donc parmi
les valeurs propres I,, i l existe obligatoirement des valeurs propres dégénérées.

1.30. Soit l'intégrale

J = 1 \(nA~, - iR^\\lr, ( f )

ou ,4i = A — a, /.?!== B — b : o', a, b étant- des paramètres réels.

En vertu de la non-négativité de la fonction sous l'intégrale, il vient pour tous les o

J ( a ) > 0. (2)

En récrivant (1) sous la forme

J = / (c rAi* + tiïi^l'^oAl - (Bi)1'c/T,

compte tenu de l'hermitieité des opérateurs Ai et B^, ainsi que de la définition de la
moyenne (la, fonction d'onde est normée à l 'unité), il vient,

,/ = / ^(c^Ai" - m[Ai, Bi] + B^)^dr = cr'Ai" - m[A] , ûi] + û, . (3)
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Comme [Ai, 73i] = [A, B] = iC, il s'ensuit, de (2), (3)

a\A - a)2 + aC + (B - b)2 > 0. (4)

La condition de positivité du trinôme (4) de second degré en cr exige

(A - o)2 • (B - 6)2 > C /4. (5)

En choisissant dans (5) a = A, b = B, on aboutit à l'inégalité cherchée.

L'égalité dans (5) se réalise, d'âpres (1) et (4), dans le cas où (aAi — iB^)^ = 0. En
particulier, pour les opérateurs A = a-, B = p\,., C = h cette condition devient

^QX-h—^=f'Si (6)
\ dx /

( f = aa — ih étant une grandeur complexe quelconque). La solution de l'équation (6)
(a < 0)

,T, ^ ^(Q•^ ' - /)21 /-, f'Poa- (x-xoY~\Ï = ( n exp —— = CQ exp —— - \ /

|_ 2an J |_ // 2cr J

est la forme explicite de la fonction d'onde minimisant la relation d'incertitude pour
les opérateurs coordonnée et impulsion.

Il faut noter qu'en appliquant la formule (5) il est nécessaire d'être prudent. Cela
ressort, par exemple, de son application pour les opérateurs A == l^ = —i9/9y et
B = y = f (pour lesquels [/;;, y] = —i, de sorte que C = —1) :

(A/,)2 . (A^)2 > 1/4.

Cette inégalité est dépourvu de sens physique vu que (A/^)2 peut prendre des valeurs
quelconques (y compris être nul), alors que la grandeur (Ay)2 ne peut pas être plus
grande que TT".

Le fait est que la relation définissant l'opérateur hermitien / (utilisée essentiellement
dans le passage de l'expression (1) à (3)) :

[^f^,dr= f$;/^iriT= / (/^zri'irfr (7)

n'est vraie que pour une classe déterminée de fonctions. Cet ensemble de fonctions
est appelé domaine de définition de l'opérateur hermitien /. C'est ainsi que pour
l'opérateur /; = — i 9 / 9 i f i on a au lieu de (7), la relation

/•27r / <•) \ [ i v f 9 Y f=^
\ ^ -'^^i ri^= / -^—^'r i^- ' l^ i . (8)

./o \ (7^ / Ju \ oy ) y=o

Toutes les fonctions 't'i ,2 (y) comprises dans le domaine de définition de l'opérateur
—i9/9y doivent vérifier

Wl^' = ^2(27r)^i(2^) - ̂ (O)^i(O) = 0, (9)
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c'est-à-dire

1'i(2^) _ / ^(0)
= ct.c (9')

^1(0) \.^2(27r)

on 'l'i 2(0) = ^^(STT) = 0. Comme on le voit aussitôt,

cte = exp(?/î), /3 étant, un nombre réel (9")

(de plus, aux différentes valeurs de (i correspondant des réalisations différentes de
l'opérateur — i ô / O f en tant que opérateur hermitien). Pour donner une interprétation
physique à l'opérateur projection du moment et pour obtenir l'identité des points
y = 0 et if = 27r (soit pour les fonctions d'onde ^(0) = ^(STI-)), on pose , } = 0.

Ayant ainsi souligné le rôle important du domaine de définition dans la notion d'opéra-
teur hermi t ien , on voit aussitôt que la formule (5) ne peut être obtenue qu 'à condition
de pouvoir utiliser les relations

'S^*Â2'Sld.T= nA'P)*(A1')rfT,
•J •'

'S*ÂR'!id.T= |(A'Sl)r(B'îl)(l.T,

(10)

ainsi que les relations analogues obtenues par permutation des opérateurs .1 et I f . On
a justifié de façon formelle ces relations en se référant à l 'hermiticité des opérateurs.
Maintenant, en tenant compte de ce qui a- été dit plus liant sur le domaine de défi-
nition de l'opérateur, notons que la possibilité d'utiliser les relations (10) suppose
que non seulement les fonctions d'onde 'I', mais également les fonctions .l'P et B^
appartiennent aux domaines de définition des opérateurs A et B.

Dans les applications physiques, la- fonction d'onde 'î appartient au domaine de défi-
nition des opérateurs considérés en tant qu'hermitiens ; mais pour les fonctions A^
et B^ cette assertion peut. s'avérer fausse et, dans ce cas. la relation (5) n 'a plus de
sens. De ce point de vue, dans le cas des opérateurs x et, p.,,, l 'utilisation des relations
(10) ne pose pas de problème.

Pour les opérateurs /; et y, la situation est toute autre et, la relation (5) n'est plus
applicable dans le cas général. De façon formelle, ceci est lié au fait que pour la
fouet,ion d'onde 'I'(y) appartenant au domaine de définition de l 'opérateur — i 9 / 9 i p
(et remplissant la condition ^(O) = ^(STI-)) la fonction y^ = ^^(y) n'appartient plus
an domaine de définition et,, donc

/• 2 TT /• 2 7T

/ ^*L^dy^ (r^y^dy.
Jo J(I

Toutefois, dans le cas considéré il est, relativement facile de tenir compte de ces diffi-
cultés et, d'obtenir une relation constituant une généralisation de (.')).

En effet,, en posant dans (1) A = l ^ , ] } = y (de sorte que ( ' = — 1 ) , une fois choisi
a = / ^ , h = y?, et compte tenu des relations

27T

/ (L^^dy^ ^*î~,^d^+'2m\ï(27r)\'2, J71 = j \ t_^ ' - ' ( l ^
Jo Jo Jo
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on obtient facilement

J =u;•!(J2-T;'2) -a(l-•2n\'î!(•27T)\2)+(y2 -y'2) ^ 0 (11)

2îr

(soulignons qu'on a utilisé la normalisation f ^[•'dy = 1).
o

A partir de (11), on obtient la relation d'incertitude pour lz et y :

(A^.(A^ > ^(1 - 2^(27r)[2)2.

1.31. Les réponses aux questions posées ne sont pas, proprement dit, univoques.
La- non-commutativité des opérateurs ne signifie pas qu'il n'existe pas d'états dans
lesquels ces grandeurs physiques possèdent simultanément des valeurs déterminées. La
stricte assertion est : les fonctions d'onde de ces états, s'ils existent, ne constituent
pas un système complet. Exemple : les opérateurs composantes du moment cinétique
ne commutent pas l'un avec l 'autre, mais dans l'état de moment L = 0 toutes les
composantes du moment cinétique possèdent une valeur déterminée L, = 0.
Voir de même le problème 1.33.

Si les opérateurs commutent, cela np signifie pas que si A possède une valeur déter-
minée, B en possède une également. L'assertion stricte est : les états pour lesquels A
et B possèdent simultanément une valeur déterminée existent et les fonctions d'onde
de ces états forment un système complet. Exemple : dans le cas d'un mouvement
unidimensionuel, les opérateurs impulsion p = "--g- et énergie cinétique T = p1 /2m
commutent : toutefois, dans l'état ^(.c) = C'sin(poa;//i), l'énergie cinétique a une
valeur déterminée, tandis que l'impulsion n'en a pas. Mais si le spectre des valeurs
propres de la grandeur A n'est pas dégénéré, alors tout opérateur commutant avec -'1
possède également, dans l'état 'l'A,, une valeur déterminée (voir problème 1.29).

1.32. flîl'(r) = R[r^(r)} = -r<l'(-r) = -rfîl^r), d'où on obtient la relation
[Fi, î]+ = Rî + ÎR = U. De façon analogue on obtient : [R, p]+ = 0, [R, L]_ = 0.

1.33. (AB + BÀ)'H^ = (ab + ba)^ab = 'îah^ab = 0. Uonc ah = 0, c'est-à-dire que
a ou h sont nuls. Exemple : lîx + î.R = 0 et il n'existe qu'une seule fonction d'onde
^o = S ( x } simultanément fonction propre des opérateurs x et R. ; la valeur propre de
l'opérateur î est ;co = 0.

Notons que des opérateurs qui anticommutent peuvent n'avoir aucune fonction propre
commune (voir les matrices de Pauli, chapitre 5 "Spin").

1.34.
a) La solution de l'équation aux fonctions propres de l'opérateur f = x — — conduit

à des fonctions propres de la forme ^/- = C'exp[(.(:- — y)2/^]. Pour toute "valeur
propre" / ces fonctions sont croissantes pour x — ±00. Ces fonctions sont donc
exclues, de sorte que l'opérateur / ne possède pas en général de fonction propre.
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b) L'équation aux fonctions propres et ses solutions sont de la forme

7^ = (,. + d } ̂  = /-^, ^ ̂  (-exp [-i'-ZIll . (i)
\ ax / L " J

Mais d'après (1) la valeur propre / peut être un nombre complexe. Les fonctions
propres correspondant aux difFérentes valeurs propres ne sont pas orthogonales.
En représentant les valeurs propres /' sous la forme / = /i + i f y ( f \ 3 sont réels)
et en introduisant les fonctions propres normées à l ' un i t é :

,,̂ ,.4,,,._^£},
on voit qu'elles constituent un système complet, car

^ f f ^ ( x ' ^ f ( x ) d f , d f , = S(.r - x ' ) .
— 00

c) I^a solution du problème aux fonctions propres 'l'a = ( '. j et aux valeurs

propres de la matrice (clé l'opérateur) a

( 1 i \ f A \ ( A + iB \ , / .1 ^
^-[O o A ^ J ' l 0 ) = ^ a = a [ B )

est évidemment la suivante : une valeur propre a = 1 correspondant à la fonction

propre 'l'i = ( ) ; la seconde valeur propre « = 0 correspondant a la fonction

propre ^o = —rr \ . ) • Les fonctions propres ^o et 'l'i ne sont pas orthogonales,

mais forment manifestement un système complet.

d) L'opérateur (matrice) donné ne possède qu'une seule valeur propre non dégénérée

b _ 0. La fonction propre correspondante ^o == ( „ ) ne constitue évidemment

pas de système complet.

1.35. Soient des fonctions arbitraires ^S et <I> que l'on écrit sous la forme

1- = ̂  «A^/,, ^ =-- j^ b^s, (1)
A- k

(pour simplifier l'écriture, on suppose que le spectre des valeurs propres /, est non
dégénéré).

a) L'herméticité de l'opérateur P(/,) découle de la suite d'égalités

/ ̂  P(f, ) ̂ «T = 1 <T ?(./; ) ̂  ak ̂ f, =- a, 1 ̂  't/, dr
" " k

= a,b]= j[P(}^Y-9dr^ j [P^W^dr. (2)
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b) A partir des relations

P(îi^=P(îi)Y,a^f, =a,^f,
k

P^f,)^ = P(fi)[P(fi)^} = a^(/,)^, = a^/,.

on obtient P^/,) = ?(/,).
L'opérateur P = 1 — P ( f i ) projette sur l'état correspondant aux valeurs de la
grandeur / non égales à /,. Tl est facile de montrer que P2 = P .

1.36. La signification physique de P ( f i ) devient évidente si l'on représente ^ sous la
forme 'S = ̂ C'k^f,, et si l'on se sert de la formule (2) du problème précédent (on
suppose la fonction d'onde 'I' normée à l 'unité) :

7^= j ' ^ P Ç f ^ d r = |Q|2 = \C(f,)\\

c'est—dire que P ( f , . ) est la probabilité w ( f , i) que la valeur propre / soit 'égale à /,.

1.37. P(x > 0) = ri(x), où i](x) est la fonction échelon (la fonction d'Heaviside)
donné par

, , \ 1, x > 0,
Tî(x) = { 0, .• < 0.

Il est clair que P'^x > 0) = -P(.c > 0).

1.38. Une fonction arbitraire ^(r) peut être représentée sous forme d'une super-
position de fonctions ^±, paire (+) et impaire (—) par rapport à l'inversion R
(^(r) = l'(-r)) :

^r(r) = [^(r) + 1'(-r)]/2 + [^(r) - î'(-r)]/2.

D'après la définition des opérateurs P±, on doit avoir P^ = ['I^(r)±<I'(—I•)]/2 ; donc,
P+ = (1 +R)/'2, P- = ( l - î i ) / 2 .

Il est évident que P^ = P±, ?++?_= 1.

1.39. Le noyau de l'opérateur P est de la forme

P ( x , x ) = c f ( x ) r ( x ) , c-1 = f \î{x^dx.

P est un projecteur. Il projeté sur l'état décrit par la fonction d'onde ^ ( x ) = f ( x } .

N t f — f , )
1.40. P ( f , ) = n 7———V

k=l, k^i [ J i ~~ J k )
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1.41. ^(r) = S(r - !•„), 1-pJr) = (27r/()-3/2 exp((po • r / f i ) ,

<î>,Jr) = (2^)-3/2 exp(-<p . ro/ />) , <l>p»(p) = S(p - pu).

1.42. 0Q.) = yïTftCcxp [-to^ - (^^].

1.43. La probabilité cherchée vaut,

/ • I J rpv /-oo,̂  i-p, ,.00

/ / / F(x,py,•..}'\}•d.l•d•pydz,
J Z ] J p i J — r^,

ou

F(a-,p,,,2) = ̂ L^ f e-^'i^x^^^dy,
yÏnn .1

la fonction ^(.f, y, z ) (''tant, supposée normée à l 'unité.

1.44. Multiplions les deux membres de la relation R\S!^x} = ^(—.r ) à gauche par
'l'^.r) et. intégrons. Compte tenu de la relation ^(.r) ~— ^ _ p ( — . r ) , on obtient

H'î>(p) == f ^,(.c)R^(.r)dx= f ^_^(-x)^(-.r.)dx = <t>(-p),
•l - 00 •/ — 00.

c'est-à-dire /?<t>(p) -^ ^(-p).

11 est facile de trouver la forme de l'opérateur translation Ta\ïl(,E) = ^(.c + a) en
représentation p : on le représente sous la forme Ta = exp ("7'-) = c v p ( i a p / h ) (voir
le problème 1 . 1 "2 b). Etant donné qu'en représentation p, p = p . on a ïg = e x p ( i a ] ) / l i ) .

1.45. De la condition •9(r) = .OT(-r), où H = ±1 est la parité d'état, on obtient

W = I 1'p(rWr)riV = R t^(r)^(-r)dV
•J i/

= U 1 ^_p(-r)^!(-r)dV = ff<t>(-p) , (1 )

(dans la transformation ( f ) on a tenu compte de la propriété 'l'ii(r) = ^-. . (—r)).

1.46. Par définition (voir problème 1.15), on a :

I'(;E) = L'îi[.v) = 1 L ( . f , . E ' ) ^ ( . r ' ) d x ' . (1)

Substituons dans ( f )

^(x') = ——— I W exp (^'\ dp\
VZTrh J \ n• )
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multiplions les deux inembres de (1) par ^^(x) à gauche et intégrons en x. Nous
obtenons

èCp) = L<S>(p) = ( L(p,P'W}dp', (2)

(3)

(4)

exp — ( p ' x ' — p x ) L(x, x')dx dx'

L ( x , x ' ) = ——. j y exp . ( p x - p ' x ' ) L(p,p')dpdp'

La généralisation de (1)—(4) au cas tridimensionnel est évidente. C'est ainsi que

UP,P)=^-^ / /exp . (P ' - r ' -P- r ) \ L(r,r')dV dV
(ZTrnf J .1 L'* J

1.47. L'opérateur G = r~1 possède en représentation r le noyau

G(r, r') = —J(r — r ).

Le noyau de cet opérateur en représentation p, d'après le problème précédent, est
égal à

<^-^/^[w^^•--^^
De façon analogue on obtient le noyau de l'opérateur G2 = -J '.

/~,^», i\ L

47r2/^[p - p'

Pour calculer les intégrales entrant dans (1), (2), on a utilisé

(1)

(2)

=7T/2, - exp(î'q • r)dV = 47i-/q2

La vérification de l'égalité G'1 = G • G, c'est-à-dire de

est laissée au soin du lecteur.

1.48. Notons 'SA,, (<l) et 'S'B^W ^cs fonctions propres des opérateurs A et B dans une
certaine représentation q, ̂ (q) étant la fonction d'onde d'un état quelconque dans la
même représentation.
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Los fonctions d'onde de cet état en représentation A et B, a.(An) et b(B,,), se définis-
sent par des relations de la forme

^ ( g) = ̂  a (An ) ̂ A „ ( 9), a (A» ) = / ̂  Wr,
n

(1)
<r(y) = ̂ 6(»,,,)^,,,(?), 6(/^) = / I-B,̂

m

(limitons-nous, pour simplifier, au cas où le spectre dey opérateurs .4 et ] f est discret ;
la généralisation au cas du spectre continu ou au cas général, quand on a simultané-
ment un spectre discret et un spectre continu, est évidente).

En prenant pour fonction d'onde la fonction propre ^B^ , on obtient la forme de la
fonction d'onde de l'état considéré en représentation A :

OB,(A,,)= f ^ ( q ^ R , ( q ) d r ; (2)

de façon analogue on obtient la forme de la fonction propre 'l'An en représentation B :

&A,.(5fc)- I^BM^^A<l}dr. (3)

Des expressions (2) et (3), on obtient a^ (An) = b\ (Bk}-

1.49.

") .f^-EA-^ :
fe

b) j'C, == E/îfc^'fci 0" ^î es^ ^a fonction d'onde d'un état en représentation À.
/;

1.50. l ' n n ^ f i ) = SniSn'i si le spectre /„ est discret. Dans le cas où le spectre est
continu, on a P f , ( f , f ) = S ( f - f i ) S ( f - /.).

1.51. L'opérateur F == F ( f ) s'interprète comme un opérateur ayant les mômes
fonctions propres que l'opérateur /, taudis que les valeurs propres correspondantes
sont F, = F ( f , ) . Etant donné que le système de fonctions propres ^ <• est complet
(l'opérateur / est hermitien), l'action de l'opérateur F sur une fonction quelconque
\!' est déterminée :

1' = F^ = F^c(f,^^(q) =^c(f,,)F(f^f,,(g). (1)
n n

On obtient facilement de (1) que le noyau F(q,q'} de l'opérateur F (en représenta-
tion ç), assimilé à un opérateur linéaire intégral, vaut
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où la somme porte sur toutes les fonctions propres de l'opérateur /. En représenta-
tion /, l'opérateur F est un opérateur multiplication par F ( f ) .

Après avoir écrit (—A)"1 /2 = /. '[(—î/îV)2]"1/2, on constate que l'opérateur (—A)" 1 / 2

est égal à un facteur près à l'opérateur -—,. Le noyau (comparer au problème 1.47.)
IPI

de cet opérateur en représentation r est :

hp-\Y,r'} =['27r2h(r-r'}2]-l.

1.52. Puisque les fonctions propres de l'opérateur F ( f ) constituent des fonctions
propres de l'opérateur / et que cet opérateur, comme l'opérateur /, possède N valeurs
propres différentes, on peut le représenter sous la forme (voir problème 1.27)

^=^(/) =!>"/" ( f 0 ^ 1 ) - (i)
îi=0

Les valeurs c,,. s'obtiennent à partir du système d'équations

N-l

F(fi)='E<-nf? < = 1 , 2 , . . . , ^ V . (2)
n=0

Dans le cas particulier N = 2 le système (2) prend la forme

^(/l) = CO + Ci/l, F ( f . , ) = CQ + Cl/2,

d'où l'on tire CQ et ci et la forme de l'opérateur F en vertu de (1) :

p /2^(/l)-/l^(/2) , F ( f , ) - F ( f , ) .F=———f——f————+——f——f——J- (3)72 - h h - h

Dans le cas N = 3, pour les valeurs propres indiquées dans l'énoncé, les coefficients
c,i dans (1) valent

.0^(0), c^^-^. 02 = W±^_^^ ^
'^fo 2/o

1.53. Le projecteur possède deux valeurs propres égales à 0 et 1. A partir de la
formule (3) du problème précédent on obtient la forme explicite de F :

F -= F(P) = F(0) + [F(l) - F(0)}P.

1.54. Les opérateurs l î , Ta, Me sont unitaires.

1.55. De U2 = Û et UU^ = U^U = î on obtient U = î.



102 PROBLÈMES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE

1.56. c\ = 1, c'est-à-dire c = exp(î'cr), a étant, un nombre réel.

1.57. De U = U^, on obtient U^ = Û\U\, d'où UU^ = C^Û = î.

1.58. De l 'unitarité de U il s'ensuit que UU^ = /. Si [/ est un opérateur hermitien,
c'est-à-dire ?/t = \ ] , alors (7-' = 1. Un opérateur hermitien satisfaisant, à une telle
équation possède des valeurs propres égales à ±1 (et, seulement ces valeurs). Donc un
opérateur hermitien possédant des valeurs propres égales à ±1 est également, unitaire.
Un exemple de cet opérateur nous est fourni par l'opérateur réflexion R (un autre
exemple, par les matrices de Pauli, voir chapitre 5).

1.59. Comme ^t = exp(-?'Ft) = cxp(-îF), UÛ^ = U^U = î.

1.60. L'unitarité de l'opérateur s'établit, facilement, si, au préalable, on démontre la
relation (7 -~ 1 )^ = ( L ^ ) ~ 1 . La représentation cherchée de l'opérateur U =- exp(i/'')
découle des transformations

exp(»F) = exp(^72)[cxp(-/:7'72)]

1.61.

/î"=fm7+ = u co+Y^c,Âi+^c,,,.À,Âk+... 0^
i i,k

= co+Y^ c,uÂ,u^ + ̂  c^OÀiÀkU^ . . . = ( ) . ( î )
• f./ J

i,k

Compte tenu de la relation U^U =- 1, ou peut écrire chacun des termes de la somme
dans l'expression (1) sous la forme

C,k...nUÂ,Àh . ..ÀnU^ = C,h...nUAiU\UAkU\ . . . V^UA^ = C,k...nA',À'k . . . A;, ,

autrement, dit, (1) prend la forme

co + ̂  c.^ + ̂  c^À, . . . = F(À',,) -= 0.
i i.k

qui est, la, même que la relation initiale et démontre l'invariance de cette relation par
rapport à la transformation unitaire des opérateurs.

1.62. De la condition A' = UAU^ il s'ensuit, Tr À' = Tr (OÀÙ^) = Tr ( Â Û ^ V )
= TrA, car V^U = 1 et Tr (ÀB ... D) = Tr ( / ? . . . D À).

De façon analogue, det A' = det({}A[/t) -=- det{ÀL^U) = det /î.
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1.63. D'un côté, dei(UU^) = dei,T= 1 ; de l'autre, det(UU^) = det, U •det[7+, mais
,/->. ^ * ^ ^ A /->

det U^ = det U = [det (/]* = [det U}*. Donc, | det U 2 = 1, soit det U = exp(m), où
a est un nombre réel. Si l'on introduit la matrice U' = ex'p(—ia/N)U, N étant le
rang de la matrice {/, alors det U' = 1.

1.64. Pour démontrer que

detU =exp(iTïF), (1)

il faut tenir compte du résultat obtenu dans 1.62 et effectuer la transformation uni-
taire qui diagonalise la, matrice herrnitienne F . Dans la nouvelle représentation, la
propriété (1) est évidente, mais en vertu de l'invariance du déterminant et de la trace
de la matrice par rapport aux transformations unitaires, la relation (1) se conserve
aussi dans toute représentation.

1.65. Il y a en tout N2 matrices indépendantes Anm (par exemple, la famille des
matrices A^m = S,nSkm ', i, k = 1,'2,.. . , N ) . Il est clair que le nombre de matrices
hermitiennes indépendantes est le même. Le nombre de matrices unitaires indépen-
dantes vaut également N" vu qu'il y a correspondance entre les matrices hermitiennes
et unitaires : U = exp(iF') (voir 1.59). Pour que la matrice unitaire soit telle que
det U = 1 il faut que 'l\F = 0 (voir problème précédent). De cette condition, il
découle que le nombre de matrices unitaires indépendantes de déterminant égale à 1
de rang N vaut N 2 — 1, comme celui des matrices hermitiennes indépendantes à. trace
nulle.

1.66. La liaison entre les représentations r et p se définit par la transformation

^(P) = ———^ l'e-^/^^dV = ̂ (r),

autrement dit l'opérateur U est un opérateur intégral de noyau

[7(p, r) = (27r/t)-3/2 exp(-îp • r / h )

(l'opérateur agit sur les fonctions ^(r)). Le noyau de l'opérateur U^ agissant sur les
fonctions <E>(p) vaut,

[7+(r,p) = (27^/^)-3/2exp(^p - r / h ) .

L'opérateur UU^ possède un noyau qui vaut

(27r/t)-3 ICxp(-ip • r / h ) exp^p' • r/h)dr = S(p - p'),

c'est-à-dire qu'il est unitaire (dans l'espace des fonctions <&(p)). De façon analogue
on obtient U^U = 1 (dans l'espace des fonctions ^(r)).

Donc, VU' = U'U = 1, c'est-à-dire que U est un opérateur unitaire.
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1.67. Les opérateurs x' = l^xU^ ,p ' = UpU^ sont de la. forme :
a) x' = —x, p' = —p ;
b) x' = x + a, p' = p ;
e) î' = cî, p' = ^p.

Les relations données entre les opérateurs x ' , p ' el, a-, jo s'obtiennent très facilement en
utilisant la représentation r. C'est ainsi que pour U — ' l 'a. on obtient

pt — T\ — T1 -' — 1 n — ± —a

et

UxÙ^(x) = Taîf_^(.T) = Ta[x^(x - o,)] = (a; + a.)^(x) -= (x+ a)'î!(x),

c'est-à-dire x' = î + a,

c?^^t^.,) = ̂ „^f_^(.) = T^^(. -.,) . '———W = na^)
t ( ) x t àx i àx 1 d(.r + a) t c).r

autrement dit p' = p, etc.



CHAPITRE 2

MOUVEMENT UNIDIMENSIONNEL

2.1. Pour les éneriges et les fonctions d'onde, on obtient :

/^(n+l)2

En =——„——7——; n = 0 , l , . . . ,2ma2

w
( /2 Tr(n+l)x

^ IJ,\ _ J A/-sm——————, 0 < a; < a,
'••nW - \ V a a

^ 0, x < 0, a; > a.

Avec l'inversion des coordonnées par rapport au point x = a/2, les fonctions d'onde
se transforment de la façon suivante :

<(a-) = ̂ n(r'} = ̂ (-a- + a) = (-l)'^(n)

c'est-à-dire possèdent une certaine parité (—1)". Cette propriété peut servir au calcul
d'intégrales (d'éléments matriciels, etc.) qui comportent la fonction d'onde 'I'n(a')1.

2.2. La fonction de distribution de la coordonnée est donnée par

dwn(x)=^„(x}\2dx, . .=0/2, ^=a•2\l-———————\ ;
|_3 27I-2(r^ + 1)-J

w=a2[^-^T^}•

1 On utilise la numérotation des niveaux du spectre discret En et de la fonction propre 'Sn, qui
pour l'ctat fondamental, prend la valeur n = 0. En outre, n coïncide avec le nombre de zéros de
la fonction d'onde 'Sn{x}, à l'exception des zéros pour x —> ±00 (ou sur les parois infrachissables
du puits de potentiel, comme aux points x = 0, a du problème). Le nombre quantique radial
rir = 0 , 1 , 2 , . . . des champs centraux a le même sens.



106 PROBLÈMES DE M É C A N I Q U E Q U A N T I Q U E

La fonction d'onde dans le n-ième état stationnaire en représentation p a la forme :

1 /•" . f7r(n+l)x\ ( ip:,:\
^'.(p) = —,=— \ sin —————— exp [--J- ) dx =

V'Kah Jo \ " ) \ h )

_ 2v7ra/f!(•n. + 1) e\p(—ipa/2h) ( (-os(pa/'2h), n pair,
/^a2 - Tr2/»^»! + l)2 [ im\(pa/'2h), n impair,

et définit la répartition de l'impulsion de la particule dwn(p) = [«I',, (p)\''dp.

On obtient

P= 1 ^(x)p^,,(x)dx=0,
J —w

(i)
(A^^=^|^(,ol^=/^2(^.

•' — c^ a

En u t i l i s a J i t les valeurs obtenus (Aa;)2 et (Aj1))'-', on trouve

^^^[^-^^^
Rappelons que dans le cas général (voir 1.30) : (Aa;)2 (A^)2 ^ —

Notons que ] l k peut être obtenu à l 'aide de la formule

p^ = ( p" dw,, (p)= 1 ?/• | <i>,, [p) |2 dp.
J J — rx^

Mais le calcul est alors plus fastidieux qu'avec les formules (1) .

2.3. T,,,, = p'-'/2î7) == En (voir problème précédent). 7'2 = .» (!). La valeur i n f i n i e de
T2 découle, par exemple, de la forme de la fonction de distribution de l'impulsion de
la particule obtenue dans le problème précédent pour |p| —)• oc.. Comme |<[>,,(p)| ~ p"2

pour l/.'l —^ --x., dwn(p) ~ d p / p 4 et l'intégrale déterminant. la valeur moyenne 7'-' ~ p'1

diverge.

Ce résultat peut être aussi obtenu à l'aide de la formule de la mécanique quantique
pour les valeurs moyennes

si l 'on tient compte de. ce que ^^'^(.r) = —h'!\S''^(.^•) comporte des termes proportion-
nels à S(.r) ou à (î(:c — n) ( la dérivée première de 'I',,(.r) est une fonction discontinue
aux points x = 0 et .r =: a, la dérivée de cette fonction discontinue, elle, est donc
proportionnelle à la distribution S ; ( S'2(x)dx = '30).
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2.4. ___
a) La fonction d'onde est normée à l'unité pour A = ^/30/a5.

Les coefficients C'n du développement de la fonction d'onde ^ ( x ) sur les fonctions
propres de l'hamiltonien ^n(x), indiqués dans 2.1, valent (^(a") = ̂  Cn^n^))

et ne sont différents de zéro que pour des n pairs.

En vertu des principes de la mécanique quantique, la probabilité de présence de
la particule dans le n""' état, stationnaire vaut Wn = \Cn 2.

A partir de (1), on trouve w(Eo} = 960/7T6 w 0, 999 ; w(E-î) w 0, 001, etc.

En utilisant les sommes connues (voir, par exemple [11])
00 00

^(2Â•+l) - 4 =7r 4 /96 , ^(2fc+l)-2 =7r2 /8,
k=0

on obtient
10 2,,, - ^F2

^Wn, — ——-rt^t\E = ̂  E,,wn = -^Eo w 1, 013£o ; E2 = ̂  E'^ = -^E^ïWn = ——,^Q W l,U13-&o ;
TT2

1 1 A u^a ^v5 v
(Afc) = —T^o

b) La fonction d'onde est normée à l'unité pour B = \/8/3a. Les probabilités Wn ne
sont différentes de zéro que pour des n pairs et sont égales à

256 1
""= 3^+1)^+1)^-4?' "p a l r ;

w{Eo) = 0, 961 ; w(E-î) w 0, 038, etc.

2.5. En représentation énergie les opérateurs x , p sont des matrices

Xmn = f ^ X ^ n d x , P^ = f ^p - ^ , , dx , (1)

où ^n(x') sont les fonctions propres de l'hamiltonien, introduites dans 2.1.

Le calcul des intégrales (1) donne

4 a ( m + l ) ( n + l ) [ ( - l ) m + ^ - l ]
7T7 (m - n)'2 {m-\-n-\-ly
ïa \"1 ̂  ^A"- ̂  ±n\ '-) 'J ,__ / „
" ^ 1 ^ _ ^\1l^ _L ^ _L O ' l 2 1 "t 7- ";

P,

a/2, m. = n,
2ifi(m+l)(n+l)[(-l)m+"-l]
a (TO-n)(m+n+2) ' '" ̂  "'
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Ces matrices agissent sur la fonction d'onde qu i , en représentation énergie, est décrite
par la colonne

où les (,'n sont les coefficients du développement de la fonction \t'(a') sur la. base des
fonctions propres ^(.c) de l 'hamilionien.

2.6. En faisant dans l'équation de Schrödinger

-^<^) + \1^- - rfu.'-] ^(.c) = E,,^,,[x) (1)

(V(,r.) = —("<?||.F est l'énergie potentielle d'une particule chargée dans le champ élec-
trique homogène ^u) ^ changement de variable .c — r z = x — f^n//'', ou donne à (1 )
la forme de l'équation de Schrôdinger d 'un oscillateur harmonique ordinaire (sans
champ) : ainsi la solution de (1) est :

E,, =- h^(n + 1/2) - i ^ ^ / l k , UJ - \A7m, n = 0 , 1 , . . . ,

^(,i-)=^r(-~)='I'n.'--^oA),

où les ^^"(x) constituent les fonctions d'onde bien connues des états stationnaires
de l 'oscillateur harmonique. Notons que sous l'action d 'un champ homogène tous les
niveaux d'énergie de l'oscillateur se déplacent d'une même grandeur.

2.7. Les fonctions d'onde des états stationnaires pairs du spectre discret sont de la
forme (E < 0)

f Acos[^/-2m(Uo- E ^ / V x ] , x < «,
^(.r) = ^ (1)

[ ffexp[-,/2ro|/?|//t'--'|,(;|], x > ( l .

La continuité de la fonction d'onde et de sa dérivée au point x = a donne l 'équation
définissant le spectre des niveaux pairs

V/^o - |£'| tan v^m^o - ̂ n2/^ = ^\E\ (2)

(au point .(• = —n la- condition de raccordement des fonctions d'onde est automatique-
ment satisfaite vu la parité des fonctions).

De façon analogue, on obtient l 'équation pour les niveaux impairs de la particule :

V^o-l^lcot v/2m(^o-|^|)«2//»2 = -VW (3)

II est commode d'analyser les équations (2) et (?i) graphiquement. L'analyse s'avérant
très simple, donnons-en les résultats finaux.
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a) L'équation (2) pour 0 < |-E'| < Un possède N+ racines, ou TV-)-, nombre d'états
pairs du spectre discret, est défini par la condition :

(7V+ - l)7r < ^/ïmUoa2/^ ^ A+TT, (4)

donc quels que soient les paramètres du puits il existe au moins un niveau pair.

b) Le nombre N_ racines de l 'équation (3) est déterminée par la relation

7V_7i--7r/2 < ^/2mUoa2 /K1 < N_TT + T T / Ï . (5)

, n2^2

Les états impairs du spectre discret n'existent que si mi/'oa ^
8

c) A mesure que l'énergie croît, les niveaux pairs et impairs se succèdent en alter-
nance, mais le niveau fondamental est pair.

d) Les relations (4), (5) peuvent être réunies en une seule :

(/V - 1 )7r/2 < ^/îrnU^JW < N n / 2 , (6)

où N est le nombre total de niveaux du spectre discret : N = N+ + N _ .

e) La réalisation de l'égalité dans les seconds membres des relations ( 4 ) — ( 6 ) corres-
pond à la condition d'apparition d'un nouveau niveau : le (TV-)- + 1)°"" niveau pair
et, (/V_ + l)"""' niveau impair, respectivement , lorsque T^n augmente, c'est-à-dire
lorsque le paramètre ^ = ma^Uo/fï2 croît.

Dans le cas d'un puits profond ^ » 1, introduisons la grandeur E'^ = Uo — \En ,
énergie du niveau mesurée à partir du "fond" du puits. Pour les premiers niveaux
de la particule (tels que E'^ « Uo), on peut, à partir des équations (2) et (3),
obtenir les expressions approchées suivantes :

Notons que, selon (7), les premiers niveaux d'énergie d'un puits profond sont plus
bas que les niveaux d'un puits de profondeur infinie de même largeur 2n.

2.8. Dans le cas d'un puits peu profond ma^Uo/fï2 <SÎ 1, comme on l'a constaté dans
la solution du problème précédent, il n'existe qu'un seul état pair du spectre discret.
Pour obtenir l'énergie du niveau à partir de l'équation (2) du problème précédent il
faut tenir compte de la petitesse de l'argument de la tangente et écrire cette équation
sous la forme

^Uo - \Eo\^2m(Uo - |^o|)a2/^ w ^\ËQ\ (1)

Vu que \/'2m(Uo — |£'o|)a2 //t2 <S; 1, il s'ensuit de façon évidente que \Eo ^ UD et en
négligeant dans le premier membre de (1) la grandeur \Ey par rapport à Uo, il vient

l^2"^^^; (2)

autrement dit, la profondeur du niveau dans un puits peu profond est beaucoup plus
petite que celle du puits (fig. 17).
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-a 0

\Eo\ <r-/o

La forme approchée de la fonction d'onde
normée de l'état fondamental dans un puits
peu profond se déduit de l'expression (1) de
la fonction d'onde du problème précédent si
l'on tient compte du fait qu'au sein du puits,
x\ < a, la fonction d'onde est pratiquement

constante :

^(a-) w ôexp

»=(2m|AV)| / / r 2 ) 1 / 4

Figure 17

Les moyennes cherchées sont

U(x}
A '} I T 9wia Un

T: -E,

2.9. Grâce à la forme approchée de la fonction d'onde (voir formule (3) du problème
précédent), on obtient : ~x ^ 0, (Aa-)2 = a-2 = (2K••!)-1, /;-' •=.-- ' 2 ' n i U o / f r . La probabilité
de trouver la particule au sein du puits est

,-a

w = / |1'n ^dx WÏKO. < f.

On remarque facilement que la faible probabilité de trouver la particule au sein du
puits est due au fait que la, fonction d'onde diminue lentement à l 'extérieur du puits
avec l'accroissement de |a'|. Eu effet, comme |*?u|'' ~ p- ïK | - r | ^ [^ particule a une
bonne probabilité de se trouver à, une distance x ~ Ï / K = w'^/SmI/îol ^> a.
Dans la cas plus général où on a un puits de potentiel arbitraire dont les dimensions
caractéristiques sont de l'ordre de a, la particule a une probabilité prépondérante de
se trouver hors du puits (dans le domaine classiquement inaccessible) si son énergie
remplit la condition \En <$: ^/Smn2 (ces niveaux d'énergie sont dits peu liés).

La forme approchée de la fonction d'onde en représentation p est2 :

<&o(p) =
^7r(p'-' + ̂ K2) •

(1)
p = 0, (Ap)2 = p2 = (K/;)-, (Aa;)2 (Ap)2 = /î2/^

2.10. L'équation de Schrödingcr a la forme :

h2

^ + U(;c) + aS(x - a-o) \ ̂  = E9.
ïm (H

L'expression obtenue pour <î>o (p) n'est, pas valable pour de grandes impulsions
\P\ ^ ^A1 :=: h f î . / t î a ^> ^/î, car pour ces valeurs de p , il est essentiel dans le calcul de
l'intégrale de (1), que la forme de la fonction d'onde 'l'oM s01^ exacte dans le domaine x <^ a.
La fonction d'onde ^o(p) exacte pour |p| —>• oo est de la forme

^(^V/^l^sin^.
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De l'équation de Schrödinger ( 1 ) il s'ensuit que la fonction d'onde ^ ( x ) est continue
au point. XQ et que sa, dérivée est discontinue en ce point. La grandeur du saut de
la dérivée de la fonction d'onde doit être telle que le terme avec la distribution S
de la, fonction 'S"(s') (la dérivée d'une fonction discontinue est, proportionnelle à la,
distribution S) puisse compenser le ternie aS(x — xo^Çxa) dans le premier membre
de l'équation (1). En intégrant (1 ) sur le domaine .CQ — c < x < XQ + e, £ > 0, et en
faisant, tendre £ —>• 0, on obtient

A'î'Oo) = ^'(a-o + 0) - ̂ '(x^ - 0) = (2ma//^2)<r(;l•o),
> î ( ;co+0) = ' S i ( x o - O ) .

2.11. L'équation de Schrôdinger et sa solution sont de la forme

(2)

fi'-' fi2 f,-2

-——^" - aS(x) 9 = E^ ; E=-——, /,-> 0
2m 2m

Aexp(—K3'), x > 0,
/Jexp(h;;E), x < 0.

En utilisant la relation (2) du problème précédent (compte tenu de la substitution
Q —> —a), on obtient A = B et K = K() = nm/h'2, E[] = —mo2/^/!2, c'est-à-dire
qu'il n'y a qu'un seul état lie dont la fonction d'onde normée est de la forme ^(a;) =
^/i7^c\\i(—Ko x\). Cette fonction, comme il fallait s'y attendre, est paire.

[7 = -o- / S(x)^(x)d.x = -ma2/h2 = -2Eo ;
•/—ou

— 1 f00

T=—— \p^!^x}^dx = ma2^/»2 = -£'o.
2m 7_oo

Le potentiel U(x') = —aS(x) peut être obtenu comme l i m i t e n —)• 0, Ihj —>• oo,
îa.Uo = ce du potentiel étudié dans 2.7 et, 2.8. Dans ce passage ^ = n^a2Uo/h2 —/• 0,
c'est-à-dire que le puits est peu profond. Comme cela se voit facilement, les résultats
approchés de l'énergie et de la fonction d'onde de l'état fondamental de la particule
dans un puits peu profond sont exacts pour le potentiel S .

2.12. Notons E , ^ , \ S ' n ( x ) , l t = 0, 1, . . . , les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde
normées des états stationnaires dans le champ U(.i-). Ces fonctions d'onde possèdent
une certaine parité (—1)". De plus, les fonctions d'onde des niveaux impairs sont,
pour x = 0, égales à ^^h+t (0) ^ 0.

Polir une particule dans le champ U(x) on introduit des notations analogues : E f , ,
^ k ( x ) , k = 0 , l , . . . ; $fc(0) =0 .

Les fonctions 'l'fe et les fonctions impaires ^(.c) satisfont (pour x ^ 0) à la même
équation de Schrôdinger et aux mêmes conditions aux limites aux points x = 0 et
x = oc ; il y a entre elles la correspondance suivante (fig. 18) :

Ék=E^+i, ^k{.r)=V2^2k+i(.r).



112 PROBLÈMES DE MÉCANIQUE Q U A N T I Q U E

Si le champ U(x) possède N états liés, le nombre de ces états dans le champ U{i'}
vaut. alors N / 2 pour N pair et (N — 1)/2 pour N impair. Dans le cas N = 1, il n'y a
pas d'états liés dans le champ U ( x ) .

T^^î-^-2,

E -

KO ——

u^).

0

-^
x

^

^

Figure 18

2.13. Cherchons la valeur moyenne de l'énergie de la particule dans l'état décrit
par la fonction d'onde normée ^(.£,0) =- \/a cxp(—(»' | .r |) , a > 0 étant un paramètre.
Compte tenu de

ïm 2m ./-^ v^' 2m

on obtient

/7(o) = -_—— + Q / exp[-2cf|.i;|](7(a;)da;.
2m (1;

Le seconde terme de (1) pour a —>• 0 vaut

r r
o ; cxp[-2o .r|]?/(a;)da- ?» o / U (x^dx < 0. (2)

En utilisant (1) et (2), on constate aisément que pour des valeurs suffisamment petites
du paramétre a la grandeur -E'(a) est négative ; mais E(a) ^ Ey. où Eo est, l 'énergie
de l 'état fondamental. Donc, 7?u < 0 et l'état fondamental est un état lié.

2.14. En introduisant les notations E = e/^/^ma2, r = , i : / u , écrivons l'équation de
Schrödinger sous la forme

(1)

En notant par £n(£.),\S!n(z^) les valeurs propres du spectre discret et les fonctions
propres normées de l'équation (1), on obtient la solution de l'équation de Schrödinger
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dans le champ U = U o f ( x / a ) :

^n(x) = <Pn.(a-/a)/\/a,

y'nn — ^^nn i

En = £„/i2/2ma2 = £,^/o/^

(A.^^Az)2,,,

Les grandeurs £,i,?, (A.;)2 (la valeur moyenne est calculée avec les fonctions '!'„) ne
dépendent que de la valeur du paramètre ^.

2.15. L'énergie potentielle d'une particule est de la forme (figure 19)

m g 2
00,

z >0,
; <0,

U(z)

(la direction de ( — g ) est la direction positive de l'axe z , le miroir est à z = 0). Le
mouvement le long des axes x , y étant libre et n'intervenant pas dans le problème
considéré, on étudiera uniquement, dans ce qui suit, le mouvement de la particule le
long de l'axe z .

Par le changement de variable

x= (2m2 .g/?^2) l /3(z- E / m g )

on transforme l'équation de Schrödinger dans
le champ U ( z ) en

'S'"(x) -x^(x) = 0. (1)

La- solution de l'équation (1), décroissante
pour x —>• oo, est la fonction d'Airy ^(x) [ l] ,
c'est-à-dire

-^y73/ __E_-
. A2 ; [z mg,

Figure 19

La quantification des niveaux d'énergie apparaît grâce à la condition aux limites

<r(z = 0) = ̂ [-(îmlc|/hl)\13E/rn.{|\ = 0. (2)

En notant (—cr/,-) [k = 1, 2, . . .) la. séquence des racines de la, fonction d'Airy |1] dans
l'ordre croissant de a;.., on obtient de (2) le spectre d'énergie :

En = (m(/2/!,2/2) l/3Q„+l, n = 0, 1, . . .

En particulier, l'énergie de l'état fondamental est (n -= 0, Q] w 2, 34)

Eo = 2,34(TO(/:'^^2/2)1/';3 = f^mf/2^2)1/3
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2.16. La fonction d'onde de l'état fondamental est paire : ^(.c) = 'l'ot—ï') et
i l suffit de la trouver pour x ^ 0 (alors ^'^(O) = 0). A l'aide des substitutions
y = ^exp(—.)'/2a), E = —fi2K'''/2TO, S, = ^/Smn.'-1 UQ / I I 2 , v = îna (K > 0) , l'équation
de Schrödinger ])our .'f ^ 0 se ramène à l'équation de Bessel :

(^ 1 ̂ (f-.W^O. (1)

Comme pour x —>• oo (y —>• 0) la fonction d'onde ^(.c) doit- décroître, i l faut choisir la
solution de l'équation (1) sous la forme (.(• > 0)

vr(.c) = C,h,(y) = CJ,^exp(-x/'2a)}. (2)

La condition ^''(.c = 0) = 0 définit le spectre des niveaux pairs :

•W = ̂ ^^^(V'̂ 77"»^ = 0- (3)

De plus, le niveau fondamental correspond à la- plus grande valeur de |7','

Pour un puits de faible profondeur 4 ^ 1 ; e" utilisant la formule

J l i f : \ ~ '/ I f ' / • ) ^ - 1 'y+ '2 ^ / • jV^+l C; ^y 1

"'^^P^+ir^ -2P(, .+2)k / 2 ) 1 " < < J '

ou peut écrire l'équation (3) sous la forme

v ( f + ] } - (v+ 2)^74 w O ,

d'où

;/ = f/u w ^ / ï , KO = 2îïutf.''o//r\ /'.'o = -h2Kf,/•2im. (4)

II est aise de remarquer que, dans ce cas, la fonction d'onde norniée de l'état fonda-
mental peut être écrite de façon approchée sous la forme ( J i , ( y ) w •p.——,-,(.(//2)1/ pour

y « i )
^n(.t:) = cJ^exp(- A-|/2(()] w ^/K^exp[-/;iJ|:.c|]. (,'))

Les résultats (4) et (5) pour l'état fondamental au sein d'un puits de faible profondeur
se trouvent en accord avec ceux des problèmes 2.8 et, 2.1 f : le potentiel / ( . ( ; ) = —aS(.r)
peut être obtenu en passant a la limite a —s- 0, UQ —^ x du potentiel de ce problême,
par assimilation de a à

a•= - 1 U(x)d,r = îal'o.

Donc, dans le cas d'un puits de faible profondeur et de forme arbitraire / ' '(.c), l'énergie
Eo et la, fonction d'onde 'l'of'.t') de l'état fondamental se déterminent, non pas par la
forme concrète de [/(.»•), mais par la, valeur de l'intégrale \ U ( r ) d x .



2.17. En résolvant l'équation de Schrödinger, il faut tenir compte des conditions de
raccordement de la solution pour le potentiel 6 (voir formules (2) du problême 2.10),
des conditions aux limites ^(a) = ^ (—a) = 0 ainsi que de la parité bien définie de la
fonction d'onde des états stationnaires.

Les fonctions d'onde des niveaux pairs pour 0 < x < a sont de la forme

'i'(.c) = Asiïi[k(\x -a)], k = ̂ /îmE/h2 > 0. (1)

Les conditions de raccordement de la solution (1) au point x = 0 donnent la relation

kfi2 ka ( . maa\ , ,
- t a n ^ a = — — = — ^ = ——— , 2

ma £, \ n-- 1

définissant le spectre des niveaux pairs.

Avec ^ ̂  1 pour les niveaux inférieurs (pour lesquels ka <$; ^), le second membre de
l'équation (2) est très petit. On a donc knd = nn — e, avec £ ̂  1 et où n = 1, 2, . . .
est le numéro d'ordre de la racine. On déduit de (2)

— tan k^a w s w k^af^ w nir / S . ,

c'est-à-dire

^^(l-l/î), E^.^-W (3)

(on introduit l'indice (+) pour indiquer la valeur positive de la parité des niveaux).

Pour les niveaux impairs la fonction d'onde prend, dans le domaine \x < a, la forme
^i(x) = Bsm(kx) et la condition ^(a) = 0 définit le spectre des niveaux impairs :

/i2^2^
,(,(-)„ _ „„ p(-) _ " 7r " n - 1 2 <4')Si a - "7r' ^n - ^^2 ' n - i , z , . . . (t)

(notons que pour les états impairs la particule "ne ressent pas" la présence du potentiel
6 : U(x) =-aS(x)).

La comparaison de (3) et (4) confirme la nature, mentionnée dans l'énoncé, de la
partie inférieure du spectre : la distance SE^ f » 2 E j ~ / £ , entre les niveaux pair et
impair pour une même valeur de n est beaucoup plus petite que la distance entre
deux paires voisines :

AE=\En±,-En\^E^/n (n«0.

Le spectre des niveaux pairs au sein du domaine d'énergie ka ̂  f , (par exemple, les
niveaux très excités) s'obtient aisément de (2) en posant k^a = {n — l/2)7r+ £ ,£<$;!
(n = 1, 2 , . . . étant le numéro d'ordre du niveau pair),

- tan knd w 1/e « k^a/S, w (n - 1/2)7T/<^,

^+)a«(ra-l/2)7T-K/(n- l/2)7r, (5)

^_hV(2n-^ ^
n o r) ' r) 'orna' ma"
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Le premier terme de l'expression £7,' décrit le spectre des niveaux pairs an sein d'un
puits de profondeur infinie, le second, le déplacement de ces niveaux sous l'action du
potentiel nS(x).

On laisse au lecteur le soin d'étudier la nature de la partie inférieure du spectre pour
^ ^> 1, ainsi que l'étude du cas cr < 0 et |^| ̂  1.

2.18. Avec une décroissance suffisamment rapide de U(.r) on peut, dans l 'équation de
Schrödinger, négliger /-''(a;) lorsque x —^ ±00, de sorte que l 'équation rie Schrôdinger
et sa solution prennent la forme (pour E = 0)

1'"(.c)=0, -9{x) w /1± +-B±,c, J - - ^±OO;

ainsi la solution est- en généra] croissante lorsque .<; — ±00. Pour des paramétres
arbitraires du potentiel, l'équation de Schrödinger n'admet pas de solutions aussi bien
pour ,f — +00 que pour x —/- —oc (de façon absolument analogue a la non existence
de solution décroissante de l'équation de Schrödinger lorsque .c — ±00 pour une
énergie arbitraire /^' < 0). C'est seulement avec un choix par t icul ier des paramétres
dn potentiel (par exemple, du paramétre n si U(.r) a la forme U ( x ) = a'r'f.c)) que dey
solutions ne croissant pas pour x —>• ±00 existent. Lorsque une telle solution existe,
le potentiel (;' (x] devient critique car au moindre approfondissement du potentiel
(variation 6U(x} <^ 0) i l apparaît un nouvel état. lié, c'est-à-dire que le nombre d'états
liés augmente d'une unité.

Pour saisir la nature des solutions de l'équation de Schrödinger à E = 0, étudions le
niveau énergétique le plus haut En. du spectre discret. Sa fonction d'onde ^'n(.f) est
de la forme pour x — ±00

vr(,r) .-x exp(-4r|), /,- = v/^'I^IA2-

Avec la diminut ion de la profondeur du potentiel, tous les niveaux du spectre discret se
déplacent- vers le haut (c'est-à-dire \En\ diminue) et le niveau le plus haut va prendre
la valeur E,^ = 0, simultanément sa fonction d'onde prend la forme ']'^^i)(,c) w const
pour .(• —)• ±'301. Le nombre de zéros de la fonction ^^,,=11 constante pour r —>• ±.30
détermine le nombre des états du spectre discret avec E < 0.

La solution à E = 0 de l'équation de Schrôdinger pour le potentiel proposé dans
l'énoncé doit être de la forme (n = \/'2ml'11/h'2)

( A, ,r < 0,
vl»^o(.c) = < Bcos(K.c ± rf), 0 < x < -2a,

[ (.', .v > -2a.

Les conditions de continuité de la fonction d'onde et de sa dérivée aux points .c = 0
et, .(; = '2a donnent, les relations

< î = 0 , A = B, ^cos(2Kn) = C.', sin(2»;rt)=0, (2)

dont la dernière définit la condition d'existence de cette solution. Donc, la condition
2Kff = ^/SmCoa2//»-' = nw,n — f , 2 , . . . fournit les valeurs des paramètres du puits
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pour lesquelles apparaissent de nouveaux états liés à mesure de son approfondisse-
ment. La fonction d'onde 'î! R=O a dans ce cas n zéros comme le (n + !)'•"" niveau
(rappelons que la fonction d'onde de l'état fondamental n'a pas de zéro).

2.19. En nous appuyant sur les considérations présentées dans le problème précé-
dent, cherchons la condition d'existence de la solution de l'équation de Schrödinger
constante pour x — oo dans le cas où E = 0 :

^E=o{x) =
Ax, 0 ̂  x < a, (T7.;=o(0) = 0)
B, x > a. (1)

Les conditions de raccordement de la solution an point x = a (voir 2.10) donnent

a.A = B, ÎS, = îmaa/K2 = 1, (2)

c'est-à-dire que la fonction d'onde \SE=o constante n'existe que pour une seule valeur
du paramétre ^ = ^o = 1/2 : en outre, cette fonction d'onde n'a pas de zéros. Les
résultats obtenus pour ^^^u et ̂  signifient que pour $ < $o = 1/2 il n'y a pas d'états
liés et que pour ^ > ^o on n'a qu'un seul état lié.

2.20. Posons, pour fixer les idées, ?7i ^ U^. Les états liés ont une énergie E < V-î.
Cherchons la condition d'existence de la fonction d'onde ^ E=U^ constante pour ,v —^
±oc et constituant une solution de l'équation de Schrôdinger à E = U-i :

( Aexp(-K|.c|), x < 0 (K = ^/•2m(Ui -U^/h'2),
^•^(•r) = < Bcos(kx +6), 0 < ,;• < a. (k = v/2ml'':.,//i.2), (f)

[ C\ x> a.

Les conditions de raccordement de la fonction d'onde et de ses dérivées aux points
.r = a et .r = 0 donnent

6 = -ka, B = C, A = Bcos(ka), K = À; tan kn. (2)

La dernière des relations (2) est. la condition d'existence de la solution de l'équation
de Schrödinger de forme ( ) ) constante pour x — ±00. En utilisant les considérations
du problème 2.18, on peut, conclure que cette condition est aussi celle de l'apparition
de nouveaux états liés à mesure que le puits s'approfondit. Si la fonction d'onde (1)
n'a pas de zéros (c'est-à-dire pour ku < T T / ' Ï ) cela correspond à le premier état lié
apparaît. Donc, la condition cherchée est de la forme

^/ïma^U-î/K1 > arctau \/(//i - U^/U^. (3)

En particulier pour U\ = oo, la condition (3) prend la forme U^ ^ 7r2 îi2 /6ma'2.

Pour ( ' i = U-î la condition (3) est, remplie quels que soient les paramètres du puits,
c'est-à-dire qu'il existe toujours un état, lié.
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2.21. L'opérateur force en représentation x est de la forme F ( x ) = — d U / d x et
l'égalité Fnn = 0 découle des transformations suivantes :

/ oo

'Fnn = - ^[dU/dx^ndx
-00

{• 00 7 /• 00

= - / ——(lf^n'2)dx+ (^U^+^U ̂ n)dx=
J—CV) ux J—w

= En r -^nl'A- - —— F {(p^X + ̂ ')^n}dx
J-co a- z"1 J-oo-êa^'^-0-

Dans les transformations, on a tenu compte des égalités

U(x}=U*(x), 1 ^[U^n'^dx^Q
J—oo dx

et on a utilisé l'équation de Schrödinger pour '1 ,̂, et 'S'^.

2.22. Un puits de potentiel de profondeur infinie peut être obtenu comme limite
?./o —t- oo d'un puits de profondeur finie (./o. Dans ce cas l'opérateur force en
représentation x prend la forme

F =- - d U / d x = Tro[S(x) - S(x - a)] (1)

(pour obtenir (1), on a tenu compte du fait que la, dérivée de la fonction

, . f 0, x < 0,
Î1(x)=[ 1, .->0,

vaut d i i ( ; r ) / d x = S(x)).

Les deux termes de l'expression ( I ) sont les opérateurs des forces agissant sur la
particule du côté des parois gauche et droite du puits. Etudions la force F^, =
—UdS(x — a) opérant du côté de la paroi de droite. On voit aisément qu'elle peut être
écrite sous la forme F.^ = OU/Oa = 8 II / 9 a car que l'opérateur énergie cinétique est,
indépendant de a.

En utilisant, le résultat obtenu dans le problème 1.28, on obtient

____ / fl 77 \ a v
(^)nn = —— - ——, F^= -m,/a < 0. (2)

V9 0 /^ 5"
Dans la dernière des relations (2), on a utilisé pour En la valeur des niveaux d'énergie
d'une particule dans un puits de profondeur infinie.

La, force agissant, sur la particule du côté de la paroi gauche vaut, F = —(F^), vu que
la force moyenne totale agissant sur la particule est, nulle (voir problème précédent).

On a trouvé la force moyenne agissant sur la particule du côté de chacune des parois
du puits. La force exercée par la particule sur les parois du puits est de signe opposé
et est dirigée, naturellement de. l'intérieur vers la paroi correspondante.
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L'expression (2) de la force est identique à celle de la mécanique classique moyenne
dans le temps de la force exercée sur la particule par la paroi.

2.23.
a) La valeur moyenne de la force exercée par la paroi droite du puits, selon la première

des formules (2) du problème précédent, est,

^ = (9A'o/ô(2a) = E o / a , Eo w -2ma2^2/^2, (1)

où 2a est la, largeur du puits et où EQ a été obtenu dans le problème 2.8.

b) En calculant, la valeur moyenne de l'opérateur force F^ = —UoS(x — a) exercée
par la, paroi droite du puits sur la particule dans l'état fondamental obtenu dans
2.8, on aboutit de nouveau à (1).
En mécanique classique la moyenne dans le temps de la force agissant sur la
particule à partir de la paroi droite du puits vaut F,,, == —(Uo — |/?o|)/o- La
comparaison de cette grandeur au résultat (1) de la mécanique quantique montre
que |FJ « |F,, .

La différence importante entre la force classique et la force quantique pouvait être
prévue, en tenant compte du résultat obtenu dans le problème 2.9, selon lequel la
particule liée dans un puits peu profond a, une probabilité faible de se trouver dans le
puits (alors que dans le cas classique, cette probabilité est égale à 1).

2.24. La valeur moyenne de la force agissant sur la particule dans un état stationnaire
du spectre discret est nulle (voir problème 2.21). Cette force est créée par le potentiel
i' ( x ) dans le domaine x > 0. En utilisant les transformations analogues à celles
utilisées dans le problème '2.'21, on obtient l'expression

= - F ^n.W\'2(dÛ/dx)dx = -(^m)!^)!2. (1)
Jo

Fr

F^n est également la valeur moyenne de la force avec laquelle la particule agit sur la
paroi impénétrable située à l'origine des coordonnées (.T; = 0).

En reportant dans la formule (1) la, valeur ^(O) de la fonction d'onde de la particule
dans un puits de profondeur inf inie (voir problème 2.1), on retrouve le résultat du
problème 2.22.

2.25. La valeur moyenne de la force avec laquelle la particule, dans un état lié, agit
sur le puits carré est exprimée par l'intégrale

(F^nn = I \'î'n(.c)\^-'(dU/dx)dx. (1)
.Ai

En utilisant les mêmes transformations de l'intégrale (1) que dans le problème 2.21,
on obtient,

7 7 — — — f ^I^WI^O,t ei^wx), (2)
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où l'indice (±) indique la nature paire on impaire de la fonction d'onde. Pour obtenir
(2), on a tenu compte de ce que *I'^(0) = 0 pour les fonctions d'onde paires et
vI 'n(O) = 0 pour les fonctions d'onde impaires.

2.26. Les fonctions d'onde mentionnées dans l'énoncé du problème précédent présen-
tent beaucoup d'analogie avec la fonction d'onde ^(a;) de l'état- fondamental de la
particule : elles satisfont aux conditions aux limites exigées, n'ont pas de zéros dans
l'intervalle 0 < a: < a et ont une parité positive dans l'inversion des coordonnées par
rapport, au centre du puits. Aussi peut-on s'attendre à ce que la valeur moyenne de
l'énergie de la particule dans ces états soit suffisamment proche de l'énergie de l'état
fondamental Ey.

Dans le calcul de l'énergie moyenne, il faut prendre en compte le fait que U(,r) = 0,
car la fonction d'onde est identiquement nulle pour ,»• < 0 et x ^ a, et U(x] = 0 pour
0 < ,»• < a. On a donc E = T.

Vu que T = (!i2/2m) J ^'(x^^dx, il est aisé d'obtenir la valeur moyenne E, après
avoir préalablement norme la fonction d'onde à l 'uni té (voir problème 2.'1) :

a) A2 = 30/a5, T: = ̂ /ma2 = 1, 01 3A'o,

b) fi'1 = 8/3«, ~E = 2/^27r2/3»7^o2 = 1, 333£o,

c) (.''•' = f2/«3, ~E = ()/i2 /nia2 = 1, 216/ïn.

Comme il se doit, les valeurs trouvées E sont supérieures à la valeur exacte A\| =
ti2^2/îniit''' de l'énergie de l'état fondamental. La valeur la plus proche de EQ est
fournie par la fonction d'onde de la forme a). Dans b) et c) , la différence entre E
et E(} est suffisamment grande, de 20 à 30 %. Ces résultats sont tout à fait na-
turels : la forme de la fonction d'onde a) est la plus proche de la, fonction d'onde
'I'o(.r) = ^/2/rtsin(7ra;/a) de l'état fondamental de la particule. La forme de la fonc-
tion d'onde b) près des parois du puits diffère fortement de la fonction d'onde exacte :
pour .c — 0 ^ ( x ) oc .1"' tandis que ^oÇ-r-) (x x (1e comportement est ident ique pour
x'. —r a). La fonction d'onde de la forme c) a une dérivée discontinue pour ,c — u/2,
tandis que la dérivée de la fonction d'onde 'l'o^7') ^t' continue en ce point.

2.27. En normant la fonction d'onde a. l'unité, on obtient E(a). Pour toute valeur du
paramètre a, on a l'inégalité E(a) ^ EQ, où Ey est l'énergie de l 'état fondamental. En
choisissant la valeur (i = a.o à partir de la condition £'(((0) = min £'(«), ou conclut que
E ( c i ( ] ) constitue l'approximation la plus proche (pour la classe étudiée des fonctions
d'essai) de la grandeur £'0 (avec fin < E ) . Plus la fonction d'essai est proche de la
fonction d'onde de l'état fondamental, plus E(a.o) est proche de la valeur £'n.

Les calculs dans ce problême s'effectuent facilement si l 'on prend en compte la valeur
de l'intégrale (b > 0, n un entier)3

r dx = izî î f dx = (-1) ' "d n , ,,-1/2, ^ ^(2"-^"
7_^ ((, + a.2)n+i „! d b " ] ( h + x 2 ) n\ db" ' ' •2"n\.bn+l/'2

3 La notation (2n - 1)" signifie (2n - 1)!! = 1 • 3 • 5 • .. . • (2n - 1).
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a) A2 = (2/7ra), T = (h2 /2m) J' |^'(a;)|2d.c = h^/Ama2,

ÏÏ = tex^ = ko1 /2, ^(n) = /r^ma2 + Â-a2^,

^(ao) = min ^(a) = ̂ /^2w 0,71^, (a2 = ^/h^/ïkm, CJ = ^ / k / m ) ; (1)

b) 52 = 16/57ra, T = T^/lOma2, ^^/lO,

£'(ao) = V7fw/5 w 0,53^, (a2 = ^ / J h ^ / k m ) . (2)

Les résultats (1) et (2) doivent être comparés à la valeur exacte Ey = f w / 2 . Notons
que dans les deux cas a) et b) on a la relation ï'(ûo) = U(ao) qui est en accord avec
le théorème du viriel.

La fonction d'onde exacte de l'état fondamental d'un oscillateur est de la forme

'I'o(.c) = (y'^xo)'1^ expÇ-x'2/^), a;2 = \/h2 / k m .

Comme exp(—.î;) = lim (1 + .r/i/)"^, l'utilisation d'une fonction d'essai de la forme
^—^C\j

'S = A(l + a;2/»2)"^ avec le choix des paramètres variationnels a2 = ïvx^ et v —r oo
conduit, à, E —t L'o, c'est-à-dire à la valeur exacte de l'énergie de l'état fondamental.

2.28.
a) £'(<•() = fr/4ma2 — 2a/7ra,

~E(a.u) = min ~E(a) = -4mcr2/7r2fi2 « 0, 81-Eo ;

b) 'E(a) = 7h2/l0ma'2 - l6a/5na,

'E(ao) = min ~E(a) = -256mcr2/707r2?^2 « 0, 74£'o.

2.29.
a) Pour A2 = 4a3 la fonction d'onde est normée à l'unité. On obtient :

T = tl2(ï'2/•2rn, ÏÏ = 3k/2a, ~E{a) = /r^ma2 + 3fc/2cr,

~E(ao) = min^o) = (243/16) l/3(fc2?^2/2TO) l/•3 w 2, 48(A•2/(2/2m) l/3 ; (1)

b) B'1 =4^/Q3/7I-, T=3?^2Q'/4m, ÏÏ = 2fc/^/7ro,

^(rtn) = min £(0-) = (Sl/^Ti-)1/3^2?)2^)1/3 w 2, 345(fc2?^2/2m) l/3. (2)

Les valeurs approchées (1) et (2) de EQ doivent être comparées à la valeur exacte
Eo=c2,y3S(k2h2/2m)l/3.

Notons que dans les deux cas on a la relation 2T(cro) = U(ao) en accord avec le
théorème du viriel.

2.30. La forme la plus générale du polynôme du troisième degré satisfaisant aux
conditions aux limites '•HO) = ^(a) = 0 est la suivante :

f ( x ) = A x ( a - x ) ( x - b ) . (1)

Pour se servir d'une fonction d'onde de la forme (1) dans le calcul approché de l'énergie
du premier état excité d'une particule par la méthode variationnelle, il faut rendre
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cette fonction orthogonale à la fonction d'onde de l'état, fondamental. On satisfait
aisément à cette condition en tenant compte de la différence de parité des fonctions
d'onde de l'état fondamental et du premier état, excité dans l'inversion des coordonnées
par rapport au centre du puits (;r = «,/2) : le paramétre h doit , être choisi égal à
b = <(/2, de sorte que la fonction d'oncle prend la forme

^!(x)=Ax(a - x ) ( x -a/2). (2)

Eu calculant E dans l'état décrit par la fonction d'onde (2) , il est commode de procéder
au changement de variable x —)• x' = x — a/2. Des calculs simples donnent : .1-' =
8'10/n' (à partir de la normalisation de la fonction d'onde) et

ÏÏ = 0, ~È =- T = 21 l^/ma2 = 1, 06/?i, (3)

Comme il se doit, la, grandeur E fournit une limite supérieure à la valeur de l'énergie
E } = 2/t27r2 /mff2 du premier état excité. La valeur trouvée (3) de E est une valeur
approchée de l'énergie du premier et,al, excité E y .

2.31. La fonction donnée, étant, une fonction impaire de a", est, orthogonale à la fonc-
tic'n exacte de l'état fondamental d'un oscillateur qui, elle, est paire. La valeur E(u)
dans l'état décrit par la fonction d'onde 'I'(:r, o) constitue donc une limite supérieure
à la valeur E\ de l'énergie du premier état excité. En minimisant E(n), on obtient
£'(oo) = min£'(o). Cette valeur de -E'(cro) peut être considérée comme la valeur
approchée de /';']. A [ires avoir norme la fonction d'onde (A2 = 2o'3), on calcule

T = (h2 /2m) / ^'(x^dx = u ' i r / î i i i . , T7 ̂  3Â-/2o3,

E(cn.}} = \/3/fLJ w 1,7?>Iw (w = \ / k / m ) .

La valeur obtenue pour .E'(cro) est à comparer à la valeur exacte VL'] = 3/iu;/2.

2.32. Cherchons E(n}. Si E < 0, comme EQ < E < 0, on peut, supposer que dans
le champ considéré il y a des états liés (J'.\] étant l'énergie de l'état fondamental).
Donc, la, condition E(n) <^ 0 est suffisante pour l'existence d'états liés (les paramétres
du potentiel s'exprimant en fonction de K ) . En choisissant la. valeur optimale du
paramétre />• = /.'n sur la base de la. relation E ( K ( ) ) = 0, on aboutit aux valeurs
approchées des paramétres du potentiel pour lesquelles i l y a des états du spectre
discret

a.) T = /r'1/1 "/8î»h- : 77 ̂  -na2|/^|2exp(-2Kn).

La condition I ' ^ ( K ) <^ 0 prend la forme

^ = rnaa/h2 ^ e^y > e/4 w 0. 68 (y == -ÎK.u}. (0

(2)

b) T = 3v /7r/)2 |fl |2/]6mv /K ; 77 = -a'a^B}2 cxp(-/,a2).

La condition E{n) <^ 0 prend la forme

^^c^^.o.n (r=^).
Jby 16
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Les valeurs minimales du paramètre iÇ dans les seconds membres des relations (1) et
(2) doivent être interprétées comme des valeurs approchées des paramètres du po-
tentiel pour lesquelles apparaissent des états liés, et ces valeurs sont à comparer à
la valeur exacte ^o = 0,5. Comme il fallait s'y attendre, le calcul variationnel du
paramètre ^o fournit une valeur par excès de la. profondeur du puits pour laquelle des
états liés apparaissent.

2.33. L'opérateur énergie cinétique T = p2 /2m en représentation p est de la forme
T = p^/ïm. L'opérateur énergie potentielle U , qui en représentation x est un opéra-
teur multiplication U = U ( x ) , est en représentation p un opérateur intégral avec un
noyau U{p,p') égal à.

U(p,p'} ̂  Ù{p-p'), Ù(p) = —— fu(x)exp(-ipx/h)dx. (1)
ZTTh 1

Ainsi l'équation de Schrödinger en représentation p a la forme

v1 y00
H(S>(p) = ——^(p) + U(p- p')^(p')dp = E<S>(p).

Zm J-oo (2)

2.34. Dans le cas où U(x) = — a S [ x ' ) , on obtient

1 [
U(p) = —- I U (x) e-np(—ipx/K)dx = —a/2'n'h,

'2'n'n j

et l'équation de Schrôdinger en représentation p (voir problème précédent) prend la
forme

^-^.[^dp=E^- ^

En notant
/>00

/ <î>(p)dp = C\ (2)
•J ~ oo

on obtient la. solution de l'équation (1) sous la forme (E = —\E\ < 0)

<î>(p) = ̂ +^r (3)

A partir des relations (2) et (3), on obtient

L'équation (4) définit le spectre d'énergie de la particule. Elle n'a évidemment qu'une
seule solution EQ = —mcy2/^2. A ce niveau correspond la fonction d'onde (3) qui,
avec le choix de C = \/'2'n"ina/h, est normée à l 'unité.
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2.35. Le noyau de l'opérateur ?'' = /'.î2^ en représentation p a la forme

?/(pV) = ^/ a^expf-^-^.rL.r

^ f)2 /•"- f i 1 M2 c)2 ,. /,
=: ^T'JTî \ ^P \~T(P-P)a; \d•v = -—,-~^à(l'~ï'^47ràp2 7-œ L /» J 2 c)p-

et l 'équation de Sehrôdinger eu représentation p prend la forme

fê-^a^—'".
qui est absolument analogue à l'équation de Schrödinger d'un oscillateur en représen-
tation x. Sa solution est évidemment :

- f-) - -P^2/"] .,
exp[-p2/2m^ft] ^ / P__\
—/ 'Li " l / 1
V2""!V7rmu;/f \ \ / m ^ l i /

En = tw(n+ 1/2), n =0 ,1 ,2 ,

2.36. La solution de l 'équation pour G^ avec a; < a;' a la forme

GE(X, x') = A(x') exp[K.(.r - x')} + B (.)•') exp[-h-(.r - î-')], K = ^•2m\E\/h'-' > 0.

La condition de décroissance de GK pour (..r — .»•') —> —^30 exige que B(.r'} = 0. De
façon analogue, pour ;c > x' ou a Cra = C^a;') exp[—K(.c — x ' ) ] . Au point a' = a''
la fonction GE est continue et sa dérivée dGi.;/d.r subit en ce point un saut égal
(comparer à la solution du problème 2.10) à

G'FA-V = x' + 0, a:') - G'E(x = x' - 0, a-') = -2m//)2

Les conditions de raccordement de la fonction de Green GE au point a; = a;' donnent
A(.r') - G(x') = m / K t t 2 et

f-ff

W^-^^Pt-^--2-'!]- (1)

Notons que Gp\x^ x') ne dépend que de x — x'\ (et non pas de x et a;' séparément).
Cette propriété de la fonction de Green est liée à l'homogénéité de l'espace (unidi-mensionnel dans le cas du problème) pour des particules libres.

A l 'a ide de la fonction de Green ou peut écrire la solution générale de l 'équation
(E < 0)

i_2 73

-Ïm^^'^^^-^ (2)

sous la forme

^(a-) = Aexp(-Ka-) + 5exp(^) + / G^.f, x ' ) f ( x ' )<l..r'. (3)
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Si l'on pose dans l'équation (2), /(.r) = —I^x^Çx), il s'agit alors de l'équation de
Schrôdinger, dont (3) est la solution formelle sous forme intégrale. Dans les appli-
cations physiques, on s'intéresse aux solutions de l'équation de Schrôdinger qui ne
croissent pas lorsque x. -> ±00 (ce qui s'établit aisément en observant le comporte-
ment de Ci E pour a; —>• ±00) ; il est alors nécessaire de poser dans (3) A = B = 0. La
solution intégrale de l'équation de Schrôdinger intégrale prend donc la forme

W = -Ï F ^(-^ - ^\}U(x'^(x}dx. (4)KH J_oo

L'équation (4) est équivalente à- l'équation de Schrôdinger compte tenu des conditions
aux limites (la décroissance de la solution pour x —>• ±00). Elle n'admet une solution
que pour des valeurs En < 0, appartenant au spectre d'énergie de la particule.

La fonction de Green peut être abordée d'un point- de vue quelque peu différent : elle
peut être assimilée à un opérateur linéaire GE, dont le noyau en représentation x est
de la forme Crc(.r, a;'). En outre, de la définition de G E ( X , a;'), il s'ensuit que

(H - E)GE =î, H = p2/2m. (5)

L'équation (5) est valable en toute représentation. Sa solution formelle est :

GE = —I——. (6)
H - E

En tenant compte du résultat du problème 1.46, on obtient G E { X , r-'), noyau de
l'opérateur GE en représentation x (E < 0)

/'°° f exp[îp(a; - x ' ) / h ] m
G E { X , X ) = / — — , — — — — — — — — — — - d p = — — e x p ( - n \ x - x ' \ ) ,

.7_oo p2/2m+ \E\ 2irh Kh2

en accord avec l'expression (1).

2.37. L'équation (4) du problème précédent pour U(x) = —a6(x) prend la forme

^(a-)= ^^(O)exp(-Ka-l). (1)

De ( f ) , découle la condition am/Kh'2 = 1 qui définit la valeur de l'unique niveau
du spectre discret, Ey = —mct^/îh2 et la forme de la fonction d'onde '^(a;) =
Aexp(-Ko|a- |) .

2.38. Etudions '^(a;), la fonction d'onde de l'état fondamental de la, particule avec
EQ < 0 (1-E'nl ^ l -^o l ) - Cette fonction, qui n'a pas de zéros pour des valeurs finies de
x, est réelle ; en outre, ^(a;) > 0 (cette dernière condition est toujours remplie grâce
à un choix adéquat du facteur de phase). La fonction ^(a;) satisfait à l'équation
intégrale (4) du problème 2.36. Posons dans cette équation x = XQ où a'o est le point
correspondant au maximum de la fonction ^(a') :

m /"M

'M.co) = ——^ / exp(-Ko a-o - x'\}\U (x')\^^x')dx'. (1)
KO/Î' J_TO
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Remarquons que la fonction sous l'intégrale dans le second membre de (1) est positive
ou nulle et que la substitution de exp(—Ko|a 'n — •'''D'-I'u^'') dans l'intégrale par '•^(a'o)
ne peut qu'augmenter le second membre de (1) . On obtient donc

^0(2-0) < ^-l'o(.)-u) t \U(x}\dx. (2)
KO" J

ï-^ -i r I-C<J 1

^^<^ / U(x)dx\
•>rn - 2/)2 / . \ /

1 P \ <- \ F - " "'° <- '"A,; S -^0 — -„—— < Tîi^2m 2/r

ce qu ' i l f a l l a i t démontrer.

L'égalité, dans la formule (2), ne se réalise que dans le cas d 'un potentiel de la forme
de {/(a;) = —a6(x—a). L'égalité approchée (2) n'a lieu que pour des puits de potentiel
peu profonds remplissant la condition \Uo\ma2 / h2 <$; 1, où Uo et a sont les valeurs
caractéristiques du potentiel et, de son rayon d'action.

2.39. La fonction de Green (7 £•(.»•, x') ( x , x ' > 0) peut être obtenue directement
comme solution de l'équation différentielle pour G^', de la même façon que dans le
problème 2.36, et elle est de la forme

Tîî
( : K { r . x ' ) = ^[exp(-4f - x \ ) - exp(-K x + x'\)] ( 1 )

(la forme (1) de la fonction de Green est évidente compte tenu du résultat, du prob-
lème 2.36 et de la symétrie du problème).

2.40. La solution de l'équation de Schrödinger sous forme intégrale pour les états du
spectre discret (avec U < 0) est,

l'(a-) = -m j '[exp(-<. x - x'\) - exp(-/î x + x'\)]\Ù(x)\^,(.,-')d.,-'. (1)
K / l JQ

Dans l'hypothèse où il existe des états liés, soit 'ÏoC'') 1" fonction d'onde de l'état
fondamental d'une particule d'énergie E() = ——j—°- < 0. La fouet,1011 'l 'of.f) n'a pas
de zéros (en négligeant les zéros eu x = 0 et ;r = oo) et on admet qu'avec un choix
adéquat du facteur de phase la, fonction ^ot^ ' ) est une fonction réelle remplissant la
condition 'I'o(,p) ^ 0. En utilisant la, relation (1) pour 'i'o(.rn) où a-o est le point où la
fonction 'I'o(.r) est maximum, ou obtient l'inégalité

„, /•œ

1 < ——— 1 [exp(-fi-o|a-u - a-l) - exp(-h-n|a:o + .r|)]|[7(.»')|(;.r. (2)
KO"" Jn

Cot i iu ie x + ;r'| — |a; — x' < îx' (rappelons que ,c, x' > 0), on a

0 ^ exp^'l.r-.r'D-exp^Kl.c+a-'l)

= exp(-K x - x'\)[^ - exp(-4c + x'\ + K\X - x'\)]

< exp(-K x - ,c'|)[l - exp(-2K,c')] < •2it£ , (3)
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et, compte tenu de l'inégalité (3), dans la. relation (2), il vient

Q f (-x^
m x\Ù(x)\dx>l. (4)
"" Jo

La condition (4) est une condition nécessaire à l'existence d'états liés dans le potentiel
U ( x ) considéré.

Rappelons qu'une condition suffisante d'existence d'états liés peut être obtenue par
la méthode variationnelle (voir problème 2.32).

L'application de la relation (4) au puits de potentiel indiqué dans l'énoncé fournit la
condition nécessaire à l'existence d'états liés : Uoma / h ^ 1 ; la condition exacte
est : L/'oma•)//r ^ 7r-'/8 w 1,24 (voir, par exemple, le problème 2.20).

Notons que la condition (4) pour le potentiel U (x) = a6(x — a) est une condition
nécessaire et suffisante d'existence d'états liés.

2.41. La fonction de Green G E ( X , x ' ) (0 < x , x ' < a) satisfait à. l'équation

-^-^GE-I^E=S(.r-x')
2m d.r2'

avec les conditions aux limites GE{X = 0, x') = GE(X = a, x ' ) = 0 et, par suite, a la
forme (n = ^ Ï ï f i E / f i ' 2 )

. ' \ _ I A(a- ' )s inKa;, 0 < x < x ' ,
R \ ' ' ~ ~ [ B ( x ' ) s m ^ ^ ( x - a ) , x'< x < a. \ '

Les condit ions de raccordement de la fonction G E ( X , x') (1) au point x = x' sont ab-
solument analogues a celles utilisées dans la résolution du problème 2.36 et permettent
de trouver A(a;') et B(x') et donc d'obtenir l'expression finale :

, _ -'2msÏTi[K(x+x'- x' - ,r|)/2] sm[tî(x + x' + x' - x\ - 2a)/2]
( ' £• ( x, .r ) — ———————————————————,—:————————————————————. ( 2)K,h- sin KO,

La fonction de Green GE est donc une fonction analytique de la variable complexe E
(lî = \/'2mE/h'2) comportant, les points singuliers suivants :
a) le point E = 0 est un point, singulier isolé ;
b) le point E = co est un point singulier essentiel ;
c) les points En = h^K^/ïm, où K^a = (n 4- \)n,n = 0 , 1 , 2 , . . . , constituent des

pôles de la fonction de Green GE-

II est évident que la position des pôles En de la fonction GE, dans le plan de la vari-
able complexe E, coïncide avec les valeurs En des niveaux d'énergie de la particule
dans le puits.

2.42.
a) D'après le problème 2.38, \E()\ a une valeur maximale pour U ( x ) = —a6(x — a).
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b) Le nombre maximal d'états liés correspondant aux condit ions de ce problème est
égal a l ' inf in i . En effet, il existe des potentiels qui satisfont aux conditions de
l'énoncé et qui ont la forme U(x) ~ —a x -v avec 1 < v < 2 pour x — ±oc. Pour
les potentiels ayant, ce comportement à l ' i n f i n i , i l existe des états liés d'énergie
aussi petite que l 'on vent I ' ] < 0 (voir chap. J l l paragraphe 18 de [1]) et il
se p r o d u i t une accumulation des niveaux d'énergie du spectre discret au point
A' = 0.

2.43. La solution de l 'équation de Schrödinger d'une particule libre, pour x ^ 0,
satisfaisant a la condition ^(O) = 0, est de la forme '^.(.r) = A(A') sin(À;.c), k =
\/'2nif'^ //»'-' > U. Choisissant A(k) à partir de la condition de normalisation

/ ' r k ( x ) ^ - ( x ) d x = S ( k - k ' ) .
Jo (1)

Compte tenu des formules bien connues

1 /•&J 1 /•°°
— / exp(ikx)dx = S ( k ) , - 1 cos(kx)dx = S ( k ) ,
27r j_^ TT ./n

on obtient.

/ ^,,.(x)^,(x)dx = ^(^^{k') [ { c œ [ ( k - k ' ) x ] - c o ^ ( k + k / ) . r ] } d x
Jo z .A)

= JA(Â-)..4*(Â-')d-(fe - k'} = jlA(fc)|2^ - k').

Donc A(k) = \/2/7r et les fonctions propres de l ' h a m i l t o n i e n normées sur la. distribu-
tion S en k sont, de la forme \î!k(x) = \/'2/'!vs'm(kx), x > 0.

Les fonctions propres de l'hamiltonien ^^(.i') normées avec la distribution S en énergie
sont

T / ^ [ d k . , . ( ïm ^ l /4 •

^^-\1^^=[-^) sm

IA' caractère complet des systèmes de fonctions 'l 'fcf.î '), ^ ^ ( x ) pour ,r > 0 est fourni
par les relations

/ ^{x'}^k(x)dk= f ^(x'^E(x)dJ':=S(.r - x ' ) ,
Jo • i i )

dont la première est obtenue directement en permutant les variables ,r et k dans
l'équation (1).

2.44. La solution de l'équation de Schrödinger pour x < 0 et. a" > 0. décroissante
pour x —^ oc., est de la forme

F Asin(^.+<î), .<0 (^y/2m7^),
""'' t 6'exp(-K.c), x > 0 (/,•= ^/•2m(Uu-E)/h2). \ '
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Les conditions de continuité de la fonction d'onde et de sa dérivée au point x. =. 0
donnent

As'mS=C, kAcosS = -nC, (2)

c'est-à-dire tan^ = — k / K < 0 ; en supposant que —7I-/2 <^ 6 < 0, il découle de (2) que
c =-^/{k^^T^A.
Un calcul direct (laissé au soin du lecteur) confirme l'orthogonalité des fonctions
d'onde (1) pour les différentes valeurs de E.

Pour norrner la fonction d'onde (1) avec la distribution S en énergie ou avec la variable
k, il faut choisir les valeurs du coefficient A du problème précédent, c'est-à-dire A(k} =
^/TT et A(E) = ^ / d k / d E A ( k ) .

Les fonctions d'onde ^^(a;) (1) obtenues pour 0 < E < UQ ne constituent pas un sys-
tème complet, vu que ce dernier doit aussi inclure les fonctions d'onde de la particule
d'énergie E > UQ.

2.45. L'équation de Schrödinger en représentation p et, sa solution sont de la. forme
2 /

^'î>E(p)-ihFo^E(p)=^E(p), (1)

^^^^^[-ô^;^]- (2)

La normalisation de la fonction d'onde (2) avec la distribution 6 en énergie

[ < î > E ( p ) ( S > E • ( p ) d p = S ( E - E ' )
J —00

donne C(E) = ('27rhFo)~1'2. En se servant de cette valeur de C(E), il est facile
d'établir le caractère complet du système de fonctions <!>E(p) '•

f ^ E ( P ' ) ( î > E ( p ) d E = 6 ( p - p ' ) .
J —oo

2.46. La solution de l'équation de Schrödinger décrivant la réflexion (et la transmis-
sion) des particules d'énergie E > Ua sur une paroi est de la forme (les particules
arrivent sur la paroi depuis la gauche)

( çikx ^ A^e-''"', x < 0 (k= ^ / î i n E / h 2 > 0),
^k(x)= (1)

B(k)eik's•, x > 0 (k' = ^'2m(E - Uo)/h'2 > 0).

La continuité de la fonction d'onde (1) et de sa dérivée au point x = 0 donnent les
relations

1 +A= B, k(l - A ) =k'B ;

(2)
k — V 9Â-

A(k) = ———, B(k) = ———.\ ' k + k ' ' ' ' k + k '
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Les coefficients de réflexion R = |A|2 et de transmission D ^ k'\B\2 / k :

R(E)J^/E^/^\\ 0(E)= ^^-^. (3)
' \VE+VÎ^Uof (^+v/£^T^)•-'

et on a, comme attendu, la relation R(E) + D(E) = 1.

Cas limites :

R(E) M U^/lôE'2 -)• 0, pour E -^ oo,
] ) ( E } w 4^(77 - Uo)/Uo -^ 0, pour /; -^ / /o .

2.47. On suppose ici que les particules incidentes viennent de la gauche (,c < 0). La
solution de l'équation de Schrödinger décrivant la réflexion de ccy particules est, de la
forme

{ ^ife.r _^ ^(^c-»'", x < 0 (k= \/2m/7/fi2 > 0),
^-(.î-)^ (1)

^(^e^, f > 0.

Les conditions de raccordement de la fonction d'onde ( 1 ) au point :r = 0 (voir les
relations (2) du problème 2.10) donnent,

+ A = B, ik(B - 1 + .1) = •2maR/h2 ;

(2)

AW=——————— ^}=——^——ikh- — nia ih'li" — ma

Les coefficients de réflexion R(E) = |A|2 et de transmission D ( E ) = \B\'-' [) Possèden t
la propriété R + L) = 1, de plus

rt(/^) % ma2 l'Î.EJf1 — 0, pour E — oo,
/-)(£') » ÏV.Ïi1 lm.a1 -> 0, pour f: ̂  0.

Comme dans les relations (2), k = \Jïm K / I I ' 2 , les fonctions A(£') et, H ( l ' ^ ) sont des
fonctions analytiques de la variable complexe E qui possèdent, les points singuliers
suivant,s :
a) les points E = 0 et E — oc. sont des points de branchement ;
b) un pôle au point, E'o est délini par la condi t ion i^'2mE(} = m a / h .

Comme les fonctions A(E) et B ( E ) possèdent des points de branchement, elles cons-
tituent des fonctions multiformes (dans le problème concerné, à deux feuillets). Pour
la définition univoque des fonctions A(E) et B{ E) dans le plan de la variable complexe
£', faisons dans ce plan une coupure suivant le demi-axe réel E > 0 ( f ig . 20) et
définissons le feuillet physique par la, condition suivant laquelle pour les points du
plan E, adjoints directement au "bord" supérieur de la, coupure (les points de type
1 sur la figure), la, phase du nombre E est nulle (le feuillet physique est l 'un des
feuillets de la surface de Riemann des fond,ions multiformes). Ainsi pour des valeurs
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de la variable E sur le "bord" supérieur de la coupure du feuillet physique, les valeurs
des fonctions analytiques A(E) et B(E) coïncident avec les valeurs des amplitudes
physiques de réflexion A(E) et de transmission B(E) des particules pour les valeurs
correspondantes de l'énergie E < 0.

Etablissons sur quel feuillet de la surface de Riemann (physique ou non) se trouve le
point A\) constituant le pôle des fonctions A{E) et, D{E). Comme la phase des points
E sur le demi-axe négatif E < 0 (ImE = 0) du feuillet physique vaut TT, pour ces
points du feuillet physique \/E = î'|v£'|. On remarque donc que le point £'0 se trouve
sur le feuillet physique pour cr < 0, autrement dit, dans le cas d'un puits de potentiel ;
la valeur Ey coïncide également avec celle du niveau unique du spectre discret dans
le potentiel U ( x ) = —|Q'||Î(;E). Dans le cas d'une barrière de potentiel, a > 0, les états
liés disparaissent, et le pôle des fonctions A(E) et B(E) se trouve sur le feuillet non
physique (phase £'0 égale à STI"). Ce pôle correspond à un niveau dit virtuel.

E

E =0

Figure 20

2.48. Admettons que les particules incidentes vont de la gauche vers la droite. La
fonction d'onde décrivant la transmission et la réflexion des particules d'énergie E sur
la barrière de potentiel est la solution de l'équation de Schrödinger et prend la forme

f e'^'+Ae-'*'-1', a ;<0 (k= ^îmE/K2 > 0),

^k(r) = \ fie""- + Ce-'^, 0 < x < a (/,• = ^/2m(E - Uo)/h'2), (1)

Op^.{x-a)_ x > a.

Les conditions de continuité de la fonction d'onde (1) et de sa dérivée aux points
x = 0 et x = a donnent les relations

] , + A = B + C , k ( l - A ) = K(B-C),

(2)
Be1^ + Ce-"0 = G, ^(Be"0 - C'c-"0) = kG

La résolution du système d'équations (2) permet de trouver les amplitudes de réflexion
A et de transmission G des particules :

A=
(fc2 — K 2 ) sinKa

(tî2 + k'1) sinKa + ïikKcos K(I '
G= —(n2 + À;2) sin na + îikn cos KO ' (3)
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Les résultats obtenus plus haut sont aussi valables pour E < ?/o. La grandeur K es),
alors purement imaginaire.

Les coefficients de reflexion !{ = \A\" et de transmission I ) = |Ci'|" satisfont à la
relation R-\- D =- 1, on ne donne donc dans la suite que la valeur du coefficient D(E) :

^E(E - Up)
TT2 • • 2 /n , , , . T^. •,1t.:" ' - > ' • • O ' (4)4E(E - Uo) + UQ sin2 ^/îm{E - f^u^/h2 '

D(E) = {
_________4E(Uo-E)__________ ^ .
AE(Uo - E) + C/cî snlh2 Vïi"(Uo - E)u2/h2 ' "' ' - ' l

II s'ensuit des expressions exactes (4) et (5) que l'on a :
u!.
4E2 '

fG-EWn - E) r ,___________1 mn^Uo-E}——-—^——-C.XD -2^/2m(f/n - ftHa2/^ «^ 1 nour ———-————-

a) n(E) % 1 - ,—sin2 ^-2m{E - i'^a2/^ w 1 pour E » f/n, (6)

IQEd^-E} r ,___________1 mn^Uo-E}
1)) D(E) w ———^——-c.xp -2v/2n((t/o - E)a2/y\ < f pour ————————- » 1,( -o L J n-

c) D(A') % —— fsinh v/2»»([/o - ^)«2/fi2^ < 1 pour ^ < m«:-̂ ''o7/r' et, /L' < i^,
ro L J

d) D(E) w (f + r i i a ^ U g / Î E I i 2 ) - 1 pour ma^/o//!'-1 « 1 et ma^E/lr < 1. (7)

Dans le dernier cas, I ) ( E ) a la même valeur que pour un potentiel de la forme de
?;'(.(;) = o'rf(.i;) avec ri = ?7oa = f U(x)dx (voir problème 2.47).

2.49. Le problème peut-être résolu en suivant la solution donnée pour le problème
précédent. Mais il est aisé de voir que l'on peut se servir directement de la formule
(4) du problème précédent si l'on y remplace ?7o par —Î7u :

D(E) = —————————^^ ——.
4E(E + Uo) + Ug sin2 ^/'2m(E + i'o)»2/^ ( 1 )

où Uo > 0 est la profondeur du puits.

Dans les cas limites a) et cl) (voir l'énoncé du problème précédent) la valeur du
coefficient D(E) se détermine d'après les formules (6) et (7) du problème précédent
(avec substitution à Uo de —Uo).

Pour E —>• 0, l'expression (1) devient

w = —————Uo sin" ^/'2mUo<i2 / h 2

Cependant la formule (2) n'est pas correcte si l'on a ^y2n^a2U(]/fi2 = nv, n. = 1 , 2 , . . . ,
ce qui correspond aux paramètres du puits pour lesquels il apparaît de nouveaux états
liés à mesure que le puits s'approfondit (voir problème 2.18). Dans ce cas, à partir de
(1), on voit que D(E) —^ 1 pour E — 0 (comparer à (2)).
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2.50. Admettons que les particules incidentes viennent de la gauche. La fonction
d'onde, solution de l'équation de Schrödinger pour les valeurs cherchées de l'énergie
Ë, a la forme

e'^, x < 0 ( k - ^/îmEJW > 0),

^hi-t") = { AsinÂ-a; + ô cos te, 0 < x < a, (1)

C exp[ik(x — a)], •c > a.

Dans le domaine x < Q, l'onde réfléchie Gexp(-ikx') n'existe pas car on cherche la.
fonction d'onde des particules complètement transmises.

Effectuant le raccordement de la fonction d'onde (1) aux points x = a (les conditions
de raccordement sont fixées par les relations (2) du problème 2.10), on obtient

B = 1 , kA - ik = 2ma//t2, A sin ka + B cos ka = C,

•ikC — kA cos ka + kB sin ka = îmaC/h2.
(2)

Le système d'équations algébriques (2) permettant de déterminer les grandeurs A, B, C
est, à proprement parler, surdéfini. Il ne possède de solution qu'à la condition

tan ka = —kh"/am, (3)

définissant, les valeurs des énergies E = h^k^/ïm, pour lesquelles les particules ne se
réfléchissent pas sur cette barrière de potentiel.

2.51. Après le changement de variable x — r z = — e x p ( — x / a ) , l'équation de Schrôdinger
s'écrit sous la forme

l ^ t_2 T-T

_———~ 2 ^" _ z^' + ^ - E^ ( } }
t-l '/> ^ ZZ {\ f) Z ' 1 3- —— " ï • \ ' /2ma2 ima'- ] — z

En posant ^(2) = w^z-'1'1", où k^ = \/2m(E - Uo)/h'2 > 0, l'équation (1) devient

z(Ï - z)w" + (1 - z)(l - 2ikia)w' + [k'i - ̂ a2^ = 0 (2)

ayant pour solution les fonctions hypergéométriques F(a, / 3 , 7, z) dont les paramètres
sont définis par

a = -i(k + fc i )a , f 3 = i(k - fc i )a , 7 = 1 - '2ik^a. (3)

La solution des équations (1) et (2) nécessaire à la description du processus de réflexion
des particules venant de la gauche doit être choisie sous la. forme

w=F(a,^^,z), '^(.^W^^a./^-e-3-/0), (4)

car c'est justement cette solution qui donne à l'expression asymptotique de la fonction
d'onde pour x —> +00 (avec z —>• 0) la forme ^(.f) w Cexp(ikix).
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En utilisant, la. formule liant les fonctions hypergéométriques d'arguments z et 1 / z
[12], on obtient l'expression asymptotique de la fonction d'onde (4) pour x —$• —oo :

^(.c) = GexpO-Â-i.c^Q^^-e-1-/")

(5)r(a)r(7 - f î )

Le premier terme dans la formule (5) (k — \/'2înE//i2 > 0) décrit les particules
réfléchies et le second les particules incidentes. En se servant, des expressions asympto-
tiques de la fonction d'onde pour x —>• ±00, on obtient le coefficient (ou la. probabilité)
de transmission des particules :

fei r(o)P(7 - /?)
J,nc,c. k Y^)T(a-P)

k^ r(-i(k + Â' i )a)r( l - i(k + k,)a)
r(l - •2rk^i)T(-2ika)

(6)

cette expression peut. être mise sous la forme (en utilisant des propriétés de la fonction
r [12])

sinh(27rfcia) sinh(27r^ci.)w = sinll2(7r(fcl +k)a)

On déduit de (7) les expressions limites

'° ovrexp —47ru f pour E —t '30,

(8)
47raV2m / 2mUo

- cotli ira 'E - Un ex \/E - U^ -t 0 pour E -t Uo.D(E)

2.52. L'équation de Schrödinger, après le changement de variable .: = tanli(a'/o) et
introduction d'une nouvelle fonction w ( z ) selon la formule (k. = \/îmE/W > 0)

(1)

prend la forme

2m?7;) a2

(I - z^w" - 2z(l - ika}w' + fcV + ika - (2)

Par changement de variable ( I — z ) = '2'n, l'équation (2) se transforme en l'équation

,dw
?((1 — u)——- + (1 — ika — 2(1 — ika)ti)— + k^a + ika — ———

du- du \ h--

dont la solution est la fonction hypergéométrique 7''(o,/?, 7, u) avec les paramètres

o = (1 - 2»fca)/2 + \/i/4-2mH2[/o//i2,

13 = (1 - •2ika)/'2 - ̂ T1"72"1'"̂ ,̂
7 = ] — ika.
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Dans le problème de la transmission de particules venant de la gauche, la solution
de l'équation (3) doit être cherchée sous la forme de w = CF(a, /3, 7, u) , car c'est
justement avec un tel choix de iv que la fonction d'onde ^ a le bon comportement
pour x —>• +00 :

^ ( x ) w C•i~'ika/'2e^p(ikx), x -^ +00 (5)

(de plus, z w 1 - 2exp(-2,r/a) —>• l , u —>• 0 et

(1 - ̂ -./ca/2 „ [^expÇ-îx/a)]-^"/'2 (x exp(î-Â;.r)).

Ainsi la fonction ,̂ (a;) est de la forme

vp^) = C-tcosh^/a)]^/2^,/^, 1 ~ ̂ W'1)). (6)

Du fait que pour x —)• —oo l'argument u = (1 — tanh(a;/a))/2 de la fonction hyper-
géométrique de (6) vaut u w 1 — exp(2.E/a) —>• 1, en utilisant la relation

^^•^-)=^)^(^:^(Q'^a+/?+l-^ l-^)+

(1 - ̂ )^-°-/3^(7 - a, 7 - /3, 7 + 1 - o. - /3,1 - z )r(a)r(/?)
on obtient l'expression asymptotique de la fonction (6) pour x —>• —oo :

^(.^C74-^^^^-7)exp(^)+

+c4-^fca/2^^ (7'

D'après les formules (4), (5) et (7), ou trouve le coefficient de transmission :

^ r{a)T(/3) 2 ^ ________smh^^fca)________

r(7)r(a.+^-7) - ̂ (^^^ (.v/^-^) '

L'expression (8) est valable pour toute valeur des paramétres du potentiel, y compris
pour UQ < 0, c'est-à-dire dans le cas d'un puits de potentiel. Pour Sma^t/o/fi2 >
1, l'argument du cosinus dans (8) est purement imaginaire, et il est commode de
remplacer cos(îTr^) = cosh 71-̂  (^ = ^^ma2?/!:)//»2 — 1/4).

Notons une propriété intéressante du coefficient D(E) : dans le cas d'un puits de
potentiel f/o < 0, si la condition

\/l/4+2ma2 | t^|/?^2 = n + 1/2, n = 1, 2, . . .

est remplie, le coefficient de transmission D ( E ) vaut 1 quelle que soit l'énergie des
particules, autrement dit, les particules traversent le champ sans réflexion.

Etudions quelques cas limites de la formule (8).



136 PROBLÈMES DE MÉCANIQUE Q U A N T I Q U E

a) Un potentiel faible (ma2!^]//»2 ̂  1) et des particules lentes (ka <ï: 1) :

^^+2^A2- (9)

b) Un potentiel faible et des particules pas trop lentes (/.'M > 1) :

1)(E) w 1 - 47r2m2a4^\2//^4 sinh'^TTÂ-rt) » 1, ( I U )

c) Une barrière de faible transparence (ma-'L'o/?î2 ^> I ) et des particules rapides
( f e « » l ) :

1 + exp [^V2rr;(^Uo - y^)]
( i l )

d) Une barrière de faible transparence et |£' — [/o| •€ [/o

W^{l+exp[-^,/^(^-d
l L h V t'o J . (12)

e) Une barrière de faible transparence et E — 0

D(R
C, '> î 7-'OTT ma /';

"' /^
/ , îmanhA

exp -2^——^—— ^0.

f) Une barrière (ou un puits) de dimension arbitraire et E —r oo

l2mœ'E

2.53. Pour x < 0, la fonction d'onde décrivant la réflexion sur la barrière de potentiel
des particules d'énergie E venant de la gauche, a la forme

/ /.,—^
^,(x) = e'^ + A(Ë)c-ika• k = ̂ -^ > 0 (i)

Pour x > 0, à l'aide du changement de variable

o r- - } 1 / 3
2mL(i\ En

•E — a +y = L "^ J \ ^u.
l'é(|uation de Schrödinger se ramène à

d2^
-,-̂  + yP = 0.
"?/

(2)
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Comme on le sait, les solutions de l'équation (2) s'expriment au moyen des fonctions
cylindriques Z^, avec v = 1/3 :

^ = cy^/3 fjî/372) .\" /
Dans le problème considéré, la solution de l'équation (2) doit être choisie sous la forme

f , = C ( E ) ^ y , ( ^ y 3 / ^ . (3)

où H ' ,' est la fonction de Hankel, car c'est justement cette solution qui a le comporte-
ment asympt.otique nécessaire (onde évanescente) pour x —>• +00 (donc y —> +00) :

Comme la densité du flux des particules dans l'état décrit par la, fonction d'onde (3)
pour x —>• +00 vaut

1/3h F,.. <. ,.<..!. 3., _,,^2A{/o^ = — vr-<r - ̂ -^ ^ -\c(E)\-2 —— . (4)
2im ^ dx dx ) TT \ am- )

et que la densité du flux des particules incidentes de la fonction d'onde (1) pour
•r —?• —oo vaut J;ncid = tïk/m, on obtient le coefficient de transmission

D(E)=^=3[2n^}l/3\C(E^. (5)
./,„,,„ Trk |_ ah- J

La grandeur C(E) est, obtenue à partir de la condition de raccordement des fonctions
d'onde (1) et (3) au point x = 0. La continuité de la fonction d'onde et de sa dérivée
pour x = 0 donne

1 + A = CVyo^% (J^2)- iak(l-A)=C^H(_l^^^/2Y (6)

où sont introduites les notations

^ = (•2ma2?/o//î2) l/3, yo = y(x = 0) = i i ( E / U » - 1).

De (6), on déduit

/o \ /o \ " i — i
rW L3!^ , ;;.„ r-7-wW 2 3 / 2

C=2^ ^o^ 2/3 13^ )+^«^0^1/313 î / o ) • (7)

En tenant compte de (5) et (7), on obtient l'expression finale de D(E) :

D(Ë) = ——————————————mau0—————————————,. (8)
^\E - U,\ ̂ H^ (jy3/2) + z k a H f f , (jy3/2)
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Dans le cas d'une barrière pour laquelle ^ ^> 1, et d 'une énergie de particules satis-
faisant, aux conditions /';' < C/o,^(l — E / U o ) 'S> 1, la formule (8) peut être mise sous
la forme3

4 /2ma2([/o - EfD(E) <1. (9)

Pour ^ » 1 el £' > Î7o,^|l - E / Û Q > 1, l'expression (8) devient

nr^ 4^;-[/..) (10)

Pour /',' —>• 0, de l'expression (9) on obtient

D(E) ~ k -VE -^0. (11:

Comme il est aise de le voir dans (8), ce comportement de D(E) pour E —r 0 a lieu
quelle que soit la valeur du paramètre ^.

2.54. Etudions une barrière de la forme la. plus générale, avec un potentiel V'(.»•) de
la forme d'un seuil de potentiel, c'est-à-dire l!' (r} —^ 0 pour x — —oo et, !'(.r) —>• Uo
pour x —>• -hoci. Le résultat obtenu peut être généralisé au cas d'une énergie potentielle
U(x} — —130 pour x —)• —ex et (ou) x —)• +00). Pour f ixer les idées, on suppose que
les particules incidentes vont dans le sens positif de l'axe des x .

La fonction d'onde du problème considéré satisfait à l'équation de Schrödinger

2m
^+U(x)^,, = E^h. (1)

et a. les comportements asymptotiques pour x — ±00

e'^'- +A{k)e-ikx, x->-oo,

B(k)c'kl:'' x —^
(2)

ou

/ ï m E / h ' 1 > 0, fci = ^îm(lL - U i ) / h ' 2 > 0.

Ecrivons l'équation complexe conjuguée de l 'équation ( 1 )

_tr_
2 m

11 faut être «lUcntif lors les transformations de l'expression (8). car l'argument des fonctions

de Hankel 1 4yo = ^ K ( ~^~ — U ) es^ alors ^S'1! a 37T/2 (l 'argument de la phase de la

fonct ion de Hankel dans (:i) pour y ( x ) —> +'^'' '-'si t inl par définition) ; quant aux relations sur les
fonctions cylindriques (y compris leurs expressions asymptotiques) figurant, dans la littérature,
elles se rapportent habituellement au cas où l 'argument est inférieur à T. en module. Le procédé
permettant de pallier à cet inconvénient est discuté en détail dans la résolution du problème 9.34
(Tome 11).
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En multipliant (1) à gauche par ^"^ et (3) par ^k et en faisant la soustraction terme
à terme, on obtient

'W - ̂ r = ̂ Wk - ̂ n = o,
c'est-à-dire

^(,c)^fe(.c) - ̂ fc(.c)^'(;r) = const. (4)

En calculant les valeurs du premier membre de la relation (4) pour x —>• ±00 à l'aide
de l'expression (2), on obtient

mp+^iB^i^i, (5)
ce qui démontre l'égalité recherchée vu que R = \A\2 et D = k,L\B\'2.

Soulignons que la relation (5) est la conséquence directe de l'égalité (4) qui, à son tour,
se déduit de la loi de conservation du nombre de particules (équation de continuité)
en mécanique quantique : div j + 9|^'|2 j Q t = 0 qui, appliquée aux états stationnaires
(ôl^l2 /9t = 0), prend la forme div j = 0. Cette dernière relation est équivalente à (4).

2.55. Etudions la barrière de potentiel de forme la plus générale décrite au début de
la résolution du problème précédent. Notons par ^_ (a") et ^-(-(a") les fonctions d'onde
d'états stationnaires décrivant le processus de transmission des particules d'énergie
E et arrivant sur la barrière de potentiel étudiée, respectivement depuis la droite et
depuis la gauche. Ces fonctions d'ondes sont pour x —>• ±00 de la forme

f e^ /^•c+A(Â;)e-^ /^• t•, x -Î.-00,
^+(x)w{

1 B (k )e ' k l x , x-^+oo,

(1)
f .B^e-'^, x -^ -ce,

^ _ ( x ) « ^
[ e-^^ + AÇ^e^^, x-^+oo,

et satisfont à la même équation de Schrôdinger

-^!'i+U{x^i=E^±.

En multipliant l'équation pour 'S+(x) par ^ ^ ( x ) à gauche et l'équation pour '^(a;)
par ^-^.(x), et en soustrayant terme à terme, on obtient

$_ (x)'Si'^ (x) - ̂ + (x)^'_ (x) = const. (2)
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En calculant le premier membre de (2) pour ;r. —> ±00 à l'aide des fonctions d'onde
( I ) , on obtient kB = k\B, on a donc

D+(E) = ̂ |5|2 = ^W = /^-(fc ' ) - (3)k K [

ce qui démontre l'égalité des coefficients de transmission des particules d'énergie !'] à
travers la barrière de potentiel indépendamment de leurs sens.

2.56. La fonction d'onde décrivant la transmission des particules à travers la barrière
a, pour ;c —>• ±00, la forme

La probabilité de transmission D(E) vaut,

D(E)=k^\B(k,)\'2. (1)

Pour K -r UQ, ki -^ 0, B ( k ^ ) -r »(0) ^ 0 et, de (1) on obtient

D(E) oc ^E - L'u -> 0. (2)

2.57. La problème peut être résolu comme dans 2.36, où l'on a obtenu la fonction de
Green GE^X',!'') pour /•-' < 0 :

r;fi(.r, a;') = m exp(-K|;r - a;'|), K = ̂ /-ïmE/ti'-' > 0. (1)

I I est toutefois facile de s'apercevoir que la forme de la fonction G' (.r,?' '), pour
E > 0, peut être établie directement à partir de l'expression ( 1 ) avec E > 0, si l'on
représente K sous la forme

K = ^-ïmKlK1 = ^f-ik, k = \/2m/^'//(-' > 0 ;

on obtient

G^\.r, x } =- ±^ exp(±,Z-|,r - .r'|). (2)

En utilisant, la fonction de Green (2) , on peut écrire, pour E > 0, 1 équation de
Schrödinger sous la forme d'une équation intégrale (E = p" /2m) :

^(a.) = Ae'7'-'7'' ± Be-^'l'1 - f ( ^ [ r , .r')U•(x'^Çx^dx''.
•/—CX,'

On constate aisément, que si l'on pose B = 0 et A = 1, la solution ^^(.r) clé cette
équation intégrale

/•oo

vl^(.t.) ^e^-1'7''- / (^(x^x^L^x'^Ç.r^d.v' (:',}
,f -. o<_-,
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décrit la transmission, à travers la barrière de potentiel, des particules d'impulsion p .
Le premier terme dans le seconde membre de (3) décrit les particules incidentes et
le terme intégral de l'équation (3), pour x — ±00, décrit la réflexion de la particule
et la variation de la fonction d'onde des particules libres exp(ipx/h) sous l'action du
potentiel. Ceci se montre en remplaçant dans (3) la fonction de Green G g par son
expression asymptotique pour x —> ±00.

Notons que les fonctions de Green (2) d'une particule libre G' pour E > 0 et celle
G'^ pour E < 0, obtenues dans le problème 2.36, peuvent être considérées comme
les valeurs limites différentes d'une fonction analytique de la variable complexe E :

exp

Le point E = 0 de cette fonction est un point de branchement. En effectuant une
coupure du plan E le long de demi-axe réel du point E = 0 vers la, droite (fig. 21),
procédons à l'étude de la fonction de Green GE sur le feuillet physique de sa surface
de Riemann (voir à cette occasion la solution du problème 2.47). On voit aisément
que sur le "bord" supérieur de la coupure (c'est-à-dire aux points E ± i.O, E > 0) la
fonction de Green GE coïncide avec G'^ et sur le "bord" inférieur de la coupure avec
G'g , tandis que sur le demi-axe des valeurs négatives réelles de E la fonction GE
coïncide avec la fonction de Green (7/.; du problème 2.36. Notons également que sur
le feuillet physique GE —> 0 pour £' —> oo.

E

G(+)

E = 0 G^

Figure 21

2.58. L'équation (3) du problème précédent à laqualle satisfait la fonction d'onde
' S p ( x ' ) qui décrit la transmission (et la réflexion) des particules d'impulsion p , prend
la forme suivante pour le potentiel U ( x ) = a S ( x )

^S„(x}=c"-3•/"-^-^etk^p(0), (hk=\p\=VîmE). (1)

De (1) on tire '^(O) puis la solution de cette équation :

^p(O) = (1+ima/kh2)-1 (2)

En tenant compte (1) et (2), on obtient les coefficients de transmission et de réflexion
(comparer au résultat du problème 2.58)

E ^- mn2/2^D(E)= R.(R)
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2.59. Compte tenu de la forme explicite (le la fonction de Green C7- ( x , x'} dans
l'équation (3) du problème 2.57 et. en passant dans cette équation à la limite.»; —>• ±00,
on aboutit aisément aux expressions suivantes des coefficients de transmission et de
réflexion :

D(E)= 1

R(E) =

\p\h (1)

(2)

ou 'I'n(.t') est la fonction d'onde décrivant la réflexion des particules d'impulsion p ,
normée sur la densité unitaire des particules du flux incident.



CHAPITRE 3

MOMENT CINÉTIQUE

3.1. L'opérateur recherché doit transformer la fonction d'onde ^(r^ra, . . . , r^v) en
la même fonction ^ avec des coordonnées ayant subi une rotation, c'est-à-dire

^'(ri, . . . , rw) = R(vo)^(n, . . . , r,v) = ̂ (r'i, . . . , r'^). (1)

où r' = Tî.r est l'image de r par la rotation. L'égalité (1) signifie que la valeur
de la fonction d'onde du système de N particules est indépendante du système de
coordonnées (initial r ou ayant subi la rotation r') dans lequel est décrite la position
des points de l'espace, c'est-à-dire que la fonction d'onde '1' est un scalaire.

Pour trouver la forme explicite de l'opérateur /?(y>u), introduisons momentanément le
système de coordonnées cylindriques dont l'axe polaire est le long de l'axe de rotation.
En utilisant ces variables la relation ( f ) prend la forme

R^ (^1 ,^1 ,951 , . . . , p N , r,v,(^v) = ^(/îl, ^ | ,y? l + yo, . . . , f > N , Z N , V N + yo) =

= exp yo^9/9ya ) ^ ( p i , zi,Vi, • • • , P N , Z N , V N ) (2)
\ a=i /

(comparer à 1.12 où on a. étidié l'opérateur translation Ta,). Comme l'opérateur L: =
—i y c ) / 0 ^ a est l'opérateur de la composante du moment cinétique d'un système de
N particules selon l 'axe z , l'opérateur rotation est de la forme

-R(yn) = exp(îyo^) = exp(^o • L) ; (3)

la seconde des représentations (3) de l'opérateur ï ï , est la plus générale, car elle ne
dépend pas du choix concret du système de coordonnées (toutefois il est important
que le moment soit déterminé par rapport à un point situé sur l'axe de rotation).

3.2. Les opérateurs impulsion P et moment L du système sont liés aux opérateurs
transformant, la. fonction d'onde lors des translations et des rotations du système de
coordonnées infinitésimales (voir problème 1.12 et 3.1) par des relations très simples :

T(ô'a) w 1 + -Sa • P, R(6yo) w 1 + -^o • L.
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Toute translation du système d e coordonnées permute avec toute autre translation,
et donc, les opérateurs composantes de l'impulsion commutent. Deux rotations autour de deux axes non parallèles ne permutent, pas, d'où la non-commutativité des

opérateurs des différentes composantes du moment.

3.3. En vertu de l'équivalence des axes x , y , z , il v i e n t

L2=L2=1^+7^+7^=W. (1)

En raison de l'équiprobabilté des différentes valeurs de la projection du moment, on
obtient

: 2 / + 1 ^ 3tn == — i

La valeur de la somme dans l'expression (2) peut être calculée de la façon suivante

\—' 'L \- -1 = Kl̂ l̂ ^ / ( / + 1 ) ( 2 / + 1 )
^ 2 — — „ [^ 1-^ Jo=n ^

; r ,9 ;
ni- = —— > e

En tenant compte de ( f ) et (2), on obtient L2 = /(/ + f ) .

3.4. Les commutateurs se calculent si l'on utilise les relations

[A,BC}=[A,B](.'+ H[A,C],

[L,,îk] =?'£,/,.;?;, ( f )

[Li,pk] = i e - i k t p i -

C'est ainsi, par exemple, que le commutateur [/^.r2] vaut '

[L,, î k X k ] = [Li, xi,} î k + Xk [Li, Xk\ = 0 (£;kiî'kî'i = 0).

les autres commutateurs s'obtiennent de façon analogue :

a) Du fait de la propriété

[W]=0, (2)

pour tout opérateur d'une grandeur scalaire /, tous les commutateurs sont nuls.

b) Les commutateurs ont la forme

[ L i , f k ] = i £ , k l f l . . (3)

où f k est l'opérateur de la À-"'" projection de l'opérateur vectoriel correspondant
(ainsi, pour f = (p - r )p on a /;,. = (p - î ) p k , etc.).

1 Dans ce livre, on utilise la convention d'Einstein : la répétion d'un indice dans une expression
sous-entend une sommation, le signe de sommation étant omis.
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c) Les commutateurs mentionnés ont la forme

[Li, fkl} = i(£ikpSnl + £iln6kp)fpn, (4)

où f k i sont, les opérateurs des composantes du tenseur correspondant (ainsi pour
le premier commutateur, on a. //,.; = a'/c?;, etc.).

La structure générale (2)-(4) des commutateurs des opérateurs des composantes du
moment L, avec les opérateurs scalaires, vectoriels et tensoriels vient des propriétés
de transformation de l'opérateur L dans les rotations du système de coordonnées et
de celles des tenseurs : tous les tenseurs de même rang se transforment de la même
façon (indépendamment de la forme concrète du tenseur).

3.5. Les opérateurs L et l/ sont liés de la façon suivante :

•^i " 1 ^ -, - 1
L = L - -a A p, L, = L,. - -.EimndmPn-h h

Comme [L.i,pk] = i'ikipi, <?n utilisant, la relation Simn'kin = Sik^mi —Suômk, on obtient
A ^ A 1 î

[Li,L'k\ = ùikiLi + .Sik(^ • p) - -^aipk.

3.6. Grâce aux relations de commutativité des matrices du moment

L j L f ; — LkLi = 'lEikiLi

et compte tenu de la formule Tï(AB) = Tr(/M), on obtient TrLi = 0.

3.7. L'opérateur moment L d'un système de deux particules a la forme

- - - F Q 9 1
L = l i + l 2 = -i\v\ A — — + r 2 A — — ^ (1)

1̂  oi'i àv-i )

Passons des variables ri, ry aux variables r, R grâce aux formules

?ni r i+TO2i-2
r = r 2 — r i , R = — — — — — — — — ,

m! + m2
Ht') 771l

ri = R - — — — - — — r , r a = R + — — — -——————r, r-i = tt. + ——————r.
77(1 + 77Î2 77Î1 + 77Î2m 1 -l- ni .î în 1 -l-

Comme

9 TTîi 9 9 9 m;; 9 9
9ri mi + '772 <9R 9r ' 9ry rn^ + 7»2 9R 9r '

l'expression (1) peut s'écrire sous la forme

L=-..A^-,RA^ (2)
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où le premier terme est l'opérateur moment du système de deux particules par rap-
port au centre d'inertie, tandis que le second représente l'opérateur moment lié au
mouvement du centre de masse.

3.8. En mécanique classique, le moment de deux particules par rapport au centre
de masse vaut M = r A p, où r est le rayon vecteur entre les deux particules, p
l'impulsion relative p = (UV,.ei = /'r (/' étant la, masse réduite) ; on a donc r • M = 0.

En mécanique quantique, pour démontrer l'assertion du problème, il faut. montrer
l'hermiticité de l'opérateur r • L et son égalité à zéro. Comme les composantes de
même indice r, et /^ commutent, on a (r • L)t = L^ • rt == L • r = r • L et donc :

{ <~i •\ .-i

î - L = - i î - ÏA - ' - ^ =-i{î A r } . — = 0.
dr ) dr

3.9. Les fonctions recherchées ^Sr^imi1', 0, y ) sont la solution du système d'équations

r<r,^n, = r-9,^ ( r , e , y) = rn 1',.„;„, (•'•, ̂  y),

î^roh,, = ̂  + l)̂ ,.̂  , t^roirn = ml',^,

et ont manifestement la forme

l'rnto =C(ro)S(r-r^)Yi,n(e,y).

Le coefficient C", se définit a partir de la condition de normalisation

j ^^t'm-ir, 0, y}\S'r„lm(r, 0, y)dV = S(ro - r'^S^S,^

et vaut.C<()•o) = 1/ro.

3.10.

a) L'opérateur moment en représentation r et p est de la forme (en représentation
p, r = i t i 0 / ( ) p ' )

, . 9 , . 9 . 0
1 == —'ir A — , 1 = (-— A p = -tp A ——.

or dp dp

En comparant ces expressions et, tenant compte de la forme connue de la fonction
propre des opérateurs 1-' et /; en représentation r, on en déduit qu'en représenta-
tion p, ces fonctions propres sont de la forme

^im -- Ylm (0, i f )

où 0, y sont les angles polaire et azimutal du vecteur p en coordonnées sphénques
(en représentation p, aussi bien qu'en représentation r. l'opérateur m o m e n t agit
dans l'espace des variables angulaires).
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b) En recherchant les fonctions propres l2 et l^ par ce procédé, il faut tenir compte
de la relation

/ y;^(n)exp(-^'rn-no)diïn = (-î) ' ' ' l7r</——,7;+i/2(fcr)Y;n,(no).J \] ZKr

où n, no = P/|p| sont des vecteurs unitaires, y;,,;(n) = Yi,-n(0,y) (0, y étant les
angles polaire et azimutal du vecteur n) et J;_(_i/2 la fonction de Bessel.

3.11. Compte tenu des relations de commutation des composantes du moment, on
obtient sans peine

U±=4(/;±l). (:l)

En appliquant l'égalité (1) à la. fonction propre 'S^n, on obtient

t(î±\î'rr^)=(m±])(î^^,

autrement dit, les fonctions l^'S'm sont également des fonctions propres de l'opérateur
L (dans certains cas, l'une de ces fonctions (ou les deux pour / = 0) peut être iden-
tiquement nulle).

3.12. Compte tenu du résultat obtenu dans le problème précédent, ainsi que de
l'orthogonalité des fonctions propres correspondant aux différentes valeurs propres
d'un opérateur hermitien, on obtient

(m|4|m) a {m\m + 1) = 0, (m|42 m) = 0. (1)

Comme 4 = 4 + ily, de la première des relations (1), on déduit :

4 + Uy = 0. (2)

Les valeurs moyennes 4 et ly sont des nombres réels, aussi l'égalité (2) signifie que
L = ~ly = 0.

La seconde des relations (1) est équivalente à l'égalité

ÎÏ^+i(Uy+îyt)=0,

ou (car lyly + lyl^ est un nombre réel)

^=^, ÎJy+îyf=0. (3)

A partir de la relation de commutativité [l,.,ly] = il^, on obtient l^ly — lyl^. = im, ce
qui donne, compte tenu de (3), l ^ l y = —lylx = î'm/2.
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3.13. Comme l^. + /2 = 1-' — I j = / ( / + ! ) — ni,'', et compte tenu du résultat du problème
précédent, on obtient

^ = | = [1(1 + 1) - m-']/2.

3.14. L'opérateur de la composante du moment sur l'axe ï a la forme

<-r = cos o • l^ + siu o cos 3 • /,,. + sin n sin / ? • / , / , (1)

où o, ,0 sont les angles polaire et, azimutal de la direction de l'axe î.

La valeur moyenne de l'opérateur /; dans l'étal '!';,„ eut donc

l^ = ni cos ci

(selon le problème 3.12, l,. = l y = 0).

Compte tenu du résultat des deux problèmes précédents, on obtient sans peine

li =- -^-[1(1 + 1) — nr] sin o + ni2 cos' o ,

(A/ï)2 = /'j - /^ = ^[/(^ + 1 ) - »H'2] sin2 Q .

3.15. IA' développement de la l'onction d'onde en série de fonc t ions propres normées
vli^(^) = e—^ de l'opérateur L a la forme (cos ̂  = (e'^ + e~'''')/'2)

w = ̂ (c^+c-'^)" = ̂ E^6^""2"^ ̂ I^E^11'"-2^ '̂ (1)y ^ ,,^'"-2^
fc^CI k

on C1,';' = feii-y"'!;.)!- En déterminant A\2 à partir de la condition de normalisation de
la fonction d'onde ^(i-p)

1.4l-2 = 1" œs2" ydy = —— r\^ + e-^)2'1^ =
./u •' Jo1 • ' 02» //u •' Jo

2" ,.->^
r^ / ^(2"

i ^'/ /' '^ * > /fi i \ 1 1
^VC* / e^2"-2''')^--27^-" - 7^(2"- l)" /.^y.y'^j^ e ^ -32„ ( •2" - 2"-rn! l )

(dans (2) ou a utilisé. Jp" r^^dy = 27rJo^n,) , ou obtient à partir de (1) les probabilités
des projections du moment qui sont différentes de zéro :

•••""> -2^ [^r= ̂ -^-•-r!
pour m = n, n — 2, . . . , —».

3.16. Dans le développement de la fonction d'onde no rmée en série des fonctions
'̂•i ^'propres YI^ des opérateurs 1 et / , , seuls les termes ni = 2 sont non nul, donc

TO

^ = -/^e2lv = ̂  c;mY'"1 ̂ ' ̂  - 1̂  ̂ '^^'(^ ̂ ). (1)
(,;» ;=2
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Compte tenu de la. forme explicite des fonctions sphériqnes (/ :::; 2)

'-•V^^f1-^^ —
on obtient l'expression des coefficients C'; du développement, (1) :

Q = fw^m = (-,•),/(^(^ Ç (i - ̂ pi'^. (2)
J V • ' 1

L'intégrale, dans (2), se calcule facilement si l'on tient compte des relations

/'1
(l-z")?," = -2 :P i ' - l ( l + ï )P i , Pi(l)= (-Ï)lPl(-l)= 1, / P i { z ) d z = S i o ,

J-l

de sorte que la probabilité des différentes valeurs du moment est égale à

^IC^^y'll^-DT. ,ï.2. (3)

3.17. En utilisant la relation entre les fonctions sphériques Y,* = (—})l'~mYl _,„ et
l'opérateur

4=eî^Â+,•,o^A^
+ \90 c ) y } '

on obtient

^ \Yl,n î = ̂ (-f)'-"l{Y(,-„,4^ + Yl,J+Y,_^}. (1)

în î i i

Du fait que

l+Yi,n(0,y) = V(T+m+l)(/-m)y;^+i,

eu changeant dans la seconde somme de (1) l'indice de sommation m par m' = m— 1,
on trouve que l'expression (1) vaut zéro. La somme figurant dans l'énoncé ne dépend
manifestement pas de y. Compte tenu de la forme explicite de /-(- et de la nullité de
l'expression (1), on voit que cette somme ne dépend pas non plus de 0, c'est donc une
grandeur constante. La valeur de cette constante s'obtient en posant dans la somme
0 = 0 . Vu que \Yi,n(0 = 0, if}\1 = (2/+ 1)Jmn/47i-, l'égalité du problème est démontrée.

Le problème peut également être résolu eu utilisant le théorème d'addition des har-
moniques sphériques

. ;
P,.(cosa) = ̂ ^ ̂  Y^e^^Y^e'^'Y (2)

1H.=— 1

où cos ci = cos^cos/?' -)- sinO sin 0' cos(y — y'), en posant dans (2) 6 = 0' ,y = y' ',
dans ce cas cos a = 1, Pi(l) = 1.
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3.18. Vu que pour la valeur du moment L sa projection sur l'axe z prend un nombre
fini (2L -h 1) de valeurs L, L — i, . . . , —L, l'opérateur cherché P ( M ) a la forme (voir
problème 1.40)

w- n .̂
m = —L
m^ M

3.19. Dans la formule décrivant, selon 3.1, la transformation de la fonction d'onde
en représentation r :

^'(r,e,y)=exp{i^-L}^(r,e,y), (1)

écrivons (compte tenu de la valeur déterminée du moment l) les fonctions d'onde sous
la forme

^ = ]L 6'''" M^"1 (°' ̂  ' 's = E cm ̂ Ylm ̂  ̂  '
m n;

où C'm, F',',, sont les fonctions d'onde radiales des états initial et, transformé en
représentation (;.

En multipliant (1) à gauche par y;*,(^'y) e^' en intégrant par rapport aux angles, on
obtient

;
C'^(r) SE exp(î<^u • L)Cm(r) -= ^ [^p(iVo • L)],nn,' Cm' (r) (2)

m'=-l

où (Li)mn est la matrice de la composante i du moment. Les relations (2) déter-
minent la loi de transformation cherchée de la fonction d'onde (pour l'interprétation
de la matrice (expA),,,.,, voir 1.12 et 1.52).

3.20. A partir de la. relation de commutation L ^ f — f L ^ = 0, on a

L,(f^M)=M(f^M') ;

autrement dit, la fonction f ^ M , comme la fonction ^ M , est une fonction propre de
Lz correspondant à la même valeur propre M et, l'égalité ( M ' \ f \ M ) = 0 pour M' ^- M
est évidente.

En utilisant la propriété de commutation [£4-, /] = 0 (L+ = Ly, + i L y ) , on obtient

(n,L,M+l\L+f\n,L,M}=(n,L,M + l\fL+\n, L, A'f). (1)

Comme Ï+I'LM -= \/(.L- M ) ( L + M + I)I 'L,M+I,

{n,L,M +1|-L+ = [ L _ | n , L , M + l ) ] * = \/{L - M ] [ L + M +~[){n, L, M\,

l'égalité (1) est équivalente à la condition /MM = /Af+i ,Af+i i ce qui démontre que les
éléments diagonaux /MM sont indépendants de M .
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3.21. En représentant la fonction d'onde arbitraire sous la forme

^-S^W"-^),
l,m

et compte tenu de la propriété des fonctions sphériques RYi,n(0, y ) = (—l)'y;,n (0, y ) ,
ainsi que du lien entre la fonction d'onde ^(r) en représentation r (dans ce cas, i]
serait plus exact de parler de la représentation en variables angulaires, vu que la
dépendance radiale de la fonction d'onde ne présente pas de rapport direct avec la
description de l'état de la particule) et Ci,,i en représentation // ; , on obtient, sans
peine la transformation cherchée :

C^(r)=îiC^(r)=(-l)lC^(r).

3.22. En représentant la fonction sphérique Yio((?,y>) sous la forme

et compte tenu de l'équivalence de toutes les directions de l'espace, on obtient

(le vecteur IIQ est dirigé suivant, l'axe 2).

3.23. En représentant la fonction sphérique YI,:):! sous la forme

3 x ± iy
YI+I = =Fi\ —sinO^ = ̂ n

STT r

et compte tenu de l'équivalence des différentes orientations du système de coordonnées,
en utilisant la permutation cyclique des variables se, y , z on obtient

La fonction d'onde ^i^^n s'obtient directement du résultat du problème précédent
avec cr = Tr/2,/? = 0. De façon absolument analogue, on établit la forme de la fonc-
tion d'onde ^ly (0, y ) .

3.24.
a) Soient w ( l ) et w ( — l ) les probabilités que les projections du moment aient une

valeur m' = ±1 sur l'axe z' indiqué dans le problème.

Sur la base des résultats obtenus dans le problème 3.14, on obtient

/z' = '> w(m')m' = u'(\) — w(—Ï) -= mcosa, (1)
m'

^^wCm^m'2 = w( l ) + w(-l) = m2 + (l - w) sin2». (2)
^ i \ " /
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A partir de (1) et (2) , on obtient sans peine

w(l,m) = w(1) = [2m2+2)ncosa+ (2 - 3m2) sin2 o]/4,
w(-ï, ni) = w(-l) = [2m2 - 2mcos a + (2 - :Sm'-') sin2 o]/'1,
w(0,m) = 1 - w( l ) -w(-l).

b) On laisse au soin du lecteur la résolution du problème par ce procédé.

3.25. Les fonctions d'onde 'S'i^a^, y) (i = 1, 2, 3) ont la forme

'Sl^o = VHI = i\ /-,— cosO = i\ —-,V 'ITT V 4?r »•
/Ta; . /T . .

'î;,.=n = t\ —- = i\ /—sinf /cosi^,

'l'i^o = »\/7-- = » V — s i n ^ s i ] i 9 ? ,'/ V 47r r V 47r

et leur indépendance ainsi que leur caractère complet (dans l'espace des variables an-
gulaires) sont évidents (dans le cas / == 1, il y a trois fonctions d'onde indépendantes).

On voit sans peine que les différentes fonctions d'onde 'l';,=o sont orthogonales :

^,o(^)^.=o(^)^ = J,/,,

par suite, les coefficients C, dans le développement en série de la fonction d'onde
normée 'S 1=1, correspondant a une particule de moment / = 1, suivant ces fonctions
'l'^i = ^C';'l';,=o, déterminent la probabilité (('(?') = |(7,|2 pour que la projection du

î

moment de la particule sur l'axe i soit nulle.

Notons que le résultat obtenu dans ce problème n'a aucun rapport avec le développe-
ment en série d'une fonction d'onde quelconque sur les fonctions propres d'un opéra-
teur hiermitien (les opérateurs /; ne commutent pas entre eux).

3.26. En utilisant les formules classiques des éléments matriciels ( / , ) , , i m ' , on obtient
pour la valeur du moment / = 1 la forme des matrices cherchées, (.'es matrices
constituent des opérateurs en représentation /.- qui agissent sur la fonction d'onde
dans cette représentation :

/ </'i \ / 0 1/^2 0 \
^ = Vo ; Ir = l/V'2 0 l/v^ ;

\ ^-i / \ 0 1/\/2 0 /

/ 1 0 0 \ / 0 - i l ^ /1 0
/, = 0 0 0 ; îy = [ î/N/2 0 -i/V2

0 0 -1 / \ O Î-/V/2 0

/ 0 V2 0 \ ^ / 0 0 0
4 = /,. + iîy = ( 0 0 V-2 ; /- = f - tîy = V^ 0 0

0 0 0 / V 0 v^ 0
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3.27. L'équation de la fonction d'onde 1^'S^^g = 0, en représentation /;;, a, la forme

/ 0 1/^2 0 \ / a\ ( b/V2 \
/,^=o= i/v^ 0 1/^2 ) \ b = (a+c)/V2 = 0 ;

\ 0 l/v/2 0 / \ c ] \ b/V2 )

/ a \
^.=0 = [ b \

\ c )

d'où b = 0, a = —c.

La fonction propre normée ^4=0 est donc donnée par :

^ / 1 \
'r;,=o = ̂  o .^l-J

3.28. Dans le cas on / = 1, les valeurs propres de la composante du moment sur un
axe quelconque sont 0,±1, de sorte que, selon 1.27, on obtient

î3 — 7 73 — 7 ( 1 'I'•x — ".f; "y ~ 'y [ ^ l

(il est possible de vérifier les relations (1) en représentation /;. directement par le calcul
du produit des matrices données dans 3.26).

Dans l'état ayant les valeurs données / = 1 et /; = m on a, selon 3.12 et 3.13,

Z,=/ ,=0, ^^^-m2)^. (2)

Compte tenu de (1) et (2), on obtient

m _ m _ / °> " impair,
x ~ V ~ \ (2 - m2)/2, n pair (n > 0).

3.29. L'opérateur (a • 1) est l'opérateur projection du moment sur la direction du
vecteur a (multiplié par la grandeur a) et, dans le cas / = 1, ses valeurs propres sont
0, ±a. La. forme explicite de l'opérateur F découle du résultat du problème 1.52 :

F = .-(O) + F^ -^ (a .î) + F^ + F(^ - ̂  (a .î)-.

3.30. Compte tenu de la forme de l'opérateur R(v>o} = exp(î'yo • 1), sur la base du
résultat, obtenu dans le problème précédent, la forme explicite de cet opérateur est :

R(Vo) = z + » s i n y o ( n o -î) - (1 -cosy.o)(iio •î)2 (no = V o / V o , n^ = 1). ( 1 )

3.31. Choisissons le vecteur rotation ipy du système de coordonnées, de manière à
ce qu'à l'issue de la rotation, l'axe z du système initial de coordonnées (sur lequel la
projection du moment a une valeur déterminée m) ait l'orientation de l'axe ?. Dans
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ce cas, la- fonction d'onde ^,^{0,^) •=- HYi,n(0,y) décrira l'état d'une particule de
moment / et dont la projection sur l'axe ? (dont la direction est fixée par les angles
cr, tf) est m, en accord avec le sens de l'opérateur R(ifo) comme opérateur de rotation
du système de coordonnées.

On voit, sans peine qu'il faut pour cela que les composantes du vecteur y>,J soient
choisies égales à ipQ = (a si l i f 3 , —a• cos ?, 0). Compte tenu de la forme explicite des
opérateurs

. . 9 . ,,9 - . 0 . . ,, 01 , = i. sin i~p— + / cos <-? cot 0——. /„ = —i cos - f — + i sin ^ cot 0——,
80 oy 00 ày

R(y^) = t + i sin a'(/,;, sin 3 — ly cos / 3 ) — (1 — cos cr) (4 sin 6 — ly cos / 3 ) 2

et de l'harmonique sphérique Y|O = i \ / ^ ~ ~ cos 0, on obtient après des calculs simples

/ Q

'i!,n=o(0,.f) = i\—{cos «cosO + sinasin0cos(y — /?)},
V 'ITT

en accord avec le résultat, du problème 3.22. De façon analogue, on trouve les fonc-
tions ^,-,,^i(0,y).

3.32. Selon 3.18, on obtient

P(0) =!- /]? , / 3 ( f ) = ( ^ + ^ 3 ) / 2 , P ( - l )=( r ; - / , ) /2 . ( f )

En représentation /;, ces opérateurs prennent la forme (voir 3.26)

/ 0 0 0 \ / f 0 0 \ / 0 0 0 \
/''(0) = 0 1 0 , ^(1)= 0 0 0 , P(-l)= 0 0 0 ,

\ 0 0 0 / \ 0 0 0 / \ 0 0 1 /

en accord avec le résultat du problème 1.50.

On établit sans peine les propriétés P^m) = P^in) et ^P(m) = I .
m.

L'action de l'opérateur P(m) sur une fonction d'onde quelconque donne une fonction
qui est une fonction propre de l'opérateur L pour la valeur propre 111. (ou donne
-/' '(pn)^ = 0 ) . Ainsi, par exemple,

/ 0 0 0 \ / a \ / 0 \ / 0 \
^(O)l' = 0 1 0 \ \ b \ = h 1 , de sorte que 'I',,,=n = 1 .

\ 0 0 0 / \ r. / \ 0 ) \ 0 /

3.33. Les projecteurs P(i7i) s'obtiennent directement, à partir des expressions (1) du
problème précédent, en remplaçant dans ces dernières l'opérateur /; par l'opérateur
projection du moment sur l'axe ? dont la direction nu dans l'espace est déterminé par
les angles polaire n et azimutal /? :

/; = HQ • 1 = cos a • L + sin a cos j3 • /,,. + sin a sin B • l
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En particulier, l'opérateur P(m = 0) en représentation ly a la forme

/ (siu2»)/^ -e-^ (sm2a)/'2V'2 -e-^siu2 o)/2 \
P(m=0)= -e^(sm2a)/'2V2 cos2 w e-'^sin 2a)/2^/2 .

\ -e^sin2»)/^ e^(sin2Q-)/2V'2 (sn^a)^ /

En faisant agir cet, opérateur sur une fonction quelconque, choisie ici sous la forme

^ = ( o ) ,
\ 0 /

on obtient, la fonction propre ^fn^o de l'opérateur l^ correspondant à la valeur propre
m= 0 :

/ (sma)/^2 \
^rn=Q = -e^ COS Q-

\ -e^(sma)/V2 )

De façon analogue, on peut obtenir la forme de la fonction d'onde ^,-,1=0 (0, y ) d'une
particule dans l'espace des variables angulaires en faisant agir un projecteur P(m = 0)
sur une fonction d'onde quelconque ayant un moment / = 1 (par exemple, Yio(0, y)).

3.34. En notant '^[.1^1.^ les fonctions propres des opérateurs L2, l2, l2, on obtient,

î Î.T, L ( L + l ) - / i ( / i + l ) - / 2 ( / 2 + l ) . , .
Il -h^Llil^ = —————————————„—————————————^Lii^,

, f., L(L+l)+l,(h+l)-l,(h+})11 -LVuli^ = ——————————,——————————V^;;,,

î f., L(L+l)+h(l,+l)-l,(l,+ï)la •LWL;i;2 - ——————————_——————————VL;!^-

3.35. Soit V = li A 1s, on constate sans peine que les opérateurs des composantes de
ce vecteur V, = S z k l l i k l ^ l sont hermitiens. Compte tenu de la relation de commutation
des composantes du moment [ l i , l k ] = i'^ikik, ainsi que de l'égalité £ i k i £ a / 3 l = S,.aSk/3 —
SiB^ka, oi1 obtient après des transformations fort simples, la forme de l'opérateur V2

v^^^îij-ai^)2-'!!^. (î)
Les valeurs propres de cet opérateur, compte tenu du résultat du problème précédent,
sont très faciles à obtenir et on ne les écrira pas.

A partir de l'identité (a A b)2 = a^2 — (a • b)2, valable pour des vecteurs classiques
(qui ne sont pas des opérateurs), on peut écrire l'opérateur V2 sous la forme

V2' = ViV, =î% - (îi .îi)2, (2)

expression différente de (1).
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La différence entre (1) et (2) montre qu' en général, i l n'existe pas de correspondance
univoque entre l'opérateur de la mécanique quantique et la grandeur de la physique
classique.

3.36. Les commutateurs indiqués se calculent de la même façon que dans 3.4 et leurs
structures ont une forme identique, c'est-à-dire que. dans le cas a), les commutateurs
sont nuls , dans le cas b), [£;,//,.] = i £ i k i . f i , etc.

3.37. Les valeurs possibles du moment total L du système satisfont aux conditions

max {|/i - / a l , mi + »):>|} < L < / i + /2.

Compte tenu de la commutativité des opérateurs l\,. et L;,., ainsi que de la nu l l i t é des
valeurs moyennes /;,. = /„ = 0 dans les états ayant une valeur déterminée de /; (voir,
par exemple, 3.12), on obtient sans peine les moyennes cherchées (L2 = lf+l:|+21|l-)) :

£., = Ty = 0, ~L: = ni] + n(2, (1)

L'-' = ;i(;i + 1) + /;,(/2 + 1) + 2)7îim._,. (2)

3.38. Les valeurs possibles du moment total /, sont /i + l y et / i + /2 — 1- Soit
u'(L) la probabilité que le moment total soit égal à L. Compte tenu de la relation

K ) ( / I + / 2 ) + "^i + 1'2 — 1) = 1 e! du résultat du problème précédent, représentions L1-'
sous la forme

+ ( / i + ; 2 - ] ) ( / i + ^ ) [ l - w ( / i + ; , , ) ] = / i ( / i + l ) + ^ ( ^ + l ) + 2 / î ( ; , , - 1 ) . (1)

De (1), il s'ensuit que

^ 1 + ^ ) = — — — — — — W ( / l + / 2 - l ) = — — — — — —
(1 + l'î II + '2

(2)

3.39. Supposons que la fonction ^/..^('"i ; m2) corresponde à une valeur déterminée
L du moment total et clé sa projection M sur l'axe ; (elle n'est évidemment différente
de zéro que pour mi + •in^ = M ) .

Etudions la fonction ^ (m] , )7î2) = ^ L A f ^ ^ , "îi)- En raison de la symétrie des opéra-
teurs L2 et L, (L = li + 12) par rapport à la permutation de 1] et, L et de la forme
universelle des opérateurs /;, composantes du moment en représentation /; (pour une
valeur déterminée de / ) , il devient évident que la fonction '9 est aussi une fonction
propre des opérateurs L2 et £.- correspondant aux mêmes valeurs propres / , , A / . 11
est connu que l'addition de deux moments /] et /2 en un moment, to ta l 1^ avec une
projection donnée M se fait d'une manière unique (dans le cas où ces valeurs de /- et
M sont acceptables). Cela signifie que ^ (mi , riii) = C^ [.M ( n î i , m^) et, en permutant,
une deuxième fois mi et «(y, on obtient C'1 = f , c'est-à-dire C' = ±1.
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Pour établir la nature de la symétrie dp la fonction d'onde pour différentes valeurs de
L on peut procéder de la façon suivante. Etudions la fonction d'onde correspondant
à L = 21 et M = 21, \ I / L==2( ,Af=2(( r n l ' " î 2) = ^™i ;^™2 ;• Cette fonction est mani-
festement symétrique par rapport à la. permutation des variables )?;i et m:i. Il est de
même évident, que la nature de la symétrie de la fonction d'onde dépend de la valeur
de L et ne dépend pas de M ; ceci est vrai, car dans une rotation, les systèmes de
coordonnées des fonctions d'onde ayant des valeurs différentes de M et des valeurs de
L identiques se transforment entre elles ; de façon plus formelle, cette assertion peut
être démontrée à l'aide de l'opérateur L_ = /ia. + l-,,. — il^y — il^y :

^L,M=L-n =C'L"^L,Af=L,

en tenant compte de sa symétrie par rapport à la permutation des moments des deux
sous-systèmes. La fonction d'onde de l'état avec L = '21. et, M =21—1 est également
symétrique, est de la forme

1'2i,2;-i(mi,m,) = ——{^^(mi^^^m,,) + <^_i (mi)^^)} =

= -7^{^mi,;^™2,;-l + Smi,l-lS,,i.^l]. (1)
V i

La forme la plus générale de la fonction ^ 21-1,2;-i (»"i , rn'-2) est

^2;-l,2;-l("îl,m2) = rtd'miAn;,;-! + /^mi ,1- l^ma ,; (2)

et, compte tenu de son orthogonalité à la fonction d'onde (1), on obtient, o = —iî,
c'est-à-dire que la fonction correspondant au moment L = 21 — 1 est antisymétrique.

En écrivant, ensuite, de façon analogue à (1) et (2) les fonctions correspondant à
Al = 2/ — 2 et L = 21,21 — 1,21 — 2, tout en tenant compte des symétries établies
plus haut des fonctions correspondant à L = 21 et 21 — 1, on voit sans peine que la
fonction d'onde de l'état avec L =21—2 est symétrique par rapport à la permutation
des variables 111.1 et ma.

En continuant, cette étude, on peut aboutir à la conclusion que les fonctions d'onde
des états ayant une valeur donnée de L sont douées de la symétrie suivante :

L = 21, 21 — 2,21 — 4, . . . sont les fonctions d'onde symétriques,
L = 21 — 1, 11 — 3, . . . sont les fonctions d'onde antisymétriques.

Remarquons qu'eu résolvant le problème, ou ne s'est pas servi de la valeur concrète
du moment /. La nature de la symétrie établie pour la fonction d'onde a lieu aussi
bien pour des valeurs entières de / que pour les valeurs demi-entières qui apparaissent
dans l'étude du spin des particules (voir chapitre 5).

3.40. En écrivant la fonction d'onde normée de l'état étudié (en représentation / i^ /2 ;
soit, ^ = S,n^^Sm2,l-i) solls ^ forme

'1" = o{(^mi,^'in,,,(-l + Smi,t-l6,ii^,l) + (^™i ,lSm^ ,1- 1 - <^TOI ,;- l^my ,1 )}
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et, compte tenu de la symétrie de la fonction d'onde pour les différentes valeurs de L
par rapport, à la permutation des variables fn-i et, m-^ établie au problème précédent,
les probabilités de deux valeurs du moment L = '2l. et L =- 21 — 1 sont identiques et,
valent, 1/2.

3.41. Les fonctions d'onde normées des états indiqués dans l'énoncé en représentation
h-J'iz sont, selon 3.39, de la forme

<lrL=2;,M=2(-1 {'m\, '111-2) = —,={S,m, i6,,,.. ;-i + A',n,,;-irfi»,,i}. (1)
v2

'I'L=--'(-l,M=2i-l(''"1 . "'2) = ——={Sm,,l6,n^l-ï - Sm.i ,1- 1 S,,,., ,1} • (2)
v2

De ( î ) et (2) , on voit que, dans les états considérés, les projections des moments des
deux systèmes sur l'axe z ne peuvent prendre que les valeurs / et 1 — 1, et, les proba-
bilités correspondantes sont, identiques et valent 1/2.

3.42. La fonction d'onde de l'état considéré 'Î! = 6^1,06,112,0 (cn représentation /]; / :) ;)
est, symétrique pa.r rapport à la permutation des variables mi et mi, et,, selon 3.39,
dans cet état, le moment total ne peut, prendre que deux valeurs L = 0 et, 2. Les
probabilités de ces valeurs de L se calculent de manière absolument, analogue à la
résolution du problème 3.38 et, valent w(L = 2) == 2/3, w(L =- 0) = 1/3.

l 'our une valeur arbitraire de / et /î; = /•.); =- l — l , les probabilités des valeurs possibles
de L = 21,21 — 2 du moment total sont

^-=2/)=^, a,(L=2l-2)='2^.

3.43. Ecrivons la fonction d'onde normée de l 'é tat , considéré sous la forme (en
représentation / i ; /2z )

'I' ̂  Sr,ti,l6m^,-î = —r= { —,=(Sm,,l^n;,-l + Srm ,- 1 ̂ »i,, 1 )
v2 l v2

+ ^=('îmi,l^nt,,-i — ^'nii,-1^11^,1) ( • ( I )
v2 J

Les valeurs possibles du moment total sont L = 0, 1,2. Compte tenu de la symétrie
de la fonction d'onde ayant une valeur déterminée de L, par rapport à la permutation
des variables mi et m;, établie dans 3.39, on remarque que le second terme entre
accolades de (1) est la fonction d'onde normée de l'état avec L = 1, tandis que le
premier décrit, une superposition des états avec A = 2 et L = 0. 11 est, évident, que la
probabilité de l'état avec L = 1 vaut w(L = 1) = 1/2 et, w(L = 0) = 1/2 - w(L = 2).

En écrivant L2 sous la forme

L'2 =^L(^+ \)w(L) =-()w{L=2)+ 1,
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et, du fait ([IIP, selon 3.37, cette moyenne vaut L2 = 2, on obtient

w(L = 2) = 1/6, w(L = 1) = 1/2, w(L = 0) = 1/3.

La généralisation au cas / quelconque, mentionnée dans l'énoncé, donne

"'(JL = 2/) = H^i' w ( L = 2 / - l ) = J , ^=2/-2)=^-^.

3.44. La solution du problème découle directement des deux points suivants :
a) en vertu de la symétrie de la fonction d'onde 'S'LMÇrrïi, rn'2) par rapport à la

permutation des variables m\ et m^, les probabilités d'avoir une valeur m sont
les mômes, c'est-à-dire

wi(m) = w-i(m) (1)

(wi 2 sont les fonctions de distribution des projections du premier et du deuxième
moment) :

b) dans l'état décrit par la fonction d'onde 'I'/L/H^I i "^2) ks projections mi et my
sont liées de façon univoque l'une à l'autre, vu que nii + m^ = M , et ainsi la
probabilité de rr/i pour le premier moment est égale à celle de ?3 = M — »»i pour
le second, c'est-à-dire

wi(mi) = ti^(M — r n i ) (2)

De (1) et (2), on obtient l'égalité demandée :

wï,'2(m} = w'2,ï[M — 'm)-

3.45. Compte tenu de la symétrie de la fonction d'onde 'S = Smi^Sm^ o dans l'état
considéré par rapport à la permutation des variables mi et my, on obtient que les
valeurs possibles du moment total L sont L = 0 , 2 , 4 . Les probabilités u'(L) de ces
valeurs de L satisfont à la condition

w(L == 0) + w(L = 2) + w(L = 4) = 1 (1)

alors que L2 , selon 3.37, vaut

L2 = 20w(L = 4) + 6w(L = 2) = 12. (2)

Des conditions (1) et (2), il n'est pas difficile d'obtenir les limites suivantes des pro-
habilités (w(L) > 0) :

3/7 ^ w(L = 4) < 3/5, 0 < w(L = 2) < 4/7, 0 < w(L = 0) < 2/5.

Les valeurs exactes de ces probabilités, obtenues en utilisant les coefficients de Clebsch-
Gordan, sont

w[L =- 0) = 1/5, w(L = 2) = 2/7 et w(L = 4) = 18/35.
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3.46. La- fonction d'onde avec L = 0 se présente sons la forme

;
<i>, n - y c ^^w m•r L=u — / ^ ••-m^rn ' — i n ' \ ' l

m=-l

1 1 •~f \

oi'i 'l'm sont les fonctions d'onde norrnées à l'unité de chacun dey systèmes avec un
moment/ et une projection m sur l'axe ;. L'action de L+ = L^+iLy = < i 4 . + / a + sur
la- fonction (1) doit évidemment donner

L^L^=(h++î'2+)\StL=o=0, (2)

Compte tenu de la relation

î+^m = \^(!~~m){n~m~)~r)'î^+i,

on dédui t de l'égalité (2), après des transformations simples, que

Z+^=o = ̂  V(l-w)(l+m+l)(C^ + C',.,-n ̂ i l'̂ ,, = 0,
J i i

c'est-à-dire C'm+i = —C,n, de sorte que \Cm = consi- = 1 / \/'21 + 1 (la valeur de la
constante vient de la condition de normalisation de la fonction d'onde 'l'/.^u à l'unité).

On voit que dans l'état de moment total /, = 0, les probabilités des dif férentes valeurs
des projections des moments de chacun des deux systèmes sur l 'axe ; sont les mêmes
et valent w = (21 + l ) " ' . Kn raison de la. symétrie sphérique de l'état L = 0 et de
l'équivalence de différentes directions dans l'espace, la probabilité de toute valeur de
la, projection de chaque moment ( / , / — f , . . . , — / ) sur un axe arbitraire est aussi égale
à ( 2 / + t ) - 1 .

3.47. Cherchons la forme des fonctions normées 'SI^M en représentation / i . - / 2 s - 11 est
clair que

^=^^, ^,_^vl^^, (1)

où '^j;,'" représente la fonction d'oncle clé la particule 1(2) (ou du sous-système) clé
moulent / = 1 dans sa représentation /;.

La forme de la fonction d'onde ^/'/.,u correspondant aux étal,s avec L = 1 ou 2 et
M = ±1, ainsi qu'avec L = 1 , M = U se déduit directement de la symétrie de la
fonction d'onde par rapport à la permutation des variables mi et m-^ établie dans le
problème 3.39 :

^,,=^{<^±<^}, (2)

^-i-K^^^'}' (3)
v2 L '

^o^KM^-^L^}. w
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Le signe "+" dans les expressions (2) et (3) correspond à L = 2, le signe "—" à L = 1.

La forme de la fonction d'onde 'l'n.o se déduit du résultat du problème précédent, :

^,o=^{<,)^,-^>^+^^)}. (5)

La fonction d'onde 'l'a o, compte tenu de sa symétrie par rapport à la permutation
des variables m\ et ma, peut être écrite sous la forme

^,o = C\ {^M^i + ̂ Wl} + C^^l. (6)

A partir de l'orthogonalité des fonctions d'onde ^Sy o et ^o y , on trouve que C'2 = 2C'!
et, une fois choisi dans (6) C\ = l/VQ, Ci = 2/^6, on obtient la fonction d'onde
normée ^o.

Les probabilités des différentes projections des moments de chaque particule sur l'axe
z dans les états ^LM s'obtiennent sans peine à partir des fonctions d'onde '9 J,M
établies dans (1)—(6) .

Pour établir la dépendance angulaire des fonctions d'onde ^ L M ^ I , f \ , ^2; f ' i ) d'un
système de deux particules de moments /i = /a = 1, utilisons la relation

^LM ( O i , V i , 02, ï?2 )= ̂  ^LM^n^mï\)Ylm^el^'•P^ylm^e'2^^ (7)
m i , m, •j

liant la représentation en variables angulaires à la représentation / i z^z .

Compte tenu de la forme (5) de la fonction d'onde pour L = 0 en représentation
?i ; / - ) z i ainsi que de la forme des fonctions sphériqiies Y^m(9,if) (ces fonctions sont
données dans les solutions des problèmes 3.22 et 3.23), on obtient, selon (7), après
des transformations simples :

/o /o

^00=—-{cos(? i cos(?2 + sin^i sin Os cos(^i — y^)} = — n i • 112 ( i i=r / r ) . (8)' 47r 4n

3.48. Il y a en tout 3 x 3 x (2/ + 1) = 9 x (2/ + 1) états différents du système. Ces
états sont classés de la façon suivante d'après les valeurs possibles L du moment total
du système :

(2/ + 5) états correspondant à L = / + 2,
2 ( 2 / + 3 ) - £ = / + ! ,
3(2;+1) - L = l , (1)
2(2/-1) - L = l - l ,
(21-3) - L = l - ' 2 .

Pour résoudre le problème, il est, commode d'additionner d'abord les moments des
deux sous-systèmes avec / = 1 en un moment total Ly^ prenant les valeurs L^ =: 0, 1, 2
et, ensuite, d'additionner les moments L\'i et ly, = l en un moment total L de tout le
système. Il faut dans ce cas prendre en considération qu'une valeur donnée L peut
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être obtenue, eu général, de plusieurs façons différentes. C'est ainsi que la valeur
L = l + 1 peut. s'obtenir par addition du moment / du troisième sous-système au
moment 1,\-^ = 1 ainsi qu'au moment l^\^ = 2.

En obtenant (1), on a supposé que / > 2. L'étude du cas / = 1 est laissé au soin du
lecteur.

3.49. Comme les valeurs propres de l'opérateur 21 \ly + / i ( / i + 1) + li[lt + 1) sont
égales à h(L + 1), où L est la valeur du moment toi.al, on obtient le projecteur P[L)
(comparer au problème 1.40) :

pm- TT 2Î1 î2 +1} (/1 + 1) + h(h + 1) " 1>(L' + 1) m\ ! -1-1- U L + I } - L ' ( L ' + Ï ) ' ( '
|;i -h\<, L' < ; i + ; 2

L ' ^ L

3.50. On peut évidemment représenter le projecteur P(L, M ) sous la forme P(L, i\I) =
P(1\-I)P(L), où P ( L ) est le projecteur sur les états de valeur L donnée du moment
total trouvé dans 3.49 et où P ( M ) est le projecteur sur les états de valeur M donnée
du moment, total L, =- /i; + l^,. sur l'axe z . Comme on le montre sans peine, P ( M )
a pour expression

P(M)= TT (lï-±h^m)-\ ' a (M-m) '
-L < m < L

m ̂  M

3.51. Dans le cas de /î = /a •= 1, le projecteur /''(L = 0) d'après la formule (1) du
problème 3.49 a pour expression

P(L = 0) = ̂ f-l.

Eu agissant, avec cet opérateur sur une fonction d'onde quelconque ^r d'un système
composé de deux sous-systèmes de moments / [ = /2 = .1. on obtient une fonction
propre (non normée) de l'opérateur du moment total correspondant, à L = 0, c'est-à-
dire

^<L=O = C ' P ( L = o)'r
(C étant, le coefficient de normalisation).

En représentant l'opérateur l i l - j sous la forme

îl -Î2 = U2, + (ÎI+Î2- + /1-Î2+)/2,

où on a pris par commodité la fonction propre. <? sous la forme (en représentation
h. h.)

^ = ̂ iW,l
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on obtient, après des transformations simples,

^o = CP(L = o)^ = CP(L = o)i'S1^ =

= ^{-<M^+^>^^^}.

En choisissant dans la dernière expression C = —\/3, on obtient, la fonction d'onde
normée avec L = 0 en accord avec le résultat obtenu dans le problème 3.47.

3.52. Grâce à la relation de commutation L ^ f z — f z L z = 0, on voit que les éléments
matriciels non diagonaux de l'opérateur f z sont nuls

( L , M ' , n \ L z f z - f z L , \L, M, n)-= (M' - M ) ( L , M ' , n\î,\L, M , n) = 0

(de même que les éléments matriciels de l'opérateur La).

A partir des relations de commutation

fe,7±]=±/±, ( f ± = ^ ± i f y )

on déduit directement

(AI' - M}{nT.M'\f±\nLM} = ±(nLA-f'\f±\nLM}. (1)

D'après (1), on voit que l'opérateur f ^ . ne possède des éléments matriciels différents
de zéro ( f - \ - ) M ' M Ve pour M' == M+l, tandis que ceux de ( f - ) M ' M ne sont différents
de zéro que pour M' = M — 1 (propriétés analogues à celles de (£±)M'Aï) -

En prenant un élément matriciel de la forme (n, L, M + 2| . . . n, L, M) dans les deux
membres de l'égalité [/^+, /'+] = 0 (constituant un corollaire direct des relations de
commutation des opérateurs L, et //;) et compte tenu des relations

L+\n,L,M}= \ / { L - M ) ( L + M +l)\n,L,M+ l),

(2)
(n, L, M\L+ = \/{L- M + Ï ) ( L + M)(n, L, M - 1

on obtient sans peine

(f+)M+2,M+l ^ ^ / ( L - M -1)(L+M +2y ^ (L+)M+2,M+1

(f+)M+i,M \/(L- M)(L+ M +1) - (L+)M+I,M

De (3), on obtient

( f + ) M + i , M = a ( n . , L ) ( L + ) M + i , M , (4)

et, compte tenu de ce qui a été dit dans l'énoncé sur les éléments matriciels des
opérateurs /+ et L+, on conclut que (4) est équivalent à "l'égalité"

f+=a(n,L)L+. (5)
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De façon analogue, on déduit, de la condition [L_, /_] = 0 que

/_ =a(n,L)L_. (6)

En prenant, l'élément matriciel diagonal de l'égalité [L_, /_)_] = —2/^, on obtient sans
peine que ( f z ) M M = a { f i , L ' ) M , autrement dit que

f,=a(n,L}L,. (7)

De façon absolument analogue, à partir de la relation [ L + , f - ] = 2 f z , on déduit
que ( f z ) M M = b[n,L)M, ce qui justifie l'égalité a(n, L) = b(n,L), de sorte que les
expressions (5 )—(7) peuvent être écrites sous la forme

î=a{n,L)L. (8)

Pour trouver la grandeur a(n,, L), prenons l'élément matriciel diagonal de l'opérateur
f • L (vu que l'opérateur f • L est un opérateur scalaire qui commute avec L,, ses
éléments diagonaux ne dépendent pas de M , voir 3.20).

Un calcul direct donne

(nLM\î • L\nLM) = a(n, ̂ {nLM^^.LM} = a(n, L)L(L + 1),

d'où

^ - ̂ T'
3.53. Selon le problème précédent et le problème 3.36 b il vient

(nLM'\^ /\h\L, M, n) = a(n, L)(L)M'M,

ou

a(n,L) = {nLM\li A la • L\nLM)/L(L + 1).

Vu que L = li + la et compte tenu des relations de commutation [/,, //;] = iEikn.ln des
composantes de chacun des moments l i , l2 et de celles de /i, et de /2 fc ; on montre sans
peine que a = 0, c'est-à-dire que tous les éléments matriciels de l'opérateur li A la
dans des états correspondant à une même valeur L du moment total du système sont
nuls.

3.54. Sur la hase des résultats obtenus dans les problèmes 3.52 et 3.34, il vient

Ï - / ^lîl TM\ T L(L+l)+l,(l,+l)-h(h+l)11 = {nLM\li\nLM) = ûiL, ai = — — — — — — — . .———————,
Z,L\L -\- \.)

On obtient une expression analogue (avec substitution de l'indice 2 à 1 et réciproque-
ment) pour la.
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Etant donné que dans l'état, à valeur déterminée M , les valeurs moyennes L^, Ly sont
nulles, il vient

_ _ „ _ „ _ _ (gi + g2)L(L + 1) + (gi - g.,)[/i(/i + 1) - h(h + 1)] „ ,,.
^ _ 0 , ^ y - 0 , ^-—————————————2L(£+1)—————————————A" (1)

3.55. Dans ce problème, L = /i +/2. Il est évident que la forme de la fonction d'ondes
^L,M=L est :

^^=^^1. (1)

A partir de la propriété de l'opérateur L_ :

L_^LM =V(L-M+1)(L+ M)^,M-I , (2)

on obtient

r (L+M)\ 1172 _ ^_^
^M = [(^My'(2Z^J ^ ^- (3)

Comme L_ = /_ i +/2- et que les opérateurs /_ i et /2- commutent entre eux, du fait
de la forme explicite de la fonction d'onde (1) et de la propriété (2), on déduit sans
peine de (3)

^M = G{L,M)^CT_M{h,r(^-)L~M~m^Wl^
m

= G(L,M)Y^C'|n_MG-l{ll,l^-m)G-l(h,h-L+M + m) x
m

x ^L- l̂-^M+^^I:6'̂ ^.^.^ (M=m,+m^)
m-i

avec

C ( L M ) - \ (L+MV- 11/2 C- - L\ ^CJ(L 'M) - [(L-M)\(2L)\\ ' CL - m\(L-m)\- (5)

De (4), on déduit la valeur des coefficients de Clebsch-Gordan

C^m, = GV^AOG'-^i.mOG-^^Cl1^1 (M = m, + m,).

En tenant compte de (5), on aboutit finalement à l'expression :

..LM _ \ (2h)W\(L+M)\(L-M)\ l172 , _ , , ,
^^ [(2L)!^+mi)!(/i-mi)!(;2+m2)!(/2 - m^.\ ' ^ - ( l + ( 2•

3.56. Les coefficients de Clebsch-Gordan ont, déjà été obtenus pour ce cas dans le
problème 3.46. Ayant choisi le coefficient Cm dans la solution de ce problème égal à
Ci = (2/ + l)"1/2, pour m = /, on a

/ i\;-mi^oo _ (-• _ \ 1!
••-'l.m.l.-m. — '•-'m — /„, , . •
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3.57. Etudions une fonction d'onde de la forme

^i = tik...,i.-f'iXk • • ••l'n = ̂ :k...nnirik • • ."-„»••'.

Compte tenu du fait que l'opérateur carré du moment d'une particule l2 est propor-
tionnel à la partie angulaire de l'opérateur laplacien en coordonnées sphériques, soit
plus précisément,

-P = -^A^ = ̂ (A, - A), A, = L<-^9 (1)
r- àr or

on obtient.

r'-'A^; =- r2tik...nn,nk . . . n^^r' = 1{1 + l)î;,

AÏ; = (O/9xm)(9/9x,n)tikp...n-l',-rk-l'p • • .-l'n (2)

— i^kp...n\(Jîmuk^tl^p • • •^n ~T~ • • • ] — IJ mn~ip... v^'p • • "^'n^ -r • • • — U.

On déduit immédiatement de (!) et (2) que

\^l =l(l+ l)Ï;.

Il est évident que la fonction d'onde ' S f i indiquée dans l'énoncé est aussi u n e fonction
propre de l'opérateur l2.

3.58. Cherchons d'abord le nombre de composantes indépendantes </ ( / ) du tenseur
/ ; f c . . . n de rang / symétrique par rapport- a tout couple d'indices. Notons : TÎ] le nombre
d'indices d'une certaine composante de ce tenseur égaux à l, n-^ le nombre d'indices
égaux à 2 et 11.3 =- (l — rii — n^) le nombre d'indices égaux à 3. En raison de la
symétrie du tenseur, les composantes ayant des nombres »;i et n-^ identiques sont
égales et différent l 'une de l'autre si MI et ny différent. Si la valeur de T I ] est fixée, le
nombre n^ peut être égal à 0, 1 , . . . , ( / — » ) i ) , autrement dit, le nombre de composantes
distinctes du tenseur pour n\ donne vaut ( / — n , i +1). Le nombre total de composantes
distinctes ^(/) vaut

,(„ = i v -,„+1) =(,+,)'- ̂  ,.,-( '̂̂
ni=0 ni^O

Pour obtenir le nombres de composantes indépendantes g ( l , ' ) d'un tenseur symétrique
tik...n avec une trace nulle inp...u = 0, remarquons que la dernière condition est un
ensemble de relations linéaires entre les composantes du tenseur /;/;.. .n- Le nombre de
ces relations complémentaires vaut évidemment g ( l — 2). Donc,

g ( l ) = g ( l ) - g ( l - ï ) = - 2 l + l .

ce qu'il fallait démontrer.
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3.59. En utilisant l'écriture |'î;^i|2 = | ( t -n) | 2 = ^A-"Î"A et compte tenu de la valeur
de l'intégrale

/ niiïi,d^i = 'in6.ih/3,

on obtient à partir de la condition de normalisation de la fonction d'onde |t|2 = —
1 1 1 471-

(il faut se souvenir que le vecteur t est, en généra], complexe).

3.60. Compte tenu de la forme explicite des harmoniques sphériques Yi^ (elles sont
données, par exemple, lors de la résolution des problèmes 3.22 et 3.23), on obtient les
valeurs des composantes du vecteur t(m) pour lesquelles la fonction d'onde ^=1 =
t(m) •n coïncide avec l'harmonique sphérique correspondante :

Dans le cas / = 2, les composantes ^(m) valent

0 0 -2 /

tzk{m = -1) = -[tik(m = 1)]*, t^m = -2) = [^(m = 2)]*

3.61. Un calcul simple donne

1 3
^ ^(m)tk(m)=^S,k.

3.62. Représentons le vecteur complexe t sous la forme t = ai + îa-2 où ai et a^ sont
des vecteurs réels.

a) Dans le cas où ai//a2, c'est-à-dire que t = ano (no étant un vecteur réel), la
projection du moment sur l'axe dirigé suivant no a une valeur déterminée égale à
zéro. Mais si les vecteurs ai et a'.; ne sont pas parallèles, il n'existe pas d'axe sur
lequel la projection du moment a la valeur déterminée m = 0.

b) Dans le cas où ai J_ aa et ai = 02 la projection du moment sur l'axe dirigé
suivant le vecteur ai A a^ présente une valeur déterminée m = 1 (et m = —1 sur
la direction opposée).



168 PROBLÈMES DE M É C A N I Q U E Q U A N T I Q U E

Dans le cas général, quand aucune de ces deux conditions n'est, rempl ie , i l n'existe
pas d'axe sur lequel la projection du moment a. une valeur déterminée. Cette
assertion est vraie pour toute valeur du moment L ^ 1 (mais pas dans le ras d 'un
moment égal à 1/2, voir 5.12).

3.63. En représentant le vecteur t (voir 3.62) sous la forme t = B| + ia.y, où ai
et â2 sont des vecteurs réels et, compte tenu du résul ta ' obtenu dans le problème
3.60, on constate sans peine que la probabilité d'obtenir une valeur de la projection
du moment m = 0 sur l'axe dirigé suivant le vecteur ai A a2 est- nu l l e . Si ai//a-_),
la probabilité d'obtenir une valeur de la projection du moment m = 0 sur un axe
quelconque perpendiculaire à ces vecteurs est nulle.

3.64.

w(m - 0) = |t • no|2 , ui(m = ±1) = -|t, • ni =|= it • iio A ni 2. (1)

Dans les expressions ( I ) , le vecteur t est considéré norme à l 'unité, |t|2 = 1, is.\ est 1111
vecteur unitaire réel perpendiculaire à iio (le choix du vecteur ni n'est pas univoque,
toutefois les valeurs des expressions (1) ne dépendent pas du choix de ce dernier).
Tl est commode de passer à un nouveau système de coordonnées avec l'axe r dirigé
suivant no, l'axe x suivant ni et l'axe y suivant, le vecteur no A ii| et d'utiliser la
forme connue des composantes des vecteurs t(m) correspondant aux états ayant, une
projection déterminée du moment sur l'axe ; (voir 3.60).

3.65. Fhi posant t = ^/3/4'na., où |a = = 1 , on obtient, a partir des conditions de
normalisation de la fonction d'onde les moyennes cherchées :

___ 3 [ ,
"î"A- = —— / «/ •";"î'M/,.r(n,(ïn,dS2 ==

4n J

= —a^a,,,.(SikSmi + 6,mShi. + S.nSkm) = -^{Sik + a^afc + ala,)- ( 1 )

Si l'on écrit le vecteur complexe a sous la forme a =- ai + î'aa, où ai et ay sont des
vecteurs réels, l'expression (1) prend alors la forme

nin.k = .[Su, + 2(ai, au. + a^aii,)}.

3.66. Vu que

Ô X,r
; 7 , ' ' n i .ox,, r1^1=1 ~- —i^iknXk^,——t,,,.-"- = -iSikn^iH-k

et que la fonction d'onde est normée à l 'unité t = i / ^ — a , où a| = f , on obtient sans
peine

- 3 f
li = -i—Siknana*^ / n.,,.,nfcdiï = -ie,kn(Vn.

'nr i
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c'est-à-dire

l = - îa *Aa . (1)

En posant a = ai +îa2 (ai,2 étant, des vecteurs réels), l'expression (1) peut être écrite
sous la forme

I == 2ai A â2.

3.67. Comme l'action de l'opérateur /, = —£inlXn~/^- sur la fonction de la forme
'F == a • n donne

0, = ;,vr = lidklïk = -ieiknO-n^k S bi^Tlk,

on obtient la forme de l'opérateur /, en représentation vectorielle

&!,A- = hdk = -iSikndn-

On voit que si dans cette représentation, on écrit, la fonction d'onde sous la forme
d'une colonne

( a 1 }'î> = 02

les matrices /, avec les éléments (li)kn = ~i£ikn, seront alors des opérateurs de com-
posantes du moment :

/ 0 0 0 \ / 0 0 i \ 1 0 -i 0 \
t= 0 0 -i , îy = 0 0 0 , Î, = [ i 0 0 .

\ 0 i 0 / \ -i 0 0 / \ 0 0 0 /

On montre sans peine que les relations de commutation pour les matrices /, des
composantes du moment, possèdent, comme il se doit, la forme habituelle, c'est-à-dire
[ I f J f , ] = i£iknl'n ', quant à la matrice 1 , elle est égale à 1 = 2 • / (/ étant la matrice
unité).

La fonction d'onde cik (k = 1, 2, 3) en représentation vectorielle et la fonction d'onde
c,,, (m = 1 , 0 , — 1 ) en représentation l^ sont liées par une transformation unitaire
a.k = ̂ rn ^kmCm- La recherche de la matrice unitaire Ukm est laissée au soin du
lecteur.

3.68.
a) La forme la plus générale de la dépendance angulaire de la fonction d'onde d'un

système à deux particules de moments l^ = ly =- 1 est

\S! = a,:fcKi,n.2fc, (1)

où HJ = ri/î ' i ,ii2 =: r ^ / r ^ , a i k étant un tenseur quelconque de rang deux muni
de neuf composantes indépendantes correspondant aux neufs états indépendants
distincts (dans l'espace des variables angulaires) du système.
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b) E n représentant le tenseur ff,;;,. sous la forme

ri'nn ,. , a,k - a'ki 1 ( , 2 \
a'ik = —TOik + ———7,——— + -7, fl'zk + (lk.i - -a.n,,.àik , (2)

0 z / \ •' /

écrivons la fonction d'onde (1) de la façon suivante :

^ = (7ni • 112 + t • ni A 113 + tikn^n-^k, (3)

où

C -= a,m/3, / î f c = _[a,;,. + afc, - 2C^,fe],

2f; = £ i k i a i k , «ib - a.ki = 2?;fe;<;

((,;,- esl, un tenseur symétrique de trace nul le /„• = 0).

Compte tenu du résultat du problème 3.57, il n'est pas difficile de montrer que la
représentation de la fonction d'onde sous la forme (3) est formée par la somme
de trois termes dont chacun correspond à une valeur déterminée L =0, f , 2 du
moment total du système :

'î^o •= C'iii • il-,), \^ L=I == t • ni A n^

(4)
_ 1 [- -2 1

^L=-2 = tiknun-îk = 7(iik "iî"2fc + "u-"2! - qni • I12Ô',:;,.
Z 0

L'expression pour 'ï! L=O ^t en accord, tout, naturellement, avec le résultat du
problème 3.'17.

c) Pour que les fonctions d'onde 'I';, données dans (4) correspondent à un état ayant
une valeur donnée M de la projection du moment total sur l'axe z , les composantes
du vecteur f i ( M ' ) et du tenseur <,:/,-(M) doivent être choisies sous la forme établie
dans 3.60.

En particulier, la fonction d'onde ^2,2 t'^ dans ce cas de la forme

^•2-2=-\ ^smOiswO^1^ = \ /^yi i (^i ,^ i )^i i (^ ,^) ,
V JZTT V •'

c'est-a-dire qu'elle est réellement la fonction propre (non normée) des opérateurs
L2 et /„, correspondant aux valeurs propres L = 2 et M = 2.



CHAPITRE 4

MOUVEMENT DANS UN CHAMP CENTRAL

4.1. L'opérateur de Hamilton correspondant, à l'hamiltonien d'un rotateur plan clas-
sique H = M2 j î l (MZ = py étant la valeur de la composante du moment du rotateur
selon l'axe perpendiculaire au plan de rotation) est de la forme

^A^_fi2^
27 •ÎI dy2'

La solution de l'équation de Schrödinger stationnaire

Hf(y)=-^"(y)=E^(y),

avec la condition supplémentaire ^(y + 27r) = ^(y), donne les niveaux d'énergie Em
et les fonctions propres normées ^rn ( y ) '•

h2 m'1 1
E^=———-, ^^)=———e'm^ m=±|m|, (1)

^1 \' Z7T

\m\ étant un entier, |m| = 0 , 1 , 2 , . . . Tous les niveaux d'énergie du rotateur plan, sauf
le niveau fondamental m = 0, sont doublement dégénérés. Les fonctions propres (1)
de l'opérateur H sont aussi fonctions propres de l'opérateur ^ = — i d / d y . En formant
avec ces dernières des combinaisons linéaires (m ~^- 0)

^(±)/ . _ ^U^)_±^4^ _ J_ f cos(my)
l"1!1^" ^2 -^! "in(m^) '

on obtient des fonctions propres 'I/i , de parité ±1 (paire et impaire) dans la réflexion
des coordonnées par rapport à un axe x (dans le plan de rotation).

4.2. Le problème se résout sans peine si l'on tient compte des solutions obtenues dans
le problème 3.15.
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Les probabilités non nulles des différentes valeurs de 1a projection du moment m et
de l'énergie £'„,, ainsi que leurs moyennes sont

w(m) = 2»(2^ 1)H [c^} ' "' = "• " - 21 • • • ' -?i1

^'(^m) = u'(in) + w ( — m ) = 2w(m), m = », •« — 2, . . . , 2 ( 1 ) ,
w(Eo) =: (o(m = 0) ^ 0, seulement pour n pair,
m = 0
__ I-ÏV /l2^2 /"27r îl2?)2

E = / ^H^dy =- —— \ cos2"-2 ^{n2 cos2 y - n{n - Ï ) } d y = —————-
.lo z1 Jo Zl[w — Ij

4.3. L'hamiltonien d'un rotateur spatial classique vaut // = M2/2J, l'opérateur de
Hamilton a donc la forme H = fi2!"-'/^/ (l2 étant l'opérateur carré du moment).

Les niveaux d'énergie et les fonctions propres normées de l 'Hamiltonicn sont

Ei = /^:/(^±^, ^i,,,(0,y) = Yi,,,(0,v),

; ^ 0 , 1 , . . . ; m =1,1 - 1 , . . . ,-l.

I^es Y[,n sont les harmoniques sphériques. Chaque niveau d'énergie du rotateur est
dégénéré (2/ +1 ) fois (le niveau fondamental / = 0 n'est pas dégénéré). La fonction
d'onde a une parité égale à (—!) ' .

4.4.
a) La projection du moment possède une valeur déterminée 1 1 1 = 0. En écrivant la

fonction d'onde sous la forme

, /-, ,/, V4^C \ 1 l -^cos2^
^ = C cos2 6 = ' •

3 LV^TT Vîn- j

et compte tenu de la forme explicite des harmoniques sphériques Von et Vso1, ou
obtient sans peine que dans l'état indiqué le moment du rotateur ne peut prendre
que deux valeurs : / = 0 et / = 2 avec les probabilités

w(l = 0) - 5/9, w(l. = 2) = 4/9 : E = ̂  = ̂ .

b) La projection du moment possède la valeur m = 2. La fonction de distribution des
valeurs du moment / du rotateur (et, de sou énergie) est, fournie par l'expression (3)
du problème 3.16. La valeur moyenne de l'énergie du rotateur (comme d'ailleurs
celle de 1"'-') s'avère infinie, ce qui signif ie que l'état considéré du rotateur ne peut
être réalisé "expérimentalement".



IV - MOUVEMENT DANS UN CHAMP CENTRAL. SOLUTIONS 173

4.5. Comme les opérateurs

_ fi2 y kx1 _ K1 Q'1 ky2

Hï - -^^ + ~T- H2-~^9^+^

commutent entre eux et avec l'hamiltonien de l'oscillateur plan H = H\ + H y , les
fonctions propres de l'hamiltonien H , constituant un système complet, peuvent égale-
ment être considérées comme des fonctions propres des opérateurs H\ et H y . Compte
tenu de cette circonstance, ainsi que de la forme bien connue des fonctions propres et
des niveaux d'énergie de l'oscillateur linéaire ordinaire, on obtient les fonctions d'onde
normées des états stationnaires et les niveaux d'énergie de l'oscillateur plan sous la
forme

^^.(.r.y)^^^)^.;^), E N = h ^ ( N + i ) , N = 0 , 1 , . . . ,

w = \ / k / m , N = ni + n-i ; ni = 0, 1, 2, . . . , n^ = 0, 1, 2, . . .

Au niveau d'énergie -E';v correspondent les fonctions propres linéairement indépen-
dantes ^mn-2 &vec ni = 0, 1, . . . , N (et n^ = N , N — 1, . . . , 0 ) , c'est-à-dire que ce
niveau de l'oscillateur est dégénéré (N + 1) fois.

4.6. En utilisant la forme explicite de la fonction d'onde ^^'(a:), on peut, écrire la
fonction d'onde ^n sous la forme

'2xy ( x1 + u1 \ îcosys'mip y ( p2 \
1'n=———3exp -———— =——^-^exp -7— 1)

\/7ra" \ la- j •^/na" \ ia- }

( p , -p étant les coordonnées polaires). Comme 2 cos ysm ^p = sin 2y = (e^—e"2"^)/^;'
on déduit de (1) que dans l'état décrit, par la fonction d'onde ^n la projection du
moment sur la direction perpendiculaire au plan des oscillations ne peut prendre que
deux valeurs m = ±2 avec la même probabilité égale à 1/2.

4.7. L'hamiltonien en variables cylindriques a la forme

h2 F! 9 9 1 92 Q'1 1 ,„ ,
H =-———— -^ -'o;q+ -2 - -q -^+^ + U ( P ) •2fi \ _ p u p dp p- dif- dz--\

Les opérateurs p^ et lz commutent, entre eux et avec l'hamiltonien : aussi existe-t-il un
système complet de fonctions qui constituent les fonctions propres de ces opérateurs
et qui prennent la forme

^n,mp, = /——exp \i (—— + my] 4'n,\m\{p), (1)
V47T-/( i ' 1 / J

où i/'nJn,! est la solution de l'équation de Schrödinger radiale pour un mouvement
"transversal" de la particule

h2 \ ï d d m2] , . . . .
0" \~~^~p~^ + ~\ ''''"pM +u(P)Vn,\m\ = ^n,\m\Vn,\m\,2 f i |_ p dp dp p~ J p' ' r ' ' r ' ' r '
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définissant également, le spectre d'énergie de ce mouvement "transversal" En \m\ ; »p
étant le nombre quantique radial qui coïncide avec le nombre de zéros de la fonction
d'onde radiale (sans compter les zéros en p = 0 et en p = oo).

A la fonction d'onde (1) correspond l'énergie de la particule

En^rn\p, = ̂ tpM + p l / ' ^ l - l -

A chaque niveau d'énergie du spectre discret du mouvement "transversal" £'„ \.m\ (ou
plus brièvement, à un niveau d'un potentiel à deux dimensions U(p)) correspond soit
une seule l'onction propre (pour m = 0), soit, deux (pour •m. ^ 0 ) . Si, par contre,
apparaît une dégénérescence accidentelle (c'est-à-dire que pour des valeurs distinctes
du couple de nombres n? et m les niveaux d'énergie coïncident), la multiplicité des
niveaux peut avoir d'autres valeurs (voir, par exemple, le problème 4.'15)

Le niveau fondamental dans un potentiel bidimensionnel U(p) possède clos nombres
quantiques rip = 0,m = 0 et n'est pas dégénéré. Le premier niveau excité peut, pos-
séder les nombres quantiques suivants : soit, n,p = 0, m\ = 1 , soit n.p = 1, ni = 0 (pour
une dégénérescence accidentelle il peut s'avérer que les niveaux correspondant aux
nombres qiiantiques indiqués coïncident,). Aucun autre nombre qnantique ne peut
apparaître à la première excitation. Ainsi la multiplicité g = 3 du premier niveau
excité est, en principe, possible, alors que la valeur 5 = 4 est impossible.

4.8. Compte tenu de la c o m m u t a t i v i t é des opérateurs H et /;, on peut représenter les
fonctions propres de l'hamiltonien sous la forme •(/'„ r n ( p , f ) = V'ii |i)i|(;°)0""^, avec

[ rf2 1 d .) m2] , . , ,
^ + ̂  + ̂ M - ̂ -j ̂ M=0, P< a- 0

^n,\m\(P = a) = 0, Kn^m\ = ^/2/<£^|,n| / h 2 ; (2)

'n.p étant un nombre quantique radial égal au nombre de zéros de la. fonction ^'n 1,^1 ( p )
sans compter les zéros en p = a et p = 0 (pour m -^- 0).

La solution de l'équation (1) ayant un bon comportement pour p —> 0 (en fait ne
divergeant pas pour p —>• 0) est

^n,\m\(p) = CJ,,,(K,z^m\P), (3)

où Jn, est la fonction de Bessel. La condition à la limite (2) définit le spectre d'énergie
de la particule :

Rn,\m\ =/'2 «';',„+ \,,nl'^ia\ W

où Qkm > 0 est la A''"" racine de la fonction de Bessel Jm^kni) = 0 : en particulier,
on a aïo w 2, 40, o'u w 3, 83 et donc, £'00 « 2, 88-^ et, £01 « 7, 33^.

4.9. Sans fixer pour le moment la valeur m, écrivons la fonction propre de l'hamil-
tonien comme ^n^m = Xn^m^1"^ où Y,,p|m| satisfait à l'équation (E,^\m\ < 0)

7l2 f cP l d m2"] .„ , „
"2/1 [d^+~pdp- ~^\ \'^m\ + u^>xn^m\ - ̂ M^M- 0
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Compte tenu de la forme du potentiel et des conditions aux limites de \n,,\m\ pour
p —?• 0 et /' —i- oo, on aboutit à la solution de l'équation (1) :

_ J ^i4'"l (v/S^o-I^Ml)/^) , P < a,

[ CV<|,n| Ç^^En^/^p) , p > a,

où K\m\ est la fonction de MacDonald.

Les conditions de continuité de la fonction d'onde (2) et de sa dérivée au point p = a
conduisent à la relation

'\En,^\ JM (^(^o-l^^il)»2/^) K[^ ( |̂̂ |̂ a2//,2) =

= v/^n-|£»,Ml J[^ (^Wo-I^Ml)»2/^) K\m\ (^W^^/K^) , (3)

définissant les niveaux d'énergie du spectre discret (—Uo < En |n,| < 0).

Dans le cas d'un puits peu profond ^ = ^la^Uo/h2 <^. 1, les arguments des fonctions
cylindriques dans la relation (3) sont petits. Pour m -=- 0, compte tenu des formules

.h(x)»l, W » -a-/2, A'u(.r)»ln(2/7;c), K'o(x) w - 1 / x ,

valable pour -E <€ 1 (7 = 1, 781 est constante d'Eulcr), la relation (3) prend la forme

/^o - l^oDa^ln ^2//m2|£^o|/7 » 1. (4)

Cette dernière équation n'admet qu'une racine £'00 :

A-oo ^ -^exp f-4-) . -2^exp(-2/0, (5)
7^a2 V p.(^Uoj 7 ^

qui s'obtient sans peine si l'on remarque que (voir l 'équation (4)) \En o| ̂  Uo et que
l'on néglige \En o | dans le cofacteur devant le logarithme.

Pour m ^ 0, les états liés dans un puits peu profond sont absents car la relation (3)
n'admet pas de solution (voir problème suivant). Ainsi, dans un puits peu profond
à deux dimensions, comme dans le cas unidimensionnel (voir problème 2.8), il n'y a
qu'un état lié. L'énergie de cet état est petite comparée à la profondeur du puits :

\E^/Uo»2î.exp(-2/^<^Ï
7Ç

(comparer à la valeur correspondante \Eo\/Uo ~ ^ <S 1 du cas unidimensionnel).

4.10. Les niveaux d'énergie des états liés s'obtiennent à partir de la solution de
l'équation transcendante (3) obtenue dans le problème précédent.

Dans le cas d'un puits peu profond ^ = ^ a ^ U o / f i 2 <Si 1, compte tenu de la forme
connue des fonctions Km{z) et K'^{z) pour z — 0 (m ^ 0), on montre sans peine
que l'équation mentionnée n'a pas de racines (le premier et le second membres de
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l 'équation sont, de signes opposés), autrement dit les états liés n'existent pas (pour
ni ~^- U ) . Ces états n'apparaissent qu'avec un approfondissement suffisant, du puits.
Pour obtenir les paramètres du puits pour lesquels il y a des états liés, il faut, noter
((ne lors de l 'apparition (l 'un niveau, son énergie est, très faible. En envisageant, ce
cas, écrivons l'équation (3) du problème précédent, sous la forme

XJ^\(X) _ /•Wo-\E^\)a2

"WÏ " ~ m • -^V—————J^—————•

, -/" ̂  u |^^^,, , ,^^(,) - m- ^V——^——• (1)

(on a, tenu compte du fait que K,n(z) w ^(\nï\ — 1)!(;|)" pour 2 —> 0).

A partir de ( 1 ) , on peut, conclure que la condition

V^J^(V^) + \m\J^(^) = 0 (2)

définit, les paramètres du puits pour lesquels apparaissent des états liés avec une
projection du moment m / 0.

La condition (2) est, équivalente a

^M-i(^20=0. (3)

En particulier, compte tenu de la valeur a'i w 2, 40 de la première racine de la fonction
de Ucssel ,/ii(.r), ou obtient la condition d'existence dans ce puits d'états liés avec
m = 1 :

fe2

t / o > 2 , 8 8 — — (v/2^>A-i). (4)
^ucr

Notons que les conditions (2) et (3) définissent non seulement les paramètres du puits
pour lesquels apparaît, le premier et,ai. lié avec m ^ 0 (la plus petite racine première
de l'équation (3)) , mais sont, également, celles d'apparition de nouveaux états liés avec
m -^ 0 à mesure que le puits s'approfondit.

4.11. Le problème se résout, de façon analogue à 4.9.

La, fond,ion ,Y,| i,n\(p) cf'^' n(' la forme

/ , , •>_ J ClIm(K,,,,,nP) (Kn,m = Jî^\E,^\m\ |A2), P < a ,
Vii,,|»»| \ l ' i — \ i [.' 1

[ (^^m(K,^mp), P > ".

Les conditions de raccordement, de la fonction (1) au point p = a, absolument, ana-
logues à celles de raccordement obtenues avec un potentiel S dans le cas unidimen-
sionnel (voir problème 2.10), aboutissent à la relation

x [K,',,(.(• )/,„(.;•) - A',,, (x) 1'^ (x)} = -—y-Km(x)Im(x) (x = K,n^a), (2)

définissant le spectre d'énergie de la, particule. Compte tenu de la valeur du wronskien
-?m(.î')A',',,(.r) - /,'„(.î-) A',,, (.r) - -1/.r, écrivons (2) sous la forme

Km{Kn,,ma}Im(Kn,ma) = ft''/2^Q/a. (3)
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On peut constater que le premier membre de l'équation (3) Fm(z) = Km(z)Im ( z ) ^
avec z =- Kn ma > 0, est une fonction de z monotone décroissante : F m ( z ) —> 0
pour z —>• oo (car clans ce cas Irn(z) w 1 , e ^ , Km ( z ) w \^j^('~^\}• Démontrons
la monotonie de F^(z). Supposons que F , ^ ( z ) ne soit pas monotone. Dans cr cas
le graphe de cette fonction pour des valeurs de z suffisamment grandes a. la forme
représentée sur la figure 22, et pour la valeur du second membre de (3) égale à /o,
l'équation (3) aura au moins deux racines : z\ et zy,. Cela signifie que dans le potentiel
étudié il existe deux niveaux de môme valeur m, la dépendance radiale des fonctions
d'onde correspondantes étant définie par la formule ( 1 ) .

Mais ces deux niveaux ne peuvent exister, car les
fonctions propres de l'hamiltonien qui leur corre-
spondent ne seraient, pas orthogonales entre elles
(en effet, la fonction d'onde de la forme (1) pour
tout Kn^m a un signe déterminé, les fonctions Im(z)
et A',n , ( z ) n'ont pas de zéros, et deux de ces fonc-
tions pour des A-n m différents ne peuvent être
orthogonales). Donc, Fm[z) est une fonction de z
qui décroît de façon monotone (z ^ 0).

Figure 22
Lorsque ; — 0, FQ ( z ) oc. car

; lu (4)

Les graphes des fonctions du premier et du second membres de l'équation (3) sont
représentés sur la figure 23, qui montre que pour m = 0 il n'y a. qu'un (et seulement
un) niveau du spectre discret.

Pour un puits peu profond ^ = { t a a / n ^ 1
(dans ce cas le second membre de (3) est grand)
on trouve selon (3) et (4)

Fo(z)

1
In

2^'7^011 a

c'est-à-dire

h'22/r

"TW'
-l/ïE l^oo | <oo

Pour un puits profond f , ',» 1, en utilisant les
expressions asymptotic|ues des fonctions cylin-
driques, on obtient Eyo w —^ta•!•|sihl.

Figure 23

4.12. Le problème se résout de façon analogue au précédent. La. différence ne se
manifeste que dans le fait que pour ni. ̂  0 la valeur maximale de la fonction Fm(z) =
T ^ ( z ) K ^ ( z ) vaut In,(0)K^(0) =: l/2|m| (voir fig. 24).
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L'équation (3) du problème
m" précédent n'a q u ' u n e seule

) •f—^ > i^T, pas d'état lie racine (et rien qu 'une seule)
dans le cas où la condition

/ma//r > |m|

est remplie. Dans le cas con-
traire, les états liés pour m •=/-
0 n'existent pas.

Figure 24

4.13. L'équation de Schrödinger pour la partie radiale de la fonction propre 'I'
\n^m\(p)e'mv de l'hamiltonien :

7 '' r J f ï 1 7 lï ~i/)" ri"" 1 ri 111" Q
ï i " 7 ^ ' ~ i ^ l ^'"ok"l 'V";?|w| — ^n ̂ \m\Xn ,,\in\^2/( [dp- p d p p- J ' ' 1 /< "' i

après le changement de variable \'n |,,;| = u,,^,,/^/?, prend la forme

f f \ ri2 ni2 - 1/4'
^n,,m — ' ^ n

PP-
(1)

Cette équation avec les conditions aux limites M, ,p , i i (0 ) = 0, i(n,,m(oc1) = 0 est absolu-
ment analogue à celle obtenue lors de la recherche de la fonction d'onde radiale M.,,,.;
et des niveaux d'énergie d'une particule dans un champ coulombien [ ' (»•) = — a i r si
l 'on écrit la fonction propre de l 'hamiltonien sous la forme '^n.rlm = ̂ '}ni"»,.((' ')/ï'- La
différence ne se manifeste que dans la substitution du facteur / ( / + 1) (dans l'énergie
centrifuge) par »n2 — 1/4. Compte tenu de l'expression bien connue

2A2 (« ,+ /+ ] :

des niveaux d'énergie d'une particule da-iis un champ coulornbien, en remplaçant,
comme dit plus haut , / + f /2 par [111 , on obtient le spectre d'énergie de la par t icule
dans le potentiel à deux dimensions l ! ( p ) = — a / p :

"ip\"'•\ •2h•2{•^,+ m + 1/2)'-1

L'expression (3) montre que dans le potentiel considéré, comme dans le potentiel
coulombien, il existe une dégénérescence accidentelle, car l'énergie ne dépend que de
la combinaison n ^ + |m| des nombres quantiques n? et m. Si l'on introduit le nombre
quantique ;V = î f o + |»Tf | + f (constituant l'analogue du nombre quant ique principal
»i. = rip + / + .1 dans le champ coulombien), l'expression (3) peut être alors écrite sous
la, forme

rJ yv == —
j"Q"

•ilï^N - f /2) '1
N = 1 , 2 , . . (4)
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Le niveau d'énergie E^ possède manifestement la multiplicité de dégénérescence
N-1

g(N) = 1+ ̂  2 = 2 Y V - 1 .

4.14. Comme les fonctions données présentent beaucoup d'analogies avec la fonction
d'onde de l'état fondamental — elles correspondent à la valeur m = 0 et n'ont pas de
zéros dans l'intervalle 0 < p < a — on peut s'attendre à ce que la valeur moyenne
de l'énergie de la particule dans les états indiqués soit assez proche, par excès, de
l'énergie de l'état fondamental.

La fonction d'onde est normée à l 'unité pour |A|2 = 6/7ra4. On a

T = P2 /t2 f T * / ^ l'1 d d / J . , nh2

—=-^r 'r 0° \~~rP~r^ ^ ^pdp= —2ft 2^i J [ p dp dp J ^ dp
^(p) dp =

3/r^
11 a2

Comme la fonction d'onde pour p > a est identiquement nulle, vu qu'un puits de
profondeur infinie peut être considéré comme la limite d'un puits de profondeur
f i n i e , on a U ( p ) = 0. On trouve donc

3/t2

EQ = En , Q m=0 W E — (1)

b) On obtient \B\~2 = (-Tr2 — 4)a2/27^ à partir de la normalisation de la fonction
d'onde. On obtient finalement :

^(^+4) h2

U(p) =0, T= E = Tw 2 ,92- (2)

Les valeurs approchées de (1) et (2) pour l'énergie Ey de l'état fondamental de la
particule doivent être comparées à la valeur exacte EQ = 2, 88-^ (problème 4.8).

4.15. D'après l'énoncé, la fonction d'onde d'une particule avec les nombres quantiques
= 0, m = ±1 est approximée par la fonction de la forme"P —

1'o,±i = Cp[a - p) exp(±î^).

Cette fonction a beaucoup de points communs avec la fonction d'onde exacte : com-
portement correct pour p —>• 0, absence de zéros de la partie radiale dans l'intervalle
0 < p < a, condition aux limites pour p = a remplie. Aussi peut-on s'attendre à ce
que la valeur moyenne de l'énergie de la particule dans l'état indiqué soit voisine de
la valeur exacte Km de l'énergie du premier état excité avec \m\ = 1, en accord avec
le principe de la méthode variationnelle (il faut rappeler que les fonctions d'onde des
états avec |m| = 1 sont orthogonales aux fonctions d'onde correspondant à m = 0).

La normalisation de la fonction d'onde (1) à l'unité donne |C'|2 =: 30/Tra6. On a donc

T= -€//-
-hî [ [-w J

G.
9'S
Jp

9 9
^p9p+

2+^

1 .a2 \^^y^d^--
^ 1., 15 h2
j^^=y^
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Comme U ( p ) = 0, on obtient pour )a valeur approchée de l'énergie E(}\ (calculée par
la méthode variationnelle la plus simple)

î'2

^ o i « Ï = T = 7 , 5 0 — — , (2)
/<«-

valeur qui doit être comparée à la valeur exacte ILQ^ = T,^-^ (problème 4.8).

4.16. La fonction donnée, dans l'énoncé est normée à l 'uni té pour \C 2 ^ 2o•2/7^.
Alors,

- /r' /• d 2 rr '̂
T~=^ ~T^^ 2^= ———,2{i. J dp 2/Y.

kp^ 3 k - - , - - /^o2 , 3 ^
^O^^^^- ^(a)=7 '+F=- , ,.

2 4 Q^ 2/i 4 o-

En minimisant la grandeur i ' ^ ( c v ) par rapporl. à o, on trouve une valeur approchée de
l'énergie de l'état fondamental :

7^1 w min£'(o) ^ V3/2/(^ = 1, 22/»^

La valeur exacte est E(} = f i ^ J .

4.17. La fonction de Green satisfait à l 'équation {K = ^—2/Y.7?//)'-' > 0)

-^(A-^K^p,?')^?-//). (1)

On introduit la variable p =- p — p' et compte tenu de ce que A^ := Ap (vu c|iie
A = c*2 /^.r"' + ^-'/i?y-'), l 'equation (1) s'écrit sous la forme

-|p(A^-^)C^(p)-d-(p). (2)

D'après (2) la fonction de Green des variables p , p' ne dépend pas de p' et, comme
ou le voit, sans peine, compte tenu de la symétrie axiale de l 'équation (2 ) , elle n'est
fonction que de la grandeur p =- \p— p'\. La solution de l'équation (2) pour p -^ 0 est
de la forme

GE(P) = C ' l I o ( K p ) + C'2À'(|(K/?).

La condition de décroissance de la fonction de Green pour p —)• oc. donne C'i ^ 0.
Pour déterminer € '2 , intégrons les deux membres de l'équation (2) sur u n disque de
rayon e et. de centre p = 0. Pour le second membre, on trouve l'unité. L'intégration
du second terme du premier membre de l'équation donne zéro pour £ —> 0. L'intégrale
du prernier terme est transformée à l'aide du théorème d'Ostrogradski-Gauss :

/• f
1 AGW ̂  fAGdV = ^ V C ï - d S .
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Dans le cas bidimensionnel2 dV = dS, dS = dl = ndl.

Vu q u e pour x. —>• 0, ft'o(ï') « ln2/7.r, VA'o(K/)) w — P / P 2 pour /? —^ 0, et après
intégration il vient 1Lt—C^ = 1. L'expression finale de la fonction de Green est donc

GE(p,P')=^Ko(K\p-p'\)/7rh2.

Le fait que la fonction de Green dépende uniquement de |p— p'\ est, la conséquence
de l'homogénéité et de l'isotropie de l'espace (dans le cas présent, du plan) pour les
particules libres.

4.18. Une étude absolument analogue à celle menée dans le problème précédent,
aboutit à la forme suivante des fonctions de Green :

G^\p, p') = ±i^H^'2\Kp-p'\), K = V'2/^'/ft2 > 0,

où HQ ' ' ( x ) est la fonction de Hankel.

4.19. La fonction de Green satisfait à l'équation (K. = ^ / ' 2 I E / h 2 }

~h~ (^ + K2} GE^- y ' ) = s^ ~ ̂ - (1)27 \dy )

A partir de considérations de symétrie, il s'ensuit de façon évidente que GE est une
fonction de la forme GE = GE^^ — y'\) ', il résulte de l'équation (1) que pour y ^ y'

GE = G cos[K\y — y' + o].

La valeur C'' = 1 / ( n i ) 2 sin KTI") se déduit de la condition de raccordement de la fonction
GE au point ip = i f ' (comparer à la solution du problème 2.36). a se détermine à
partir des conditions d'égalité de la fonction de Green et de sa dérivée aux points
y — y' = ±TT correspondant au même point de l'espace3 ; on trouve n — —KTT.

Donc la fonction de Green a la. forme

JCOS[/I; Y — y' — K7Î\
GE =

Kh2 sin K7T

La fonction de Green GE présente des pôles aux points K = ±m (m étant des entiers,
ni = 0, 1, 2, . . . ) , autrement dit aux points Em = /^n^/^J du plan de la variable /?,
de sorte que les positions des pôles coïncident avec les valeurs des niveaux d'énergie
du rotateur.

2 Notons que le vecteur unitaire n de la "normale extérieure" est perpendiculaire au contour
d'intégration ! Dans le problême considéré

dl = ndl = •-pdy = p d ' f .

3 II est clair que ces conditions sont équivalentes à l'égalité G f ; ( i p , ip') = GE^'-P + 27r,y ') .
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4.20. Si l'on représente la. fonction propre de Phamiltomen d'une particule dans un
champ central sous la forme ^n.rim^ = Iin,.i(r)Yi,n(0, y)/i\ alors les niveaux d'énergie
E,i.; et la partie radiale 7?,,,.; de la. fonction d'onde se définissent à partir de la solution
de l'équation

c '̂̂ '̂'.^.-^
avec les conditions aux limites R,i,.i(0) = 0 et, Rn,.i(oo) = 0.

a) L'équation (!) prend une forme absolument analogue à l'équation de Schrôdinger
à une dimension dans le potentiel

rn^ - \ u^ +^ + ̂ A2/'.'-2)' x > o,u^'-\ oc,, .r<o,
et comme on sait [1] que dans le cas uuidimensionnel, la fonction propre de
l'hamiltonien correspondant au A'''"" niveau (à mesure que l'énergie croît) possède
N — 1 zéros (sans compter le zéro correspondant à x — oo et celui correspondant
à la limite de la paroi impénétrable où la fonction d'onde doit être n u l l e ) , on peut
affirmer que E,^i augmente pour un / fixé et un n.r croissant. Le niveau le plus
bas (pour un / donné) correspond à la valeur »,. = 0.

b) En assimilant de façon formelle l^n^l pour un »»,. donné à une fonction de / qui
varie de façon confirme (de sorte que cette fonction n'acquiert un sens physique
(une valeur du niveau d'énergie) que pour / = 0, 1, 2, . . . ) , on a, sur la base du
résultat, obtenu au problème 1.28 et appliqué à l'équation (1),

9En,, ^ a H ^ ^(21+1)
9l 91 2/Y,»-2

ce qui démontre l'accroissement de la grandeur h\^.i avec l'augmentation de /
(pour une valeur fixée de rir).

4.21.
a) II ne peut y avoir de niveaux doublement dégénérés (notons qu ' i l s'agit de par-

ticules sans spin).

b) Comme les nombres quantiques de. l'état fondamental sont, n,. = 0, / = 0, le
premier niveau excité, selon le problème précédent, correspond soit à n,r = 1,
/ = 0 (le niveau non dégénéré), >soit à n,. = 0, / = 1 (multiplicité égale à 3).
La valeur des nombres quantiques du premier état excité dépend de la forme du
champ U(r). E n f i n , dans le cas d 'une dégénérescence accidentelle les grandeurs
En,.i pour Hr = 1, / = 0 et ?(r = ( ) , / = 1 peuvent être les mêmes. Dans ce cas on a
une dégénérescence quadruple du niveau. La valeur de la multiplicité du premier
niveau excité est donc égale à 1, 3 ou 4.

c) Au niveau d'énergie d'une particule dans un champ central avec la multiplicité
g = 7 correspondent les états ayant une valeur déterminée du moment / = 3.
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Si g = 9, deux cas se présentent : soit le niveau donné correspond à des états
de la particule ayant la valeur / = 4 du moment et le niveau est alors pair, soit,
dans le cas d 'une dégénérescence accidentelle, ce niveau correspond à des valeurs
du moment de la particule / = 0 ,1 ,2 (et le niveau ne présente pas de parité
déterminée). Ce dernier cas a lieu, par exemple, dans un champ coulombien.

4.22.
a) Compte tenu du résultat du problème 4.20 sur la nature de la variation de En^i

avec l'accroissement de / , on voit clairement que, indépendamment de la forme
du potentiel U(r}, pour le TV'"" niveau du spectre discret, la valeur du moment
de la particule ne peut dépasser /,„„ = N — 1 (de plus, si / = /„„, alors rir = 0).

b) La valeur maximale de la multiplicité du niveau s'obtient dans le cas où ce niveau
correspond à des états de la particule ayant des valeurs du moment allant de / = 0
à / = l^ = A' - 1 et vaut

N-l
9^(N) = ̂  (2/ + 1) = 7V2 (1)

(notons que les niveaux avec les mêmes valeurs de •«,. (ou de /) et différentes
valeurs de l(n^) ne peuvent évidemment être dégénérés).

La valeur (1) de g ^ ^ ( N ) est, obtenue pour le champ coulombien.

Notons que si pour un N quelconque, la grandeur g ( N ) prend la valeur maximale
possible, pour N < N , la grandeur g ( N ) a également la valeur maximale possible
(1) avec N = N . Dans ce cas, pour des valeurs données N et / , le nombre
quantique n,. = N — l — 1 est défini de façon univoque.

4.23. En utilisant les remarques faites lors de la résolution du problème 4.5 sur un
oscillateur plan, on trouve sans peine la solution sous la forme

^n^n,(x, y , z) = ̂ (x)^^(y)^(z) ; n,, n^ n.3 = 0, 1, 2 . . . ,

(1)
EN = M 7V+3/2) , A =n i+ ï î2+n3, 7V = 0 , 1 , 2 . . .

La multiplicité du TV61"" niveau (l'état fondamental correspond à la valeur N = 0)
vaut

f.W^IA.-n.+D^-^'f^2). (2)
ni=0

4.24. Le potentiel U = kr2 / 2 correspond à un champ central ; aussi les niveaux
d'énergie et les fonctions propres de l'hamiltonien peuvent-ils être classés à, l'aide des
nombres quantiques n,., l , m (voir de même le problème suivant). A l'état fondamental
correspondent les nombres quantiques rir = 0,1 = 0 (en effet, la fonction d'onde 'l'ooo
du problème précédent n'a pas de zéros et a la. symétrique sphérique ; elle correspond
donc à / = 0).
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Les valeurs possibles des nombres quantiques du premier niveau excite sont- (on a
indiqué entre parenthèses la valeur de la multiplicité du niveau) :

;),=1,;=0 (.</=!); »',. =(U=1 (< /=3 ) .

Comme dans le problème précèdent la multiplicité d un oscillateur pour N = 1 (pre-
mier niveau excite) vaut G = 3, il s'ensuit aussitôt qu'à ce niveau correspondent les
nombres quantiques n,. = 0 et ( = 1.

Les nombres quantiques disponibles pour le second niveau excité sont alors :

n , = 1 , / = 0 ( ( / = ! ) ; n , = 0 , / = 2 (g = 5) (1)

(voir problème 4.20). Etant donné que pour l'oscillateur avec N = Ï , ( ! = 6, cette
valeur de G ne peut être obtenue que si -Ë'n^=i ,(=n = EQ^ ce qui correspond à une
dégénérescence "'accidentelle" des niveaux.

Compte tenu des nombres quantiques de l'oscillateur établis plus h a u t , pour N = 3
on peut avoir :

, , , ^ ( ) , / = 3 ( . ( / = 7 ) ; n,. = 1, / = 1 ( . 9 = 3 ) ; •»,-= 2, / = 0 ( ( / = ! ) . (2)

Vu que G(N = 3) = 10 au niveau de l 'oscillateur N = 3. correspondent les nombres
quantiques n,. = 0,1 = 3 et »),. = l , / = 1.

La classification d 'un niveau d'énergie quelconque de l'oscillateur suivant les valeurs
des nombres quantiques n,-,l sera donnée dans le problème suivant.

Compte tenu de la forme explicite de la fonction d'onde

^-(x) = (2''n!A•o^)-]/2e-•rJ/2^fl^,,(.(•/.^•o)

et do l'expression des polynômes d'Hermite I I i , } = Ï , H - ^ = 'l,»" — 2, on trouve sans
peine la fonction cherchée vl'^o pour N = 2 (ayant la symétrique sphérique) :

^'=" = ——{^200 + ^020 + 1'002} = ——^^"————e-'-2/1''-^.
V3 V3(^''i.)v") '•'

4.25. En représentant la fonction propre de l'hamiltonien sous la forme ^n r /m =
I{,,,.l(r}Yi,,i(0, y ) , on obtient l'équation

F r/2 2 d 2/( [ _ / ^ 2 ^ ( / + 1 ) Â-r2 ] ' ) „ ,, ,,,
-F7 +--,-+— P - ., .. - —— \\ ^n.i = 0. ( I )^ dv- r dr h- |_ 2^r" 2 J J

En introduisant une nouvelle variable x = \/k~j1i"' / h , nous transformons ( I ) en

f d'2 3 ri F E / ( /+!) ,r11 _ , „
^T-^ + ̂  + k -̂ - ̂ ^ - T F JR"-' = °- (2)

^ dx- 2 dx [zhm ïx 4 J J

Nous cherchons la solution de l'équation (2) sous la- forme

R^^^l^^w. (3)
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Compte tenu de (2) et, (3) u.' satisfait à l'équation

(Pw / 3 \ dw ( E l î\
.c-,-^-+ / + „ - » • - , - + - , - - - - , w = 0 . 4

dx2 \ 2 ) dx \2îw 2 4 /

Pour r —)• 0 (x —)• 0) la fonction d'onde Rn^i doit avoir un comportement R o< r1 ex x1!'1

et donc on doit avoir w — const pour x —?• 0. La. solution de l'équation (4) doit être
choisie sous la forme

w(x) = CF(-E/'ir^ + ;/2 + 3/4, ; + 3/2, .»•), (5)

où F ( n , 0 . x ) est une fonction hypergéométrique dégénérée.

Pour que la fonction d'onde radiale (3) décroisse lorsque r — oo, il faut que la fonction
hypergéométrique (5) devienne un polynôme (car si F oc e^ pour x —>• +00, R ex e1^2

diverge pour x , r —>• oc').

La fonction (5) se réduit à un polynôme lorsque

-£' /2^+;/2+3/4= -n,., ^ = 0 , 1 , 2 , . . . , (6)

ce qui définit le spectre d'énergie de la particule

/•;„,.; = huJ{l + •2n,. + 3/2) = ^{N + 3/2), N = 2^ + / = 0,1, 2 , . . . (7)

Les fonctions d'onde correspondant aux niveaux d'énergie (7) sont de la forme

^^.(.,, =C'r•lexp(-^r2/2h)F(-n,.,l+3/•2,^l^r2/h)Yl^(0,v).

II est clair qu'à cette valeur de N correspondent des états de la particule de moment
l = N , N — '2, . . . La multiplicité du niveau vaut

,(N|. E (^D^'f^'.
l=N,N-2,...

en accord avec le résultat, obtenu dans le problème 4.23.

Etant donné que les valeurs possibles du moment de la particule dans les états corres-
pondant à une valeur donnée de N diffèrent l'une de l'autre d'un multiple de 2, les
niveaux d'énergie de l'oscillateur possèdent une parité déterminée qui vaut (—1)^'.

4.26. lin calcul simple (il est commode dans ce cas d'utiliser la relation obtenue
dans le problème 1.9) donne [/ï, T,/,.] = 0. Ces opérateurs T,/; ne commutent pas avec
l'opérateur 1 :

[?, Tu] = (^ÎP. + 2) (p2/^ - Ar2) - f^r • p + ô) (g//. - tô1') ^ 0.
\ •" / \ " /

La commutativité des opérateurs l2 et Tu; avec l'hamiltonien et leur non-commutativité
entre eux expliquent (voir problème 1.29) la présence dans le spectre de l'hamiltonien
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d'une dégénérescence "accidentelle". Comme on le sait (voir problème précédent), la
dégénérescence "accidentelle" des niveaux de l'oscillateur a la propriété suivante : la
dégénérescence des niveaux En,.i est obtenue pour des valeurs de / de même parité (/
pairs ou impairs). Cotte particularité est la conséquence du fait que les opérateurs T.ik
ne commutent, pas avec l2 , mais commutent, par contre, avec l'opérateur réflexion R,
de sorte que les niveaux de l'oscillateur possèdent une parité déterminée (comparer
à la dégénérescence accidentelle dans le champ coulombien discutée dans le problème
suivant).

4.27. Il est naturel d'associer à A l'opérateur vectoriel hermitien
A h ^~ -"• f ^ v
A = — { p A l - l A p } - —.

2/(. r

Un calcul simple (quoiqu'un peu fastidieux) donne [ H , A] = 0. Toutefois, les com-
posantes de l'opérateur A ne commutent pas avec l2. C'est évident sans calculs : si
l'on avait [l2, A] = 0, on aurait un système complet, de fonctions propres de l'opérateur
l2 et d 'une des composantes de l'opérateur A ; ces fonctions seraient aussi des fonc-
tions propres de l'opérateur réflexion (elles posséderaient une parité déterminée), or
c'est, impossible, vu ((l ie les opérateurs A et R ne commutent pas (ils anticommu-
tent). La commiitat.ivité de l'opérateur réflexion R et. des composantes de A avec
l'hamiltonien et leur non-commutativitê mutuelle expliquent (on, plus précisément,
permettent de comprendre) la dégénérescence accidentelle des niveaux d 'une particule
dans un champ coulombien. Ceci explique aussi pourquoi les niveaux d'énergie n'ont
pas de parité déterminée (comparer à la la dégénérescence accidentelle des niveaux
d'un oscillateur).

4.28. Compte tenu de la forme normée de la fonction d'onde de l 'état fondamental
^o(r) = (Tra3)-1/'^-'-/"), a = ^-'/Ze2/;, il vient

^ = /' r"|^n ̂ r = —— f r"+2 exp (-2r} drdï} = (r^-
J va3 J \ a ) -1

f /• ,., / 2r\ , ,. (n+2)! / a \ "
—— 1 î " • - exp -— drd^ = -——- -
va3.) \ a •l \ï)

4.29. Le potentiel cherché est. le potentiel électrostatique i f ( r } d'un système carac-
térisé par une densité volumique de charge de la forme

p(r)=cS(r)-e\^o(r)\'-', (1)

où ^11 est. la. fonction propre de l'état fondamental d'un électron au sein de l'atome
d'hydrogène (elle est, donnée dans le problème précédent, avec Z = 1). Le premier
terme de (1) décrit, la densité de charge liée à la présence du proton, le second est la
densité volumique de la charge du "nuage" électronique.

Cherchons i f ' ( r ) en utilisant la solution générale connue de l'équation de Poisson de
l'électrostatique (rappelons que, dans ce livre, on utilise les unités C'GS) :

, , / P(r') , , c /•l'W)!- / .„f r = / -i———Tï^r = - - e / -————dr . ( 2 ).1 |r — r ' ] •r j |r — r'|
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En utilisant les formules

1 f -f,Pi(cos9)(r'/r)1 r ' < r,1__ _ ) r i=o
II. — l-'l 1 1 œ

1 1 1 -^P;(cos0)(r/r')' r '>r,
r 1=0

(3)

où 0 est l'angle entre les vecteurs r et r', effectuons l'intégration dans la formule (2),
en utilisant un système de coordonnées sphériques avec l'axe z suivant le vecteur r.
Comme les polynômes de Legendre sont orthogonaux, seul le terme / = 0 dans (3)
donne une contribution non nulle quand on intègre par rapport à 0. Ainsi (2) prend
la forme

A f i rr f'oo ~\
y(r) = r- - — \ - \ e-^'l^r'fdr' + / e-'^'/Vdr' (- . (4)

r a3 [ r Jo j , }

Après intégration dans (4), on obtient

V(r)=e(ï-+l}e-2'•/a. (5)
\r a )

Cas limites :
g

ip(r) w -, r —f 0 (champ coulombien du proton) ;

y(r) w -e"'2''", r —>• oo (écrantage pratiquement complet du proton par l'électron).
c;
-e •"'", r —>• oo (ecrantage pratiquement ce
a

4.30. Le champ électrique moyen cherché est le champ électrostatique d'un système
se caractérisant par la densité volumique de charge

^(r)=ed-(r)-^2,o(r)|2,

où

^2io(r,0, y) = ̂ /^^l'cos8c~r/2a

est la fonction d'onde de l'état. '2p de l'électron (n = 2 , / = 1) au sein de l'atome
d'hydrogène avec m = 0, a étant le rayon de Bohr.

Le champ créé par un système de charges peut s'exprimer, à grande distance sous la
forme d'une série de termes multipolaires. Comme le système considéré a une charge
totale et un moment dipolaire nuls (voir, par exemple, 1.21), le champ du système
sera, aux grandes distances, de nature quadrupolaire.

Les composantes du tenseur d'un moment quadrupolaire

D,k = 1 p(3xiXk - r'^i^dV =-e 1 ll̂ iol2^^,/, - S^drdÇl
J J

s'obtiennent sans peine si l'on écrit cos2 0 = n^n, = ny,ii.y, et grâce à la relation

{ 47T
/ niTlkninmdÇl = ——((W;m + SuSkrn + SimSki), (1)

./ ^•->
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de sorte que

A'A- = -iïea^ÇSSisSks - Su,).

Le tenseur prend une forme diagonale et ses composantes non nulles valent

7)33 = -2L»n = -ÏD-i-i = -24ea2 < 0.

Le potentiel électrostatique ^>(r) et le champ électrique E(r) s'obtiennent alors grâce
aux formules de l'électrostatique.

4.31. La valeur moyenne de l'intensité du champ électrique à des grandes distances
de l'atome, vaut selon -1.29,

Ë(R) = -V^fi.) » ̂ R exp(-27î,/a), (1 )
(l ~ ri

autrement dit elle diminue de façon exponentielle avec la distance.

Le champ électrique E(R) généré par le proton se trouvant à l'origine des coordonnées
et par l'électron au point r vaut (R ^> r]

rR f ( R - r ) ^e r [ i i -3N(n .N) ]
E(R) " W ~ -B^ ~————«3————- (2)

où n = r/r, N =- TÎ./R.

En utilisant la représentation (2) pour L',(R) et en calculant la valeur moyenne de
E,Ek pour les différentes positions de l'électron dans l'espace se caractérisant par la
fonction de distribution du' = l'îooo^-)!2^7 (^ooo étant la fonction d'onde de l'état
fondamental de l'électron an sein de l'atome d'hydrogène), on obtient

WWEkW = -^ /'|^ooo(r)|2»•4[n,,-3^^,•»(M][»fe-3^7A.»t,n7V,„]r^r(ffî.

- ^(^fc+3M'Afc). (3)

En comparant (1) et (3), on voit bien que, lorsque la distance augmente, le champ
moyen décroît- exponentiellement, alors que les fluctuations du champ électrique, dont

l'ordre de grandeur est ^/E^R), ne diminuent que suivant une loi de puissance ex l{~3.

4.32. La quantification en coordonnées paraboliques est présentée, par exemple, dans
[1]. Les fonctions d'onde des états stationnaires du spectre discret en coordonnées
paraboliques

^ = )' + z , i] = r — z, if = arctan(y/.c)

sont de la forme (dans ce problème ou se sert- des unités atomiques e = !i = ^ = 1)

HT e""^
l'n^mtÇ,»;,^) = \/-T/n.im(^/").fn,,»n(»?/")-^-=,
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/nni(-c) = F(-n, m +l,x

n = {n\ + n-î + w +1) est le nombre quantique principal.

La fonction d'onde du premier niveau excité (n = 2) a la forme

^loo = ———(1 - W exp f-^) . (1)

Pour obtenir la fonction de distribution en coordonnée z de l'électron, il est commode
de passer des variables i^, r f , y aux variables cylindriques p , z, ip et d'intégrer suivant
le plan perpendiculaire à l'axe z :

w(z)dz = dz / /
J O J O

dz /-TO

8 Jo

= ^'J8 1

i-v^
P'
l 2 ,

l'ion

+^

^ p d p d f =

-, 2
+ Z'2 + Z

2

)^] (1-~

e-v/^T

+1)-

^2

Z

P d

z

P -

+z
2 (2)

A l'aide de (2), on obtient la probabilité de présence de l'électron dans les demi-espaces
z ^ 0 et z < 0 :

/*00

W(z ^ 0) = / w(z)dz = 7/8, W(z <0)= 1/8,
J o

ainsi que ~z et le moment dipolaire moyen de l'atome :

~z = 3, dx = dy = 0, rf; = —Z = —3 unités atomiques = —3/(2//((-;.

En écrivant la fonction d'onde (1) sous la forme

1 ., '• + r cos 6 , , , _ ,
^100 = ̂ =U - ———«———) exp(-r/2),

ViOTT i

compte tenu de la, forme explicite de la fonction d'onde ^n^lrn de l'électron au sein
de l'atome d'hydrogène, on trouve sans peine que, dans l'état considéré, le mo-
ment de l'électron peut prendre deux valeurs / = 0 et 1 avec des probabilités égales
W(l=0) = W(l = 1) = 1/2.

4.33. En représentant la fonction d'onde sous la forme

^^..Irn = Ylm(6.f)Xn,.l[r)l^/î\

on obtient à partir de l'équation de Schrödinger

^ + ̂ 'n., + k, - (^±W1 ,,„ = 0 IE^ =
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avec les conditions aux limites )^n,.i(0) = \n,.l(a) = 0, la fonction d'onde radiale et les
niveaux d'énergie de la particule sont :

î-9 -ï
" "il +1 1

\n,.l = CV;+l/2(Kn,r'"), En,.l = — — ' ' y ' , K-n^a = Q'n,.+l,(,

où Otni est la »('"" racine (dans l'ordre des x croissant sans compter le zéro en x = 0)
de la fonction de Bessel . /^-^-] /2(•B) l c'est-à-dire que .-/;+l/2(Q 'n;) = 0- En particulier,

dans l'état, fondamental (n,,. = 0, / = 0), on a]a valeur crio = TT (,./i/;>(.»') = \ ^ sin.;;].

4.34. En représentant la fonction d'onde sous la forme 'î'n,.;,,i = Y[,n\,,^.i(r)/^/r, on
obtient à partir de l'équation de Schrödinger (-E'n,.; = —Irn^ J ' i f i . < 0)

^+l^+k+|?^-")-(/±:? „,.<=",
la fonction d'onde radiale

/ , _ f C'i7;+i/2(Kn,.;r), r < a ,
\n,.,(t)-^ C,K^/,(^,,r), r > a . ll)

Les conditions de raccordement de la fonction (1) au point r = a (absolument iden-
tiques à celles du potentiel unidimensionnel en forme de S , établies dans 2.10) donnent
la relation

ï-2

-/;+i/2(Kn^a)A"(+i/ï(K,,;^a) = ,—-, (2)

définissant- le spectre d'énergie de la particule (comparer au problème 4 .11) . On a noté
dans le problème 4.11 que la fonction -^(a;) = I,,(.r)Ki,(x) sur le demi-axe .1: ^ 0 est
une fonction qui décroît de Caçon monotone ; de plus, pour x —> oc cette fonction tend
vers zéro et pour a; — 0 elle prend une valeur maximale égale à ^'^(O) = 1/2;^ (// > 0).
Aussi l'équation (2), pour 1111 / fixé, admet soi!- une racine, si / /mf/ / r > / + 1/2,
soit n'en admet pas du tout, si cette condition n'est pas remplie. Donc, la condition
/m'a//}2 > / + 1/2 est la condition d'existence des états liés avec le moment /.

Il est. manifeste C}ue le nombre de niveaux N du spectre discret (nombre d'états liés)
de la particule dans le potentiel considéré se détermine par la condition

/(on/fi2 - 1/2 < A' < { ^ l a a / h 2 + 1/2.

4.35. Si la fonction d'onde 'I1',,,,;,,, des états .s stationnaires (/ = 0) d 'une par t icule
est représentée sous la forme ^n^oo = Fin,.('')/»' et si l'on procède à un changement
de variable x = exp(—r/2a) , alors l'équation de Schrödinger prend la. forme

-^^n, + ̂ fî»,. + [A2 - p-} Rn,. = 0, (1)dx- x d:i: \_ -r- J

ou

I ^/-.,,, IJit

\=\^——————>^ P

8///;,,,on-
———^——>0.
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La solution de l'équation (1) a la forme

Rn..=CiJp(\.r)+C^J,p(\x)

( J p ( x ) étant une fonction de Bessel). Vu que pour r —?• oo (x —S- 0), la fonction d'onde
'•I'n,,.on doit s'annuler, il est nécessaire de choisir € 2 = 0.

Pour que la fonction d'onde ne diverge pas au point r = 0, on doit avoir

W-O, ou J^^^^^-Q, (2)

ce qui détermine le spectre d'énergie des états s de la particule.

Comme la. position sur l'axe des x du premier zéro de la fonction de Bessel J p ( x ) se
décale vers la droite lorsque p augmente (p > 0, x > 0 ; le zéro pour x = 0 est exclu
de l'étude) et, comme la valeur du premier zéro de la fonction de Bessel pour p = 0 :
J o ( x i ) = 0, est A'i w 2, 40, la. condition d'existence des états liés s (et, en conséquence,
des états du spectre discret en général) est de la forme

;j2 2 fc2

Uo>——±w0,72—— (3)
Qjia- lia-

Comme les nouveaux états liés qui apparaissent, lorsque la profondeur du puits aug-
mente, ont une faible énergie de liaison, on obtient à partir de la formule (2) les valeurs
des paramètres du puits correspondant à l'apparition du jV"" état s du spectre dis-
cret :

où .('TV est la .V"" racine de la fonction ,/u(a'). En particulier, pour N ^> 1, en se
servant de l'expression asymptotique de la fonction J o ( x ' ) , il vient

XN w Ti-TV - 7I-/4. (5)

De plus, le nombre d'états s du spectre discret (nombre d'états liés) d'une particule
dans un puits profond est donné par la condition

4.36. Si l'on représente la fonction d'onde sous la forme 'î'n.-uo = Rn.,. ( f ) / ' r , l'équation
de Schrôdinger pour la fonction Rn et la condition à la limite -R,i,.(0) = 0 ont
exactement, la même forme que dans le cas d'un mouvement unidimensionnel. Aussi
constate-t-on sans peine que

-Kn.,0 = A'n,, ^n.OO = —=Fin,{r).
vA-rr

Compte tenu de la correspondance établie et du résultat du problème 2.20, la con-
dition d'existence dans le potentiel considéré des états s du spectre discret est de la
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forme / u r U / f i 2 ^> 7r2/8.

4.37. Pour r —7- oc., la fonction d'onde ^ i';=n.i=n(r) a. en général, un comportement
de la forme ^oo — const (ce qui correspond an comportement de la fonction d'onde
^A^o cx •*' pour x —^ '30 dans le cas unidimensionnel voir problême 2.18). Toutefois, si
les paramètres du potentiel sont choisis de manière a ce qu 'au moindre approfondisse-
ment i l apparaisse un nouvel état lié (ou le premier, s ' i l n 'y en avait pas), la fonction
d'onde, pour ces valeurs des paramétres, acquiert pour r —/• oo la forme ']»|)D w a / r .
11 faut pour cela que la décroissance du potentiel, pour r —^ oc, soit suffisamment
rapide : U(r) doit décroître plus vite que r ~ ~ .

l'our le potentiel indiqué dans l'énoncé, l'équation de Schrödinger pour E = 0 et / = 0
est de la forme

R"+^R=0 («<, .< 00) (1)

(^oo = R ( r } / r ) . La solution de l'équation ( 1 ) s'exprime a l'aide des fonctions cyl in-
driques 112| :

R(r) = C-iv^W7'-") + Csv^W'-"172"). (2)

ou

v = —\— > 0, 3 = •lv\/îua/K1.
n — 2

Pour r —> oo, le premier terme dans (2) devient constant, tandis que le second diverge
proportionnellement à r. Ainsi, la détermination des paramétres du potentiel cor-
respondant à l'apparition de nouveaux états .s du spectre discret exige-t-elle le choix
de ('•> = 0. Dans ce cas, la condi t ion a la limite 7?,(a) = 0 définit les valeurs cherchées
des paramètres du potentiel :

La plus petite racine de la fonction de Bessel dans (;î) détermine les paramètres du
potentiel pour lesquels apparaît le premier état l ié .s (et le premier état lié, en général).
En particulier, pour ri = 3, on a v = f et , compte tenu de la valeur xy = 3,83 de
la première racine de la fonction </i(a') (sans compter x = U ) , ou obtient la, condition
d'existence d'états liés dans le champ de la forme considérée pour n = 3 :

f t a / a h 2 > x ^ / S w 1,83.

4.38. Notons par En(\) l'énergie du n'"" niveau dans un potentiel de la forme

^ r ( r , \ ) = U ( r ) + \ S ( , ! { l • } .

Sur la base du résultat obtenu dans le problème 1.28, on a

^n(A) ( 9 H \
——^—— = -iT = '̂ nn > °-

ô\ \ (]x ) nn
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et l'assertion du problème s'avère évidente, vu que En = En(\ = 0), E,, = En{\ = 1)
(l'égalité ne se réalise que pour SU = 0).

4.39. Il esl, connu (voir, par exemple, [1]) que dans le potentiel [/ = —o/r 2 il n'existe
pas d'état lié pour ficc < h^/S et la particule "chute" sur le centre du champ pour
/<a > h2 /8.

Comme —Î7o/ sinh^r/a) > —(./oa2/?'2, d'après le problème précédent, on peut pos-
tuler que si p,a't[^u < h2 /8, il n'existe pas d'état lié. Mais si ii.a^Uo > fi2 / S , il y a chute
de la particule sur le centre du champ, car lorsque r —>• 0 on a ^(r) w — U o a ^ / r 2 .
et la. condition de chute n'est fonction que du comportement du potentiel aux faibles
distances (r — 0).

4.40. Une étude analogue à celle menée pour la résolution du problème 2.22, donne
la valeur moyenne suivante

^ 1 aE""' 1 ^^•^--^^r-w^-1'
4.41. Compte tenu des considérations générales sur le calcul variationnel de l'énergie
de l'état fondamental d'une particule, exposées lors de la résolution du problème 2.27,
on obtient :

a.) \C 2 = (2K2 /7r)3 '2 , déduit de la condition de normalisation de la fonction d'onde
d'essai

T=?=?/|V<^=3^'
2/.-2/.7 '"'^ - 2/< '

En minimisant la valeur E(n) = T + U par rapport à K, on obtient

l u \ _^ï7-Y- ^ ^ta~ n ^(ï'1(^=mm^)=-^-^-0,42-^. (1;

L,\ \r^l _ 15 T _ 5/i2 77 _ 5a
"-' M - 2ïra5 ' 1 - v.a'2 ' L: ~ ~ ~2a '

(^).-=-^-0,31^. <.)

Les valeurs (1) et (2) de (/?o)v.>r sont des valeurs approchées de l'énergie de l'état
fondamental d'une particule dans le potentiel coulombien. La valeur exacte est £0 =
-/m2/^/;2.

Vu que le calcul variationnel de l'énergie de l'état fondamental aboutit, toujours à une
valeur surestimée de Ey (Ey < (Eo),^), on peut même en ignorant la valeur exacte
de EQ, affirmer que la valeur de (1 ) est plus proche de la. valeur exacte que celle de (2).



4.42.
a) On a \C\'2 = cr3/^, d'après de la condition de normalisation de la fonction d'onde

d'essai,

T =- /r'o-2/^//, I7=3fc/2a 2 ,

(-Eo),,r = minier) = ^3/1^ » 1, 73/^ ; (1)

b) iq^^, r=g, Z7=^,

(£o),., = min7i'(a) = •2\'^ti^ w 1, 69/(^. (2)

Les résultats (1) et, (2) du calcul variationnel de l'énergie de l'état fondamental d 'un
oscillateur doivent être comparés a la valeur exacte £'0 = 3/îd;/2 (voir, par exemple,
problème 4.23).

4.43. La fonction d'essai indiquée décrit l'état d'une particule de moment / = I .
Cette fonction, de même que la fonction d'onde exacte avec n^ = 0, / = 1, se comporte
comme il le faut pour r — 0 (^ oc »'•') et sa partie radiale ne présente pas de zéros.
Aussi peut-on s'attendre à ce que la, valeur moyenne de l'énergie de la particule après
minimisation suivant le paramètre variationnel K soit. suffisamment proche de la valeur
exacte Ê n ^ = n , ( = i . En calculant les intégrales en coordonnées sphériques et en tenant
compte de la relation

/' 471-,
/ n,nkd^î = —d,/,,,

on obtient après des calculs assez simples :

|a 2 = 8/t5 \/2/7r3, d'après la condition de normalisation de la fonction d'onde d'essai,
et

T-^fWV=w ^_^1^
2^ J '2fi r 3v/7r

(1)

Ce résultat doit être comparé à la valeur exacte EQI = —/(cf'/S/i'' = —0, ^S/to;2//»2.

4.44. Compte tenu des remarques formulées lors de la résolution du problème précé-
dent, on obtient

1 2 = "^ 7" = flîai 17 = 15fc

TT ' 2/t ' 'le»'-' '

___ \/30
(Eo'),^ = mmE(a) = ——huJ = 2, 74^. (1)

La valeur exacte de l'énergie calculée est ^îîui.
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4.45. La fonction de Green satisfait, à l'équation (E = —h^K'2/'!^ < 0)

^(-A+^)GB(r,r')=J(r-r'). (1)

II résulte de façon évidente à partir des considérations de symétrie que c'est une
fonction de la forme GE = /(|r — r'|) (c'est-à-dire qu'elle ne dépend que de |r — r' ).
De plus, la fonction f ( r ) satisfait à l'équation

(-A+^)/(r)=||j(r). (2)

Comme en coordonnées sphériques A = Ar + A^y avec A,. = ^-^s-r, l'équation (2),
pour r ~^- 0, peut être écrite sous la forme

^ - ( r f ) - ^ ( r f )=0 .
dr

Sa solution est

/(r) = ^e--"- + ̂ e'"- (n > 0).
r r

La condition de décroissance de la fonction de Green pour r —>• oo exige que C^ = 0,

tandis que la relation A — = —47rd'(r) permet de déterminer la valeur de la constante
Ci et finalement la forme de GE '•

i i p-"!1'-1''!
^ { 1 \ ' 1 0 \

^(^)=2^^-F|-- (3)

En utilisant la fonction de Green, on peut écrire l'équation de Schrödinger, pour les
états liés, sous forme d'une équation intégrale :

il I' p-»!1'-1''!\r'---'— -____77(,•/UW,•/UV/
l'(r) = - ( GE^^U^^dV = -^, ( "^ U(v'}^(v')dV (4)

(comparer à la solution du problème 2.36).

4.46. Appliquons l'équation (4) du problème précédent à la fonction d'onde de l'état
fondamental d'une particule (/ = 0) avec Eo < 0, en supposant que cet état existe.
Comme la fonction d'onde 'I'o(r) de l'état fondamental est à symétrie sphérique et ne
possède pas de zéros (de sorte que, sans restreindre la généralité de l'étude, on peut
la considérer comme non négative, ^(r) ^ 0), dans l'équation

w = 2& / e=^^-u(r')Wr')dv' (1)

l'expression sous le signe intégral est positive ou nulle.
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En notant î'o la valeur de r pour laquelle la. fonction $0 devient maximale, on déduit.
de (1) l'inégalité

ï - l ^ - U V ' U / l ,Th2 J r - r'

qui est vérifiée pour toute valeur de la variable r (y compris r = ro).

Compte tenu de la relation

f d^î' . f47r 47r1 47T
= mm < —, — > <

(2)

obtenue par intégration sur des variables angulaires du développement |r — r'I"1 en
série des polynômes de Legendre (voir problème 4.29), on déduit de (2)<w <^r^w 0)l'oM - ^ Jo

La. condition nécessaire d'existence des états liés dans le potentiel U(r) découle
directement de (3).

Compte tenu de la relation entre le spectre d'énergie d'une particule dans un potentiel
central et celui du cas unidimensionnel, établie dans 4.36, on note sans peine que le
résultat du problème étudié est analogue à celui obtenu dans le problème 2.40 pour
un mouvement à une dimension.
a) La condition nécessaire : ^ = /^a2î7o//^2 > 1 ; (la condition exacte : ç > 7r2 / S =

1,24).

b) $ = /<a2[/o//^2 > 1/2 ($ > 0, 72 - condition exacte).

4.47. Appliquons l'équation (4) du problème 4.45 à une fonction d'onde du spectre
discret associée aux nombres quantiques n^ = 0 et / quelconque, en admettant qu'un
tel état existe. Etudions, pour fixer les idées, la valeur m = 0, de sorte que la fonction
d'onde prenne la forme

\!'n,.=o,l.,n^=o=Pl(cosO)fl(r). (1)

L'équation init iale devient

Pi(cose)fi{r) = ̂ / ' ,^J [-U^mc^Q^f^r^dV'. (2)

La fonction f i ( r ) de (1) ne possède pas de zéros (sans compter les zéros en r = 0, oo),
et, sans restreindre la généralité, on peut admettre qu'elle n'est pas négative, /; > 0.
Etant donné qu'on s'intéresse à la condition d'existence des états liés apparaissant
lorsque la profondeur du puits augmente, et comme le niveau ne fait qu'apparaître, ce
dernier a une énergie de liaison aussi petite que l'on veut ; on peut alors remplacer dans
l'équation (2) cxp(—K|r — r'|) par l'unité. Ensuite, en se servant du développement
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eu série de |r — r' -1 sur les polynômes de Legendre, introduit dans la résolution du
problème 4.29, et, compte tenu du théorème d'addition des polynômes de Legendre

; / / \ l
^(cos7) =Pt(cos0)P,(cosO')+ ^2'——'^'"(cos^J^cos^cosm^-^') ,

m=i ( l+m)•
cos 7 = cos 0 cos 0' + sin 9 sin 0' cos(y — y?')

(7 étant l'angle entre les vecteurs r et r'), on peut procéder à l'intégration dans le
second membre de l'équation (2) et obtenir l'inégalité (comparer à la solution du
problème précédent)

Î^<^^S^^^'- (3)

En fixant dans (3) la valeur de r égale à »-o, pour laquelle f i ( r ) devient maximale, et
en sortant de sons le signe d'intégrale la fonction f i ( r ' ) au point r' = ry (ce qui ne
pcut, que renforcer l'inégalité (3)), on aboutit sans peine à la condition

/'°° lîl 4- l'I/;2
/ r\U(r)\dr>(-+-'-.

Jo A!1

4.48. Cherchons la valeur moyenne de l'énergie de la particule dans l'état étudié (avec
IC1!2 == K'^/TT, déduit de la condition de normalisation de la fonction d'onde d'essai) :

T=h2K2/2|.t, Ï Ï = 4 : K 3 f r'2U(r)e-'2Krdr, ' E ^ T + Ï Ï .
Jci

Comme EQ < E (EQ étant l'énergie de l'état fondamental), si E <^ 0 il y a au moins
un état lié. Donc si pour une valeur quelconque du paramètre K > 0 on a

n f \U(r)\r2e~2Krdr> ^/S/i, (1)
Jo

il existe un état lié dans le potentiel.

Il est manifeste que la valeur optimale du paramètre K (pour laquelle la condition (1)
est remplie) est celle pour laquelle l'expression dans le premier membre de (1), qui est
fonction de /?, devient maximale. De sorte que la condition suffisante cherchée prend
la forme

r r"3 l
ma.x\K / ^{r^e-^dr^^/S^. (2)

l "'o J

a) La condition (2) prend la forme

ma^c^-rre-2'"'} > h^/S^t, ou $ = aav- > e w 0,68. (3)

La condition exacte d'existence d'états liés est : ^ > 0,5.
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b) ^ = lla^L ^ jj w 0,84 - condition suffisante ; ^ > 0,72 - condition exacte
d'existence d'états du spectre discret.

4.49.
a) ^ = 0, 5 ; ^o = 0, 5 ; ̂  =e/4» 0, 68 ;
b) ^ = 0, 5 ; $o » 0, 72 ; ̂  = 27/32 » 0, 84 ;
c) ^=0 ,5 ; $ o = 0 , 84 ; ^= ! .
Notons que, comme il fallait s'y attendre, ^ < ^o < $s.

4.50. Des calculs analogues à ceux du problème 4.48 donnent la condition suffisante
d'existence des états liés : ^ = /.la^Ua/h2 > 9^" w 1, 94.

La condition nécessaire d'existence est ^ > 1 ; la. condition exacte (calculée numérique-
ment) est ^ > 1,34.

4.51. La condition suffisante d'existence d'au moins un état lié ayant, u n moment
/ = 1 est de la forme

r f-oo 'i oï.2

max^K 3 / r^U^e-^dr^'}^'——. (1)
l Jo J "//

Pour le potentiel de Yukawa la condition (1) prend la forme ^ = //QTo//r ^ 128/27 w
4, 74, tandis que la condition nécessaire, en a.accord avec 4.47, donne ^ ^ 3/2.

4.52. La fonction d'onde <E'o(p) de l'état fondamental de la. particule en représentation
p est. de la forme

^(p) = ————— [We-^dV = J^5——————,^ (a = -^) .
(ÏTrh)-'2 J V Tr-a3 [y- + y/a-)- \ /(a/

La distribution en impulsions de la particule est : dw(p) = |<î>o(p)| ' ' rfp•

4.53. La fonction d'onde norrnée de l'état fondamental de la particule, selon le résultat
du problème 4.33, a. la forme (îir = 0, / = 0)

_ , , 1 sint-Ti-r/a)
^o(r) = —,===——^—'——, r < a .

y'2'n'a r

La fonction d'onde en représentation p

»oip) = „—— fw--"^ = ""•3)•;i a"""•^),(27r «,)"/"• ./ p v'-h-1 — p'-a"

définit la fonction de distribution des impulsions de la particule

o ah3 sin ( p a / h )
dw == <I'o(p) ^P = ^-—^2——^-^"P-p' (Tr^/î^ — p"a,-}-
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4.54. L'équation de Schrödinger en représentation p a la forme (voir problème 2.33)

v2 r00 ~I-^(p)+ (J(p-p'W)dp'=E<î>(p). (1)
"l1 J —00

U(q) = ———^ 1 U(r) exp(-,q . r/h)dV.

Pour le potentiel 6, on a

^-^(.•-")e--^-^" (.)

En portant (2) dans l'équation (1) et en tenant compte du fait que pour les états avec
/ = 0, la fonction d'onde ^(p) ne dépend pas des variables angulaires, on peut écrire
cette équation sous la forme

/ 2 \ /• s i n (tV'p2 +P2 ~ ^ppcose)
( P _ E) ̂ (p) - —— / \ , , ^(p)?2 sin edôdp =0. (3)
\2/i ) nh2 J ^/p2^p2 _2ppcos6»

Après une intégration élémentaire par rapport à l'angle 0 l'équation (3) prend la forme

(^-^^-^"••(^r'-^)^'-0 (1)
En notant, dans l'équation (4)

/ sm^pa)<S>(p)pdp=C, (5)
JO \ " /

écrivons sa solution :

'\liaC sm(pa/h)
f ( P ) = ——kT~,———^——r^———————————• 67rh(p-- — Î^E) p

A partir des expressions (5) et (6), on aboutit à la relation

4/((ï f00 sin ( p a / h )
7Th Jo P'2 - Î^1E • = 1 , (7)

définissant les niveaux d'énergie des états liés E = —/î2»;2/^ < 0.

En écrivant la relation (7) sous la forme

p.a /•°° 1 - cos('2pa/h)

.̂L P^2.2 dp=1 w

et en calculant l'intégrale à l'aide du théorème des résidus (en utilisant de plus la
relation cos x = (e" + e"8'1'/^), on obtient

Td-e-2-)^. (9)
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La relation (9) définissant le spectre d'énergie des états liés ,s est tout naturellement
équivalente à la condition (2) du problème 4.34 pour / = 0, obtenue à partir de la
solution de l'équation de Schrödinger en représentation r.

Il découle de la relation (9) que pour ^ = /mci/ft2 > 1/2, il y a au sein du puits un
état lié s, et pour f , < 1/2 il n'y a plus d'états liés.

4.55. La solution de ce problème peut être obtenue à partir des formules du problème
précédent grâce à des modifications simples.

Il suffit pour cela de préciser les deux points suivants.

1) La solution de l'équation initiale — de l'équation (1) du problème précédent —
doit remplir la condition ^(p) = 0 avec p < po. Aussi les formules (3 )—(5) , (7) du
problème précédent restent valables si la borne inférieure d'intégration en p (égale
à zéro) est remplacée par la valeur py (dans ce cas la fonction d'onde ne prend la
forme donnée dans l'expression (6) du problème précédent que pour p > po).

2) A un état lié correspond maintenant une énergie de la particule E < E\) = p^/2//
(et non pas E < 0, comme dans le problème précédent), car c'est justement la
grandeur EQ qui est la valeur minimale de l'énergie d'une particule "libre". Ainsi,
les niveaux d'énergie du spectre discret de la particule se déterminent à partir de
l'équation

^r8"^^.,, („
7^ ,7po P~ - ̂

et, de plus, les valeurs cherchées de E doivent satisfaire à la condition E < EQ.

On constate sans peine que, pour a > 0, l'équation (1) ne possède qu'une seule
solution, vu que le premier membre de l'équation (1), fonction de la variable E, croît
de façon monotone avec E à partir de la valeur zéro pour E —> —co, jusqu'à la valeur
+00 pour E — EQ (on admet que po ^ 'inrh/a).

Pour obtenir la grandeur de l'énergie de liaison de la particule £ = Eo — E > 0 dans
le cas d'un puits peu profond ^ = f i a a / h ' 2 <$; 1, on remarque que pour iÇ —>• 0, d'après
l'équation (1), E —> Eo, s —>• 0 (pour £ = 0 l'intégrale dans (1) diverge sur la borne
inférieure) et la valeur de l'intégrale dans (1) se définit dans le domaine des p voisins
de la borne inférieure.

Donc, pour £ — 0, on a

/'°° sm^pa/Ji)^ . ^ f p o a \ /'°° dp sin2'(pua / 'h ) e

Ao p^-pl+^e"^ ^U^ p ^ - p ï + ^ e " ' 2 p o " 4 Ê O ' u

et de l'équation (1), pour ^ <S 1, on obtient l'énergie de liaison de la particule :

£ ~ Eoexp{-npoa/'2^hs[ïl'2(pon/h)}. (3)

Puisque, dans l'évaluation de l'intégrale (2), on s'est limité, pour £ —> 0, au calcul
de la partie singulière (divergente) de l'intégrale, cette formule n'est valable qu'à un
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terme constant près (que l'on ne calcule pas). C'est pourquoi on n'a pas utilisé le
symbole de l'égalité approchée dans la relation (3) car il faudrait pour cela calculer
l'intégrale (2) de façon plus précise.

Notons que, pour ^ —^ 0, l'énergie de liaison de la particule tend vers zéro suivant la
loi exponentielle : c ~ £'0 exp(—c/^).

4.56. En représentant la fonction d'onde des états stationnaires d'une particule ayant
un moment l = 0 sous la forme '<Sk,l=Q,m=Q = Hk ( r ) / r où k = \/Ï^E /h 2 , on obtient
pour la fonction Rk l'équation

_^+2^S(r-a)Rk=k2^îk. (1)

Pour obtenir des niveaux quasi discrets, il faut trouver des solutions de l'équation (1)
qui, pour r — c», soient de la forme Rk(r) ex exp(ikr) (comme on le sait, en posant
ainsi le problème, on n'obtient de solution que pour certaines valeurs complexes de la
grandeur k = k^ — i ky , fci 2 > 0 ; alors E = Ey — îT/2, Ey étant l'énergie du niveau,
r = " 2 t i ' ' k i k ^ / f i sa largeur).

La solution de l'équation (1) satisfaisant, aux conditions exigées est de la forme

D/,,, _ { C'isin(Ar), r < a,
Hk{ ' ~ { C^exp(ikr), r > a. (z'

Les conditions de raccordement de la fonction d'onde au point r = a (voir problème
2.10) conduisent à la relation

2;ucra
ika — ka cot ka = —-— (3)

qui détermine le spectre des niveaux quasi discrets (avec / = 0).

D'après l'équation (3), dans le cas où ^ = ^icca/h2 ^> 1, les valeurs de la grandeur
ka pour les niveaux inférieurs (tels que \ka\ <^. ^) soient proches de (n + l)7r et, en
écrivant les valeurs des racines de l'équation (3) sous la forme

kna = [n + l)ir +£i- is-i (n = 0 , 1 , . . . ; |ei,2| < 1),

on obtient sans peine à partir de (3) les valeurs approchées de E } et £3 :

(n+l)7T 2 (n+l)2^2
£ï w ~——~,——i £2 w £1 ~ ———————^ ' ———r-- 4^2 •

Donc, l'énergie Ey du niveau quasi discret et sa largeur Y sont données par :

^(n+1)2 ( , 1\ ^^(n+l)3

\ o ' n ~ 2^2 ^ U' 1 " M î^^ •

Les énergies des niveaux quasi discrets sont, proches des niveaux d'énergie d'une par-
ticule dans un puits de potentiel de profondeur infinie de rayon a (voir 4.33). Pour
^ — c», quand la, barrière de potentiel devient impénétrable aux particules, les niveaux
quasi discrets se transforment en niveaux du spectre discret.



CHAPITRE 5

SPIN

5.1. Les fonctions propres ^s^ = ( , ) et les valeurs propres s^. de l'opérateur

,s^ = 0-3./2 s'obtiennent à partir de la solution de l'équation

- ,T, ,T, \ ( ° 1 V ° ^ 1 ( b \ ( a
^=.,^; - { ^ \ { \ = - { \ = S . ( ^

d'où

b = Ï s ^ a , a = 2s^b. (1)

La solution non triviale du système d'équations (1) n'existe qu'à la condition 4s". = 1
qui détermine les valeurs possibles (le spectre) de la grandeur s.c = ±1/2. De (1),
on déduit : a = b pour é'a- = 1/2 et a = —b pour s^ = —1/2. Normées à l'unité
H^.^ l l 2 = |a|2 + |6|2 = 1, les fonctions propres ^ S / s ^ son^ d'3 1& forme

^=+1/2 =-.- i , ^=-1/2=

De façon analogue, on obtient

^+1/2 = 72 ( 0 ' ^--1/2 = 7i ( -0 '
1 ^ 1 ^ T 1 ( 0 ^

^^/-^[oJ' ^-^TiU-

5.2. L'opérateur spin ^ = <r/2 est un opérateur vectoriel (plus précisément, pseu-
dovectoriel) ; aussi l'opérateur projection du spin Su sur une direction arbitraire n
(n2 = 1) s'exprime au moyen des composantes s^, s'y, ï\ comme dans le cas d'un
vecteur ordinaire, c'est-à-dire

Su = il - s = —n • <T = —(sin 0 cos y • a y + sin 0sin y • a'y + cos 0 • f f z ) ,
t^ ^
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ou 0, y sont les angles polaire et azimutal définissant la direction du vecteur n. En
utilisant la forme explicite des matrices de Pauli, l'opérateur Su peut s'exprimer sous
la forme d'une matrice carrée de dimension 2 :

^ _ !_ ( cos0 sinfl-e-^ \
sn ~ 2 ^ sinÉl.e'^ -cos0 ) '

La valeur Su dans l'état ^g^ ayant une valeur déterminée s; de la projection de sp in
sur l'axe z avec s^ == +1/2 vaut

l - , „ ( cos0 sinO-e-'v \ / ] \ 1
•^^"^sm^ -cos^ ^(J^0^-

De façon analogue pour s; == —1/2, on obtient, ïn = —^cosO.

Notons que la valeur de Sn == s^ cos 0 peut être obtenue sans calculs à partir du
résultat du problème 3.14.

Désignons par »'(+) la probabilité d'avoir une valeur de la projection du spin s'n ==
1/2, u'(-) == 1 — "'(+) la probabilité d'avoir une valeur .s'n = —1/2. Sachant que
s^, = Sz cos 0, il vient

^u - u'(+)^ + u'(-) f-^) = \-[e2w(+} - 1] = .s-, cos(?
z \ z / z

l+2.s,cos61 l-2s;cos(?
" ' (+)=———^———, u'(-) =———^———•

En particulier, pour s^ = +1/2 on a «'(+) == cos2(6)/2), î ( ' ( — ) = siii"'(0/2).

5.3. L'opérateur possède deux valeurs propres égales à /i ̂  = n + |b|.

5.4. Comme la projection du spin sur tout axe ne prend que deux valeurs égales a
±1/2, le carré de la projection du spin (sur tout axe) possède pour tous les états la
valeur déterminée 1/4.

5.5. L'hermiticité de l'opérateur (de la matrice) L = L^ entraîne que

L - ( (1 b }[b- J'

«, c étant des nombres réels. Cette matrice L (comme d'ailleurs tout opérateur
hermitien) peut, par une transformation unitaire, être mise sous forme diagonale

v - C1 °\'- - { o h ) '
où les nombres réels /1,2 sont les valeurs propres de la matrice (de l 'opérateur) L.
L'invariance de la trace et du déterminant de la matrice par rapport aux transforma-
tions unitaires (voir 1.62) permet d'écrire les relations

Tr L = a + c = /, + ;2, ^t L = ne - \b\'2 = / i < 2 ,
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et l'on obtient les valeurs propres cherchées

, a + c / ( a - c ) 2

l\^=-^±\j——T-+\bv•

5.6. Un système complet de l'ensemble des matrices carrées de dimension 2 se com-
pose de quatre matrices indépendantes. L'indépendance des quatre matrices /, ir;
s'avère évidente (voir aussi le commentaire à la fin de la solution du problème).

En calculant la trace dans les deux membres de la relation étudiée

A = a.oJ + a • o- = aol + (liai, (1)

et en tenant compte de ce que Tr îr, = 0, Tr 1 = 2, il vient ay = }- Tr A.

En multipliant l'égalité (1) à droite par la matrice o"/,. et en utilisant la propriété
des matrices de Pauli o-,o-/; = d',/; 1 + ''£»A;O";, on obtient (en calculant la trace) a/; =
^ Tr (Ao-k) = ^ Tr (ir;../!). Notons que les valeurs établies pour OQ et a, démontrent
l'indépendance des m a t r i c e s /, o",, car, pour -'1 = 0 dans l'égalité (1), on a OQ = 0,
a; =0 . x-

5.7. |5-, | = ̂ /î2 = /, |o- = Va2 = VSÎ.

A partir des relations de commutation des matrices de Pauli, on montre que o- A îf =
2/'o- et, donc que îr • (o- A îr} = 6il.

5.8. A partir de la relation cr,ak = S,,kl +i£ikt0'l, on montre facilement que (o- -a) 2 =
f f i a i ( T k a k = a, a, = a" et donc

,^ ,„ I a" si n pair,
(o- -a " = < n-ïi- \ • •[ a (o - • a) si n impair,

5.9. Etant donné que l'opérateur / = a + b • îr a deux valeurs propres distinctes
(voir problème 5.3), l'opérateur F = F ( f ) s'obtient à partir du résultat obtenu clans
le problème 1.52 :

F(a+h)+F(a-b) F(a + h) - F(a - b)
.1 ^ n l \ ) 7 \ l2 2b

où b = |b|. A partir de (l) , on obtient

exp(î'a • cr) = cos a + i sin a ( a • — j .

5.10. En représentation s.,; l'opérateur (la matrice) 's^ est diagonal et a. la forme de
l'opérateur ^ en représentation s; :

- \ ( 1 ° }
'——^ 0 - 1 •
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La forme dos opérateurs Sy et 's-, en représentation s,;, ne se déf in i t pas de façon uni-
voque : il y une infinité de choix pour ces opérateurs (ces différents choix correspon-
dent aux différentes matrices unitaires laissant la matrice ï^ diagonale). Toutefois,
quel que soit le choix des opérateurs Sy, S^, les relations de commutation entre les
composantes du moment [SB, s/;] = ?'£;/;;?; doivent se conserver.

Un choix possible des opérateurs .s, est

S,,. = 0-^/2, Sy = (T,;/2, S; = O-y/2 (1)

(on l'obtient par permutation cyclique, à partir de la représentation standard, des
opérateurs des composantes du spin : 's,; = iT.c/2, Sy = °"i//"^i s: = °"^/2).

Donnons un autre choix possible pour les opérateurs de spin en représentation s^ :
Sx = 0-^/2, «y = 'O-y/2, S, = -0-,../2.

La forme des opérateurs des composantes du spin (1) peut être obtenue à partir de la
représentation standard cr f î à l'aide de la transformation unitaire U : s = U[ÎT / ' 2 ) U ^ .
On laisse au lecteur le soin de montrer que l'opérateur U est de la forme

f,-lf ^ 1+^
•2 \ - i + i 1-i ) '

5.11.

0 1 ^ .-, ^ ..- ( 0 0
0 0 ' o - = ^ - ^ - ( ^ Q , , ^

5.12. Cherchons les fonctions propres

».„.-/, =( ; ; ) .
de l'opérateur projection du spin sur l'axe dont la direction est donnée par le vecteur
unitaire 11 (voir problème 5.2). Compte tenu de la forme explicite de l'opérateur Sn
(voir problème 5.2), on obtient sans peine à partir de .Sn'I's,,^^ = ^s.^i/a

asin(0/2) = bc-.-"^ cos(0/2). (1)

Pour a = cos(6f/2), b = e'^ sin(0/2) et 'I',^-^;, prend la forme indiquée dans l'énoncé,
où 0 = î(\ et y = /? sont, les angles polaire et, azimutal de la direction du vecteur n
sur lequel la projection du spin possède la valeur déterminée s» = f /2.

Pour 0 = 2a = Tr/2 et y = /? = 0, on obtient la fonction propre '•I',^.^i/2. Pour
0 = 7i-/2 et, y = TT, on trouve la fonction propre ^',<.,=-i/2i etc.

5.13. Le projecteur .P,^=i/2 doit posséder les propriétés suivantes :

1) L'action sur la fonction d'onde d'état correspondant à une projection du spin
s'2 = —1/2 sur l'axe z doit donner zéro. Le projecteur a donc la forme -Ps.=i/2 =

û^l + o"z) (a étant une constante arbitraire).
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2) L'action sur la fonction d'onde d'état correspondant à «z = 1/2 doit conserver la
valeur du spin, ce qui donne a = 1/2.

Donc.

P^=±i/2=^^±^)- (1)

Comme il fallait s'y attendre, les projecteurs (1) sont hermitiens et satisfont à la
relation Ps^=±i/-2 = P^ =±1/2 (volr 1-35).

5.14. P^±i/ ,=4(l±(T.n).

En agissant, avec l'opérateur Pg^^^i-^ sur un spineur quelconque ^, on obtient, la
fonction propre 'F, n= i /2 de l'opérateur Sn correspondant à la valeur propre s,i = 1/2.

Choisissons 'S sous la forme 'S = [ ) , on obtient alors

,T, P ,T, l + f f • n ^ 1 ^ V 1 + C O S O \ 0 ( COS^ \
^^/2 = /^i/^ = -^- l 0 J = 2 (, e-sin0 ) = cos 2 [ e-sm | J •

La forme trouvée du spineur ^,^=1/2 (non norme) est en accord avec le résultat du
problème 5.12 (0 et y sont les angles polaire et azimutal de la direction du vecteur n).

5.15. La transformation du spineur ^S lors des rotations du système de coordonnées
(transformation spinoriellc) est analogue à la transformation de la fonction d'onde
d'état d'une particule ayant une valeur déterminée du moment / en représentation /;
introduite dans 3.19 :

^ = ( |̂ ) = exp ̂  . ̂  ̂  = (ces ̂  + ,sm Ça . no) ^. (1)

De (1), découle la loi de transformation du spineur <t>* = (y'[.<p*i) :

$*' = $* (cos ̂  - i sm ^o- • no) . (2)

Compte tenu de (1) et (2), on obtient sans peine que y'f' ^ $*<['.

5.16. Eu utilisant les relations (1) et (2) du problème précédent et la relation o",o"f; =
Sikî + isikio'1, on obtient après des transformations simples

V = <^'o-'r' =Vcosyo - ( n o A V ) s i n y o + 2 n o ( n o - V ) s i n 2 ^ , (1)

ce qui constitue la loi de transformation d 'un vecteur lors de la, rotation définie dans
l'énoncé du problème précédent. En particulier, pour no = (0 ,0 ,1 ) (rotation du
système de coordonnées autour de l'axe z ) , on obtient à partir de (1)

l '̂ = cos ^-o • V.r + sin ifo • Vy , Vy = - sin yo • Vx + cos yo • Vy, V^ = V,.
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5.17. La forme des spineurs

'l'n = ̂ AI^/L/. (\ti ^i.-i = ̂ -^[%.-,/2

est, évidente.

De la condition S^^oo = 0, i1 s'ensuit

WiuS^oo) = ||S^oo||2 = HÂ^ooll1' + \\Sy^oo\\'2 + 11.^1'oull2 = 0,

de sorte que

•S-l'nn = 0,

ou

•^nn = ^^l+^2]{^\r%,l/^%,-l/2+^\r^l,-l/•><l'%,l/2}

= .̂, + C7.,) {^,^%1/2 + ̂ k-l^^-l^} = "-

ce qui donne C\ = —C'a pour la fonction ^oo- bes fonctions ^10 et 'ï'nn étant
orthogonales, C7i = C^ pour la fonction ^m.

Donc les fonctions propres norrnées vl'io et ^'oo sont de la forme

>p , , , - -L<f>p( 1 ) ^2) + > ^ i > ^t2 ' 1v l u - /« \" 1/2 ,1 /2^1/2 , -1 /2 T "1 /2 , -1 /2^1/2 ,1 /2J '

,T, 1 J",T/1) il,('-') >T,(1) > T f ( 2 ^ \
= Ti i V'-'.1/1-' V2.-!/2 - "1/2,-1/2^1/2,1/2; •

Les fonctions ^.s'.s'- obtenues possèdent une symétrie déterminée par rapport a la per-
mutation des variables de spin des deux particules (elles sont symétriques pour ,5' = 1
et antisymétriques pour 5 = 0 ) en accord avec le résultat du problème. 3.39.

5.18. Comme S2 == -("-i + o"2)2 et o- = 3, alors îr\ • cr^ = —3 + 2S2, et les fonctions
propres de l'opérateur S sont également des fonctions propres de l'opérateur (T\ • (T:)
correspondant, aux valeurs propres —3 (pour i? = 0) et +1 (pour S = J ) . Notons que
si l'on cherche la valeur moyenne de l'opérateur o"i • o"2 pour les quatre états indépen-
dants ayant des valeurs déterminées S et ,5'; (en admettant qu'ils sont, équiprobables)
on trouve une valeur nulle.

5.19. Représentons le spineur sons la forme

^a/3 = ^[yn.Y/5 + Ào^/j] + T^paXÇ-i - \af,A- 0 )

Compte tenu du résultat obtenu dans le problème 5.17 sur la symétrie des spineurs
^ss, par rapport à la permutation des variables de spin des deux particules, on
remarque (nie le premier terme dans le second membre de (1) correspond a la valeur
,5' = f du spin total, tandis que le second tienne de la somme correspond à S = 0.
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Etant donné que la fonction initiale ^ ap est normée à l'imité, la normalisation de
chacun des termes de la somme dans l'expression (1) définit la probabilité de la valeur
correspondante du spin total. Donc, on obtient

"•(•ï =0 ,1 )= ̂ :,x/; T \^)(y»x/3 T x.yft) = j(i T I^Xo 2),

où le signe "+" se rapport à S = 1, le signe "—'' à S = 0 ; S2 =- 2w (S = 1).

5.20. Sachant, que l'opérateur hermitien o-i • 0-2 n'a que deux valeurs propres dis-
tinctes égales a —3 et +1 (voir 5.18), on a la relation (o-i • cr-i — l ) (<Ti • (T'i + 3) = 0
ou ((TI • S'a)2 = 3 — 2<Ti • o"2 (comparer à 1.27).

5.21. En utilisant les résultats des problèmes 1.52 et 5.18, on aboutit sans peine à

_ ?,F(a+b)+F{a-3b) F[a + b) - F(a - 3b) ^ ^
F = ——————————^—————————— + ——————————^—————————— <T1 . (T2,

5.22. La forme des projecteurs s'obtient sans peine si l'on tient compte du fait que les
fonctions propres de l'opérateur S3 sont également les fonctions propres de l'opérateur
(7'l • (T'i '.

_ 1 - 0-1 • 0-2 n 3 + ffi • (T2
P5=0=————4————, ^=L=————^————.

5.23. Représentons un spineur arbitraire sous la forme

1W = T^ai) + 1'̂ ] + ^[^a/3 - ̂ /3a], (1)

où le premier et second termes de la somme dans le membre de droite décrit l 'état
correspondant à la valeur ,5' = 1 du spin total et le second à la valeur S = 0 (ceci est
dû à la symétrie de ces fonctions par rapport à la permutation des variables de spin
des deux particules). L'action des projecteurs PS=O i donne

-P.S=1 ̂ a,a = rA^aft + ̂ fia], Ps^n.0 = ̂ 0/3 - ^/3a]. (2)

Par définition, l'action de l'opérateur d'échange de spin C s'écrit

- 1 1
C^al3 = ̂ pa = -[^»13 + ̂ /3a] - .,?0/3 - ̂ fta}- (3)

^J ^

Utilisant les équations (2), (3) et la forme explicite des projecteurs établie dans le
problème précédent, il vient

•- •- ^ 1 -|- 0"l • (T-)
C = Ps=, - Ps=o = ——^——~-. (4)

Notons les propriétés suivantes de l'opérateur C. C'est un opérateur hermitien. Ses
fonctions propres sont, des spineurs correspondants à une valeur déterminée du spin
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total .5' ; les valeurs propres correspondantes sont égales à +1 pour ,S' = 1 et — I pour
S = 0. Il est immédiat que C1 = 1.

5.24. On voit. aussitôt que les projecteurs sur les états à projection déterminée du
spin total sur l'axe z valant ±1 sont de la forme

_ ^(^+i) „ .U^-i) /„- ^+^\
Ps.^=———3———, ^,=-1=———3———, ^ = — — 2 — — ) .

Ensuite, il devient évident que

PS=I,S,=I = /^=i, A,-i = P.s-,=-i,

Poo = Ps=n = ^(1 - î] • ^2) (voir 5.22).

A partir de la relation

^ PSS. = Poo + Pio + Pu + î\ -i = 1,
.5'.S',

on obtient la forme de l'opérateur

.. 1 - 2(7-1,0-2,- + O'I • (T-l
/ io=——————4——————.

r. or.O.^iJ.

a) Les spineurs ^.s'.ç, sont les fonctions propres de l'opérateur \ ''i auxquelles cor-
respondent les valeurs propres

(Vi)s.s^ = 2a5'; - ?,h + 2&.5'(,5' + 1)

(car S, = (o-i^ + 0-2^/2 et 0-1 . o-^ = -3 + 2S2).

b) Cherchons la forme de l'opérateur

-, at+ay ai -aii,^. ^ /.
Vï = ——7——(criz + '7-2:) + ——„——{criz - O"!';) + 'Wl • 0-2^ ^

en représentation S S ^ . Dans cette représentation, c'est une matrice dont les
éléments sont.

(Vs)^,^ =(^^V2'r^). (i)
En numérotant les états correspondants aux nombres quantiques ,S',5'; de la façon
suivante :

5= 1, .5, = 1-. 1 : 1 , -1-^2; 1 , 0 - ^ 3 ; 0 , 0 - > 4 ,

et, compte tenu de la forme explicite des fonctions de spin 'Ï.s'.s'- obtenue dans
5.f7, on obtient la forme matricielle de V'2 :

V'2 =

A 0 0 0 \ A = «i + û2 + &,
0 -B 0 0 B = -<(i - a-t + h,
0 0 C E ' ( ' = &, K = E* = a, - «•_•
0 0 £'* D ) D = -;î6.
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A l'aide d'une transformation unitaire, cette matrice hermitienne peut être mise
sous une forme diagonale qui détermine directement ses valeurs propres. On
conclut sans peine, en s'appuyant sur la forme de la matrice Va, que deux des
ces valeurs propres valent A et B auxquelles correspondent les fonction propres
^ s=i 5,=i et 'îi _ i respectivement. L'opérateur unitaire (matrice) diagonalisant
la matrice Vi en représentation SSz ne "mélange" que les états avec les nombres
quantiques 1,0 et 0, 0, de sorte que les deux autres valeurs propres sont obtenues

/ C F \
par diagonalisation de la matrice 2 x 2 ( „ , } . Tous calculs faits (voir

\ /

éventuellement le problème 5.5), on obtient les valeurs propres de l'opérateur Vy :

(1/2)1 = A = «i + a-i + b, (^2)2 = B = -ai - 0 2 + 6 ,

(V2)3,4 = -b ± V /(«l-»2)2+4é2.

On laisse au soin du lecteur la recherche des fonctions propres correspondant aux
valeurs propres (V^s^.

5.26. Dans l'état indiqué, le spin total de n particules quelconques a une valeur
déterminée égale à S(n) = ns.

5.27. Sachant que

Ar» 1 / Y—^ - ^ 1 L ï \—^ -^2 V—^ -"- -^ \
s - 4 E"0 =ï E^+S>°-^ '

\a=l / \ a a^h f

o- ̂  = 3, et qu'il n'y a pas de corrélation entre les spins des différentes particules et
que les valeurs moyennes de a-a valent

0, ( = 1 , 2 ,
(o-a)i == { 1, < = 3, a < n,

— 1, i = 3, a ^ n + 1,

on obtient sans peine

§2 = -'-{7V2 - 4nN + ÎN + 4n2}.
4 (1)

Notons que l'expression (1) peut être obtenue sans calcul, en utilisant le résultat du
problême 3.37, si l'on considère de façon formelle le système de N particules comme
composé de deux sous-systèmes dont l'un regroupe les n premières particules et pos-
sède le spin ,5'i = ïï/2, S\z = n/2, tandis que second rassemble les particules restantes
et se caractérise par les nombres quantiques S^ = (N — n ) / 2 , Siz = —(N — n)/2.

5.28. Le spin total ne peut prendre que deux valeurs : 5' = N / ' 2 et S = (N — 2)/2
(N > 2), dont les probabilités s'obtiennent facilement en tenant compte de la valeur

S2 dans l'état considéré :

/ N\ 1 / N-2\ N - l
w [ h = ^ ) = N ' "V^V^V"
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5.29. Les probabilités des deux valeurs possibles du moment total d'une particule
j = / ± 1/2 sont égales à (comparer a 3.38)

, . , , , , l+î-ins, +1 . , , . l --2ms,
^ = / +1/2) = —^TT- w{3 - l - i/2) ~- -27TT-

5.30. Examinons un système composé de N = 2,7 particules de spin s = 1/2 ; ici,
toutes les particules possèdent une projection déterminée du spin s; = +1/2 sur l'axe
2, c'est-à-dire que l'étal est caractérisé par les valeurs ,5' = </, S, = J du spin total
du système.

Selon le problème 5.2, pour une particule isolée de spin .s, = 1/2, la probabilité que
la projection du spiu sur l'axe dirigé suivant le vecteur 11 soit égale à *•„ = +1/2 est
w(,s,, = +1/2) = cos-'(0/2) et à s,, = +1/2 est 'w(s,, = -1/2) = siir^/2) ou 0 est
l'angle formé par les axes 11 et z.

Soient vi = .1 + ,/„ particules parmi les 2,/ particules. La probabilité que chacune ces
ni particules ait comme projection du spin sur la direction n .s',, = +1/2 et les J — ./„
particules restantes aient chacune une projection .s,, = —1/'2 a pour expression :

^[cos^l^siir^)]-7-^. (1)

Multipliant (1) par le nombre de combinaisons possibles de choisir ces m particules
parmi les 2.7 particules du système on obtient la probabilité l l" ( , / , , ) que la projection
du spin total sur la direct.ion du vecteur n vaut ,/„ (,/„ == (,/ + .7n)(1/2) + (J —
•^)(-1/2)) :

W(J,,) = ('y••^(0|î)\]+•'"\^[6/î)\'-J'l. (2)

La formule (2) fournit la solution au problème posé, car la probabilité cherché ne
dépend pas de la "nature" du moment (orbital ou de spin, "élémentaire" ou composé,
etc.).

Notons que le passage de la formule (1) a la formule (2) peut. sembler, à première vue,
incorrect du point de vue de la mécanique quantique, car on a procédé à l'addition
des probabilités (et non des amplitudes !). Le calcul est cependant correct, car les

ampli tudes impliquées sont orthogonales (les spineurs ( ) et. 1 j sont ortho-

gonaux).

5.31. La. fonction d'onde de l'état, avec J = 3/2, .7; = 3/2 en représentation j i : : j - 2 :
est. de la forme

^,3^<>^/,

Fin faisant, agir l'opérateur •]_ = .!,,; — f'.Jy = ji_ +.?•_'- sur la, fonction 'l^/ï.a,^' 011

obtient la fonction ^g/a 1/2 :

^,/-{\/j^>%,,/,+^<^%,_,/J o)
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(la forme des opérateurs Ji,i>- est donnée dans les problèmes 3.26 et 5.11, le facteur
1/V3 dans l'expression (1) est introduit pour la normalisation).

De (1), se déduisent les valeurs des probabilités des projections des moments sur l'axe
; dans l'état J = 3/2, J , = 1/2 :

w(]iz = 1 ) = w [ j ^ = —— ) = ̂ , w ( j i , = 0) = w [ j ^ = „ ) = -
\ "/ •> \ "/ ô

Ecrivons le spineur avec ,/ = 1/2, J z = 1/2 sous la forme

i'i/2,i/2 = ̂ i^1;^,-^ + ̂ iï^Ai/r
L'orthogonalité de cette fonction avec 'l'a/^.i/r et sa normalisation à l 'unité conduisent
à C ' i = ^2/3 et- C'i = —1/^3. On en déduit les probabilités des projections des
moments dans l'état J = 1/2, J: = 1/2 :

wUi. = 1) = w (^ = -1/2) = 2 w(j,, = 0) = w 0-2, = 1/2) = l

0 ô

De Façon analogue on peut étudier les autres états donnés dans l'énoncé du problème.

5.32. Dans l'état ayant la valeur maximale possible du spin S = N / ' 2 , le spin total
de deux particules vaut 1 et la fonction d'onde est- symétrique par rapport à la per-
mutation des variables de spiu de ces particules. T] en est ainsi dans la permutation
d'un nombre quelconque des particules (voir, par exemple, 5.17).

Pour les états à- S < N / ' 2 avec N > 2, la fonction de spin n'a pas, en général, de
symétrie déterminée par rapport à la permutation des variables de spin de deux par-
ticules (voir 5.33).

5.33. Les valeurs possibles du spin total sont : ,S' = 3/2, 1/2.

Les états de spin à valeurs déterminées S et 5'z avec ,S' = 1/2 sont doublement
dégénérés car le spin total ,5' = 1/2 peut être obtenu par deux procédés indépen-
dants :
1) par addition des spins des deux premières particules en un spin total A'r^; = 0 ;
2) par addition du spin résultant 5'ia — 1 des deux premières particules au spin de

la troisième en un spin total S = 1/2.

Etant donné que le nombre d'états de spin indépendants pour une valeur ,5' donnée
vaut 2,5' + 1 (en l'absence de dégénérescence en ,5'), le nombre total d'états de spin
différents est égal à- (2 • j + 1) + 2(2 • j + 1) = 8, comme il se doit.

La forme des fonctions de spin ^S s=3/2,'-:-=±3/'2 es^ évidente :

,T, ,T,(1) ,T,(2) ,T,(a) ,T, ,T,(1) ,Tf(2) >T/3)
^3/2,3/2 = l'i/a, 1/2^1/2,1/2^1/2,1/2' ^A^^ = ^1/2,- l^i /2,- 1/2^1/2,- 1/2 •

Les fonctions de spin des états à ,5' = 3/2, ,S; = ±1/2 s'obtiennent sans peine si l'on
tient compte de la propriété clé symétrie des fonctions par rapport à la permutation
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des variables de spin de particules (voir problème précédent) :

il*,/, ,„ ,- -L<f^(1) ^ (2) ^(3) +i'(" ^2) ^'*'3/2,1/2 - r. '[''l^,1/2" 1/2,1/2-1/2,-1/2 + " I / 2 , 1 / 2 " 1/a,-1/2 " 1/2,1/2

-|-vl^) MiW MlW \+ 1/2,-1/2 "1 /2 ,1 /2 -1 /2 ,1 /2J '

,„ 1 f,T,(n ,T,(2) ,T/3) _LM,W ,Tf(2'' >T/3)
Va/2,-1/2 ^ ^ ̂ l^-l^lA-l^lAl^ + 'î'iA-l^'1'!^,!^'1'!^,-!^

+^(1) ^C2' M;'^ l+" 1/2,1/2 "1/2, -1 /2-1 /2 , -1/2 J •

Si la fonction de spin correspond à un spin total 5'i2 =: 0 des deux premières particules,
elle décrit manifestement l'état S = 1/2. Aussi a-t-on

^(") -JLJ"^(1) A(2) _^(1) n,(2) U(3)
" 1 / 2 , 1 / 2 — /g ^ " 1 / 2 , 1 / 2 " 1/2, -1/2 "1/2,-1/2 "1/2 ,1 /2J "1/2 ,1/2 '

(1)

^(") __LJ"^( 1 ) fl,(2) _vi ,( i ) vi,(2) 'l^t3)
"1/2,-1/2 — K \ "1/2 ,1/2"1/2 , -1/2 " 1/2,-1/2 " 1 / 2 , 1 / 2 J "1/2, -1/2-

Comme on l'a noté plus haut, les états de spin à À' = 1/2, .S'z = ±1/2 sont doublement
dégénérés. Le second couple de fonctions 'I'.' „ ,„ linéairement indépendantes par
rapport aux fonctions (1 ) s'obtient sans peine après l'examen des états à spin résultant
,S'a3 = 0 des seconde et troisième particules :

^W - J-^(1) <f^(2) ^1 - ̂ W ^(:s) 1
1/2,1/2 — /« "1/2,1/2 \" 1/2,1/2 * 1/2,-1/2 " 1/2,-1/2 • 1/2,1/2 J '

(2)

M,W --L^l î^'1 M,(3) -^t2) ^t3' 1
1/2, -1/2 — /y "1/2, -1/2 }_" 1 /2 ,1 /2 "1/2, -1/2 " 1 / 2 , - 1 / 2 " 1 / 2 , 1 / 2 J -

Bien que les fonctions (1) et (2) soient linéairement indépendantes elles ne sont pas
orthogonales (pour les mêmes valeurs de S z ) . La fonction de spin la plus générale
correspondant à S == 1/2 est une superposition des fonctions (1) et (2). On laisse
au soin du lecteur l'étude les états ayant un moment résultant 5'i3 = 0, ainsi que
l'expression des fonctions de spin de ces états au moyen des fonctions (1) et (2).

5.34. Les valeurs possible du spin total sont A' = 0, 1,2.

Les états de spin avant des valeurs déterminées de S et de Sz ont les dégénérescences
suivantes : g^ = 3 pour S = 1, g^ = 1 (pas de dégénérescence) pour 5 = 2 , ga == 2
pour ,5' = 0. De cette façon, le nombre total d'états vaut

2

G=Y,9i{'2Si+Ï)=- 16,
î'=0

comme il se doit. (Comparer à la. solution du problème 3.48.)
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5.35.
a) Comme l'état d'un système de moment total J = 0 a la symétrie sphérique (la

fonction d'onde ne varie pas avec la rotation du système de coordonnées autour
de tout axe passant par le point par rapport auquel le moment possède la valeur
déterminée J = 0), la valeur moyenne de tout multipôle est nulle (d = 0, Jî = 0,
A' fc=0 ,e t c . ) .

b) Etudions les éléments matriciels de la forme

(n,J=l/2,J',\M^\n,J=l/2,J^ (1)

où n représente l'ensemble des nombres quantiques qui, avec J et J^ constituent un
ensemble complet, tandis que M^ est la représentation symbolique de l'opérateur

d'un moment multipolaire quelconque (ainsi, Ms,\ = d, = '^f'a•vai moment dipo-
(i

laire, M^ = D,k = Y^ Ca(.ÏXa,iXak — f ' ^ i k ) pour le moment quadrupolaire, etc.).
a

Après intégration par rapport aux coordonnées orbitales des particules et som-
mation sur les variables de spins, l'expression (1) peut être représentée sous la
forme

(^ M^ J,} (2)

où M ii\ sont des matrices agissant dans l'espace des variables d'un spin 1/2 (car
,7=1/2).

Examinons la forme possible des matrices Ms.i\.

Pour un moment quadrupolaire DU:, en vertu de la structure tensorielle de l'expres-
sion étudiée, on peut écrire la relation suivante :

(£>,fc)^ = {J',\ASik + Be.kiW} ;

mais la condition de symétrie (par rapport aux indices i et k) exige B = 0,
tandis que la nullité de la trace, DU = 0, donne A = 0, c'est-à-dire que les
éléments matriciels d'un tenseur de moment quadrupolaire (y compris ses valeurs
moyennes) sont identiquement nuls lorsque le moment du système vaut J = 1/2.
Pour le moment dipôlaire magnétique du système, on peut écrire

(^)J^ =a(J',\a,J,}, (3)

et il n 'y aucune raison de poser a = 0, c'est-à-dire que la valeur moyenne /ï, est,
en général, différente de zéro.

Dans le cas du moment dipôlaire électrique, on peut écrire, de façon analogue à
(3), que

(d,)Ji^ =b(J',\ai\J,).

Etant donné que le moment dipôlaire d est un vecteur polaire (réel), tandis que
les éléments matriciels de l'opérateur de spin sont les composantes d'un (pseudo-)
vecteur axial, la grandeur b doit être un pseudo-scalaire (si b est un scalaire réel, il
faut aussi que 6 = 0 ) . Pour avoir h ^ 0, il faut que système concerné soit démuni
de parité déterminée ; dans le cas contraire (voir 1.21), b = 0 et donc d = 0.
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5.36. Les fonctions d'onde s'obtiennent en utilisant le résultat du problème 5.12 :

^ e^'1 ( œsW2) \
po,À-i/--- (2^3/2 ^ sin(0/2)e'^ ; '

_ ^ ^l"1 ( sm((?/2) ^
P':1•À--1/2 (27T/î)3/2 ^ -cos(^/2)e^ y '

où 0, f sont les angles polaire et, azimutal définissant la direction du vecteur po.

5.37. Vu qu'en représentation p, l'opérateur impulsion est, l 'opérateur multiplica-
tion, on a, dans cette représentation, \ = (s • il), où n = p / p . La commutativité
des opérateurs |J;,A] == 0 peut se vérifier directement par le calcul. Toutefois, elle
est évidente car elle résulte de la propriété générale suivante : l'opérateur moment,
total du système commute avec un opérateur scalaire (ou pseudo-scalaire) arbitraire
appartenant à ce système. Notons que l'opérateur hélicité peut être également, écrit
sous la forme A = (j • n) car 1 • il = 0.

5.38. Faisons agir l'opérateur j2 sur la fonction donnée :

]'^= ( /î+^^) ( < r . n ) A . (1 )

Compte tenu des relations [ j i , ( f f -n)] = 0, 1,\ = 0, l'expression ( f ) peut, être représentée
sous la forme

] - ' Ï ,= (a- i i ) (^ \ Y=^.n)y=^. (2)

qui montre que la fonction ^ correspond à l'état, de valeur j = 1/2 du moment, total.

Le fait que la fonction mentionnée corresponde à / = 1 est immédiat, compte tenu du
résultai, du problème 3.57.

Comme ^*'P == \* (a- • tï)''\ = )(*\ = const (qui ne dépend pas de n), la distribution
suivant les directions de l'impulsion de la particule est isotrope, de même que dans le
cas de l'état s 1 / 3 . La, condition de normalisation

/•
/ 'r'îcffî =47r , \*A = 1,

est vérifiée pour \*\ = |a|2 + \b['! = l/'in.

A partir de la relation

^*JVI' = ,^(<r . n) n+ ̂  (a- .II)Y = v^V.

on voit, que les propriétés du moment dans l'état concerné sont. absolument, identiques
à celles du vecteur de spin dans l'état décrit, par le spineur \. Aussi, ayant choisi
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\ == —— ( „ 1 , on obtient la fonction ^ décrivant l'état p ^ y de la particule ayant

une projection déterminée j , = 1/2 du moment total sur l'axe ;.

5.39. Compte tenu du résultat obtenu dans le problème précédent, on conclut que
les fonctions données décrivent les états d'une particule à valeur déterminée j = 1/2
du moment total. Le moment orbital / de la particule dans ces états ne possède pas
de valeur déterminée ; il peut, et avec une même probabilité égale à 1/2, acquérir les
deux valeurs : / = 0 et 1. Aussi, dans les états considérés, la parité de la particule
n'a, également, pas de valeur déterminée.

Les fonctions données décrivent les états de la particule à hélicité déterminée À (voir
5.;i7) :

A^ = j(ï • u)(l ± o- • il) = j(<r • n ± l)x= ±^±.

5.40. La forme la. plus générale de la dépendance spin-angulaire de la fonction d'onde
d'une particule de spin s = 1/2 correspondant au moment / = 1 est la suivante :

<r=(c .n)x . ( i )

où c est un vecteur arbitraire, y = ( ; ) un spineur arbitraire (c et \ étant indépen-

dants du vecteur n).

Une fonction de la forme (1) ne correspond pas, en général, à une valeur déterminée
j du moment total et, constitue une superposition d'états j = 1/2 et j = 3/2. Pour
dégager de cette fonction la partie correspondant à l'état j = 3/2, agissons sur la
fonction (1) avec le projecteur P j ^ s / y - La forme de cet opérateur

^=3/1-=J(2+Î- Î )

se déduit du résultat du problème 3.49. On obtient sans peine

^=3/2 = ̂ =3/2^ = g{2c • n + î(c A n) • a]x (2)

en accord avec l'énoncé du problème.

On laisse au lecteur le soin de normer la fonction de la forme (2), ainsi que de vérifier
son orthogonalité avec la fonction d'onde de l'état, ^1/2 analysée dans 5.38.

Notons que le nombre total de fonctions indépendantes de la forme (1) est, six (trois
choix indépendants des composantes du vecteur c et deux du spineur \). Quant, au
nombre de fonctions indépendantes de la, forme (2), il est égal à quatre.

La fonction (1) avec le choix c = (0, 0, I ) et ,\' = ( j décrit, un état de la particule

avec l, = 0 (voir, par exemple, 3.22) et .s; == 1/2 et, par conséquent, une valeur
déterminée de j; = 1/2 (dans ce cas le moment, total _; n'a pas de valeur déterminée !).
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La fonction (2) avec le choix indiqué de c et \ est de la forme

1 / 2cos(? \
^=3/2,,,=1/2=^ _^^ )

et décrit un état de la particule avec j = 3/2 et j ^ = 1/2 (le projecteur P; commute
manifestement avec j^ et si la fonction (1) est une fonction propre de j;, la fonction
(2) est alors également une fonction propre de j ^ correspondant à la même valeur
propre j , ) .

De façon analogue, on peut obtenir la forme explicite de la fonction d'onde de l'état.
P:3/2 d'une particule pour d'autres valeurs de j : , .

5.41.
a) Etudions la fonction d'onde de la forme

i-( ̂  ), (i)
correspondant, à une particule avec une valeur déterminée de / et j : = m + 1/2.
(Jette fonction n'est, pas une fonction propre de l'opérateur j2 mais constitue une
superposition d'états j = I. + 1/2 et j -— l — 1/2.

En faisant agir le projecteur P ( j = / + 1/2) sur la fonction d'onde (1) (la forme
de l'opérateur

P(,^, l^1^
se déduisant du résultat du problème 3.49) et compte tenu des relations

î • (T = 2Î • s = •ii.'s, + 4?- + l- s+,

î+^^ = \ / ( 3 - J . ) U + 3 . + ^ : i J . + î , (2)

J-^ = yd+luc/'̂ Tmy ,̂.,,-!,
on obtient sans peine la forme explicite des fonctions cherchées :

^ / \/l + m + 1 V(,n \
\l;,=(+l/2,;,,^+:l/2 = CPU = l + l/2)<r = -_—— , (3)

V2< + 1 ^ ^-^r,Yi^ )

où le coefficient C est, choisi de façon à normer la fonction d'onde spin-angulaire
à l 'unité.

1)) La nonne de la fonction d'onde des états ayant des valeurs déterminées des nom-
bres quantiques /, j = / + 1/2, j ^ = t + 1/2 est évidente :

., _ ( Yu(O^) \\r;+l/•_.,;,;+l/2 - o
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En faisant agir l'opérateur sur cette fonction j "_ , où n = I. + 1/2 — j z , on aboutit
à la fonction ^(-(-i/z i . j , • Compte tenu de ce que J'_ = /_ + s-, s2- = 0 et, donc,

']"_ = (f_ + .?_ )" =î"_+ n'j",-1^,

et de la relation (2), on aboutit à la forme (3) déjà connue des fonctions :

.y, _ r'";!-"11 ( Yu \ - __L\ l / ;+l/2,; ,m+l/2 - C^_ „ - — — — —

Vn~mTÎYi,n

^/ - mYi^n+i

5.42. P ( j = / - 1/2) = (/ - <T - l ) / ( 2 l + r

^=<-1/2,(,^=..,+1/2 = C'?0- = / - 1/2) ( Y1^ \

, / \/l - mYim

\ /2/+1 V -^ + m + iy;^+i

5.43. On peut démontrer cette propriété directement par le calcul. Toutefois, il
est plus simple de l'établir par des considérations basées sur la commutativité des
opérateurs j,. et < r - n ( [ j { , ( f f - n ) ] = 0) et la nature pseudo-scalaire de l'opérateur < r - n .

Soit ^ j t ^ j , la fonction propre des opérateurs j2, l2, j ^ avec /s = 3'' — 1/2. Cette
fonction possède une parité déterminée valant Ry = ( — l ) ' 2 . Etudions la fonction
$ = (o- . n)^^,^. On obtient sans peine

]^ = .), (a • n)1',;̂  = (î • n):̂ ;̂  = j,(a- • n)̂ -;,.,, = J^,

?^ =?(a . n)vr,;^ = (^ . n)pvP,,̂  = JÛ + 1)^,

OT = R(a • n)̂ ,,,,, = -(a . n)J ,̂, = (-l)'^^.

La fonction 'Sf est fonction propre des opérateurs j2, j ^ , R ; la. parité de cette fonction
est opposée à celle de la fonction ' S j i , j ^ • Etant donné que pour le j donné, les valeurs
possibles du moment orbital l sont /i^ = J ± 1/2, et que la parité de l'état vaut (—1) ' ,
il devient évident que si dans l'état ' 9 j i y j . le moment orbital est égal à /2 , alors dans
l'état 'F il est égal à /i = j + 1/2. Ainsi, la fonction ^ = ^ j i ^ j ^ est une fonction
propre des opérateurs j2, l2 , j z .

Notons que

^ = ̂ k,, ((T •n)2^^ = '̂ ^ ̂ ^ '
les fonctions de distribution angulaires de l'impulsion de la particule dans les états
décrits par les fonctions d'onde ^ et ^ j i ^ j ^ sont donc identiques.

5.44. ^,A=±i/2 = ̂ {1 ± (î • n)}<^ .
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Compte tenu de la Forme explicite des fonctions ^ j i . , , (voir 5.41), il vient

i',,,,,^i/2 = ysT^T^ + '"l + ] œsW2)y'"'. +
(

+vT-msin(,/2)e--^,,,^} ( ̂ f^ ) ,sin(^/2) e'^
/ 2 _____

vrJ,^,À=-l/, = ^^-^{Vr+m+Tsin(0/2) };„, -

-^^cosW2)e-^,,,^} ( _^^ ) -

où ni = .;'; — 1/2.

5.45. La valeur moyenne du moment magnétique s'obtient directement à partir du
résultat du problème 3.5'1 :

7î.r = {.JUs l/'.riJO'.') = Jïy = 0,

^-^{[^^^^^^l]^^^^1^'^'^!]^}'
soit

-M'?^^]1
,Î-^,[-,.,+W+3)^:], ^,+1/-2.



CHAPITRE 6

MOUVEMENT DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE

6.1. On doit imposer au potentiel vecteur la condition complémentaire divA = 0
(choix de jauge dit coulombien) : dans ce cas p • A = A • p

6.2. En physique classique, la. vitesse et l'impulsion généralisée d'une particule
chargée dans un champ électromagnétique sont liées par la relation

v = ï- (p - ^A(r)) .
^ v c /

La transposition naturelle à la mécanique quantique de cette relation est donnée par
l'opérateur hermitien de la vitesse de la particule

v = ̂  (îi - ^A(r)) . (1)

Cette relation peut être obtenue directement à partir du commutateur v = - [ I I , r]
(voir 7.2). En utilisant la relation (1), on obtient sans peine

[vi,îk~\ = -—Sj,k,
I1

r- - ï e rr- ï ï ï r ï - n iph \ QAk 9Ai \ ieh o /o\",:, Vk\ = -—— {[pi,^^ + [Ai,pk } =—— \ -— - -— > = ——£iklBi. 2//-'c l^ J L ^c. { Qxi Bx.k ) ^c

La dernière ligne (2) peut être écrite sous forme vectorielle :

v A v = ^ B ( r ) (3)
^c

(si le lecteur n'est, pas à l'aise avec les formules d'analyse vectorielle on l'invite, pour
obtenir les relations (2) et (3), à étudier les commutateurs [u,,,îU, [ÎJ.,Î^], etc., en
tenant compte de B = rot A).

6.3. En mécanique classique, le mouvement d'une particule chargée dans un champ
magnétique homogène suivant le plan perpendiculaire au champ magnétique s'effectue
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sur un cercle (orbite de Larmor) dont le carré du rayon p\ ̂  vaut

PLr = ——,'"1 = -î(t'.Ï + ̂ y), (1)
UJQ LJQ

avec cJo = |e|.B///c et où l'axe z est dirigé le long du champ magnétique.

Les vecteurs p, po; VJ_ sont les rayons vecteurs de la particule, du centre de l'orbite
(du cercle) et, la vitesse de la particule dans le plan x , y ; ils sont liés par la relation

^A(p-po) = V.L, (2)

où les composantes du vecteur m sont m = ( O , ( ) , Ù J = ::-c-l3- = —cJo) . La formule (2)
exprime la nature du mouvement de la. particule dans le plan a.', y (rotation uniforme),
le signe de n; déterminant le sens de la rotation.

D'après l'expression (2) :

1 1 2 2 , •-
•t'o = •c - -•"?/. î/n = V + —Vx, Po = •''o + î/ci •

UJ U]

Pour généraliser à la mécanique quantiqne les grandeurs a-oi yo, p§, p^,,., il est naturel
d'introduire les opérateurs dey grandeurs correspondantes sous la forme

- - [- 1 ( •. 9 e ̂ \
.1:0 = X - -Vy = .1: - ————— -îh———— - -Ay ,

UJ /./LU' ^ dy c ' )

yu = y + -î'.r, ?4 = îd + y'o, p^ = —7 (î,2 + ̂  ),
H; LLJQ

où l'opérateur vitesse v a été introduit dans le problème précédent.

On établit sans peine les relations de commutation suivantes1

[Tî.îu] = [à,i/o] = [/y.po] = [H,pL} = o,
r- ^ i irlc r^2 -2 i ,>[•î-o,î/o] =-—, [PO,P,,,,.]=O

Ê^>

(pour le calcul des commutateurs, utiliser les résultats obtenus dans le problème
précédent et le problème 1.9).

La commutativité des opérateurs étudiés avec l ' han i l ton ien signifie que les grandeurs
•''o, ?Aii Po; PLi constituent des intégrales du mouvement, comme dans le cas classique.

6.4.
a) Les opérateurs py et p: commutent entre eux et avec l 'hamiltonien

H=^^+(py-^^)2+P2\.

1 rappelons que H = ^ (p - ^A)2 ^ lt^-, B = rot A = ( 0 , U , B ) .

La solution du problème peut être obtenue sans faire clé choix de jauge du potentiel vecteur, niais
le calcul se simplifie un peu si l'on utilise la jauge A = (0,B.7:,0).



Les fonctions propres de l'hamiltonien peuvent être choisies de façon à ce qu'elles
soient aussi fonctions propres des opérateurs py et pz '.

^EpypA-f^^) = ̂ /"^P -hî/y+p^) ^(x)- (1)

Les niveaux d'énergie de la particule et la dépendance des fonctions propres par
rapport à la variable x s'obtiennent à partir de l'équation

-^"W + J- ( P y - c-^x}2 ̂ ) = W.), (2)z/* -I-1 \ c 7

où l'on a introduit l'énergie Et du mouvement transversal :

E t = E - p i / 2 p . .

Comme la solution de l'équation (2) s'exprime tout naturellement, au moyen de
la solution bien connue de l'équation de Schrödinger de l'oscillateur harmonique
linéaire, on obtient les fonctions propres et les niveaux d'énergie de la particule
sous la forme

(̂̂ ,.) = ^exp [^y+p^)] ̂  (.- ̂ -) ,

H ^ o ^ l ^ p i ,,o,l,2,...
lie \ 1) 2//,

Notons que les niveaux d'énergie du mouvement transversal (les niveaux de Lan-
dau)

^)n=\e\^{n+^, n=0, l ,2 , . . .

sont discrets. Leur multiplicité est infinie (l'énergie ne dépend pas de la grandeur
py qui prend des valeurs arbitraires —oo < py < +00. La partie "transversale" de
la fonction propre 'S'npyp, ne se norme pas à l'unité. Aussi, dans ces états sta-
tionnaires, la particule ne se localise-t-elle pas dans un domaine limité de l'espace
(suivant la direction transversale) malgré la nature discrète du spectre d'énergie
(voir de même 6.10).

^- = 2^ exp [^ + ̂ )] ̂  (•i/ + .H) '

les niveaux d'énergie Ënp, ne dépendent évidemment pas du choix de jauge du
potentiel vecteur, c'est-à-dire qu'ils s'expriment avec la même formule qu'en a).

6.5. Compte tenu du fait que les deux systèmes de fonctions propres de l'hamiltonien
^nryp, (a;! !/i z) (^ ^np.cp, (a'; '/; z) son^ complets, chaque fonction de l 'un des systèmes
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peut être représentée sous forme d 'une superposition de fonctions propres de l 'autre
système ; en particulier,

^.p.rA^y^) =E f ^S^n'r^A^y^Wyd^- (i)
II ' "

Les coefficients de ce développement peuvent être calculés suivant la formule générale

(-W= j^^.^dV. (2)

Etant donné que ces systèmes de fonctions décrivent un même système physique et
que l'énergie du mouvement transversal de la particule dans un champ magnétique
homogène se détermine de façon univoque par le nombre quantique n (ou n'), i l peut

sembler à première vue que les coefficients ("„,, J,'/ ne sont différents de zéro que pour
n = n'. Or il n'en est pas ainsi ! Bien que le système physique soit le même, i l est
caractérisé de fa<;ou formelle par des hamiltoniens différents dont la forme dépend du
choix de jauge affectant le potentiel vecteur. Les fonctions propres de l hamiltonien
pour un choix de jauge donné ne sont donc pas fonctions propres pour un autre choix.

Pour obtenir une relation entre les fonctions d'onde étudiées ne comprenant que des
termes avec n = »', on peut remarquer que la transformation de jauge peut être
associée a une transformation unitaire réalisée par l'opérateur

f i e \
U = exp -./• ,

\hc )

où / détermine la transformation de jauge

A' = A + V.f.

Dans le cas considéré A = (0 , -Ua: ,0 ) , A' = (-ôy, 0, 0) , de sorte que / = -Bxy.
Comme les fonctions propres 'Snp p - î le l'hamiltonien H (pour le choix de jauge A)
deviennent après la transformation unitaire ^' = ^^npyp-. '-les fonctions propres de
l'hamiltonien I I ' (pour le choix de jauge A') correspondant aux mêmes valeurs pro-
pres, la relation cherchée prend la forme

^n,-,)>. = ex? (-^T^) / cpp^"r„v-dPy•

6.6. L'hamiltonien est. de la forme ( I t l=î /\p = -ih r A V)

^ = f - - ^ B o . î + ^ ( B o A r ) 2 .
2;u 2//c iS/^:-

Après avoir choisi l'axe z le long du champ Bn, on note que les opérateurs /; et p;
commutent entre eux et avec l'hamiltonien. Aussi, les fonctions propres de l 'opérateur
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H peuvent-elles être choisies comme étant simultanément des fonctions propres des
opérateurs /^ et p,. Ces fonctions sont de la forme (en coordonnées cylindriques)

^E,np. (P, z, V) = —^- cxp \i (my + p—\\ f(p), (1)
271-V't L \ n / J

où la fonction f ( p ) satisfait à l'équation

1 d d \Î^Et m1 emBo e2^?2] „ „ .„.
~~rP~rJ + \~^~ ~ ~~ + ~~f—- .,9 2 J = u' 2)p dp dp [ n - p~ hc 4/),-(" J

qui définit également le spectre d'énergie du mouvement, transversal : E{ = E — p j /2/^.

En introduisant les notations

,2 _ Î^Et ^ }_

h2 h2a=^H->^ ^-'———-^/^-p2) (3)

et on effectuant le changement de variable x = /^/^a2, l'équation (2) prend la l'orme

i'> r i i r r f 3 ') r) i 1d~ j f df k^a" m" e m f
^'^(^['^"i.»72'^^^- ( )

On cherche une solution de cette équation sous la forme

f ( x ) =e- c /2a•lm l /2w(a•). (5)

L'équation (4) devient

i i p \
xw" + (|m| + 1 - x)w' - , 1 + H - —m - k]a2 w = 0. (6)

La solution de cette équation doit être choisie sous la forme

w(x) = CF - ( 1 + |m| - -'-m - k^a1 ] , \m\ + 1, x , (7)

où F est une fonction hypergéométrique dégénérée (la seconde solution de l'équation
(6), linéairement indépendante de (7), diverge pour x (et p) — 0, et, par suite, ne
remplit pas la condition aux limites de la. fonction d'onde pour p —/• 0).

La fonction w(x) dans (7) doit se réduire à un polynôme : dans le cas contraire elle se
comporterait comme e^ pour x —> oo et la fonction / (et avec elle la fonction propre
de l'hamiltonien) serait croissante pour x (et, p) —f oo cas e'1'2 = exp (p2 /4a2). La
fonction (7) se réduit à un polynôme si

1 / e
2 l + m - ^

0 <? 9 l1 + m — —-m — k f a j = —r, r = 0,1, 2,

condition qui détermine le spectre d'énergie du mouvement transversal de la particule
dans un champ magnétique homogène.
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En introduisant, la notation

2«+ 1 = 2r+l+ |m| - —m, n = 0.1, 2, . .. , (8)

on aboutit à l'expression suivante des niveaux d'énergie du mouvement transversal :

(Et )n = ̂ 0 (" + 1 /2), ^u = ̂ " . (9)

A partir des relations (8) et (9), on déduit qu'au niveau d'énergie (Ei)n donc à une
valeur donnée n, correspondent des états de la particule ayant les valeurs suivantes
de la projection du moment m

m =: — n , —;i + 1, . . . , —1, 0, +1, . . . , +oo, pour ( > 0,
m = —oc, . . . , — 1 , 0, +1, . . . , n, pour e < 0,

de sorte que chaque niveau a une multiplicité inf in ie .

Les fonctions propres de l'hamiltonien H sont, de la forme

^n,,,r. = C' (^) ''"' ̂ P \imy + JV. ̂  - {^\ F{-': |m| + 1, ̂ /2o2), (10)

où »• s'exprime au moyen de n,ni selon (8).

Notons que les fonctions propres de l'ha.miltonien (10) décrivent des états station-
naires d'une particule dans un champ magnétique homogène, qui sont localisés, dans
le plan transversal : elles peuvent donc être normées à l 'uni té (dans le plan J-, y) .

6.7. Le spectre des valeurs propres des opérateurs pg et p^ai s'établit simplement
en utilisant l'analogie formelle avec l'opérateur de H a m i l t o n d'un oscillateur linéaire
pour lequel on a

-I^T. ̂
avec le spectre d'énergie : £'„ = huÇii. + 1/2), UJ = v/Â'/^f, 71 == 0, 1 . . . .

En écrivant p , ̂  sous la forme (voir 6.2 et, 6.3)

-•l \ ,-2 , -^ p'2 , Q2 3 - ^ - f i ) ^1 ienBU n\Pi,.,, = —(^ + ̂ ) ==— + —7, P~=v^ Q= •(;„, [1\ Q] = ——— (1)
^n ' ^'o ^'5 C7'l-'

(l 'axe ; étant dir igé le long du champ magnétique), on remarque que l'expression (1)
décrit un "oscillateur" avec ^ = a^/2 et k = 2/ti;^, le rôle de /} étant joué. par la
grandeur |c \ h H / c ^ i 2 (notons que le spectre de p^^ ne dépend pas du signe de la partie
droite du commutateur dans l'expression ( f ) ) . On obtient ainsi le spectre des valeurs
propres de l'opérateur ^»^ :

(^J^^n+l), M =0,1, 2 , . . . [n1 = hc/\e\Bn).
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De façon absolument analogue, on obtient le spectre de l'opérateur po :

pÏ=îï+yè, [îo,ya]=-ihc/eBo, (p'^k = a^-îk + 1), f c = 0 , l , 2 , . . . ,

On a de plus les relations

pL = 2fft/^o2, (2)
-2 2/?t 2 - / c \
Po = —2 - —L CJ = -T-T^o , (3),ucJo ^ ^ |e| y

où Ht est l'hamiltonien du mouvement transversal de la particule dans un champ
magnétique f f f = H — p ' j / 2 / i . Pour obtenir (3), on a utilisé le choix de jauge suivant
du potentiel vecteur : A = ^BQ A r. A partir de (2) et (3), on montre que les
fonctions d'onde ^nmp^, obtenues dans le problème précédent, sont fonctions propres
des opérateurs pg et. p^ pour les valeurs propres :

(p2^),, =a2(2n+ 1), (pï)k =a2 (2A•+l ) , k = n + —m.

6.8. En notant <I'n les fonctions d'onde des états étudiés, on obtient, selon 6.6,

I^I^C^/a)2^/202. (1)

En utilisant les formules
/.oo 1

\\v} = / e--1';^-1^, r(ra) = (n - 1)!, r(2a;) = ——223- l^(.B)^(a• + 1/2),
Jn V7'"

on norme sans peine l'expression (1) à l'unité (dans le plan x , y ) et l'on obtient les
moyennes suivantes :

r(n+ï) '
(2)

/•oo

7=2^ / p3\1Sln\2dp='2a2(n+l), Tra^C2 = [y^l^n + l)]-1.
JO

La valeur la plus probable /Op.p de la variable p , pour laquelle la fonction 27r/)|\Iyn|
(densité de probabilité de distribution en p) est, maximale, vaut /?p p = n-\/2rî + 1.

Dans les états décrits par la, fonction d'onde ^n,, les opérateurs pg et p^ possèdent
des valeurs déterminées (voir problème précédent) égales à

(pl)o--a\ (^Jn^^+l).

Dans le cas n^> 1 (limite quasi classique), compte tenu du comportement asympto-
tique de r(a;) pour x —>• oo :

r(a-) w ^27^.^••E+l/2e-3'•,
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on obtient selon (2) ~p w a\/2ri, et donc,

Pp.p. = V(pLr}'i w \1 P'2 w p w «\/2rt »

Les relations (3) signifient que la distribution radiale (en p ) de la particule pour n ~^> 1
présente un maximum étroit près de la valeur p p . y . . La grandeur 271"/ '̂l',, |2 peut alors
prendre la forme

27 |̂1',. 2 = C'(p/ft)2"+' exp(-^/2a'-') = Cexp {-——+ (2n + 1) lu
Ïa1

(4)

(l'argument de l'exponentielle est développé ici en série au voisinage du maximum
atteint- au point pp.p.) . De (4) , il s'ensuit que

A(O = \ j p 1 - ~p1 w o/v/2 <€ 'p.

Donc la probabilité de présence de la particule n'est manifestement non nulle que
dans un anneau étroit de rayon aV'In. et de largeur a. Cela correspond au passage a
la limite classique et à l'orbite circulaire de la particule ; de plus, le rayon de l'orbite
dépend de l'énergie de la particule exactement de la même façon que dans le cas de
la mécanique classique. Notons que l'égalité m == ~T\ii' valable pour les états de la
particule avec n ^> 1, après substitution de 171 = M ^ / f i et n w E i / t i i ^ o , se transforme
en une relation classique entre le moment de la. particule par rapport au centre de
l'orbite et l'énergie de sou mouvement transversa] :

^=^.M=W\M,\.
l i e

Cette relation s'obtient sans peine à partir des expressions classiques

k BoM = r A p, v; = w A r, ^.v = p - -A = p - —Bu A r
c 2c

(pour w, voir 6.3) en réalisant, les transformations suivantes :

//.V2 1 / u \ a? • M /( , w • M 1
^=^ -^Ar . (p+^Ar )= -^- + 1^^ ——^- + ̂  E,.

6.9. Pour les états avec n = 0, m = — 111 , on a, selon 6.6,

^^^^^C^p/a}^-^/^. (1)

Vu que l'expression (1 ) ne diffère de l'expression ( 1 ) du problème précédent que par
la substitution de |m| à n, toutes les caractéristiques de la distribution spatiale de la
particule : /7, p2, p p p et la forme de 'î '' avec m ^$> 1 s'obtiennent directement des
résultats du problème précédent (on ne les écrit pas).
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Toutefois, l'interprétation des états étudiés n'a rien de commun avec le problème
précédent. L'énergie du mouvement transversal pour n = 0 prend une valeur minimale
égale à ( E f } n = ̂ o/2, et ces états sont essentiellement "non classiques".

Dans les états étudiés, les opérateurs pg et p^ acquièrent des valeurs déterminées
(voir problème 6.7) égales à

(pl)\m.\ = a^lml + 1), (pDo = a2.

Pour |m| 3> 1, quand

p w \j p'1 w pp p = ̂ (pi)\m\ » a\/'2\m\ » a,

la, distribution radiale de la particule possède un maximum étroit au voisinage de
/?p.p. ; la largeur de ce maximum est de l'ordre de la grandeur a (voir problème précé-
dent). On peut faire correspondre à ces états la situation classique suivante : une
distribution homogène d'orbites de rayon minimal (égal à \/{p'i^)Q = a) dans un
domaine annulaire étroit de rayon R = a\/2|m| ̂  a et de largeur de l'ordre de a.

6.10. Dans des états stationnaires du spectre discret dans un potentiel U(r), une
particule est toujours localisée dans un domaine limité de l'espace.

La propriété particulière des états du spectre discret du mouvement transversal de la,
particule au sein d'un champ magnétique homogène est liée au fait que les niveaux
d'énergie ont une multiplicité infinie.

Soit un paquet d'ondes composé des fonctions propres ^npy (voir 6.4 ; la dépendance
de la fonction d'onde par rapport à la variable z est négligée) :

^n= f C(py)^^(x,y)dpy. (1)

II est évident que la fonction d'onde (1) est, une fonction propre de l'hamiltonien Ht ;
de plus, si

{ \C{py)\'2dpy=ï, (2)

cette fonction est Normée, c'est-à-dire qu'elle décrit une particule localisée. En parti-
culier, les fonctions d'onde ^nm (voir 6.6) satisfont aux conditions (1) et (2).

Et, inversement, à partir des fonctions propres normées 'î'nnu il es^ possible de com-
poser les fonctions d'onde de la forme

^" ^^^(îî^nm,
Tll

qui sont également fonctions propres de l'opérateur Ht ', toutefois, dans le cas ou
^ \Cm\2 = oo, ces fonctions décrivent une particule non localisée dans un domaine
limité du plan x , y .
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6.11. En dirigeant l'axe z le long du champ magnétique, l'axe x le long du champ
électrique et en utilisant un choix de jauge du potentiel vecteur de la forme A^ = 0,
Ay = Bx, A^ =0 , on obtient l'hamiltonien de la particule

- p2 (py-'-Bx)'1 y2
H = f- + vî————'- + " - <'£x. (1)

2/< 2^ 2/<

C o m m e les opérateurs py et p; commutent entre eux et, avec l 'hamiltonien, les fonc-
tions propres peuvent être choisies sous la forme

^p, (a-, y , z)=^ ex? [^Pyîl + P^)\ /(•'•)• (2)

où la fonction f ( x ) satisfait à l'équation

- f - f " ( x ) - c £ x f + ( p i / — C B X ) - f = R , f , E,=E-pU-^. (3)
2.1.1 îfi,

L'équation (3) se réduit, sans peine à l'équation de Schrödinger bien connue d'un
oscillateur linéaire. On obtient,, donc, les fonctions propres de l 'hamil tonien (1) et les
niveaux d'énergie correspondants sous la forme

(̂̂ ,.) = ̂ exp [^+^)] .r (- ̂  - ̂ ),
(4)

^,,=M"+1/2)+||-^-^, n=0,1,2, . . ,

où '1'.,'̂  est la fonction des états stationnaires de l'oscillateur de pulsation propre
^ii = \e\B/^ic.

Pour £ = 0 les expressions (4) se réduisent à, la solution du problème. 6.4, a).

6.12. Avec le choix de jauge du potentiel vecteur A = ^[BAr], l 'hamiltonien prend la
forme (en coordonnées cylindriques avec l 'axe z dirigé le long du champ magnétique)

. _ _ ^ n _ ^ o_ y ÔL_^eB.Q_\ ^ (k. e2^ 2
- ~'2i.t [ p O f / ' Q p + p^Q^ + 9z2 ~ ch c)y\ + 2 +\2+ 8^c2 ) p '

I^es opérateurs /; et 77; = ——-r^ + ^- commutent entre eux et avec l 'hamiltonien.

Ains i les fonctions propres de H peuvent ôtre choisies comme fonctions propres de ces
opérateurs, de sorte que

^E,nn, = ———e""^/(/,), m = 0, f, . . . , (1)
V^Tr

et l'équation de Schrödinger se réduit à l'équation pour la fonction /(/?) :

4^^-^Oï^)-^»- <2 '
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^ = ̂ k-. k] = H^ = ̂ [E - t^(n, + 1/2)].

En effectuant la changement de variable ç = p2 /2a2, où

/e2^2 4^2^- l /4

a=[-^+^-) -

l'équation (2) prend la forme

^ idf r^ e 5 ^ _ ^ _ n
<' + ^ (/$ ' [ 2^ + 2^ 4^ 4J 7 - u; ^

absolument identique à celle de l'équation (4) du problème 6.6 (en remplaçant seule-
ment la grandeur k f a ' 2 + em/|e| par k j a 2 + eBma2 / hc ) .

En utilisant la solution du problème 6.6, on obtient à partir de l'équation (3)

/n,,n - C(p/a)^ exp(-p2/4a2)F(-ni, |m| + 1, p2/^2),

ehRrri 1 e 2 B2

(Et)n^ = ————- + ̂  ^ + —r-,^ + l"i| + 2»i), ni = 0,1, 2 , . . . (4)z/ic \j 4/^-'c-

Les expressions (1) et (4) définissent les fonctions propres de l'hamiltonien ^mmn^,
ainsi que les niveaux d'énergie

ehBm / e2B2

^mmn, = -——— + ti\ y + 7-^-2(2"! + \m\ + 1) + to(n2 + 1/2). (5)
-/^ \/ P' ^

Selon (5), les nombres quantiques du niveau fondamental sont n\ = n-^ = m == 0 et,
dans un champ magnétique faible \e\B /'//c ̂  c^,

2 i- D2

/?ooo«3/^/2+———. (6)
8^-c^u;

A partir de (6), on obtient l'expression de la susceptibilité magnétique \o :

e'h ( ^\
XO=-Ï,W (,A£0=-^•

6.13. Avec le choix de jauge du potentiel vecteur A = ^B A r, l'hamiltonien du
mouvement transversal d'une particule chargée prend la forme

fi2 1 9 9 K ^ ehB^ e'-'B'2?2 .
tlt=-^--^-p^-+7^^^.-^——lz+ Q 2 - 1

îp, p ôp ôp î^p-' 2^c 8^c2
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Eu posant, dans (1) p = a = const, on obtient l'hamiltonien d'un rotateur plan dans
un champ magnétique (/ = f - i a ) :

~ _ J^_f_ icîiB d e^B2!
~ -27fl^+ 2//,c (^+ 8/^c2 '

II est évident, que les fonctions propres de l'opérateur /; = —icI/Oy sont fonctions
propres de l'hamiltonien ; elles sont donc de la forme

^m = ——e"'^, m = 0, ± 1, ±2, . . . ,
y2n
h2 m2 ehBm c" H21

Em - ~U~ ~ ~2^ + W (2)

L'expression (2) montre que le champ peut, être omis car c'est, une grandeur constante
indépendante de l'état, du rotateur. D'après (2) , le champ magnétique lève la douille
dégénérescence des niveaux d'énergie excités du rotateur libre.

L'interprétation de l'expression (2) de E,n est, évidente : dans l'état décrit, par la fonc-
tion d'onde 'I',,, le rotateur possède un moment magnétique M. dont la composante
selon 2 est ' "" ; ainsi l'énergie d'interaction avec le champ magnétique vaut

-^.B=-ehBm.
2/.(c

6.14. Vu que les valeurs propres Ef de l 'hamiltonien du mouvement, transversal
de la particule, H f = — {pt — JA()'", sont positives (voir 1.2;i), qu'en dehors du
solénoïde, la particule est libre et que pour E f . > 0 il n'y pas de solution décroissante
de l'équation de Schrödinger d'une particule libre lorsque p — oo, le solénoïde ne peut
"lier" la particule.

On est en mesure de montrer directement, à partir de la, forme de l'équation de
Schrödinger, que le spectre de l'opérateur l l f (/^ > 0) est, continu. Pour cela, utilisons
le choix suivant de potentiel vecteur A = A( = ^/(^)iio A r, où le vecteur lin est,
dirigé suivant l'axe du solénoïde et où la fonction f ( p ) et B = rot, A = ( 0 , U , û ( ; o ) )
sont définis par

f BQ, p < R, ( Rr, f t < F!
f 1 \ î •) l ) 1 \ ) ' / ( ^ 1 / / ^ - i l ^

f ( p ) = [ (f)^o, P > H , ^'{o, P > P .

L'hamiltonien Ht prend la, forme

^ ^ J_ [_^^_ ̂  _ ^_^_ ̂  "-hf(p) <> î ^rf(p)~\
'lis, [ p 9p 9p p19y'2 c 9y 4c2 J

Les fonctions propres de. cet, opérateur peuvent être choisies sous la forme

^,, _J_^ild'r.fcim — /T—' ^- •
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Dans ce cas, l'équation de Schrödinger prend la forme classique d'une équation de
Schrödinger unidimensionnelle (\(0) = 0) :

h2 „ p2^2-!^) ehmf{p) eW(/>)1 _ ,.

-^ +[—w—~ ~^~ ^^~\x ~ tx'
avec une énergie potentielle effective

1 hrn e p f ( p )

P 2c

/t2

V

dont l'allure est donnée sur la fig. 25 (la forme de la courbe dépend des valeurs
des paramètres m, BQ, etc. ; le dessin correspond au cas m ^ 0 et à une valeur
suffisamment grande de -B(], de sorte que ByR2 ~^> hc/\e\).

Sur la- base de considérations générales (en-
tre la nature du spectre d'énergie et la forme
du potentiel), on constate que, pour le poten-
tiel U ^ f f du problème et Ef > 0 quelconque,
il n'y a qu'une solution (et une seulement) de
l'équation de Schrôdinger (la seconde diverge
pour p —>• 0). Cette solution ne décroît évidem-
ment pas lorsque /; -+ oo, de sorte qu'elle décrit
une particule qui n'est pas localisée dans un do-
maine limité de l'espace.
La figure permet également de saisir la dif-
férence qualitative entre les cas où R ~^- oo et
R = 00. Figure 25

Pour R -^ '30, il y a des niveaux d'énergie quasi discrets (les niveaux les plus bas sont
marqués sur la figure). Pour 7?, —>• oo, la largeur de ces niveaux tend vers zéro, et ils
se transforment en niveaux habituels du spectre discret d'une particule chargée dans
un champ magnétique homogène.

6.15. La solution du problème s'obtient, à partir de la solution du problème précédent.

6.16. Pour résoudre ce problème, utilisons la méthode variationnelle.

Avec le choix de jauge du potentiel vecteur A = -Bo Ar , l'hamiltonien de la particule
prend la forme (on utilise le système de coordonnées cylindriques avec l'axe z est
dirigé le long du champ magnétique)

^=/ îW+^+£/( . . ) ,
2;u (1)

H (0) ft2 0 9
ï^p 9p 9p ïi^p1
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Examinons des fonrtions d'onde normées à l'unité de la forme

^ = ̂ /Ke-^ll^o.mOo,^), (2)

où ̂ n^.m ps*' 1e1 partie "transversale" normée à l 'uni té (dans le plan r , y ) de la fonction
d'onde 'îfnmv, du problème 6.6. Cherchons la valeur moyenne de l'hamiltonien (1)
dans l'état décrit par la fonction d'onde (2) :

/• î fe 2 2 /•
T?(K) = / ^H^pdpdydz = ̂  + —^ + K / U^e-^ \^n=o,^dV (3)

J z 2^( J

(uJçi = e \ R n / p c ) . On voit, à partir de l'expression (3) (U(r) < 0) , que, pour des
valeurs suffisamment petites du paramètre K ,

Tî^ ^ ̂ 0/2, (4)

et comme la valeur minimale de l'énergie d'une particule dans un champ magnétique
homogène vaut huio/ï, l'inégalité (4) signifie que l'hamiltonien (!) possède des valeurs
propres inférieures à. /(u^'o/2 ; comme dans les états correspondants la particule ne peut
aller vers l ' i n f i n i , elle est localisée dans un domaine limité de l'espace (aussi bien dans
le plan .r,y que le long de l'axe z ) . Notons que le nombre de ces états est infiniment
grand, comme d'ailleurs celui des valeurs de ni.

6.17. En dirigeant l'axe z le long du champ magnétique, l'harniltonien de la particule
a pour expression

H = ̂ - -AfB- ^--^o^nî.. (1)
2/< 2^

Etant donné que les opérateurs p et 's: == ( T z / ' l commutent entre eux et avec l ' h a m i l t o n i e n (1), les fonctions propres el, les valeurs propres de l'opérateur // sont de la

forme

\slps- = (2^ex? (ip^') .̂  ' E^- - j^ - 2^B°S2 '

( \ \ - ( Q\
A^=+i /2 = ^ o J • Y-——1/2 ~ [ l ) •

6.18. Si l'on choisit l'axe z selon la direction du vecteur B[) à l'intérieur du solénoïde,
ou a l'hamiltonien du mouvement transversal d 'un neutron (/(o étant le moment
magnétique du neutron)

â,=^-/<oô(/^.
Z/7,

OU

, . f BQ, p < R ( l i — ravon du solénoïde),
B ( p ) = 1 0, p > R .
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Comme l'opérateur ïz = ir^/2 commute avec l'hamiltonien, les fonctions propres de
Ht peuvent être choisies sous la forme

^£<^ = f(p, V)X^,

où ~^s, est fonction propre de l'opérateur s^ correspondant à la valeur propre s^ =
+1/2 ou —1/2. Le problême de la détermination de la fonction f [ p , y) se réduit à
la résolution de l'équation de Schrödinger dans un champ bidimensionnel U(p) de la
forme

F -2/^0o^ = -Uo p < R,
u ^ = [ o , p > R .

Sachant, que pour le neutron f i o < 0, alors avec s^ = +1/2 le potentiel (1) cons-
titue une barrière de potentiel et les états du spectre discret n'existent pas. Avec
s^ = —1/2 le champ U(p) représente un puits de potentiel de rayon R et de pro-
fondeur Uo == |/^oBo|. Les états stationnaires du spectre discret dans un tel puits ont
été étudiés auparavant dans les problèmes 4.9 et 4.10.

6.19. L'hamiltonien d'une particule en coordonnées cylindriques avec l'axe z dirigé
le long du champ magnétique est de la forme

_ h'2 n s 9 y Q2 iH =-— \-J^P7^+7^^+~T'^^\ - / 'o^p ̂ .2;u [ p o p op oz2 p-loy•t\

Les opérateurs s^, p ^ , l^ commutent entre eux et avec l'hamiltonien ; les fonctions
propres de l'opérateur H peuvent donc s'écrire sous la forme

^Ep.ms. = -—-r- exp \i [rmp + p—) f ( p ) X s , ,
27i-Vî L \ " / 1

où \ss est le spineur d'une particule correspondant à une projection déterminée s,
du spin sur l'axe z . La fonction f ( p ) est solution de l'équation

-^M^-ïV-^^--^
où Et = E — p^/2^. L'équation définit également le spectre d'énergie du mouvement
transversal de la particule.

6.20. L'hamiltonien est de la forme H = ]— — ^o-B(a')o-^. Les opérateurs s^, p,, L
commutent entre eux et, avec l'hamiltonien : les fonctions propres de ces opérateurs
peuvent également être fonctions propres de l'hamiltonien. Dans le processus de
réflexion du neutron sur la surface de séparation "vide — champ magnétique", ce
neutron possède des valeurs déterminées de s^, py, pz et de l'énergie E. Ainsi la
fonction d'onde peut être représentée sous la forme

1 \i 1
^EP,P,<. = ̂ ^P h,(W+P^) f W X s ^ ,
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on ^,, est le spineur du neutron ayant une valeur déterminée .s; do la projection du
spin sur l'axe z . La fonction f [ x ) satisfait a l 'équation

E I = E - ( p ^ + ^ ) / - 2 f i .

Les valeurs de l'énergie E de la particule et de l'énergie A'; du mouvement "longitudi-
nal" se déterminent d'après les conditions du problème et sont égales à

E, =

;<f./2/(, si les particules proviennent du domaine
;»; < 0, alors ps. > 0 (par la suite cas a) ) ,

p'.l'îp.— 2 / ( n . « > z / A i , si les particules proviennent du domaine
x > 0, alors px < U (cas b)).

L'équation (1) doit être résolue avec les conditions aux limites correspondant à la
réflexion et a la transmission des particules :

où //,. est la composante correspondante de l'impulsion des particules réfractées (les
signes "±" se rapportent aux cas a) et- 1)) respectivement) :

;/, = ±\/pï±4/</tn.s 'z»o. (2)

En utilisant le résultat du problème 2.46, on obtient le coefficient de réflexion :

'\pr - ly/pT^/t/Jn.';,/?»\-\p'.\
J^-l+lp'.! [Pr + 1 v/p^-'l/t/iu^.UoI

Les vecteurs (p,., py ,?-,). (-?,., p y , p: ) . (p1,. p y , p.- )
représentant, les impulsions des particules inc i -
dentes, réfléchies et réfractées se trouvent dans
un même plan. Il esl évident que l'angle de
réflexion est égal à l 'angle d'incidence (les angles
sont comptés à partir de la direction de la normale
à la surlace de séparation, voir l ig. 29), tandis que
les angles de réfraction et d'incidence sont liés par
l'expression

tan O^ = tan 0,,.,, y/f ± 4^/(n.s;Bo/p2
(4)

Les formules (3) et (4) sont valables à condition
que l'expression sous le radical ne soit pas néga-
tive. Dans le cas contraire, il y a réflexion totale
des neutrons sur la surface de séparation (R= 1).Figure 20
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6.21. L'hamiltonien de la particule diffère des hamiltoniens étudiés dans 6.4 et 6.6 par
la présence d'un termes supplémentaire —iioBaa'z. La solution du problème s'exprime
manifestement à partir de celles des problèmes 6.4 et 6.6. En particulier, avec le choix
de jauge du potentiel vecteur utilisé dans 6.4 a), on obtient les fonctions propres et
les valeurs propres de l'hamiltonien :

^".pïp^, = t'",.p„î',(•c,^/,2•)ï.<.-

^=^(.+j)+||-w^-.

6.22. En utilisant les propriétés des matrices de Pauli et les relations du problème
6.2, on a

{ ( ^ (s A \ '1 " A A A ^- '-' 2 / r . - ^ \ ̂  .̂ '2 "̂  ^ " -n / \(T • ( p - -Al > = o-iO-kVt'Vk^ = il (ôik + z£ikl^i)v,.Vk = p. v- - —B(r) • <r,
\ c / -I c

et l'assertion du problème s'avère évidente si l'on tient compte du fait que la valeur
du moment magnétique de l'électron et du muon vaut 1.1.0 = eh/îiic (e, /< étant la
charge et la masse de la particule concernée).

Pour les autres particules de spin s = 1/2 pour lesquelles /<o i- J— l'hamiltonien de
Pauli

ff =_ ^'"'J / - ^oo- • B + r^p
2/(

est diffèrent de celui donné dans l'énoncé.

6.23. L'hamiltonien de l'électron (ainsi que celui du positron ou des muons /.(± de
moment magnétique //n = e/t./2/tc) peut, selon le problème précédent, être écrit sous
la forme

7Î=I (<T.V) 2 ,

et, manifestement, l'opérateur 0" • v commute avec l'hamiltonien.

6.24. L'hamiltonien de l'électron, selon 6.22, a la forme

^ = ± ; , . f p _ ^ A U 2 ,
2^ l \v c ) J '

et ses valeurs propres ne sont pas négatives, E ~>_ 0. L'absence d'états liés de l'électron
se comprend donc aisément (voir la résolution du problème 6.14).

6.25. Selon l'èlectrodynamique classique, le champ magnétique créé par une densité
volumique de courant j(r) vaut

BW^/^yav. w



238 PROBLÈMES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE

En l'absence de champ magnétique extérieur,

1/3 h
,= (^v<r-vrvi'), (-2)

2 /.l

(—e étant la charge de la particule) et compte tenu de la forme de la fonction d'onde,
on voit immédiatement que, pour l'état 1 .s, j = 0 et B = 0.

La fonction d'onde des états 2p d'une particule est de la forme

^ = ^ / - l ( e • r ) e - r / 2 a , (3)
V 327ra''

où a —. r ^ / Z e - ' i A et |e -' = 1 (pour la dépendance angulaire de la fonction d'onde (3)
voir 3.59 et 3.60). En s'appuyant sur ( 1 ) — ( 3 ) , on a

B(o) = -64^b / 'Ï41' A {et(£ • r) - e(et • r)}](/'"- (4)

(pour obtenir (4), il est utile de remarquer que, dans l'expression (2) du courant,
l'opérateur V n'agit, que sur les facteurs (e • r) et (e* • r) de la fonction d'onde, vu
que r A V / ( r ) - 0 ; V(e • r) = e).

En introduisant le vecteur b = e* Ae , on obtient sans peine

r A {e*(e • r) - e(e* • r)} = r A (r A b) = r(r • b) - br2,

et l ' intégrale de l'expression (4) prend la forme

fe———[ï•(r•'b)-br2]dV =ï (5)

Pour calculer le vecteur I, étudions l'intégrale

r e-'V"
/ —7—XiXkdV = C&ik. (6)

J »••'

En faisant la somme dey termes de la relation (6) pour ?', k = 1, 2, 3, il vient,

3C-= /"-Pbr/0)^^^. (7)

et on déduit de (5)—(7) que 1 == —"^-b et, finalement, l'expression du champ magné-
tique devient :

ieh
'24^tca3

En particulier, dans les états 2p de la particule ayant une valeur déterminée m. de la
projection du moment sur l'axe z , compte tenu de la forme des vecteurs e(m) (voir
3.60), on a, selon l'expression (8),

B(0)^o = 0, B(0),,,=±i = (o , 0, ̂ —1—,) • (9)
\ Z. i f.lCCl y
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6.26. L'opérateur moment magnétique d'une particule sans spin en l'absence de
champ magnétique extérieur est de la forme (—e étant la charge de la particule)

A4=--^î,
2/^c

et, donc, dans les conditions du problème ses éléments matriciels sont

[M^n=-^ IW^ndV (1)

ne sont différents de zéro que dans le cas où les deux fonctions d'onde î'n et 'î'n,
correspondent à- des états ïp de la particule (on n'étudiera pas la superposition des
états '2s et 2p).

En représentant les fonctions d'onde ^n et '•!',„ sous une forme analogue à l'expression
(3) du problème précédent, on obtient

--^ 7ph
(A4)^=^[^A^] (2)

(la formule (2) peut être obtenue par le calcul de l'intégrale (1) de façon analogue au
procédé adopté dans le problème précédent ; elle peut, toutefois, être obtenue sans
calcul si l'on utilise le résultat du problème 3.66).

6.27. L'opérateur moment orbital d'une particule est de la forme 1 = ^[ÎA p]. Le
moment, magnétique d'une particule chargée en théorie classique est de la forme

A4= -^(rAv) = -e- fi-A fp- ^A)1 . (1)
2e' / 2^c L V c ! \ ' '

La généralisation de la relation (1) à la mécanique quantique est l'opérateur A4 du
moment magnétique d'une particule sans spin :

A4 = — — f r A ( p - ^ A ) 1
2/(.c L \ c / J

ou

fe 2

•M=— Î-—^ I•AA• c2)2/(c 2^0"

En cherchant la valeur moyenne des deux membres do la relation (2) , on obtient

A 4 = e / t - i - — — r X A . (3)
2^c 2^c2

L'égalité (3) ne contredit pas l'invariance de jauge. Dans un état physique donné
de la particule, A4 ne dépend pas du choix de jauge du potentiel, tandis que les
grandeurs 1 et r A A en dépendent. Avec la transformation de jauge du potentiel



240 PROBLÈMES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE

vecteur A' = A + V/, la valeur de 1 varie à cause de la modification de la. fonction
d'onde :

M,' = exp f^/ j ̂
\hc )

(la fonction d'onde ̂  dans le choix de jauge initial du potentiel et la fonction d'onde '!>'
dans le nouveau choix de jauge décrivent le même état physique de la particule !). De
plus, la variation de la, grandeur 1 est complètement compensée par celle du deuxième
ternie dans le second membre de la relation (3) du fait de la transformation de jauge.

Notons que l'égalité (3) peut être obtenue en partant, de la définition du moment
magnétique du courant :

M. = — / r A }dV,
2c7

en utilisant l'expression connue

• i '_>
j = ̂ (^vr -'rvi') - -^-A^r'r (4)

2p /(c

de la densité de courant d'une particule chargée sans spin dans un champ magnétique.

6.28. Compte tenu de la forme explicite de la fonction d'onde ^nnip- (voir formule
( f O ) du problème 6.6), du choix de jauge du potentiel vecteur A = -Bo A r utilisé
dans ce cas et de l'expression de la densité de courant de la particule chargée sans
spin au sein d'un champ magnétique (voir formule (4) du problème précédent), on
obtient (dans le système de coordonnées cylindriques)

ep, 2 , _ (ehm e^Bpp'
— — — ^ r a m p ; , Jy — 1 ———— — —.———

// \ PP 2^C
,^o. ... ̂ l»,,,.,,2, ^ --——- I»,,,,.,.,'

6.29. La densité de courant d ' u n e particule chargée possédant un moment- magnétique
de spin a la forme

J = J o r b + . L p ,

où le premier terme est lié au mouvement orbital de la particule et est donné par
la. formule (4) du problème 6.27, tandis que le second est le courant du moment
magnétique de spin que, pour un spin s = 1/2, vaut

.Lp = {to(•l•ot(•lîlta•^).

Les fonctions d'onde des états sont de la forme

^ =^n^p,,, = <r,,,,,.^Y,.,

où \s. est fonction propre de l'opérateur .s;. Donc,

^îrM/ =: (0,0,2/,os,|^,,^,, 2).
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La grandeur ^rimp^ 2 ne dépendant que de la variable p , il vient

°-\- Q p 'O'sp)p = O'spL- = o, (^Jy = -îp.ocs,—\^^pA

Le courant du mouvement orbital dans les états considérés a la morne forme que dans
6.28.

6.30. La fonction d'onde de l'électron a la forme

1
^ =

où \ est, un spineur. Dans l'état considéré la densité de courant liée au mouvement,
orbital de l'électron est nulle et le courant est déterminé par le moment magnétique
de spin :

J =Jsp = l^oc vot(f*a"î!) = -/^oc(a/\'Vp),

^ = X^X, P(r) = na--

Selon la formule bien connue de l'électrodynamique, le potentiel vecteur du champ
magnétique cherché vaut

AW=l-|•^=
c j R — r
1 [3(r)dV

-I.IO(T A
J |R-r

dV.

On effectue les transformations

/- VpdV _ p(r)
•dV = V (1)RR - r ' |R-r J l\-J |R-r

où l'on a utilisé le théorème d'Ostrogradski-Gauss et la relation

R - r

V, / (R- r )=-VR/(R- r ) .

L'intégrale de la formule (1) a été calculée dans 4.29 :

^/ ,Mrfv_l_/ l n ,/^
./ |R-r| - fî, { R ' a ) - f ^ l '

ou obtient donc l'expression du potentiel vecteur

A(r)=-^>(<TAV.f(r)).

Nous n'écrirons pas les expressions du champ magnétique B = rotA pour des valeurs
arbitraire de r et ne donnerons que les expressions limites :

B(0) SjUpq-
3a3 '

B(r)
3(p. • r)r — /.(r"

pour )• —^ oo, (2)



pour les grandes distances a l'atome, le champ magnétique est celui crée par un dipôle
magnétique valant p. = i i a f r -

6.31. Dans les conditions du problème le courant engendrant le champ magnétique
est un courant- du moment magnétique de spin qui vaut

j = (jJ = ,uncrot('ro-'î) = -poc(a A V p(r)),

où

1> = 1'0('')1''. f f= X*o-,\ , A* = /'(I"'.

(on a tenu compte du (ait que la fonction d'onde de la particule est de la forme
^ =^'(r)\).

Pour obtenir le champ magnétique à l 'or igine des coordonnées

"W = ^/'^^^--y^-M^AV/^n-

= - / ^ [^ ( r -V^- ( r . /< , )Vp]dV (1)

ou est amené a calculer des intégrales de la forme

-^x^p^^CS.h. (2)
r3 ô.Vk

Compte tenu de la relation

r . V/-) = :fi.^—p(r) = î'i'—^-p(r) = r—p(r),
oxi r ar or

ou obtient- l'expression de C :

ÏC. = / ^ . Q p [ , • } d y = I ^-^-p(r}dV = -/I^(O). (3)
J ) ''•'•; J '1 01

A l'origine des coordonnées, le champ magnétique s'écrit donc :

B(0)=^(0)=^<TWO)r-'. (/l)

En par t i cu l ie r , pour l'état l.s' de la particule dans un c h a m p coulombien. ou retrouve
à partir de (4) la première des relations (2) du problème précédent.



CHAPITRE 7

EVOLUTION DES ÉTATS
EN FONCTION DU TEMPS

7.1. A partir de la relation

^AB)=^(AB^^,AB],

et. après des transformations évidentes, grâce à l'utilisation du résultat du problème
1.9, on aboutit à la règle de dérivation cherchée :

—(AB) = À B+ÀB.

7.2. Compte tenu de la forme de l'hamiltonien (en représentation r)

^=(p-eA(r-^\e,(^).
2;u

où p = —î'fiV, on obtient sans peine

Ï = î = - [ H , r ] = ^ ( p - e - A ) .h A* \ c /

7.3.
//•V ^)'V ? /^ F* ^

W=^=^+^,V]^E+^VAB-BAV} , (1)

1 ÔA
E=-V^- -——, B=rotA.

c àt

La. relation (1) est une généralisation naturelle à la mécanique quantique de l'équation
du mouvement d'une particule chargée dans un champ électromagnétique

/^w = iiî = F = eE + ̂ (v A B).
c



244 PROBLÈMES DE M E C A N I Q U E Q U A N T 1 Q U E

7.4. En cherchant la valeur moyenne de l'opérateur /, on obtient

T = / ̂ .f ^ndr =-^1 ̂  (/// - /î.f)^nrfr =0. (1 )

(On a tenu compte de l'équation / /^n = E,,^,,^ et, on a utilisé l ' he rmi t i c i t é de
1 opérateur / / . )

7.5.
a) L'opérateur force F en représentation r a la forme F = — V ( ' . Comme I ] =

l ) 2 / 2 / (+^ ^ , on a F = —'VU = r[^;p] = P; e^ en u t i l i s a n t le résultat du problème
précédent, on obtient F = 0.

b) La valeur moyenne de l'opérateur force peut être obtenue grâce à la série de
transformations suivantes :

F = - / ^(V^^ril/-

= - / v(vr^''r,,)rfi/- + l'^^^'n + W^,,)]dv

= - f ^W^n^lV + An / V(î';^,,)f/l-

+ ^/{(V^)(AvIS,)+(A^)(V^,)}rf l7 (1)

(on a t.enu compte du fait que U^n = (l'^i — P' '/2/()^,,). l 'hi utilisant le théorème
d'Ostrogradski-Gauss, on montre que l'expression ( I ) est nulle. Pour cela, il faut
remarquer que la dernière intégrale dans l'expression (1) peut être écrite, compte
tenu de la commutativité des opérateurs V et A et de l ' h e r m i t i c i t é de l 'opérateur
A, comme

/{(V^,)(AvM + (A^;)(V*,,)}rfr = ^VW.AM/+ (A^;)(V*,,)}rfr = j VW,A^)dV = 0.

7.6. Le théorème du viriel de la mécanique classique postule que si l'énergie potentielle
du système mécanique est une fonction homogène de ses coordonnées (cartésiennes)
et que le mouvement du système est fini (c'est-à-dire qu'il s'effectue dans un domaine
l i m i t é de l'espace) et, qu'i l n'y a pas î le "chute des part icules le centre d ' interact ion ,
alors les valeurs moyennes par rapport au temps des énergies cinétique et potentielle
du système sont liées par la relation

nT7=•2T, ( I)

où il est le degré d'homogénéité de la fonction f ' ' ( . r ' i , .('2, . . . , ,i'3.\'), i\' étant )c nombre
de particules du système, de sorte que d'après le théorème d'Euler sur les fonctions
homogènes

3A' .-,,, A' „.,
^ ( ) [ i ^ 01'

nU - > xi——= ) l ' a - — — - 2

-——' 9xi ^ (h'a
'i = 1 a—1
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Le théorème du viriel est valable aussi en mécanique quantique si on remplace dans
(1) les valeurs moyennes par rapport au temps par les moyennes prises dans l'état
stationnaire du spectre discret. (Cela signifie que si le système est isolé, on peut ne
pas considérer le mouvement de son centre de masse).

a) ('ompte tenu des relations entre les opérateurs

(lîa _- _ 1 /-. ripa _ '•• _ OU
TT = r" — Pai ~u~ — Pa — ~ ^ ~ \ '
dt /( dt Oï-a

(résultat du problème 7.1) et de l'égalité (2) , il vient

, N

^ E v^ = Ed^0 + p111'0) =2T -nû- (3)11=1
On démontre directement le théorème du viriel en mécanique quantique si l'on
prend la. valeur moyenne de l'égalité (3) et si l'on tient compte du résultat obtenu
dans le problème 7.4.

b) Dans la démonstration par ce procédé, on se limitera au mouvement d'une par-
ticule dans un potentiel extérieur de la forme [/ = crr". Notons par '•^•(r) les
fonctions propres Données de l 'hamiltonien correspondant aux valeurs propres du
spectre discret. Considérons les fonctions d'onde de la forme

^(r)= (\+\r'^k[(l+\)r], (4)

qui , comme les fonctions propres '^/..(r), sont norrnées à l 'unité et cherchons la
valeur moyenne de l'énergie de la particule dans les états décrits par les fonctions
d'onde (4) :

/ / fc2 \^,(À) = ^ -—A + [/ ) ^,,civ = (i + À)'-'T,,/, + (i + \r"'ïïkk, (5)
\ -A* 7

où T/;;,., Ukk sont les valeurs moyennes des énergies cinétique et potentielle de la
particule dans l'état ^/..(r).

Pour A —^ 0, l'équation (5) devient

7?fc(À)%^.+(2nfc-nTT^.)A,

et. la condition d'extrèmum de la valeur propre de l'hamiltonien exigeant que
d . * • ' = 0 donne la démonstration du théorème du viriel.d\ ^

Un potentiel de la forme C = crr" est caractérisé par le seul paramètre a. Aussi
est-il commode de représenter les potentiels d'interaction des particules a e( b
sous la forme

Uab = aC'al, l'a - l'fcl",

où les (.'ah sont des grandeurs sans dimension. Il est de même commode de
représenter les masses des particules sous la forme ma = f i a ^ 1 , où m est une masse
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étalon, de sorte que f i a sont des grandeurs sans dimension. De plus, l'hamiltonien
d'un système de A/ particules, dont les interactions mutuelles et celles avec un
champ central extérieur sont décrites par des potentiels de la forme (/ = ar" (où
r est la distance entre deux particules ou la distance par rapport au centre du
champ extérieur), prend la forme

I{ = -£ E ̂  + Ea^ - ̂  " + Eac^-
a • a a<(i a

Les valeurs propres Ek(rn, h, c > ; C'a, Cab, ̂ a, n} du spectre discret de cet hamil-
tonien ne dépendent que de trois paramètres dimensionnels 'ni, /î, rr, à- partir
desquels on ne peut d 'une et d'une seule façon former une combinaison ayant la,
dimension d'une énergie :

/ ff \^h

\ ma i

par contre, on ne peut former aucun paramètre sans dimension. On a, donc

/ h2 \ ̂
Ek = » [——— ï/.-(("a,Cat>,;"a,").

\maJ

Compte tenu de ce que Î7 = a9H /' Qa et en s'appuyant sur le résultat obtenu dans
1.28, on obtient

77 9^ '2 ,.
Ukk = ^-i—— = ——-T,1'^-an n + 2

Grâce à cette relation et à l'égalité £\. = 7\.A. + U k k , oi1 montre le théorème du
viriel.

N
7.7. L'opérateur du moment dipolaire du système a la forme d, = e ̂  l'ai. En

0=1

introduisant l'opérateur dérivée du moment dipolaire d, par rapport au temps et en
utilisant la formule

r,1 _ p
/ ; \ . '^n '-'m , , ^
(di)nm = l———.———{di)nm,

où £',„ sont les niveaux d'énergie du système, on obtient sans peine

^^(E,n - En)(d..i)n,n(dk)rnn = — ^_^(di)nm(dl:)m.n. -

m m

-g- ̂ (di)nm(dk)mn = y^A - rf.<4)nn (1)

m

(on a utilisé ici la règle de multiplication des matrices).
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En tenant compte de la définition de rf, et de la commutativité des opérateurs coor-
donnée s-ai et vitesse x^k = ~i~m~ ^e particules différentes (a ^ b),

- - - - h^XaiXbk — XbkXai = ——OikOab,
t^t

on obtient, à partir des relations ( f ) , pour i = k , du fait de l'égalité (di)nm = (ifi)mn'

/ ^(^m ~ lin)\(ai)nm\ = „ ^ ^ ( x a i x a i ~ XaiXai )nn = „ ; { ' - )

m a=l '

ce qu'il fallait démontrer1.

7.8. Ecrivons l'équation de Schrödinger et son équation complexe conjuguée :

^fW^ ^ _IÎ^^^,t)+ I U(r,r')^(r',t)dV', (1)
9t 2/( J

8'St* <r f } h'2 I'
-ih \ ' =-—A^*(r, /)+ / U*{r,r')^(r',t)dV'. (2)

Ôt Zp, J

En multipliant l'équation (1) à gauche par '•^(r,^) et l'équation (2) par ^( r ,^) puis
en les soustrayant terme à terme, on obtient la relation

c)p^+dïvj(r,t)=^^(r,t)fu(r,r')^(r',t)dV'-

-^(r,t) 1 ir*(r,r')^(r',t)dV'^ (3)
^ )

( au lieu de l'équation classique de continuité — + div j = 0 ) , où

p=\^(r,t)\2, .j=-^?^-('rv'r-1'v'r).
z/(

Comme le second membre de l'équation (3) est différent de zéro (sauf dans le cas où
le potentiel est local U(r,r') = U(r)S(r— r')), la loi de conservation n'est pas vérifiée
(comparer à 7.9). On note toutefois que si le potentiel non local est hermitien, la loi
de conservation est vérifiée dans tout l'espace. En effet, en intégrant le relation (3)
sur tout l'espace, ou obtient

d /'^(r,/)!2^/^ 0, i ^(ï^dV = œnst
u'^ .! J

1 Soulignons que dans (2) il n'y a pas de sommation sur l 'indice î (c'est-à-dire que la relation esf
valable pour les trois composantes). En effectuant cette sommation, il faut remplacer \(d,)nm\2

par |dnm| et multiplier le second membre de (2) par 3.
Notons de même que la relation (2) peut être généralisée immédiatement, dans le cas d'un système
composé de particules ayant des charges et des niasses différentes.
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(l'intégrale d u second membre de (3) est mille à cause de l'hermiticité de 1 opérateur
I J ; la nullité de l'intégrale du second terme du premier membre do (3) vient du
théorème d'Ostrogradski-Gauss).

Le fait que la loi locale de conservation de la probabilité ne soit pas vérifiée peut
s'interpréter comme la création et l'annihilation de particules en différents points de
l'espace. Quant à la conservation de la norme de la fonction d'onde d'état, elle té-
moigne de l'égale intensité de ces processus, ce qui est garanti par l'hermiticité de
l'opérateur U . Lorsque l'opérateur U est. hermitien, il y a autant de créations que
d'annihilations.

7.9. Une étude classique (voir, par exemple, 7.8) conduit à la relation

9 ^+dlvj ( r ,<)=j^(^)W^,( ) | 2 , ( 1 )

ofi , comme habituellement,

p= |^(r ,<) | 2 , j=--^(»rv'p-i 'v>r).

En intégrant l'équation (1) dans un volume arbitraire, il vient,

d f |<r(r,/.)|W - - f ï d s + 2 f UiW^^-dV. (2)
"' ..iv ..1 ,s' " Jv

Pour f/i = 0 la relation (2) est la loi de conservation de la probabilité qui montre que
la variation de probabilité de présence de la particule dans le volume \' par unité de
temps est égale (avec le signe moins) au courant de probabilité à travers la surface
,S' dé l imi tant ce volume. Pour c''i ~^ U le second terme dans le deuxième membre de
l'expression (2) perturbe ce bilan et constitue ainsi un "mécanisme" supplémentaire
de variation (avec le temps) de la probabilité et, par suite, de la norme de la fonction
d'onde d'état, ce qui peut, s'interpréter comme une modification du nombre de par-
ticules dans le système. I l va de soi que pour l T } > 0 ce ''mécanisme" supplémentaire
augmente le nombre de particules, tandis que pour U\ < 0, il le diminue, c'est-à-dire
ciue les particules sont absorbées. Notons que l'intensité de ces processus (de produc-
tion et, d'absorption) au point considéré de l'espace est proportionnelle à la, densité
de probabilité de présence des particules ̂ ^.

7.10. En représentant le fonction d'onde sous la, forme

.1 / , 7r:r . 37r;r\
1'(,c,/ = () = — 3sm — - sin ——

1 Y o a )

et, compte tenu de la forme des fonctions propres et, des valeurs propres de l ' h a m i l t o n i e n de la particule (voir 2.1), on obtient, en accord avec la formule générale définis-

sant la. dépendance par rapport, au temps de la fonction d'onde,

.4 / 7T.f / /7î.7T^'\ 37T.f / ()/7l7^'•'/\\
^(x^.) = - 3sin-—exp -,—3- - s m — — e x p --—^-

4 Y a \ 2 / /a 2y a, ^ 2;u,a- ) )

A ( irnT2^ ( 7T.f. ( 4/T^7^2/,^ ?^.r\
= — exp — ——- 3 sm — — cxp — ——— sin —— .

4 p ^ 2/<a2 )\ a. l \ ̂  ) a )
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Au bout du temps T = fia2/'2nh, la particule revient à son état initial.

7.11. Compte tenu du résultat obtenu dans le problème -'l. I , on trouve

vI^^^fl-expf-^cx^J.
z L \ -• / J

Au bout du temps T = Tri / h le rotateur revient à son état initial.

7.12. Représentons la fonction d'onde sous la forme

f ( f ) , t = 0) =Acos 2 6 1 = -[(Scos2^- 1)+ 1] (1)

et connue le premier et le second termes dans l'expression entre crochets sont res-
pectivement proportionnels aux harmoniques sphériques Y^o et Y'oo constituant les
fonctions propres de l'hamiltonien (voir 4.3), on obtient

^, t) = ̂  1 + (3 ces2 0 - 1) exp (-3^)}.

Au temps T = 27rl/3h, le rotateur revient à l'état initial.

7.13. Développons la fonction d'onde sur la base des fonctions propres de l'opérateur
impulsion (et de l'hamiltonien) :

^(x,t =0)= I c(^)^(.,-)dp, ^(.^) = (2^)- l/2exp ( ï t w \) ,
J \ i1 /

c(p) = ——— [^(^t=0)exp(-^-î^\}dx
\/'lvh J \ " /

A f f a"2 imvox tp.v~\
= i 1 ^P \~~^> + —t— - ~^\ dx- (1)v^Tr/t J [ 2a2 h h J ' '

L'intégrale dans l'expression (1) se réduit tout simplement à l'intégrale de Poisson, et

, , aA r i , ,21
('{?) = —-^P {-^[mvoa-pa) .

Vli L z"" J

La fonction d'onde ^(a;,^) de la particule à un instant ( quelconque peut être obtenue
à partir de l'expression

/ / ' ^ \
1i(x,t) = c(p)exp^-^'\^p(x)dp

aA [ \ i.p'^t ipx a1 .,1
= ~f=ï \ ex^ -o; + r - ̂  mt'0 - p dP• 2

V^-n-h J \ 2/MH h W \
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L'intégrale dans l'expression (2) est. analogue à celle de la formule (1) et. son calcul,
après des transformations simples mais longues, donne

_ , , A \-ma'2r>'•'(x - vot)'-' + ifi^x^t + îa-Wco/^.c - vot) 1
„(,,/,) =^___exp|—————————2n,(»^+^/m2)—————————j- (3)

Selon (3), on obtient

exp
a2 (1

La fonction d'onde ']'(;(:,() est normée à l ' u n i t é pour |A|2 = (^î(l2')~\l'1. Ainsi on
obtient

ï(ïy= x^^^t^dx^vot, (A.T(<,))2 ^ (x - 1c(t)Y2 = Ç ( l + ̂ ) • (^

La fonction

c(p, ( )=expf--^-)r (p)
\ 2/M» /

est la fonction d'onde de la. particule en représentation p et, compte tenu de la. forme
de c ( ] > ) , on obtient

p(t) = / p\r(p,/)\~d.r = mvo, (A;»(/.))2 = ——

Le.s résultats obtenus dans (4)-(6) ont 1111 KCIIS simple : la fonction de distribution ci
coordonnées de la particule a selon (4) la forme d'une Gaussienue, dont le centre ;(•(/)

se déplace a la vitesse VQ (éga.le a p / ' m ) et dont la largeur (donnée par •\/(A.c(/))- ')
augmente (le paquet, s'étale). L'étalement du paquet est lié au fait que l'impulsion de
la particule n'a pas de valeur déterminée.

La durée /o pour laquelle la largeur du paquet double est. donnée par

fo = v/amn2//;. (7)

Donnons une estimation numér ique du temps / o -

1 ) Pour une particule de masse m = 1 0~ 2 ' g (électron) avec a = iO"8 cm (dimensions
atomiques) on a, selon (7), ti.] ~ ICP16 s.

2) Pour une particule macroscopique (m •= ICF11 g, a = K)"2 cm) la formule (7)
donne to ~ 10"'' .s ~ 1010 années !
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7.14. Selon le problême précédent

(^4(i^)-°^ (i)2 \ TO-a4/ 2

A partir de l'expression (1), on trouve

[a^Li, = th/m, c'est-à-dire a2^) ^ th/m.

7.15. La fonction d'onde d'une particule à un instant quelconque est donnée par

'S'(x,t)= fc(E)exp(-ï-Et'}fE(x)dE. (1)
J \ n /

II est évident que, pour t —r oo, ^ ( x ^ t ) } 2 décroît en raison de l'oscillation rapide de
la fonction sous l'intégrale de l'expression (1) (plus précisément, de l'oscillation de ses
parties réelle et imaginaire).

La décroissance de |vl '(a?,^)|2 et la conservation de la normalisation de la fonction
d'onde signifient que la particule s'éloigne à une distance infiniment grande pour
t —>• oo. On retrouve la nature infinie du mouvement d'une particule libre classique.

7.16. En écrivant la fonction d'onde ^ ( x ^ t = 0) comme une somme de fonctions
propres de l'hamiltonien d'une particule dans le potentiel U ( x ) = — a S ( x ) , on trouve

( . L7 / \ /•OO

^!(x,l.)=cxp -— L C l o^o(a• )+ / CiE^-^/^EWdË, (1)h / Jo

2 fe2

^^(x) = ̂ /Koexp(-Ko\x\), EQ = -——, KO =——

représente la fonction d'onde normée et l'énergie de l'unique état du spectre discret
dans le champ considéré (voir 2.11).

Le second terme de (1) (la contribution du spectre continu à la fonction d'onde) pour
t —>• oo s'annule en raison l'oscillation rapide des parties réelle et imaginaire de la
fonction sous l'intégrale. On a donc

\^(x,t = oo)|2 = ICol'o^)!2 = KolFo ^xp^Ku x\). (2)

On choisit la valeur du coefficient A dans la fonction d'onde ^(x^, = 0) pour qu'elle
soit normée : A2 = f i . Après le calcul de la grandeur

Q) = ^ ^(x,t=0)^(x)dx=-2\/K^3(iîo+i:{)~1,

l'expression (2) s'écrit sous la forme

W(x,t = oc) = \9{x,t = oo)|2 = 4/3K——exp(-c2^\x\)
(KO + p)-
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et représente la fonction de distribution en coordonnées de la particule pour t — ce.
La norme de cette' fonction est donnée par

/ oo

((• = W(x, l = oo)d.r = 4,JKo(h-o + /^-2 ^ 1.
-00

Le fait que la nonne de la fonction W ait une valeur inférieure à l ' un i t é montre que
la particule peut s'éloigner (avec une probabilité 1 — »;) à une distance infinie. On a,
malgré tout , conservation de la nonne de la fond ion d'onde car :

(^(J-.t^oo^d.i— I lim W.c,/)!2^;^ iim / |^(.r, /)!'•' dr = ] .
J J t-»'00 '->w J

7.17. La fonction d'onde ^ ( x ^ t ) est de la forme

i /* r ' / '2-1 \ "i
1'(.M)= ̂ == /exp -^ ^—-^•) <t>o(p)^. (:!)

V27r?) J L h Y2'" / J

Pour / —/• i3Ci (et a- —^ ±':x:) la phase de l'exposant- de l'exponentielle dans l'expression
(1) varie rapidement lors d'une faible variation de p, ce qu i entraîne des oscillations
rapides des parties réelle et imaginaire de la fonction sons l 'intégrale, et donne donc
une contribution faible à l'intégrale (1). La contribution dominante est celle cor-
respondant aux domaines d'intégration où l'exposant de l'exponentielle se modifie le
plus lentement, c'est-à-dire aux domaines proches des points po définis a partir de la
condition

r) ///-'/ ^ mx
^- ;)— - px ] = 0 , /'o = -—•op \2m ) t.

En sortant de l'intégrale la valeur de la fonction ^oipo) an point extrême et en calcu-
lant l'intégrale ainsi obtenue, on obtient la forme asymptotique de la fonction d'onde
pour / —> oo :

(2)

Notons le sens du résultat (2) : la valeur de la fonction d'onde pour t. —>• x au
point x —> ±00 (de sorte que s ' / i == const = î.'o = po/"i) se définit, par la fonction
d'onde •î'oti'-'n) en représentation p ; c'est justement cette impulsion po que doit avoir
la par t i cu le libre en mécanique classique pour pouvoir se déplacer d'une distance ,c
durant le temps / .
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7.18. En développant, la. fonction d'onde sur la base des fonctions propres do l'oscillateur
harmonique, on obtient

(1)

^,, (x) = (2"»t!ov/":^l/2exp(-.r2/2n2)//n(a•/a),

Cn = l\(x,t=0)^,{x)dx=

(2",,,!.)-1/2 TU,./») exp -—— - \———^- +
2a2 2a- ?î a.

(on a choisi A = (a^Tr)"1/2 à partir de la condition de normalisation de la fonction
d'onde).

Pour calculer C' , , , utilisons la fonction génératrice des polynômes d'Hermite

exp(—2 + 2^~) = ̂  -,H,^)z'1 (3)

Multiplions les deux membres de la relation (3) par exp [-<2 + £^ + ̂ ^1 et inté-
grons par rapport à ^. A droite, le coefficient devant 2" est manifestement propor-
tionnel a C'n,. L'intégrale à gauche se transforme de la façon suivante :

/ rv;

exp[-î2 - ̂  + 2^ + ̂ x o / a + ip^/h}d^
- 00

1 /a-o ipoa\
4 ^ a + /( ^

1 f XQ ipQa\"
4\a h )

exp

CXJ

y^
-/-^ n\ \a \ h
n=0 ~

( XQ ipoa
' \a • h

ï l X Q ipoa

= ^Trexp

= ^/Trexp

En égalant les coefficients devant z" dans l'expression obtenue après intégration des
deux membres de l'égalité (3), on obtient

/ , ,.-„ ,>_vi ( •t'Q ipoa\" [" 3'5 ipQXQ p^a2]c " = ( 2 " ' ) ^+^rJ exp[-4aT>+^^--l^j•
Vu que En = hui[n + 1/2) et compte tenu de la valeur trouvée pour C'n, la. relation
( f ) peut s'écrire sous la forme

1 ^ 1 f XQ îpo
\If(•'^<)=^=Ey\ / -TT ri '-• — — Z^2 2^ 2^\~a + ~h

+-^-j ^(.c/a)

[ X X7\ Pn(t Î-PO'^Q / 1 \ \ / ^

xexp -^-^-^^^--[^2)^ ^

r) 9 9 9
'T1 — Tl - f t
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A l'aide de la. formule (3), la série (4) peut être calculée

^=^-^^-ï-^^
XCXp [-1 f^+W)\-^+^+W) V- - ̂

4 \ a n ) \ a h ) a 2

II est commode d'écrire cette dernière expression sous la forme

^(.c,/) = (^aî)-l/4exp \-1 ( x - ^cos^f - p0" sine./)2

|_ 2 va a h. /
, i-r /"Poa .»-n . \ ipaxo . 3
+ — —— cos i^t — — sii) mt + ——— sm ut

a \ h a ) h

i 'iï'2l • o , ''P202 • •-> 4 wt'\ i r \+ ̂  sm 2 ,̂ - -^- sm 2c.^ - ̂ -j . (5)

D'après (5) (rappelons C(ue a'' = l i / n w ) , on a

\^(£,t)\'-' = -_exp -— (x - xocoscJt - -PCLM}^^tY\ , (6)
V/Tm2 L a \ muJ ' \

ce q u i m o n t r e que la distr ibution en coordonnées de la particule a la forme d une
Gaussienne dont le centre x(t) se déplace suivant la loi

xo(t) = x(t} = ;fo cosu/. + —— sin iiJf
'l'IlLiJ

(oscillation avec une pulsation LJ) dont la largeur est constante (il n'y pas d'étalement
du paquet) et vaut (A.f(/))2 = a2/^.

Compte tenu de l'expression (5) de la fonction d'onde, on obtient les caractéristiques
de la distribution en impulsions de l 'oscil lateur :

p(t) = pocosct;/ — muJXosmiilt, (Ap(f))'2 = h2 /2cr = const.

Notons que les grandeurs a'(f) et p(t) varient avec le temps de la, même façon que la
coordonnée et l'impulsion de l'oscillateur classique.

On laisse au soin du lecteur le calcul des probabilités d'excitation des différents
niveaux stationnaires dans l'état considéré pour ce problème (c'est-à-dire l 'étude de
la grandeur Wn = \Cn 2 ) -

7.19. Comme la fonction de Green temporelle satisfait à l'équation de Schrödinger
en variables x , t , elle peut, être représentée sous la forme

/ r ' 2 "i
G[x,t ;.r',/') = exp \-^{i - l')\ Cp(x',t')^p(x)dp^ ( f )

où ^(.r) = (2•ïï•/ï) - : l '2 e x p ( i p r / f i ) sont les fonctions propres de l'opérateur impuls ion
et de l'hamiltonien d'une particule libre.
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De la relation (1) pour t = t' (dans ce cas la fonction de Green est égale à S(x — x'))
et de l'égalité

f ^ ; ( x ^ , , ( x ' ) d p = S ( x - x ' )

il découle que

C'p = ̂ ,(x). (2)

Les relations (1) et (2) nous permettent de trouver la forme cherchée de la fonction
de Green :

/ r ' 2 "i
G ( x ^ ^ ' , t ' ) = exp \-^[t-t1) \^(x')^,(x)dp

= (2^,r1 F exp [— (P^_^I +^/ _,,,,M dp
J-œ L h \ 2m )\

I m \ i m ( x - x')'2]= v-^^-^^l^r^rj- (3)

La généralisation de la formule (3) au cas tridimensionnel est immédiate :

[ "] 3/2 r - / f \ 2 "], „ m ' im(r - r

^.'.-'.'̂  ^-¥)\ ""h^i-

A l'aide de la fonction de Green temporelle, la fonction d'onde ^(x,t) de la particule
peut être obtenue à partir de la fonction d'onde connue ^(.c,< = 0) par la formule

^ i (x , t ) = f G ( x , l ; x', 0)>r ( x ' , t' =0)dx'.

Notons que la. dépendance de la fonction de Green par rapport aux coordonnées et
au temps en (a; — x') et (/ — t') est liée à l'homogénéité de l'espace et du temps pour
des particules libres.

7.20. G{p,t•,p,t')=exp\-^-1^^\6(p-p').

7.21. La fonction de Green n'est pas nulle pour x , ,v' < 0. Par rapport aux variables
x , i elle satisfait à l'équation de Schrödinger pour une particule libre avec la condition
limite G(x = Q,t\x',l'} = 0.

Compte tenu du résultat obtenu dans le problème 7.19, on montre que la fonction de
Green cherchée a la forme

1 m F F l'mir — T'I2 1 ( l'mir -I- r''!2 'I 1, , 1 l i t \ l l l l [ X A ; j l l l l [ X -t- A f 1G(^\x ' t ) = v^r^y r^^T^r} -^[^t^rn-
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7.22. E n ut i l isant dans la formule

^ ( x , t ) = 1 ( i ( . r , t ; .^• / , ( / = 0)^(x',1' = 0)ii.K' ( 1 )

la valeur de la fonction d'onde ^(a^O) donnée dans l'énoncé et. la fonction de Green
trouvée dans le problème précédent, on aboutit à l'expression de la (onction d'onde :

I m a 2 f 1 / ( Pot \ '
^^ ' •Wma-^T^V^ [2(l+^/m^)«- [~ [ x + x 0 - ^ ) +

+^(.+.o)2+^(.+...o)-^-2^f«2+-/'î;^]^|1-»»)«- n mn h \ wa.~ ) ) \
-exp[(.r^ -,•)]}, (2)

on exp[(.r —> —,c)] désigne une expression analogue an premier terme exponentiel de
la formule (2 ) avec la seule substitution de (—x) à .t.

La fonction d'onde (2) est, une superposition de deux paquets d'ondes dont le pre-
mier décrit les particules heur tant la paroi, tandis que le second décrit , les particules
réfléchies. Pour ( < rit.l'o/pQ, le premier terme dans (2) est dominant, ( i l décrit les
particules incidentes). Pour t > mi-o/po et si pu ^> h / ' c i (voir la note2), c'est, le second
terme qui domine (part icules réfléchies).

7.23. En représentation p la fonction de (ireen est, de la forme

/+°° r i F l f -
(^•,^1')= exp ————(-^/ +co [ , F ( f — /'il
G(p. / ; ; / , / / )= <-x|) -—————- \W)^E(p}dh\ (1)

ou

<î>,(p) = (2^ofi)- l /2exp ————— + ̂L Pimhfo f i ^o ]

est la fonction propre de l'hamiltonien de la particule (voir 2.45).

Le calcul de l'intégrale dans l'expression (1) donne

G(p,t •,p\t') = exp p^-y)3)] s(p - p' - F,(t - / ' ) ) .
|_ Om/f/ 'u J

7.24. Compte tenu des relations entre les fonctions de Green eu représentation r et
en représentation p

r;(.î-,/ :.r'.<') = (27T/î)-1 /exp f!L^__ '̂n c,(p,t : p', t'}dp' dp,

2 IJB condition po ^> h / a est nécessaire pour assimiler le paquet d'oncles à une particule. Dans
le cas contraire (po ^ h / a , dans l'état initial), la particule a avec une probabilité importante
(~ 1), Line valeur négative de l ' impulsion p < 0 (comparer à 1.42) ; il en est de même pour la
particule réfléchie. La différence entre les cas po ̂  h / a et /)() ^ h / a . se manifeste dans le fait ciiic
pour po <^ h / a le premier terme de (2) n'est plus négligeable par rapport au second, même pour
/ — oo.



VII - EVOLUTION DES ÉTATS EN FONCTION DU TEMPS. SOLUTIONS 257

et de la forme explicite de la fonction G(p, t; p', t) trouvée dans le problème précédent,
on obtient sans peine

/ ^ /———m——— f'^o2^-^)3
G ( x , t •,x',t') = ,——-,———rexp< —^-\———'-+\ / V 2-n-ih(t-t') • [ 24mh

iFo , ,, , ,, im(x — x')'2 )
+-^-^^')+^^-}.

On laisse le soin au lecteur d'étudier le mouvement du paquet d'ondes. Notons seule-
ment que la densité de probabilité |^'(a',^)|2 est une Gaussienne, avec

a2 / W
a;(/) = xa + pot/m + Fot2 /2m, (Aa;^))2 = — 1 +2 V m2^

7.25. Pour obtenir la fonction de Green il faut calculer la somme

r<l .1 1 _i/\ X"^ —t^n\tG(x,t •,x',t') = ̂ exp f^^^n ^(,.')^(,.), (1)
n — n L -I

G(x, t ; x , t') = ̂  exp ————
lï

ou

^^x) = (2"a^«!)-l/2exp (-^\ l-ln Q ,

En = huJ(n + 1/2), a = ̂ /h/muJ.

Compte tenu de la formule vérifiée par les polynômes d'Hermite (voir [12])

^2 i ,,2^2-/, ,2^-1/2 \'^yt - (^ + VW _^Hn{x)H^y}
\ ' p 1-t2 \~^——^n\——'

n\^)^^n\y) ^n

2"n!
n=0L J ^ —n

on calcule sans peine la somme (1) et l'on obtient la forme explicite de la fonction de
Green

h.^'-^-K^^œs^t-t')'!
P 2^a2sm^(t- t ' )

G(x,t : x ' , t ' ) = — — — L — — — — — — - — — — — — J - , (2)
2ia2 sm^(t - t')

^/ïvia1 sinc<;(^ — t')
\ / A-» • r» • / i i * \ ' ' '

7.26. Soit un système K' en mouvement à la vitesse V le long de l'axe x par rapport
au système K, de sorte que x = x' + Vt, i = t'.

Les énergies potentielles de ces deux systèmes sont liées par la relation U ' {x ' , t ' ) =
U'(x — V t , t ) = U ( x , t ) (on se limite, pour simplifier, au cas d'un mouvement unidi-
mensionnel, la généralisation à un mouvement tridimensionnel s'avère évidente).

Pour obtenir l'opérateur unitaire U (ne pas confondre avec U ( x , t ) ) correspondant à
la transformation de Galilée on postule que si la fonction d'onde ^ ( x ^ t ) satisfait à
l'équation de Schrödinger (dans le système K)

ihJ-^(x,t) = H9 = f^ + U(x,t)\ ̂ (x,t), (1)
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la fonction

^ ' ( x l , t } = Û \ S ' ( . r . , f ) , (2)

est alors la solution de l'équation de Schrödinger dans le système K' (et inversement)

i\ r -•"••/̂  "1

ih—'!i'(x'^,)=. H'^' = \ÎL_+U'(x',t)\ ̂ ' (x ' , t ) ,
m '2m

Comme les deux fonctions ^ et ^' décrivent un même état physique de la particule
(exprimé dans des systèmes de coordonnées différents), la condition

|^,^)|2 = ̂ '(.r - V(,ï) |2 = |vl-(.M)|2, (4)

exprimant l'indépendance, par rapport au système de référence choisi, de la densité
de probabilité de présence de la particule en un point donné de l'espace, doit être
vérifiée. A partir de (4), on montre que l'opérateur U dans la relation (2) a la forme

U =exp{î5'(a;,/)}, (5)

où S ( x , t ) est une fonction réelle. Reportant l'expression

'Si'(.r',t) =exp{iS(x,t)}^(x,t)

dans l 'équation (3) que l'on réécrit avec les variables (:; ' ,(), on obtient

ih^(x,t} =
fi2 a2 , , , ., / h as _\ o"r
————^(x.t\)+^h[--—-V} ——+
Zm dx- \ m dx ) Oï

,,(,,,^^^(^)-^,^+^],(.,,.(7)
2m ôx-- 2m \ ox / c)x ot

En exigeant que l'équation (7) soit identique à (1), on obtient un système d'équations
permettant de déterminer la, forme de la fonction S{x, t) :

h 9S
+ V = 0,

m (9,r

_^7^2(925 h^ /'9SV'
'2m ()x'2 '2m \ 9x )

De la première équation de (8) ou obtient

(8)

./^+4=o.
OX OT

S(x,t)=-m^ +/(/),h
et la seconde permet d'obtenir /( /)

„, , mVx mV^iS(x,t) = — — — — + + C. (9)
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L'expression (9) (où l'on peut choisir ( 7 = 0 ) détermine avec la formule (5) la forme
de l'opérateur unitaire.

Compte tenu des relations (6) et (9), on établit sans peine la loi de transformation
de la fonction d'onde de la particule en représentation p pour la transformation de
Galilée :

$V,() = <î>(p=p'+mV,t)e^ (-^-m^t- + 'Ç) , (10)

d'où l'on obtient la relation w'(p— mV,t) = w(p,t) entre les fonctions de distribution
en impulsions de la particule dans les systèmes K et K ' .

7.27. Supposons que la fonction d'onde ^(r, t) soit solution de l'équation de Schrödinger

9'f 1 / e \ 2

ih^-=^{p--^A(r,t)) ^+^(r,^ (1)

pour un certain choix de jauge A(r,t), y(r,t) des potentiels du champ électromagné-
tique.

L'invariance de l'équation de Schrôdinger par rapport à la transformation de jauge
des potentiels signifie que si l'on passe à un nouveau choix de jauge des potentiels

A'=A+V/(r^) , y ' = y - ^ ^ f ( r , i )

il doit exister un opérateur unitaire [/ pour lequel la fonction d'onde 'I'' = U'9 décrit
le même état physique de la particule que la fonction d'onde ^S (mais pour un nouveau
choix de jauge). Cette fonction \^' doit satisfaire à la relation

^(r,^2^^)!2, (2)

et doit être une solution de l'équation de Schrödinger

<W 1 / p \ 2ih-î^=—(p--A') ^W^' (3)ut 2m \ c /

Pour obtenir l'opérateur U, notons que, selon (2), il doit être de la forme

U =exp{î5'(r,/)}, (4)

où S(r,t) est une fonction réelle. En utilisant une fonction d'onde de la forme

'S'(r,t)=exp{iS{r,t)}'S(r,t}, (5)

dans l'équation (3) et en exigeant que l'équation de la fonction d'onde 'I' soit de la
forme (1), on obtient l'équation permettant de définir la fonction S{r, t) (comparer à
la solution du problème précédent) :

fï ^ï

h^S(r,t)=^f(r,t), h^S(r,t) = ̂ f(r,t), (6)
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La solution du système d'équations (6) donne

S ( r , t ) = e f ( r , t ) + C (7)
hc

ce qui avec (4), définit la forme de l'opérateur unitaire cherché (la constante (.' dans
(7) peut être prise égale à 0).

La généralisation au cas d'un système de particules chargées quelconques est facile :

^'=^{^^f^^f)},
l a J

oa la somme est. effectuée sur toutes les particules.

7.28. Dans les transformations unitaires (y compris celles qui dépendent explicite-
ment du temps), les fonctions d'onde et les opérateurs des grandeurs physiques se
transforment, comme on le sait, de la façon suivante

En particulier,

H' = UUi". (1)

Etablissons la forme que prend l'équation de Schrödinger ih—^ = l l ' Ï ! dans la
transformation unitaire U ( t ) dépendant, explicitement du temps. De l'équation de
Schrôdinger pour la fonction d'onde 'I', il s'ensuit que

- 9 9 - (9U\ - "•
IW—^ = ih-(U^) - ih —— pi' = UH^i (2)

Etant donné que U^U == 1 et que 'I'' = i f ^ , nous pouvons écrire (2) sous la forme

qui représente l'équation de Schrôdinger pour l'hamiltonien H" donné par

''"^'"^(^•-"-^(Ï)"' '-"
(on montre sans peine que l'opérateur H" est hermitien).

L'expression (4) résout, le problème posé. Ainsi avec une transformation unitaire U ( t )
ou peut faire correspondre à l'hamiltonien H deux opérateurs : H' et H " . Pour saisir
le sens du résultat obtenu et éclaircir le rôle des opérateurs H' et I I 1 ' il faut tenir
compte du fait que l'hamiltonien // remplit, deux fonctions :
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1) il détermine l'évolution temporelle de la fonction d'onde du système en accord
avec l'équation de Schrödinger ;

2) dans le cas où l'opérateur H ne dépend pas explicitement du temps, il devient
une intégrale du mouvement et ses valeurs propres ont un sens physique direct
représentant les niveaux d'énergie du système.

Toutefois, si H(t) dépend explicitement du temps, il perd sa seconde fonction (l'énergie
ne se conserve pas ; quant aux valeurs propres de l'hamiltonien instantané H ( t ) , elles
n'ont pas, en général, de sens physique pour le système concerné).

Si l'hamiltonien de départ H ne dépend pas du temps et remplit les deux fonctions
indiquées plus haut, alors avec la transformation unitaire dépendant explicitement
du temps, ces fonctions se répartissent entre les opérateurs H' et H" : l'opérateur
H" définit l'évolution temporelle de la fonction d'onde, tandis que H' est l'opérateur
correspondant à une grandeur constante. Il est clair que les spectres des valeurs
propres de H et H' coïncident. De plus, le fait que l'opérateur H' est une intégrale
du mouvement peut être confirmé directement par le calcul :

^11'= ^ H ' + Î - [ H " , H ' ] = 0 .
dt 9t h' \

Mais si l'hamiltonien H(t) dépend du temps, il perd alors sa fonction d'intégrale du
mouvement. Dans ce cas, l'opérateur H' n'a plus de sens physique direct, alors que
l'opérateur H" reste l'opérateur déterminant l'évolution temporelle de la fonction
d'onde du système.

Pour illustrer ceci, on peut étudier le passage à la représentation d'Heisenberg réalisé
par l'opérateur unitaire

U = exp (?<) .

Dans ce cas, H' = H , H" = 0 et l'équation de. Schrôdinger, dans la nouvelle représen-
tation d'Heisenberg, montre que la fonction d'onde est indépendante du temps.

Considérant que les transformations unitaires en mécanique quantique sont l'analogue
des transformations canoniques en mécanique classique, on montre sans peine que la
relation (4) est la généralisation à la mécanique quantique de la formule

H"(P,Q,i)=H(P,Q,t)+^

de la mécanique classique, exprimant la transformation de la fonction d'Hamilton
par une transformation canonique opérée par la fonction génératrice /(/,) dépendant
explicitement du temps [4].
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7.29.
a) Pour trouver la. forme des opérateurs d'Heisenberg

î(l.) = e ï H t x e - ^ B t , p(t) = e^^e-^*, H = p3/-2m,

utilisons la représentation p dans laquelle, comme on le sait,

p =p, x == ih.O/Qp.

On trouve alors sans peine

( ip't \ .. 9 ( ïyi \ .. a pt „ 1. ^
x(t) = exp —— ïh— exp -—— = zh— +-=x+ -p,

\2mh/ dp \ Zmh / dp m in

autrement d i t , les relations entre les opérateurs sont absolument les mêmes qu'entre
les grandeurs classiques correspondantes ; de plus, les opérateurs x , p jouent le
rôle des conditions initiales pour les opérateurs x(t), p(t).

b) En représentation d'Heisenberg, les opérateurs x ( i ) , p(l.) dépendent explicitement
du temps et leurs équations de mouvement sont de la forme

T-^-"". T^i"^
où les dérivées d / d t sont assimilées à des dérivées par rapport à la dépendance
en temps explicite des opérateurs d'Heisenberg ; l'hamiltonien H = ] I ( p ( t ) ) , î(t))
s'exprime en fonction des opérateurs p(t), x(t) qui obéissent à la relation de com-
mutation habituelle

[p(t},î{t)}=-ih.

Pour une particule libre H = p 2 ( f ) /2m, les équations (1) prennent la forme

dx(t) p(i) dp(t) _
^r-^r' ^r-°- (2)

Des équations (2), on obtient

p(t) - Pô = P, (3)

c'est-à-dire que l'opérateur p(t) ne dépend pas explicitement du temps. Pour
t = 0, les opérateurs d'Heisenberg coïncident avec les opérateurs de la représen-
tation de Schrödinger, aussi pn = P est-il un opérateur impulsion classique en
représentation de Schrödinger.
De la première équation de (2), compte tenu de (3), on obtient sans peine

î.(t) = —pn + îo = —P+ S-,m m

ou 5-n = x est l'opérateur coordonnée en représentation de Schrôdinger.



VII — EVOLUTION DES ÉTATS EN FONCTION DU TEMPS. SOLUTIONS 263

7.30.
a) Compte tenu de la forme de l'hamiltonien H = ̂  — FQX, les opérateurs x ( t ) et

p(t) s'obtiennent sans peine en utilisant le résultat du problème 1.14 :

x{t) = exp(iHt/h)xexp{-iîÏt/fi) = x + t p / m + Foi'2 /•2m,
(1)

p(t) =p+Fot.

AO

"• p ^, /^ ^b) Compte tenu des formules H = -_— — Foî(t), et \fi(t), x(t)] = —ih, on obtient les
^ÎTî

équations du mouvernent pour les opérateurs d'Heisenberg

T^to''-® T4i'" .̂ c2'
dont la solution donne la forme (1) établie plus haut de ces opérateurs (rappelons
que x , p sont des opérateurs en représentation de Schrödinger qui correspondent
aux conditions initiales des opérateurs d'Heisenberg î ( t ) , p(t)).

7.31.
a) Compte tenu du fait que pour un oscillateur

H=^+^ -[H,x}=^ - [ H , p ] = - k x ,2m 2 n m h
on obtient sans peine en utilisant le résultat du problème 1.14 :

î(t) =exp(iîît/h)xe^p(-iHt/h}
, . r)

= x + ^ [ H ^ + ^ ^ [ H , [ H , x ] ] + . . .

^ 1 ^ l y k ^ . ] - i k ^ ^ p
= x + —tp/m - —t —x — —i' —-p+ ... = xcosuJt + —— s ini^( , ( l )

l! 2! m 3! m2 nw
p(t) = pcoswt — mmxsmi-iit.

b) Les équations du mouvement pour les opérateurs d'Heisenberg ont la forme

T^to'i^. T^w".»"—"-
Ce système d'équations pour les opérateurs î(t), p(t) peut être résolu de la même
façon que des fonctions ordinaires (qui ne sont pas des opérateurs), car ces équa-
tions étant linéaires, il n'y a de difficultés dues à la non-commutativité des opéra-
teurs. La solution a la forme

x{t) = C\ cosiLit + C-i swi^t, p(t) — —m^[Ci sin^t — C'^ casent],

où C\ et Ci sont des opérateurs ne dépendant pas du temps et dont la forme
s'obtient à partir de l'égalité pour t = 0 des opérateurs d'Heisenberg avec les
opérateurs x, p en représentation de Schrôdinger :

Ci = a-(O) = x , mujC'i = p(0) = p.
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7.32. Le problème se résout de la même façon que le problème précèdent. On donne
la solution (m = eBo/mc) :

x(t) = x cos uJi + —'— s'm wi + —v- ( 1 — cos u:t ),
mû nw

py (f) = py cos wt + py sin ut — nwî sin ut,'Jy amn^i — in^x si

P.'-y i t ) = y — xsiniLit + —'—(cosiiil — 1) 4 —v— smuJt,
muJ rituJ

Py(t) = P y , Ï(t) = î+ tp^/111., p,(l) = p,.

L'opérateur vitesse de la particule v(/) ^ dî(t)/dt s'obtient directement par dérivation
par rapport au temps de l'opérateur î (<) .

On propose au lecteur d'étudier lui-même les relations entre les opérateurs r ( / ) , v( ( )
et r(0) = î, v(0) = v et de discuter le problème 6.3 sur la base des relations ainsi
obtenues.

7.33. F'in utilisant les équations du mouvement pour les opérateurs d'Heisenberg î(<),
p(<) , on obtient après quelques transformations simples

^\î',(t),îk(t)] = [p,(f.),Xk(l)]+\p,(l.),î,(l)]=

= ^ { [ [ H ( t ) , p . ( i ) } , î k { t } ] + [ p i ( 1 ) , [ H ( t ) , X k ( t ) } } } = 0 ;

autrement dit la valeur du commutateur [?;(<), X k ( t ) } est indépendante du Icmps et,
comme pour t = 0 elle vaut [pî'(O), a"/,,(0)] = [pi, a?/;] = —î' / ï rf i fc , elle reste toujours la
ineme pour les opérateurs d'Heisenberg.

7.34. En utilisant la. forme des opérateurs x ( t ) , p(i) établie dans 7.29 7.;il, ou obtient
sans peine

a) [p(t),x(t')]=-ih;

b) [p(t),x(t')}=-ih;

c) [p(t.),x(t')]=-i,hc.o^(t-t').

7.35. En utilisant, dans les hamiltoniens des systèmes donnés H (t) •=- H ( p ( f ) , î ( / ) ) ,
l'expression explicite des opérateurs p(t) et x(t), on montre que H (t) = H ( 0 ) .

Ce dernier résultat est immédiat également dans le cas général3, car

H (t) = exp(iH(0)t/h)H(0)exp(-iH(0)t/h) = H(0).

7.36. En représentation d'Heisenberg, la fonction d'onde d'un système ne dépend
pas explicitement du temps et la dépendance temporelle des valeurs moyennes des

3 Naturellement si -^iîî = 0 dans la représentation de Schrödinger.
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grandeurs physiques se détermine complètement par la dépendance par rapport au
temps des opérateurs d'Heisenberg correspondants.

Les valeurs moyennes de l'état donné (la fonction d'onde est normée à l'unité avec
A ̂  (^/Tra)-1/2) sont :

x = f \ ' S l ( x ) \ ' 2 x d x = x o , a?2 = ̂  + a-'/2,

p=-ih f ^ ( x ) d ^ ( x ) d x = p o , p2=pl+h'^/'2a'2,
J dX

xp+ px = —ih / ^S* (x) ( x— + —x ) 'S^dx = 2xopo.
J \ dx (lx j

En utilisant la forme des opérateurs d'Heisenberg établie dans 7.29-7.31, on obtient
sans peine :

a) ^(7y = ̂ (7)' = XQ + pot/m, (A.c(^)2= ̂  (l + fi^/Wa4) ,
p(t)=po, (Ap(t))2 = ̂ l'ia1 ;

b) ~x(t)=xo+pot/m+Fot'2/f2m, p(î) = po + Foi,

(A.f(<))2 = î2^) - (;r(())2 = ̂  (1 + h^/m^a4) , (Ap(<))2 = h2 /2a2 ;

c) x(t) = XQ cosiJJt + -p£- sini^t, p(t) = po cosuJt — muJXo sini^t,

(A.^))2 = ̂  (cos2 ^< + ̂ ^ sin2 c.<) ,

(Ap(^))2 = ̂  (cos2 ...< + îs^ sin2 ̂ <)

(notons que dans le cas d'un oscillateur avec a2 = h/muJ les fluctuations de la coor-
donnée et de l'impulsion s'avèrent indépendantes du temps).

7.37. En affectant aux opérateurs et aux fonctions d'onde en représentation interac-
tion l'indice "int" et en tenant compte de la forme de l'opérateur U = exp(iHot/h},
on obtient

f^(t) = exp(iHot/h)fexp(-i.Hot/K), (1)

'?„,(/) =exp(iîîot/h)^(t), (2)

ih^^=H'^^=V^^, (3)

avec H'^ = exp(iHot/h)(Ho + V) exp(-iHot/ri)
( 9 - ^+ih l - ^ , e x p ( i H o t / f i ) j exp(-iH»t/h)

= exp(iHot/h)V e'sp(—iHot/h) = V^

(pour trouver la forme de l'équation d'onde (3) en représentation interaction on a
tenu compte du résultat obtenu dans le problème 7.28).
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Apres dérivation par rapport au temps des deux membres de la relation (1 ), on aboutit,
aux équations du mouvement pour les opérateurs en représentation interaction :

Ï f - ( f ) ^"••"
V / infr

Habituellement les opérateurs des grandeurs physiques / en représentation de Schrödinger ne dépendent pas explicitement du temps et pour ces derniers

âM^.--
7.38. Dans ce cas Ho == p ^ / ï m , V = —FQÎ et en utilisant le résultat du problème
7.29 on obtient

f ' P ' t } ^ ( irt\ / . .^ /. -.x-' = ̂ P 7,—1~ xex^ ~i—F = x + —P' P'^ = ̂ '\2m.hj \ îmn ) ni

V^ = -/'o (î + •'-p} , ^'â^i.t = V..^^ = -Fo ( x + ^-p] l'..-\ m j en \ m )

7.39. De la. même façon que dans le problème précédent, on obtient

HO = V 1 /'2m, V = kî2 l ' I , x^t = •? + — p ,

P-^ = P, V.. = (kx2/^ = J ( x + ̂ p\ ,

ih0^,,,, = P,,,̂ ,,,, = k- (î + ^-p} ^^.
()t 1 \ m )

7.40. Compte tenu de l'hamiltonien de la particule

•" 2

f/o = \—- / < B ( r , < ) . < r ,
2m

on obtient selon les formules habituelles

v^-^ ,? ] - -^ ,
h m

/- '' r rï - î "l1 ~ \u c) î /' - ()Bk
un = v, = - [ H , V i ] = ——(TI, [Bk, —— = —o-k——.h ni. àx, in àx,

L'opérateur accélération peut être écrit sons la forme suivante

mw = -VU.

ou / ' = —ft, • B = —/<,B • ÎT (l'étude a été faite pour une particule de spin s = 1/2 ;
cependant, la généralisation au cas d'une particule non chargée et, de spin arbitraire
•s est immédiate en remplaçant er par s/s).
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7.41. En choisissant l'axe z le long du champ magnétique, représentons la partie
dépendant du spin de l'hamiltonien et l'équation d'onde de la fonction d'onde de spin
sous la forme

H = -^B,a,, ^(t) = ( w } , zh^(t) = H'S'(t),

d'où

ihC\ = ~iJ.BoC\, ihC-i = //-BoC'2. (1)

La solution des équations (1) est de la forme

Ci(t) = exp(^)C7i(0), C^t) = exp(-^)C2(0), (2)

où UJ = f i B o / h et où les valeurs des constantes C'i 2(0) s'obtiennent à partir des
conditions initiales ; pour un spineur norme |C'i|2 + \C^\'2 = 1.

Les valeurs moyennes des composantes de spin varient avec le temps suivant la loi

s(ïy= ̂ (t)a^(t), s^(t) =s.,(0)cos2c^+Sy(0)sin2c^,

Sy(t) = Sy(0) cosïiLJt — SJ.(O) smïiLJt, s s (<) = s s (0) = const,

c'est-à-dire que le vecteur s(() est en précession avec une vitesse angulaire 2ci; autour
de la direction du champ magnétique (de l'axe z).

7.42. Le résultat du problème précédent se généralise immédiatement pour un champ
magnétique dont l'intensité dépend du temps mais de direction constante, c'est-à-dire
pour un champ de la forme B(^) = (0, 0, B(t)).

L'équation d'onde de la fonction d'onde de spin prend la forme

ihCi = -^iB(t}Ci, ihÔ-i=-^B(t)C-2. (1)

La solution des équations (1) est :

C,(t)=C,(0)exp(iH(t)), C,(t)=C,(0)exp(-i^(t)), (2)

où W = f JJ ̂ W•

Les valeurs moyennes des composantes du spin varient avec le temps suivant la loi

s^(t) = s,,(0)cos 2^(<) + Sy(0)sm 2^(<),

'Sy(t~)=7y(0)cos^(t)-J^O)sm^(t), s^ï)=s^0),

autrement dit le vecteur s[t) est en précession (en général, de façon irrégulière) autour
de l'axe z le long duquel est dirigé le champ magnétique.
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7.43. L'hamiltonien de la particule a la forme

H = \ ( p - e - A { r , t ) ' ) ' 2 + e y ( r , t ) - p . B ( t ) • f r . (1)
2p. \ c i

Supposons que pour t == 0 la fonction d'onde de la particule soit de la forme

1' ( r , / ,=0)=V-(r^=0)v^=0) , (2)

où \[t = 0) = ( \ ; ) est un spineur arbitraire (indépendant de r !), c'est-à-dire

qu ' i l n'y a pas de corrélation entre les variables de spin et d'espace pour / = 0. On
montre sans peine que la fonction d'onde de la forme

^(r,t)=4'(r,t)x(t), (3)

est une solution de l'équation de Schrödinger avec l'hamiltonien (1) si les fonctions y'
et \ satisfont aux équations de Schrôdinger

^ = [^ (p - ̂ A(r-<)) 1 + ey(v'1}} ̂  if1^ = -liB^ • ff\ •

dont la première ne contient pas de variables de spin et la seconde, pas de variables
d'espace de la particule, de sorte qu'entre les variables de spin cl. d'espace il n'y a
également pas de corrélation à tout instant / .

Compte tenu du fait que la fonction d'onde d'une particule peut être mise pour / = 0
sous la forme

*<-.' -"' -(^S: S! )-'••"•' -»)( i )^, '=o)( î ) . «i
où chaque terme est- une fonction d'onde à variables de spin et d'espace séparées
(c'est-à-dire est de la forme (2)) , en utilisant (2) et (3) et la linéarité des équations
de Schrôdinger, on aboutit à la démonstration de l'assertion de l'énoncé. Ainsi, la.
fonction d'onde (4) d'état de la particule à un instant / se présente sous la forme

1'(r,f)=^(r,^i(<)+^(r,/)Y2(<), (5)

où le sens des fonctions i/'-\, \\, ^2, \2 est évident. 11 est clair que l'assertion du
problème est également valable pour une valeur de spin quelconque.

7.44. L'hamiltonien de spin et l'équation de Schrôdinger ont la forme

H =- -pB(t) - î r = -,( _ lk. , lh ex^-'w) Y ^ = f "i;; ) ,
' Y 01 exp(ic^) -Bo ) \ b(i) )

ihà = —/(Boa — /(.BI exp(—;cJo^)6, (1)
ihh == —pB] cxp(îc<;o^)u + { t B i ) b ,

En passant aux nouvelles fonctions à(t), b ( t ) données par a = à exp (—^f^) , et b =
?>exp (w,at-'}, récrivons le système d'équations (1) sous la forme

là = -71 u - 72&, »'& = -72" + 7i b, (2)
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^BQ WQ /J.Bioù71=^^+Y'et72=^ -•
Oi) obtient, la solution du système d'équations (2) sous la forme

à.(t) = C\ exp(wt) + Ci exp(-Mt),

b(t) = <JJ ~ 71 Ci exp(wt) + ~^ ~ 71 C\ exp(-wt),
72 72

où UJ = v^f + 7'] •

Compte tenu des conditions initiales à(0) = a(0) = 1, b(0) == 6(0) = 0, on obtient
finalement la forme de la fonction d'onde normée :

/ [^+7l)e t- t+(^-7l)e- i- (]cxp(-^)
\I /( ' )=^-

^ \ 2n.,sm^.exp(^)

de sorte que la probabilité de renversement du spin (c'est-à-dire d'avoir la valeur de
la projection s; =: —1/2) à l'instant t vaut

W(s, = -1/2, () = f^-) sin2 UJt = g sin2 i^t,\ io /

BI______
, ^ 1 B^+ {Bo + ̂ o/2/^)2 '

Pour \B\ <$: H(}\, la grandeur g (et avec elle la probabilité de renversement du spin)
est petite comparée à l'unité pour toutes les valeurs de la pulsation WQ. à l'exception
d'une étroite bande de pulsations voisines du point (c<;o)r^ = — ï f i B o / h dont la largeur
est de l'ordre de |Ac<;o| ~ B ^ ^ i / h .

7.45.
a) L'hamiltonien et l'opérateur unitaire effectuant la transformation en représenta-

tion d'Heisenberg sont de la forme (l'axe z est dirigé le long du champ magnétique)

H = -p,Ba^ U = cxp(iîît/h) = exp(-wta,).

En utilisant le résultat obtenu dans le problème 1.14 et compte tenu des relations
de commutation des matrices de Pauli [0^,0",;.] = 2î(Ty, ['ï;,o"y] = —2<o-^, on
obtient

SJ;(t) = exp(—Mtcr^)s'J; exp(-|-'('c<;(o"^)

= 2 1 ffx + 1T(-^^)[0"^'0"•C] + y(-iLtJt)2[a^ [^-^.r]] . . .+ ^

l f - , 1 . ^ W= 2 [(TX + Tï2^^ - ̂ T0"^ + —2uJt(Ty — ——^-——0".,. . . . + { = S'.r COS ïuJt + 'Sy SÏTI 2cJ^,

Sy (() = Sy cos Ï^Jt — 's^ sin 2uJt, Sz (t ) = s;

Vu que dans la représentation d'Heisenberg la fonction d'onde ne dépend pas du
temps, on obtient directement .s(/) à partir de la forme de l'opérateur ï(t).
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b) L'hamiltonien exprimé au moyen des opérateurs d'Heisenberg est- de la forme
I I ( t ) = —îiiliï^ ( / , ) . La dépendance en temps dey opérateurs & ; • ( < ) est définie par
les équations

^(/,)=^(/.),,,(<)]=2^(/),

(1)

^Sy(t)=-•2^(t), ^(()=0.

où, c o m m e plus haut , m = f ^ i B / f t . Pour obtenir (1), on a tenu compte des relations
de commutation [?,(<), SA. (t)} = i£iki'si(t).

A partir de (1), on montre que s^(<) = ^(0) = 1/2(7;.

Introduisons les opérateurs s± ( / ) =- ^r(/) ± / ' £ , / ( / ) . Selon ( I ) , on obtient

^±0)=T2^s±(/). (2)

Les équations (2) pour les opérateurs s±(<) peuvent (en raison de leur linéarité)
être résolues de la même façon que pour des fonctions ordinaires (qui ne sont pas
des opérateurs) ; la. solution a la forme

?± (<) = exp(^2^)s± (0) = ^ exp(T2i^)(î, ± ia.y). (3)

A partir des relations (3) on obtient la forme établie plus haut (dans «)) pour les
opérateurs d'Heisenberg 'Sx(t) et 'Sy(t).

7.46. Le problème se résout de façon absolument analogue à celle utilisée pour le
problème précédent. Tl faut considérer que malgré la dépendance explicite par rapport
au temps de l'hamiltonien en représentation de Schrödinger : Hsr.^(t) = —/(ô(^)o";,
l'opérateur unitaire décrivant le passage de la représentation de Schrödinger à celle
d'Heisenberg possède une forme simple :

V = exp ( ' I H^{t')dt'} = exp f v j B(t')dt' a,} (1)
\" Jo / \ " ./n /

(pour t = 0 les deux représentation coïncident). Pour obtenir l'expression (1) , il est
essentiel que les opérateurs I I (t) en représentation de Schrôdinger commutent aux
différents temps.

Donnons la forme explicite des opérateurs composantes de spin en représentation
d'Heisenberg :

?,(/) = j[cos(2^))?, + sm(2^))î,], s,(t) = Jî,,

1 /'t
sy(t) = ̂ [cos(2^))^ - sin(2^))?.,], ^(t) = ^ j B(t')dt'.
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7.47. En représentation de Schrödinger, l'hamiltonien a la forme

H = —jiB\a'^ — i^BaÇcr^ cosu.iot + c'y sin LJQ/) = Ho + V(t).

Le passage à la représentation interaction s'effectue à l'aide de l'opérateur U =

( • •~- \ ^exp •^Hot) = exp(—îu;<o-;), où û = ^ i B ^ / h . Les opérateurs composantes du spin
on représentation interaction présentent la forme des opérateurs d'Heisenberg de
l 'hami l ton ien Ho ; sur la base du résultat, obtenu au problème 7.45, ils valent

Sx in t (^) = -[o-:rcos2^+o-ysin2^], ^ ,^(t) = .0-.,,

Sy , n t ( ^ ) = ;-[o"yCos2cJ^ — a^ sin 2^'/,].

nans l'équation de Schrôdinger en représentation interaction

ih^^ = U înt, (1)

l'opérateur V,nt(t) vaut

l/'„t(/.) = -liBo[a,. cos(cJo + 2cJ)< + îy sin(cJo + 2û)^)]. (2)

L'équation (1) avec l'hamiltonien V,^ (2) a la forme de l'équation étudiée dans 7.44
(dans les formules du problème 7.44, il faut substituer UJQ + 2û à WQ et poser B\ =0 ) .
En utilisant le résultat du problème 7.44, on obtient la fonction d'onde en représen-

tation interaction qui satisfait aux conditions initiales 'I',,,i,(0) = ( „ ) :

/ [(c,+^+•^)e î- t+(^-û-^)e- î" t ]exp{-^c.o+2^)/,} \

l̂ ) =^[
\ '2i"/s'm wt exp [^{^o + 2ui)t] /

où 7 = p . B u / l i , w = \/{w +^o/2)2 +72 .

Comme l'opérateur s^,,t = o'2/2 ne dépend pas du temps (et conserve une forme
diagonale), la signification des composantes supérieure et inférieure de la fonction
d'onde ^int^) est la même que dans la représentation de Schrödinger : ce sont les
amplitudes de probabilités des valeurs de la projection du spin sur l'axe z qui valent
4-1/2 et —1/2 respectivement.

Le carré du module de la composante inférieure de la fonction d'onde 'l'int^) détermine
la, probabilité de renversement du spin en accord avec le résultat du problème 7.44.

7.48. L'hamiltonien en représentation de Schrödinger a la forme

H = —^BOÎT: — ^.BIO-J; = Hn + V.

Le passage a la représentation interaction s'effectue à l'aide de l'opérateur unitaire
^ ^ • ^~ \U = exp l -Hot l = exp(—('c<;<(T^), où UJ = ^.Bo/h.
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Los opérateurs composantes de spin et l'équation de Schrödinger en représentation
interaction sont :

S.r .^.(Q = -(o-,cCos2L;(+(7ysin2û<), ?, ,,t(^) = -.a^

Sy ,nt(^) = ~{cry cos 2û^ — o",r sin 2ci)f),

î̂ 1!',,. = ÎU ,̂»., (1)

V;at(t) = —2^-Bio-,,. ,„,,(/) = —^-Bi((T.t: cos2u;f + o-y sin2u;().

L'équation (1) a la forme de l'équation résolue dans 7.44 (si l'on substitue dans les
formules du problème 7.44, 2u à CJo et en posant, -Oo = 0). Compte tenu de la solution
obtenue dans ce problème, on obtient la fonction d'onde 'I'int(^) t)111! pour t = 0, prend

la forme ^(0) = ( i ) :

^ / [(^+^)eîa't+(^-cJ)e-t^]e-î i ;:" \

\^ '2i^sii\iJJtcxp[w)t) f

où 7 = p B ^ / h , UJ = \/iiJ2 + 'y2.

Comme l'opérateur s^.nt(<) == (T;/2 ne dépend pas du temps, les composantes de la
fonction d'onde '!',„,.(<) gardent leur signification habituelle et la probabilité de la
valeur de la projection s^ == —1/2 à l'instant de temps /, est donnée par

W(.s, - -1/2,^) = (^Ysm^t = Bî sin2^."n2 • 2 , BÎ • 2
d sm ^ = ̂ n-TT'"\ L^ / ^3 ] + Un

7.49. La fonction de Green Ga,/3(t,t') satisfaisant à l'équation de Schrôdinger avec
l'hamiltonien H = — { i R Î T z (l'axe z est dirigé le long du champ magnétique) et valant
G'cr/3 = Sap (pour t = t ' ) a la forme

,-, ( exp[w(t -/,')] 0 \ „/,
^l 0 exp[-,.(.-n]A/ i J = l t B / h •

750 ^ fexpK(<,^)] 0 ^ f u t ' ) - ^ [ t B(r}dr
7••so• Gad { 0 e^[-W)] )^ ' W ) - fi ./, B(Tldr-

7.51. f-r^(r,< ; r ' , < ' ) = G(r,f ; r', t')Gae(^t') 4 où G'(r,f il- ' , / ') est la fonction de
Green temporelle d'une particule libre sans spin, obtenue dans Y".19, G n / j ( l , l ' ) étant
la fonction de spin de Green temporelle dont la. forme a été établie dans 7.49.

7.52. Ga/3(r,t ;r ' , t ' ) =- G(r,t ; r ' ,< ')G^(/, (') 4 où la forme de la fonction de spin de
Gag[t,t'} temporelle a été établie dans 7.50.

•] La forme multiplicative de la fonction de Green vient du résultat du 7.43 sur la séparation des
variables d'espace et de spin de la particule dans un champ magnétique homogène B(/) .



CHAPITRE 8

CALCUL DES PERTURBATIONS.
PERTURBATIONS SOUDAINES ET ADIABATIQUES

8.1. Les fonctions propres et les valeurs propres de l'hamiltonien non perturbé sont
de la forme (voir 2.1)

v,W /^n^-t1)3!, EW=rwn-^^ n=0, l , . . .
V a a 2mcr

Un calcul simple donne

. ^_y -T.J1!^^1)".!.
a) -fe,, - Vnn - VQ \ - + ——,—————^ / • ,2 7r2(n+l)2

,, ,,(i) ,. Voi « •27r(n+l)b\b) A;, = !/„,„ = — < a - 26 + -T——TV8111 ——————— ^ •a \ îr(»î + 1) a j

La condition de validité du calcul des perturbations \',,.m ̂  \En — -Km | donne

fe2 rî

l^o|«-^(»+l). (1)»7îa-

La relation (1) montre que quelle que soit l'amplitude des perturbations |l'o[, pour n
suffisamment grand, le calcul des perturbations permet de déterminer le déplacement
des niveaux d'énergie.

8.2. Dans l'expression de /?}, ' ,

^(i) [\-i \'2 • •^("+l).î, 1 [ a , , 1 , 2Tv(n+l)x\ ,E';1' = 1 V (x}- sin- -^————dx == - V ( x ) < 1 - cos —^———— > dx,
Jo a a a J o ' [ a )

le second terme sous le signe intégral contenant cos \ n+ ' oscille rapidement pour
n ^> 1, de sorte que, pour n —> oo, l'intégrale concernée tend vers 0 :

f 27r(n+l)x, a /•a 9V . 27r(n+l)x
/ l ^^cos———————dx=-————— -Jrsm——————dx-^Q.

Jo a 27i-(n + 1) Jy àx a



274 PROBLÈMES DE MÉCANIQUE Q U A N T I Q U E

Donc, pour îi —>• oo,

E^w1- rV(x}d.v. (1)
a .h

Les valeurs de n pour lesquelles la relation (1) est. valable sont en fait fixées par la
condition n ~S> a / l , où / est l'intervalle de la variable f . sur lequel la fonction V ( x )
varie fortement. Pour illustrer le résultat obtenu, on peut prendre les résultats du
problème précédent.

8.3. Compte tenu des fonctions propres de l 'hamiltonien non perturbé

<0) = (2"v/^m!)-1/2exp |-i(.'-/")2] f f n ( r / a ) , " - ̂ 'A"^

de la relation de récurrence des polynômes d'Ilermite

IIn+l(x) - 2xHn(x) + •2nlln-î(x) = 0

et de l'orthogonalité des fonctions propres, on obtient, sans peine les éléments ma-
triciels de la coordonnée ;i:nn, (et avec eux les éléments matriciels de la perturbation
' ' nm — ^^^wfï'} •

0, dans les autres cas

D'après les formules classiques du calcul des perturbations,

17^ -, nl'0'1 , r.(l'l , 7^(2) J^O) , T / , V^ 1 '̂"'" "^ . ^)+41)+^2)=^o)+^+E-Ay^
m^n •"" -"'"

/ 1\ e2»^2 , / H e2f2

= lu « + , - —.—— = ̂  » + , - ,——,. 2
\ 1) ilw \ l ) Zm^J2

La valeur de L',, obtenue an second ordre du calcul des perturbations coïncide avec la
valeur exacte (voir '2.6). 11 est donc évident que les contributions des ordres supérieurs
du calcul des perturbations sont nulles.

8.4. Les éléments matriciels V,,,,, de la perturbation V ~= o.("'/2 se calculent sans
peine eu utilisant le résultat du problème précédent pour les valeurs des éléments
matriciels de -Cn,,, et en tenant compte de la relation (•.c)n,,,. = ̂  .t'iiA'-i'frm :

cra
——('in + 1), pour n = ni,

V,,,,, = \'mv = \ aai'' i————————————— (1)'""'•' i i i i \ / i t-i \ i ."i ' '——V [ n + ^J t " + "); pour in = n + 2,
0, dans les autres cas.
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Compte tenu des valeurs (1) des éléments matriciels, on obtient les valeurs des niveaux
d'énergie au second ordre près sous la forme (u; = \ / k / i n )

En ̂  EW + E W + Ë W = ^ ( n + l \ \ ( l + a a 2 \

• î j \ 2k Sk\
II est utile de comparer le résultat obtenu à l'expression exacte des niveaux d'énergie

/1 ^\
ainsi, les deux premiers termes En ' de la série du calcul des perturbations coïnci-
dent avec les termes du développement en série suivant le paramètre a / k de la valeur
exacte de En, comme on pouvait s'y attendre. Il s'ensuit immédiatement que les
termes suivants de la série du calcul des perturbations E^ coïncident également avec
les termes du développement (2). La condition de convergence d'une série du calcul
des perturbations, comme celle de (2), est de la forme |o'/Â;| < 1.

8.5. Un calcul simple fournit les valeurs suivantes des éléments matriciels V,im de la
perturbation :

- - 2Vo [ a 2 nx • (n+\)Tî:r. . (m+l)nx ,
Vnm. = —— / c o s — s i n -———-——sm -————-——da;

a Jo a a a
Vo/4, pour n = m = 0,
Vo/2, pour n = m ̂  0,
Vo/4, pour n = m. ± 2,

0, dans les autres cas.

Donc la valeur de la correction au premier ordre est En = Vnn- La correction au
second ordre vaut

\V I2 ma-V2 { ~'^ Pourra=0,\Vnm\ _ ma i/o 1 , „,, „ _ ,^(2) ^ V-_j^^L_ = __^L . ; -ï, pourn=l,
z^ ,Ë-(0) _ p(°) 96^2 1 6 - "^0)-^0)-96^2 ————, pour ̂ 2."^ rJn rJm [ n-(,ï^2)'

La condition de validité du calcul des perturbations est

\^«^-(n+l)•

p(3) _ m'^a^
0.0. An —— ———————T——;

10247^4/^4'

8.7. Les fonctions propres de l'hamiltonien non perturbé sont données, par exemple,
dans la solution du problème 8.1. Les éléments matriciels de la perturbation Vnm ne
sont différents de zéro que pour des valeurs paires de n et de m et valent

„ 2o' . 7r(n+l) . 7r(m+l) la .s±s. .Vnm =—sm———-sin—————=—(-1) 2 ^ (1)
Cl Zi Zi (1
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de sorte que les corrections au premier ordre £','; , au second ordre £;, (et, plus
généralement, à un ordre quelconque) des niveaux d'énergie impairs sont nulles en
accord avec la solution exacte (voir 2.17).

La correction au premier ordre des niveaux pairs vaut E f , = ï a / a , n étant pair. La
correction au second ordre des niveaux pairs est, de la forme (m = 2p)

(,) ^ V- \Vnrn\2 ^ 8"'»'-' V- 1_________ ^
z-^ Fl") _ pW - TT2^ ^ (n + I)2 - (2p+ l)2 ' 'myin ^" ^m ^ \ 1 \ 1 ' 1

P ^ »/2

La somme dans l'expression (2) se calcule sans peine si on l'écrit sous la forme (n = 2A-)

1 1 ^ f 1 1 1
(M+^ ) 2 - (2p+ l ) 2 4(2fc+l ) 2-^ t p + Â ' + l p - k -

p = o p = o
p 7^ fc ,> ^ k

1 1

4(2fc+ I)2 - 4 ( î»+ l ) 2

(tous les termes de la somme se compensent à l'exception d'un seul : (p — k ) ~ 1 pour
p = Sk + 1. Donc

/.n '2ina"
En=~^(nT^ n otlant palr-

La condition de validité des résultats obtenus est
7-^ '>cr n" TT"

- « ——^(n+ I ) .
« nia2

8.8. Les fonctions propres normées de tout opérateur sont définies à un facteur de
phase près A,, = exp(m,]), où Q'n est u n nombre réel. Ecrivons le nombre On sous la
forme

n' - 1 4- f'C1 -I- ("(2) + ( / ( 3 ^ 4- f l'Ii-ln — J ^ '"•n ^ \ n ' •- n ' • • • ' \1 ;

où, dans la suite des nombres ( ,f , chaque terme ( 'i est proportionnel à la per-
turbation a l'ordre p . On montre ainsi qu'à tout ordre du calcul des perturbations,
il y a une indétermination dans le calcul du coefficient c,i',i correspondant au choix
arbitraire du coefficient (7)" dans l'expression ( 1 ) , vu que les fonctions ^,1 et An'Sn
peuvent être choisies comme fonctions propres de l 'hamiltonien.

8.9. Les fonctions propres et les valeurs propres d'un rotateur non perturbé sont de
la, forme (voir 4.1)

^ = ———e""^, E^ = /^"2, m = 0, ±1, ±2, . . .
v27r 2/
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La perturbation vaut V =
(e^ + e-'^)/^, on obtient

Vnk =

-d • EQ = — d f o c o s y . En utilisant la formule cos y

—ri<?o/2, pour n = k ± 1,
0, clans les autres cas. (1)

L'application des formules classiques du calcul des perturbations sur l'état fondamen-
tal du rotateur [m = 0), qui n'est pas dégénéré, donne

F ~ TP(" _I_ F1,1; _1_ V'-l — r l ^ f - T / h 2
AQ W AQ + AQ + AQ — —d <Ï.Q / / f t . (2)

La polarisabilité du rotateur cr est définie comme le rapport du moment dipolaire
indui t à l'intensité du champ extérieur. Comme l'énergie du dipôle induit dans le
champ <?o vaut AT? = — a S ^ / ' l , la polarisabilité de l'état fondamental du rotateur est,
selon (2 ) , égale à

cco = 2Jrf2/?^2.

8.10. Les états excités d'un rotateur non perturbé sont doublement dégénérés, aussi
faut-il se servir de l'équation séculaire1.

Comme les quatre éléments matriciels Vnim' entre les états m et m' correspondant à
un même niveau d'énergie (m, m' -= ±|m|) sont nuls, la correction au premier ordre
des niveaux d'énergie du rotateur non perturbé vaut également zéro.

Pour le calcul de la correction au second ordre E
servir de la formule générale |1]

des niveaux excités, il faut se

v'mk >km' -4X""' =o,
(0)E, (i)

dans laquelle les indices m, m' = ± m correspondent aux états ayant un niveau dou-
blement dégénéré et l'indice A- correspond aux autres états du rotateur non perturbé.

Dans la formule (1) pour le premier niveau excité |m| = 1 (voir 8.9), m et m' prennent
les valeurs ±1 cl- k prend les valeurs 0 , ± 2 , . . . Compte tenu des relations ( I ) du
problème précédent, la relation (1) donne

-V3 - €L A/2 Icl^

h2 '= 0, A = (2)A / - \ TP^I
A/" - L•m=l-4/2

II s'ensuit de (2) que

u^l
-"1,1

1 Dans IP problème considéré, il n'est pas nécessaire de recourir an calcul des perturbations pour
des niveaux dégénérés. En effet, compte tenu de la symétrie de l'hamiltonien, on voit aussitôt
ciné Ifs fonctions correctes à l'approximation zéro sont (comparera 4.1)

r,(0' r,(o)

et dans le calent des déplacements des niveaux d'énergie £'„,; \ 2 on peut utiliser les formules plus
simples du calcul des perturbations sans dégénérescence.
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le niveau doublement dégénéré pour m = 1 du rotateur se scinde en deux (la,
dégénérescence est levée) dans un champ électrique homogène.

Les fonctions à l'approximation zéro correspondant aux niveaux d'énergie (3) ont la.
forme

^=^s,n^, <^^cos^

prévisible compte tenu des considérations de symétrie.

L'application de la formule (1) aux niveaux d'un rotateur non perturbé pour rn.\ > 2
donne (dans ce cas les éléments non diagonaux de la matrice dans le premier membre
de l'équation (1) sont nuls)

pW ^ ^W ^ ïd1^
-m,l ^m;2 ^ 2 ( 4 , ^ 2 _ l ) -

II y a donc déplacement des niveaux mais il n'y pas de levée de la dégénérescence (la
levée de dégénérescence apparaît en fait au 2|m ""' ordre du calcul des perturbations).

8.11. Les fonctions propres et les niveaux d'énergie du rotateur non perturbé (voir
4.3) ainsi que la perturbation sont de la forme

<) = y^ (^), E^ = E^ = S^M, V = -d . Eo = -d£, ces 6

(l'axe : est dirigé le long du champ électrique). Compte tenu de l'orthogonalité des
harmoniques sphériques et de la relation

Y]Q = î ̂ 3/471-cos0 = yooîV^cosO,

on obtient sans peine les éléments matriciels de la perturbation :

,,, _ T/ _ f — i d f u / V S , pour l = 1 et. m = 0,
t'im.OO — ~VOO,lnl. — \ n 1 1 ;1 U , dans les autres cas,

et l'énergie de l'état fondamental du rotateur au second ordre du calcul des pertur-
bations :

P ~ F(°) _L F(1) J- Pt2) - ] d 2 £ ^ 11}
^00 ~ ^00 +^00 +^00 - - o^2 • ( i '

On trouve à partir de (1) la valeur 0:0 de la polarisabilité de l'état fondamental du
rotateur (comparer à 8.9) :

Î I d 2

a0 = ~7^'
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8.12. En utilisant la relation bien connue2

(cosQ)Ylm = aimYl+l.m + blmYl-l,m,

. /(/Tm+l)(/-m+l) _ . / (l+m)(î-m)
alm~ 'V (2;+1)(2;+3) ' 6 ; ' " - ^ V(2^+1) (2^-1) '

on obtient sans peine les éléments matriciels de la- perturbation :

{ aim, pour /' = l + 1,
Vl'm',lm = -dSoSmm' &(m, pOUr; '= / - l ,

0, dans les autres cas.

Comme les éléments matriciels entre les fonctions d'onde correspondant à un même
niveau d'énergie non perturbé (c'est-à-dire avec une valeur / identique) sont nuls, les
corrections au premier ordre pour ces niveaux d'énergie sont également nulles.

Pour le calcul des corrections au second ordre et aux ordres supérieurs des niveaux
d'énergie, il n'est pas nécessaire d'utiliser la formule du calcul des perturbations dans
le cas où les niveaux d'énergie sont dégénérés. En effet, ^ commute avec l'hamiltonien
perturbé, on peut donc prendre pour les fonctions d'onde perturbées des fonctions
propres de l z . Comme pour une valeur m du niveau non perturbé E f , il n'y a
qu'une fonction propre Y;,,,, on peut utiliser la formule du cas non dégénéré pour
trouver la correction au second ordre (/ > 1)

I T / ^ 12 I I / |2
î7'(2) _ \~^ | Vl'm' ,lm | _ V^ | vl'm,lm \
^Im - Z^ ~ ( o ) ~ ( o ) - Z^ ~ ~ ( o ) - ^ o y

l'yil,m' "( ±-;;' l ' y i l ^l ^r

l^E-l 2l3 + 3/2 + / - m2^2 + 6/ + 3)
h2 1(1 + \)(2l- 1 ) (2 /+1) (2Z+3) (1 )

/n \

(à partir de l'équation séculaire on obtient immédiatement la même valeur de E, ) .
Selon (1), la multiplicité 2/ + 1 du niveau non perturbé du rotateur du moment
/ est partiellement levée : ce niveau se scinde en / + 1 niveaux dont l'un (avec
m = 0) n'est pas dégénéré, tandis que les / autres niveaux sont doublement dégénérés
(m = ±1, ±2, . . . , ±/). Il ne se produit pas de nouvelle levée de dégénérescence aux
ordres supérieurs du calcul des perturbations. Ceci est dû au fait que, d'une part, la
grandeur m = l^ est une intégrale du mouvement et peut avoir une valeur déterminée
en même temps que l'énergie du rotateur perturbé et que, d'autre part, l'énergie des
états correspondant à m = ±/ est la même en vertu de l'invariance de l'hamiltonien
dans une réflexion par rapport à tout, plan contenant l'axe z (dans cette réflexion,
la projection du vecteur axial (moment cinétique) sur la direction du vecteur polaire
(champ électrique) change de signe).

2 On l'obtient sans peine si l'on tient, compte des relations entre les harmoniques sphériques V;,^
et les polynômes de Legendre associés P. et si l'on recourt aux relations de récurrence de
ces derniers. Rappelons qu'on procède au même choix de facteurs de phase dans la définition
des harmoniques sphériques que dans le livre de L. Landau et E. Lifchitz fl] (pour d'autres
choix, les phases des grandeurs a/ni et 6;^ peuvent être différentes, toutefois, ceci ne se répercute
naturellement pas sur le résultat final du déplacement des niveaux).
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8.13. Le niveau considéré de l'oscillateur est, doublement dégénéré. Les fonctions
propres correspondantes seront choisies sous forme (voir 4.5)

<' = ^10 = ̂ r(W(y). \sw = l'en = ̂ r(.'-)^r(y),
où ^^(a;) sont les fonctions propres bien connues de l'oscillateur linéaire.

Les élément matriciels de la perturbation se calculent sans peine (voir, par exemple,
la solution du problème 8.3) et valent

Vil = VTÎ = 0, Vi-î = V-^i = aa2 / ' 2 .

L'équation séculaire et sa solution ont, la forme

-E^ acr72 _ (Q _ o-o2

0^/2 -7^ -u' r^^-^ 2 -

c'est-à-dire que la dégénérescence du niveau est levée.

Les fonctions d'onde à l'approximation zéro s'obtiennent grâce aux formule classiques

^=(^=F<>)/^2.

Notons que le problème considéré peut être résolu de façon exacte, car par rota-
tion du système de coordonnées dans le plan x , y , l'énergie potentielle l J ( . v , y ) =
k(,i"' -|- y 2 ) / ' ^ + axy peut s'écrire sous la forme diagonale U = k\x'2 /2 + k^y''2 / 2 . Ou
laisse au soin du lecteur d'obtenir cette solution exacte et de la comparer aux résultats
obtenus par le calcul des perturbations.

8.14. Le second niveau excité d'un oscillateur non perturbé est triplement dégénéré.
Les fonctions propres correspondantes sont (voir la solution du problème précédent) :

^0) = v&r^WC'/), ^w = ̂ '(^^(y).
^ = ̂ r(W(y).

Les éléments matriciels de perturbation non nuls sont égaux à

V\î = Vi\ = V'22 = 1'32 = aa2 /\/2.

La solution de l'équation séculaire donne les corrections au premier ordre du calcul
des perturbations des niveaux d'énergie :

E^ = -oa2, E^l = 0, E^ = aa2.

Le niveau se scinde donc en trois sous-niveaux, et la dégénérescence est, complètement
levée.

Les fonctions d'onde à l'approximation zéro correspondant aux trois niveaux d'énergie
sont de la forme

^ = (̂ (:1) - ̂ w + ̂ ^A ^ ̂  (^0) - ̂ )/V2,
^ = (^ + ,/2<) + ̂ W)/2.
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8.15. Après le changement de variables x' = x , y' = y , z' = u z / b , l'équation de
Schrödinger et la condition limite pour des fonctions propres de l'hamiltonien prennent
la forme

__^/J^_ y a^y_
2m {9x'2 + 9y'2 + b2 9z'

^!(,' = a) = 0.

-————+——+ ——— ^ - E^i
2m \9x'2 ' 9y'2 ' b2 9z'2 ) " - A v '

Vu que a — b\ <S^ a, en notant a = (1 + e)b, s\ <^. 1, représentons l'hamiltonien sous
la forme H = HQ + V, où

f-9 / n"^ n9 •"l'ï \ f-9 ^'ïh" l 9- o- a- \ - h ,, à"
Ho=-^[^.'7'+9^+9^)' v=-2m{2£+£)a^•

Les fonctions propres et l'énergie de l'état fondamental d'un hamiltonien non perturbé,
selon 4.33, ont pour expression (r' ;< a)

,(")- 1 .„„7^r/ ^o)_'^2
Vn —— — — , — — 0 1 1 1 — — — — , l^r, —— —————-•0 ^/2a7rr' a " •2ma2

La correction au premier ordre en £ de l'énergie de l'état fondamental est égale à

r(i)_ f^Wv^dv'--^ / ' 'm/ '\ y-^o — l 'VQ \ 'VQ ai —E^ = f^V^d.' = -^ l'^^r)^^^. (1)
J ^^ ./ u^i i ii

Pour le calcul de l'intégrale dans l'expression (1), remarquons qu'en vertu de la
symétrie sphérique de la fonction d'onde ^o

92 92 9'2 _ 1-
— / \ i9x'2 Qy1'1 9z'2 3 '

et, compte tenu de la relation3 A''!';)' = -^^o , on obtient

(1) ^f (0) (1) _ ^TT2 / •2£\
L0 -3m^ ' ^-^ +L0 -2ma^' , l +y^

Comme le volume de l'ellipsoïde vaut

.=^b=^(l+er^^-e)=^,

on obtient EQ w /^^/^mTÎ2), où R est le rayon de la sphère de même volume que
l'ellipsoïde. Donc, au premier ordre du calcul des perturbations en e, l'énergie de
l'état fondamental d'une particule de dépend que du volume de l'ellipsoïde.

3 Strictement parlant, il faudrait introduire dans le second membre de cette relation un terme
complémentaire —S(r' — a)'î!'Q '(a) (comparera 2.3) ; toutefois, la prise en compte de ce terme
ne modifie pas la valeur de A' (car \!' (a) = 0).
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8.16. Le problème se résout de façon analogue au précédent,. Les fonctions propres
et les valeurs propres de l'hamiltonien non perturbé sont de la forme (voir 4.33)

,T,(°) - c 7 L r\V p(0) __ '̂'''̂  ,.+],<
^"-'"l - T^1/2 r-^'J î""" En'-1 - 2m«2 •

et le niveau est (2/ + 1) fois dégénéré. Comme l'opérateur /^ commute avec l'hamil-
tonien, il est immédiat que les fonctions d'onde à l'approximation zéro de l'Hamiltonien
perturbé sont les fonctions d'onde données plus haut, de sorte que pour le calcul du
déplacement du niveau on peut se servir de la formule

<L = / <^<L^ = -^ / <^<L .̂ (i)
Pour calculer l'intégrale (1), recourons à- l'égalité conventionnelle analogue à celle
établie dans 3.52 pour les opérateurs vectoriels :

9—— = AS,k + Beikil.i + C(îiîk + îkîi). (2)
ôx,.()xk

A partir de la symétrie du premier membre de (2) vis à vis des indices i et, k , i l s'ensuit
que B = 0 et, la condition l'i— = 0 conduit à "l'égalité"

^ + C < [ 2 / ( / + 1 ) - 1 ] = 0 , (3)

tandis que la somme sur i de l'expression (2) avec k = i donne

SA + 21(1 + 1)C = A. (4)

De (3) et (4) , on obtient A et C ci, compte tenu de la relation

-^/<^A<L^^.
eu accord avec (1) et (2), il vient

(i) _ ^(2^2^1_2m^)
^n,.l,n.-^hn..l. (.̂  _ ] ) (^ + 3) • ^

On voit, à partir de (5) que la dégénérescence (27 + 1 ) du niveau est partiellement
levée : il se scinde en / + 1 sous-niveaux dont l'un (avec m = 0) est non dégénéré,
tandis que les autres sont doublement dégénérés. Aux ordres supérieurs du calcul
des perturbations, on n'observe pas de nouvelle levée de dégénérescence. On obtient
sans peine la valeur moyenne de la correction au premier ordre apportée à tous les
sous-niveaux :

p(i) ^ 1 v^ pW ^ ^^("i
»,.;m QÏ i 1 / J '^n^lrn 9 ^n,-F

m

ainsi que la valeur moyenne de l'énergie des sous-niveaux au premier ordre en £

7——— - F(°) + E^ - h2a21"•+l'l
C-n,.lm — ^n,.l l ^n.^m — 2,,,»2 '

qui signifie que E,^i,n n'est fonction que du volume de l'ellipsoïde ( r = 47r/?,;i/3).
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8.17. Pour r <^ a, le potentiel est de la
forme U w —Uoa/r (fig. 27). Dans ce champ
coulombien, les fonctions d'onde des premiers
niveaux d'énergie sont localisées à une distance

ft2»2

de l'ordre de r» ~ ûu/ t = ——— du centre de
maL/o

champ et si cette distance est beaucoup plus
petite que a, c'est-à-dire si

^ = m.^UQ/h' » n1
(1)

(n étant le nombre quantique principal dans
un champ coulombien), il est immédiat qu'à
l'approximation "zéro", les premiers niveaux
d'énergie et les fonctions d'onde correspon-
dantes sont de la forme

U(r)

Figure 27

(o) ma2!^ ç
^n ' = --^—r = -l^o—Wn1

où ^n0"/^ sont des fonctions propres bien connues de l'hamiltonien d'une particule
dans le potentiel coulombien U = — a / r avec a = U^a.

La différence entre le potentiel étudié dans le problème et celui du champ coulombien
peut être exprimée sous la, forme d'une perturbation :

V(r) = -UQ
exp(r/a) — 1 »'J (2)

Vu que les fonctions ^ ' sont des fonctions propres des opérateurs l2 et ^ qui com-
mutent également avec l'hamiltonien perturbé, elles constituent les fonctions d'onde à
l'approximation "zéro" et les corrections au premier ordre des niveaux d'énergie sont

^(i) _ f vir\\^W
-"n,.; ~ l'•)\vn,.lm -dv. (3)

En développant la perturbation (2) en série des puissances de ( r / c

f 1 r /r3^
^-"'[-^w^0^))'

et, compte tenu de la valeur de l'intégrale (voir, par exemple, [1])

/.I^Ll̂ P"2-'̂ !)];^.

on obtient selon (3)—(5)

(4)

(5)

E, Uo
.2 24^

[3n2 - 1(1 + 1)] n,. +1+1. (6)
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Notons que la prise en compte du terme OÇr^/a3} dans la formule (4) dans le calcul
au premier ordre serait un excès de précision car le terme correspondant 0(Ua/^3)
dans l'expression de E^'1 est du même ordre de grandeur que la correction au second
ordre du calcul des perturbations.

Comme on le voit à partir de l'expression obtenue (6) , la dégénérescence accidentelle
des niveaux dans le champ coulombien est levée par la perturbation et, il ne reste que
la dégénérescence ordinaire (correspondant aux projections du moment) des niveaux
dans un champ central (27 + 1).

8.18. Le problème se résout de façon absolument analogue au précédent.

La perturbation est de la forme

^)=^(r)+^"(l--^),
»• a \ 2(u

Le déplacement des niveaux au premier ordre du calcul des perturbations est égal a
(^ = r iHni/ / ; 2 )

<'J w ^ { 1 - -t3^ + to,(/ + 1 ) + (; + 1 )(2; + 3)]l .

La condition de validité est £, ^> n1.

8.19. Dans un champ électrique intense les fonctions d'onde des premiers niveaux
d'énergie du rotateur se localisent, dans le domaine de petits angles |y| <5^ 1, car pour
y; = 0 l'énergie potentielle U ^- —d^ocosy a un minimum profond (fig. 28). En
développant U{y) en série et en se, bornant aux premiers termes du développement :

U(y)=-d£ocosyw-d£Q+d^v2 (H«J), (1)

on transforme, à l'approximation "zéro", l 'hamiltonien du rotateur en un hamiltornien
d'oscillateur linéaire ; da.ns cette approximation, les fonctions d'onde et les valeurs
propres sont de la forme

<°)(^) = ————————e^p f—4) ̂  (^\\ , ^| < ̂
/2"y7ryo"' V ^0} Yy" /

^n> = -d£o + h^d£o/I[n + f/2) ; « = 0 , 1 , . . . , yo = (
i/.-i

J d S ,

La condition de validité du modèle est la petitesse de la fonction propre pour \if\ ~ f .
Vu que les fonctions d'onde 'P,, ( y ) ne sont. sensiblement, différentes du zéro que pour

dSoy" < hL^(n + 1/2) ; c'est-à-dire pour y" < ^cK0 + 1 ) ;

la condition de validité des résultats obtenus prend la forme

K2

^l{n + 1) < 1, ou £o » -J^[n + !)'•'.
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\ y

Figure 28

En prenant dans l'expression (1) les termes suivants du développement eu y2, il est
possible de préciser les valeurs des niveaux d'énergie du rotateur. On note sans peine
que la correction au premier ordre est de l'ordre de grandeur de

-d£o 4 . ..2 ^(n+1)1'
-^-^o("+l) =-———————

8.20. Pour trouver une solution approchée de l'équation de Schrödinger de la "partie
radiale'' de la fonction propre de l'hamiltonien \Ën,.lm = Rn,.( ('r)Yirn / r :

-^-^h^l±llR=ER,
2m rP 2mr"

qui définit aussi les niveaux d'énergie de la. particule, on développe l'énergie potentielle
"effective"

a ^1(1+1)
U,s = -—H+ —-——,—,

rP Imr-

en série au voisinage du point

r^+f)i^
[_ û mp \

pour lequel U^a présente un minimum :

^ = -^(2 - p)r^ + '^-^^(r - r.f + . . (1)

Pour r—» 'o | <^ ro, on peut se limiter dans l'expression ( f ) aux deux premiers termes, et
si les fonctions d'onde .fi'n,.;(»') ne sont sensiblement différentes de zéro qu'au voisinage
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de ces valeurs de la variable »- , on retrouve un oscillateur harmonique autour du point
d'équilibre r == ro et avec un coefficient de raideur k = ^"fc^o}- Alors,

,,(n). > 1 f ('•- '•o)2] ^ ( r - rn\li' ' (r) = — — — e x p --————— H,, ——— ,
""" ' ^"-avW 1 L 2»-' J "•• ^ a ) '

(o) a(2-p) _ la('2p-p'2) _ -, , ,/,„ ,.,.
E^'i = -——-——?-o + h\j ——-———ro ("i,- + 1/2), (2)

Z^ i l "

9 V + 2iz r-'' 'i- •; '/»hr»
1/4

Pour que les expressions (2) soient valables il faut, que la condition utilisée dans les
calculs soit remplie : la fonction d'onde K^ \ ne doit être sensiblement différente de

zéro que pour r—i'o <^ ï'o. Comme la fonction d'onde 7?, ' est sensiblement différente
de zéro pour

J ( r - ro) ;$M".+l /2) ,

on trouve la condition de validité

[^+l)] i /4 ̂ ^±^Y\ (3)

qui, pour des valeurs suffisamment grandes de / (et des n,. pas trop grands), est
toujours réalisable (il est important d'avoir p < 2).

La fonction d'onde lin.,.1 exacte vaut zéro pour r = 0, alors que / ? , approchée est
différente de zéro mais décroît exponenl.iellement au voisinage de r = 0.

Dans le cas d'un champ coulombien, la valeur exacte de l'énergie du niveau £'„ est
donnée par

E,
ma" ma" 1

2/^2n.2 27(2 (<+ f /2+» ( ,+1 /2 )2
mo'î , mû1 i^ 4 .1 /2^mo- nia"

<)h2n L 1 /O'i2•2/ î2( /+ f /2)2 ^(1+1/2)^' r ' ^ / "

qui est en accord avec l'expression (2) de f'^ \ ( i l faut noter que selon (3). / S> 1, de
sorte que 1(1. + 1) w (l + 1/2)'^).

8.21. Le problème se résout de façon analogue au précédent. La ''partie radiale
de /-?" de la fonction propre ' f , i p m = li'n^m'-'""^' /' \/T> de l'hamiltonien du mouvement
transversal et les niveaux d'énergie correspondants s'obtiennent à partir de l'équation

^^-w ^^^ ^
2/( dp'- 2p.p- a
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dans laquelle n est la densité linéïque de charge du fil, ne < 0, a une constante
quelconque. Introduisons par commodité

[ f- 9 9 "1 -I- / '4 / î-^ / 9 i / ^ \ \ l / 4h Po 1 [h-(m- - 1/4) \
Pô = -F-]—i , po = ——,,—j———— , "» 7- °-4^|/>-e|J V 2/^Ke| y

L'énergie potentielle efFective pour m ̂  0

,,,̂ l,̂ »!(̂ ,

possède un minimum au point po. Au voisinage de ce point (\p — po\ <$; p a )

lUp) = U,.^po} + ̂ (p - pof. (2)
Po

Avec l'approximation (2) l'équation (1) se ramène à l'équation de Schrödinger d'un
oscillateur et admet pour solution

o(0) - 1 ,.„,[ (P-PO)2} ^ ( P - P O \ ^

^-^p^n^r ^ J^l Po J ' (3)

(^(o))n,„, = U^p,} + J^——(n, + 1/2). (4)
y TÎ1 l / 4

La fonction d'onde (3) n'est sensiblement différente de zéro que pour(.-..)' s (..,+1/2) [^r-c-^ w [^J-^.
de sorte que la condition utilisée pour obtenir à partir de (2) \p — po\ ̂  po, prend
la forme \ / i i p + 1/2 <$; \/|m|, ce qui détermine le domaine de validité de la solution
approchée obtenue.

8.22. En assimilant dans l'équation (voir 2.57)

vK,(a.) = e2^ - -"- F ^-^(x'^kWx' (1)
l"'!" J-oo

l'énergie potentielle à une perturbation et en représentant la fonction d'onde sous la
forme ']'/,. = 'I'' + 'S, , on obtient sans peine

/•oo
^,W=^^ ^ ° ) ^____ / U ( x ) ^ p [ i k x ' + i \ k \ \ x - x \ } d x . (2)

\K\ll" J_oo

En obtenant la relation (2) on a supposé que ^^ <^ l^^. | ; or la validité de cette
inégalité définit le domaine de validité de la méthode. En désignant par a et Uo le
rayon d'action et la grandeur caractéristique du potentiel, on obtient une estimation
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de la grandeur \^S, et la condition de validité du calcul des perturbations (compte
tenu de ce que l^i^l = 1) :

(i) ^ mUga ml/pa
1 & 1 ~ \k\h2 ' \Uh'2 '

Notons que l'estimation obtenue de la grandeur \'S, [ est valable quelle que soit
l'énergie de la particule.

Dans les conditions de validité du calcul des perturbations, on obtient pour le coeffi-
cient de réflexion des particules [E =- h^k^/ïm) :

,-^ 2
/ U(x)^'kx(lx < 1. (;

• / — C O

si, dans la formule du problème 2.59, on substitue la l'onction d'onde approchée
vl;'. = exp(?'Â'.c) à la fonction d'onde exacte.

8.23. Les éléments matriciels de la perturbation V = — r , F p f ( f ) valent (voir '2.1)

V^(t) = -'F^t) fa-sm^'^^sm"^
a JQ a a.

! 0 pour n p'diï (n ~/= 0),
8a(,î+l)Fo/(()
—-—,————— pour il impair.

7r2n2(n+2)2 1

Compte tenu de la valeur des intégrales (LI;,,() = tin'2 n(n + 2)/2ma2)

/•^!

h= exp(/'^nof - ̂ /r2)^ = ^7i:Texp(-^,2|J7-2/4),
t '—CXl

,-w

h= / exp(^„o^- | / | /T)^=2T(f+^o^2 ) - 1 .
•/ — 00

/*0<1 î i

-/3 = j exp(i^not) , , ^ = 7rrexp(-^nnr)

(la première s'écrit, sous la forme d'une intégrale de Poisson, la deuxième se calcule
directement, la dernière se calcule à l'aide du théorème des résidus), on obtient les
probabilités d'excitation des différents états de la particule (an premier ordre du calcul
des perturbations) pour t —>• oo sous la forme

{ 0 pour n pair (rî 7^ 0),
H/(i)(0^n) = G-hrF^n+l)2 „

'^(n+W^^ pour " l"lpall•'

où les valeurs de k = 1 ,2 ,3 correspondent aux trois potentiels donnés dans l'énoncé.
Notons qu'au premier ordre, ne sont excités que les niveaux impairs, mais \\ '^'(Q —>• n)
diminue rapidement avec n, par exemple, FV^(0 —> 3)/W^(0 —>• 1) < 0,007. La
condition de validité de l'approximation est. ma3 F{) <^. h^n2.
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8.24. La perturbation est de la forme V = —ea£(t) et ses éléments matriciels valent
(voir 8.3)

f i i \ f v/" ~^~ ^ pour fc = n + 1,
Vkn(t) = - e \ 1 - ̂  ^n p o u r A = n - l ,

v [ 0 dans les autres cas.

Les probabilités de transitions non nulles de l'oscillateur au premier ordre du calcul
des perturbations sont

^ e^ F ( n + 1 ) pour^n+1 ,
\ / 2/î2 1 n pour k = n — 1, (1)

y00

1= 1 S(t)exp(±ii^t)dt
J —oo

(les signes "+" et "—" correspondent respectivement à k = n + 1 et à k = n — 1 ; la
grandeur \I\" est indépendante de ce signe).

Pour les champs S(t) indiqués dans l'énoncé, la grandeur 1 vaut
a) I=^7^r£oexp(-^2r2/4) ;
b) I = 2 r £ o / ( l + ^ r 2 ) .

Selon (1), les seules probabilités de transitions de l'oscillateur non nulles sont celles
du ra'"1'' état vers les états (n — 1) et (n + 1). La condition de validité des formules est
RaS-o\/n + 1 ̂ . tu.

8.25. Dans l'expression £(t) = <?o(l + ( t / ' r ) 2 ) ' 1 , la grandeur <?o se détermine à partir
de la condition

/OO fOO

PQ = F(t)dt =e £(t)dt = e£onr, c'est-à-dire eSo = PO/TTT.
-00 J —OÙ

La valeur de l'intégrale suivante se calcule à l'aide du théorème des résidus

/ OO f 00 l i

1 = £(1)0^ dt = £, \ e^—————— = Tr^oexp(-^T).
-oo J -oo -l "r [!'/ T )

Les probabilités de transitions de l'oscillateur se déterminent par la formule(l) du
problème précédent dans laquelle le grandeur e2!/!2 vaut

e2!/!2^^-2-.

Les probabilités cherchées pour une valeur de PO fixée diminuent de façon monotone
avec l'accroissement de r et s'annulent pour r = oo.



290 PROBLÈMES DE M É C A N I Q U E QUANTIQUE

8.26. La perturbation est de la forme V = ~d£(t)cosy et ses éléments matriciels
sont (voir 8.9)

,^ , ^ _ f — d f ( t ) / 2 pour m' == m. ± 1,
\'m'rn\t) = ^ y ^g ̂  ̂ ^^ ̂

Les probabilités de transitions du rotateur, non nulles au premier ordre du calcul des
perturbations, sont données par l'expression {in' = in ± 1)

WW(r-n -+m') = d
(1)

Les valeurs de l'intégrale dans la formule (1 ) pour les champs <?(/,) donnés dans 1 énoncé
sont données dans la solution du problème 8.24 (il faut, tenir compte de ce que les
grandeurs ^m'm sont égales à (2m + l ) h / ' 2 I et, — ( 2 m — l)f i /2/ pour m' = 'm + 1
et m' = m — ] respectivement). La condition de validité des résultats obtenus est
d£o <:: h2 (\m\+]}/!.

A partir de l'expression obtenue pour W^'(m —>• m'), il s'ensuit qu'au premier ordre
du calcul des perturbations, seuls les niveaux d'énergie du rotateur les plus proches
sont excités.

8.27. Les cléments matriciels de la perturbation V = — d f ( t ) cos 0 ont été calculés
dans 8.12 :

f -d£(i)a^ pour; ' = / + 1,
Vl'm',lm{t) = Smm' • \ -d£(l)hlm pOUI- l' = l - 1,

[ 0 dans les autres cas.

On voit qu'au premier ordre du calcul des perturbations, seuls les états du rotateur
ayant un moment /' = / ± 1 sont excités (la projection du moment, m sur la direction
du champ ne varie pas dans ce cas ; l'absence de transitions entre des états ayant des
valeurs de ni différentes est liée au fait que la projection du moment est une intégrale
du mouvement). Les probabilités des transitions sont

WW(J -, J'\ = (p- { aimî(^l+t. ()]'•' pour l' = l + [ ,
' ' K1 \ \b,mî(^-i,i)\'2 pour l' =1+1.

ou

I(uJ) = / S(t,)exp{wt)dt,
J—co

et où les pulsations c<;;'; des transitions valent /;(/ + l) /1 et — h l / I pour / ' = / + ] et,
/' = l— 1, respectivement. Les valeurs de l'intégrale I ( i J ' ) pour les champs f ( t ) donnés
dans 8.24 sont données dans la solution de ce problème.

La condition de validité du résultat (1) est, d£u ̂  ?;'•'(/ + l ) / ^ -
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8.28. Représentons la fonction d'onde 'S>(t) du système avec l'hamiltonien H =
I I o + ^(^)i °ù V(t) es^ une perturbation dépendant du temps sous la forme d'un
développement en fonctions propres de l'hamiltonien H y :

A partir de l'équation de Schrödinger, on déduit les équations pour les coefficients du
développement

ak^ = -^«'"w^^p^0^)'
(1)

r p(°) F<°)
WO =/^V(t)^dr, ^ = ̂  ^Em .

En supposant qu'avant l'introduction de la perturbation (c'est-à-dire pour t —> —oo)
le système se trouvait dans le n'1"'' état de l'hamiltonien non perturbé, c'est-à-dire
Ofc(< —> —oo) = rf/m (pâï la suite on écrit cif;n(t) à la place de a^.(<)), et en considérant
la perturbation comme petite, on représente ais(t) sous forme d'un développement en
puissances de la perturbation :

a^n (t) = a^ + a^ + .. . = S^n + a^ {t) + a^ (t) + . . . . (2)

Dans l'expression (2), on a tenu compte de ce que, d'après (1), à ' ' = 0, et donc que
n^ = const = 6kn- Portons (2) dans (1) et, en rendant égaux dans les deux membres
de l'égalité les termes de même ordre en perturbation, on obtient (compte tenu de
l'égalité a^ = 6kn)

^W = 4^)^, <&) = 4 E W^e"^. (3)

A partir (3), compte tenu des conditions initiales, on trouve que a- (t = —oo) = 0 :

«^ (t)=—— f ^n (t') exp(^'X
11 J—oo

(4)

«i^————E f W^)exp(^') [ t V^(t")^p(i^t")dt"dt'.
m "•-0° "'-oo

La probabilité de transition du n™' état initial vers le fc'"" état final (après l'action
de la perturbation) vaut (À- 7^ n)

\V(n -^ k) == \akn(t = +oo)|2 = \a^(t = oo) + a^(t = oo) + . . . |2,
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et, si a^^d = +00) = 0, alors l'expression

W^(n -^ k) = a^(t = +00) |2 (5)

donne la probabilité de transition au second ordre du calcul des perturbations.

8.29. Il n'y a en réalité aucun paradoxe : pour le carré du module de la grandeur
a = 1 + n^ + a^i + . . . , constituant le développement en série suivant un petit
paramètre À <€ 1 (de sorte que \a\'l' ~ À") jusqu'aux termes au second ordre, il faut
connaître la quantité a également jusqu'aux termes au second ordre. En effet,

|a|2 = 1 + 2Re a.W + \aW\2 + 2R,e a^ + 0(À3)
•W 2 ~ Re aW ^ A2)

.e a' ' + |a
aW ^ À2)

En s'appuyant, sur le résultat du problème précédent, on obtient

«„„,(/. = oo)
fiy-i

-J Vn,
• J —oo

1- .- / Vnn{t)dt
11 J — rv-i

1

-E F v^^ 1 Vr.n^^'dt'dt. (1)
m •J-03 J-coW

Selon (1), la probabilité pour que le système demeure dans le ï^"" état initial, pour
1 —^ +00, est, donnée au second ordre par :

J r /-oo -i 2
W^ = \a^(t = oo)|2 = 1 + — / Vnn{t)dt\

" 1 J ~ nn !

/ OO ri

K̂1 ̂
Vn^(t) exp(^i0^) / 1̂  (f) exp(^')d/,' dt

-00 ^—00

-E r vnU^xp(-^) f l^„((()exp(-^o^')^'^ (2)
" ,„ J-oo J-oo

(rappelons que Vnn{t) est une quantité réelle). Compte tenu de ce que CJ^ = —i^^
V, (t) = Vnk(t) (en vertu de l'hermiticité de l'opérateur V), ainsi que de la propriété
de l'intégrale

(0) _ , ,(")
kn - ̂ nk '

/•OO ft /'OC' /•OO

/ dt d t ' f ( t , t ' ) = dt' d t f ( t , t ' ) ,
J — 00 •J — €•0 •-'—00 • J f '

l'expression (2) se met sous la, forme
I r /•oo "i ^ i _ />oo

WW = 1+- / Vnn(t)dd --^ / V^(t)e^dt
II \.J—oo J 'l „, J—oofi2

lyfi2 ̂
rpiTin

/.ro 2

/ VnmW e'^dt = 1 - ̂  ̂ 0)(» -^ m). (3)
••'-°o ^-/^

La relation (3) exprime manifestement la loi de conservation de la norme des fonctions
d'onde d'état du système au second ordre du calcul des perturbations.
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8.30. A partir de l'expression de l'amplitude de transition au second ordre du calcul
des perturbations, établie dans 8.28 :

-(2)^ - ̂  - ——E F W^e^ f V^t')^'^.
l __ />00 rt

a^(t = œ) = ——^ / V^t)^ \ V^^^'dt'dt
11 rn "'-00 J-wl i „, J-03 J-OO

et compte tenu des valeurs des éléments matriciels de la perturbation V = —ex£(t) de
l'oscillateur données dans la solution de 8.24, on voit apparaître, au second ordre, des
transitions du n''""' état. vers les (ra+2)*""' et ( r ^ — 2 ) è m e états de l'oscillateur interdites
au premier ordre (voir 8.24). Compte tenu des valeurs Vkn(t), on obtient sans peine

^^ . _AV(^^ )^ ,^ ,̂ .,,,̂
zn J-oo J-oo

-ifi?6202^»+!)(»+2) / EWe-^d^
i't• \ ./__/-V~1

et de façon analogue

^,^-_.^^\rw^.
in i-J—oo J

En utilisant les notations du problème 8.24 :

/ oo

I{UJ) = ^(^e^dt,
-00

on obtient, au second ordre du calcul des perturbations, les probabilités de transitions
de l'oscillateur, interdites au premier ordre, sous la forme

.. ., C'Y F I'" -L 1Vr,-L9^l^,,,1|4e4^ f (n+l)(»î+2)|/(^)|4, m=n+2,
IGfi4'! n(n-l)\I(-uJ)\4, m=n-2 .

/ \-H rf —'». ml — n' > \ — ————W^^n _> m} - a^i \2 - —— • i ' " -i^'--'vv (n-i-m)-a^\ - <. , _ , T , , ^

Les valeurs de / pour quelques formes du champ S(t) sont données dans la solution du
problème 8.24 avec, pour ces dernières, \I\ < S Q / U J . La comparaison des probabilités
de transitions ayant lieu aux premier et second ordres du calcul des perturbations
donne

WW e^lJl^+l) ^ eV^+l)
ww ~ fi2 ~ h2^

dans les conditions de validité du calcul des perturbations.

8.31. Selon 8.26, au premier ordre les transitions du rotateur ne se produisent que
de l'état fondamental (m = 0) vers le premier état excité (m' = ±1), et pour la loi
S(t) proposée dans l'énoncé, les probabilités de ces transitions sont

Aïfï^.ï frW rrW h
•^"'"•^-^"^^T ————E^^- W
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En utilisant- l'expression donnant les amplitudes de transition au second ordre, obtenu
dans 8.28, et les valeurs des éléments matriciels de la perturbation données dans 8.26,
on trouve sans peine qu'au second ordre du calcul des perturbations apparaissent des
transitions du rotateur de l'état fondamental (m = 0) vers le deuxième état excité
(rn' = ±2) d'amplitude (comparer à la solution du problème précédent)

»(2)(o -, ±2) = -d— F £(t) e3'"»' 1 S(t') e'^'dt' dt. (2)
4" ./—oo J—co

Pour le champ f ( t ) donnée dans l'énoncé, l'intégrale de l'expression (2) se calcule sans
peine cl- les probabilités des transitions (m -=- 0) —> (m' = ±2) interdites au premier
ordre s'avèrent égales à

,/4c4 4
wWlÇ\ -4.+2) - la(2) 2 -_______ c ' 0_______ f3)
' ^-^'-l» -64?,4(i+4^)(l+9^T2)' ('J!

La comparaison des probabilités de transitions (1) et (2) donne

Ly(2) J-ici 2 i ï f î
'_'___ a ^O7^_____ <; " ^-0 ^ i
W-f 1 ) ~ 16/^2(1+9^T2) ~ 150?î2^^

en accord avec les conditions de validité du calcul des perturbations.

8.32. Le problème se résout de façon analogue au précédent. Au premier ordre du
calcul des perturbations, seul est excité l'état l = 1, m = 0 avec une probabilité

,-/2c2_2 ,,-(0) L.(O) ,

"""'"•^'•"'^^T W!-L——±^^•
Au second ordre apparaît une transition vers l'état l = 2, m= 0 avec une probabilité

4,/4c4 4
'̂(O.O^.O)^,^;,^^.

8.33. Dans l'expression de la fonction d'onde de la forme

>S,(t}=^a,n(t)^we-wwt

m

les coefficients a;,.,,((), pour t > 0, valent (voir 8.28, k -^ 11)
rt

akn(t) % 4'J(^=-,(l-o)fen / s\n{^ot) exp[i^t)dt
" Jo

» / , ^ [ 1 - exp[^o + ̂ )t] 1 - exp[i(^ - ̂ o)/]1
- -Qfcf,17")*'" ————————————(0)—————+————————————(Q)————— • t1)2" L ^o+^L ^-^L

L'expression (1) montre que la condition de validité du calcul des perturbations
\a[^\ < 1, donne
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qui, lorsque UJQ est proche d'une des pulsations de transition iij^ (soit ekn <^ \^knI)'
restreint sensiblement l'application du calcul des perturbations. Rappelons que la
perturbation VQ peut être considérée comme petite dans le cadre du calcul des per-
turbations stationnaires si

\(Vo)kn « l̂. (3)

Notons que dans le cas d'une perturbation remplissant les conditions (3) mais ne satis-
faisant pas à (2) on peut obtenir la forme approchée de la fonction d'onde (voir, par
exemple, [1]) ; dans ce cas (1) traduit la dépendance temporelle de la fonction d'onde
pour t ;5 T, où la valeur T est limitée par les inégalités Te^n ̂  1, rKl/cOfcnl <^ h qui
découlent de (1) si l'on exige que |a^| <S; ].

8.34. Si le n6"" état étudié se rapportait à un niveau non dégénéré, alors dans le cas
d'une perturbation satisfaisant à la condition

les transitions du système dans l'état n seraient petites et la fonction d'onde ^(t)
se déterminerait au premier ordre du calcul des perturbations à l'aide des formules
classiques (le cas d'une perturbation périodique résonnante discuté dans le problème
précédent ne sera pas étudié). La situation change quelque peu dans le cas où le n'|""
état est un niveau dégénéré : bien que les transitions vers les états d'énergie différente
soient faibles, les transitions entre les différents états d'un niveau dégénéré peuvent
être importantes.

En représentant de façon approchée la, fonction d'onde sous la forme ̂ (t) w [ni ^^ ' +
a^'• je""'"'* (on écrit, pour abréger, ai au lieu de a,^, etc.), on obtient habituellement
un système d'équations pour les coefficients a,(t) :

ihà^ w Vnfli + V^a-i = Vof(t)a^,,

ihà-î w VI\O,Y + l̂ *^ = Vof(t)ai.
(1)

D'après (1) on a

^(a,±a,)=^^Vof(t)(a,±a,). (2)

L'équation (2) se résout sans peine. Compte tenu des conditions initiales ai(-oo) = 1,
ci2(—oo) = 0, on obtient

V [ t

a,(t) = cos^(<), a,(t) = -îsin^), H(t) = — / î{t')dt'. (3)
" J —00

On voit, à partir des expressions (3), que si la perturbation est de durée T suffisam-
ment longue, de sorte que |^(<)| ^ \Vy\T/h ̂  1, alors les transitions entre les états n\
et n'i sont importantes et ceci doit être pris en compte dans le calcul des transitions du



296 PROBLÈMES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE

système vers les états ayant une énergie différente de l'état initial (dans les formules
classiques du calcul des perturbations non stationnaires, il est admis que a,,., » 1, et,
comme on le voit ici, ceci n'est, vrai que pour \Vnn' ï ^ ^) -

8.35. Calculons d'abord la probabilité de transition (par unité de temps) d'une
particule de l'état du spectre discret vers des états du spectre continu sons l'action
d'une perturbation périodique de pulsation 1^0 grâce, à la ;formule classique [1]

w = [ dw, = ̂  / \F^ l'W - EW - h^)dv. (1)

où l'opérateur F est défini par

V ^- -xFosïn^oi = Fe-^^ + F^0*,

soit F = —ir.Fo/ï.

V.n = 1 W^ndT (ï = X)

Ici, la fonction d'onde ^n (n représentant l'ensemble des nombres quantiques définis-
sant les fonctions d'onde du spectre discret) correspond à la. fonction d'onde '^^(x)
de l'unique état du spectre discret au sein du puits de potentiel en 6 (E^ ' = £'0 est,
l'énergie de cet état) :

l'o(.r) = ^/Kexp(-K.\x\), Eo=--l^\-, K = l-tw. (2)

On entend par v (ensemble des grandeurs définissant les fonctions d'onde des états
stationnaires du spectre continu de l'hamiltonien non perturbé) un "verteur" d'onde
/; = p / h . de particules arrivant sur le puits ; de plus, pour ^i, il faut, prendre les fonc-
tions d'onde 'îk(-i') décrivant le processus de pénétration et de reflexion de particules
d'impulsion p = hk (la forme de ces fonctions a été discutée dans 2.47) ; en outre,
si l'on choisit ces fonctions comme étant, normées sur la distribution 6 en A', alors
dv = dk ; E^ = ̂ /^m.

Compte tenu de ces remarques, on peut procéder à l'intégration par rapport à v
(c'est-à-dire, par rapport à k) dans l'expression ( f )

w= -"(l^oP+l^ol2) -77- , A-i^-^-v^'^o+Ê'o). (3)h \ 1 " lu1 ' ' "2U1 / dE^ ' 1" h

Etant donné que parmi les éléments matriciels de l'expression (3) figurent ceux qui
contiennent les fonctions d'onde ^k (x) correspondant, aux valeurs k satisfaisant à
l'inégalité \kl^\'!h2 ̂  ma pour laquelle l'énergie potentielle peut être assimilée à une
perturbation, on peut choisir pour '•^(.c) les fonctions d'onde des particules libres :

'^(^^îrr^exp^.E).
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Compte tenu de la forme explicite de la fonction d'onde et de la perturbation, on
obtient

JFp^ [°° , 1 1 . , , , V^k^Fo
Fk0 = ~^^ y -xp(^M - zk.)d. = -^^pp (4)

_ 2^o2|^o|3/V^o-IJEo| ,-,
w-—————m(f^—————• (5)

La probabilité cherchée WQ est liée à w par la relation : l^o^) = exp(-w^).

8.36. L'expression (5) de la. probabilité w obtenue dans le problème précédent pour
fwo ~3> \Eo\ (et avec l'hypothèse que les fonctions d'onde exactes du spectre con-
tinu peuvent être remplacées par les fonctions d'onde des particules libres) est en
fait, valable pour une pulsation arbitraire du champ extérieur (fwo > \Eo\). En effet,
modifions le mode de description des états de la particule au sein du spectre con-
tinu : servons-nous des fonctions d'onde ^'A-,±(a') constituant les fonctions propres de
l'hamiltonien et possédant une parité déterminée (±1) (k = ^/2mE/h2 > 0 (tandis
que dans le problème précédent, —oo < k < +00). On n'aura pas besoin de la forme
explicite des fonctions d'onde des états pairs, car pour les fonctions correspondantes
l'élément matriciel de la perturbation est nul. Les fonctions d'onde des états impairs
dans un puits de potentiel S sont celles des particules libres, c'est-à-dire

^fe -(x) = —=sinfca;.
VTT

On entend maintenant par v un ensemble ( k , g ) , où g = ± ; quant à "l'intégration" en
v, elle correspond à l'intégration en k et à la somme par rapport à l'indice g . Compte
tenu de ces remarques, on obtient sans peine

Fk+fl(.-r1} = 0, F k - f l ( x ) = VîiFko,

où Fko est tiré de l'expression (4) du problème précédent et l'on aboutit à la probabilité
w définie par la formule (5).

Pour hmo < 1-É'ol, la probabilité calculée w est manifestement nulle. Cela ne signifie
pas que les transitions de la. particule vers des états du spectre continu sont com-
plètement absentes : elles apparaissent aux ordres plus élevés du calcul des per-
turbations, c'est-à-dire avec une probabilité beaucoup plus faible. C'est ainsi que
pour [.Eo|/2 < f w y < |.Ë'o| la probabilité w est différente de zéro dès le second ordre.

8.37. Dans la formule classique de la théorie des transitions au sein d'un spectre
continu [1]

dw^ = -^{V^^SÇE^ - E^)dv, v / VQ (1)
h

on choisit pour v, i/o les "vecteurs" d'onde des particules libres ; les fonctions d'onde
correspondantes

^(a;)=^eîft^ ^'(-^T^''
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sont, normées sur la densité unitaire du flux des particules "incidentes" d'impulsion
p = hk et. sur la distribution S en k' pour les particules diffusées (réfléchies) avec
dv = dk ' . Après avoir effectué l'intégration en // (c'est-à-dire en k') dans (1), ou
obtient la probabilité de transition sous la forme

2 yc>om t
W(k -> À.' = -k) = ̂  \ U^e^dx

autrement di t , les transitions ne s'effectuent que vers les états avec k' = — k , cor-
respondant aux particules réfléchies, et l'expression (2) représente le coefficient de
réflexion des particules R.

En notant par a et Uo le rayon d'action et la valeur caractéristique du potentiel dans
le cas ou ka ^ 1 (particules pas trop rapides), on obtient selon (2) une estimation
de W ~ m•!•U^aî /h'^k"'. Il faut que \/W (qui, en gros, correspond à l'amplitude
de transition) soit petit devant l'unité pour que le du calcul des perturbations soit
valable, soit :

ma|L'o < kh2.

8.38. Compte tenu de l'expression connue des coefficients a(t) dans le développement
de la fonction d'onde

^(t)=^a^(t)^^-wkt

k

(voir, par exemple 8.28) :

4^(0 = —— / ^.(t'V^-11 dt'
- J — oo

- -Y^^ + ——— [ t ^''^^dt', l,,,,(-oc) = 0
f)uikn tVJJkn J-oo in

(dans l'expression de «^', l'intégrale est calculée par parties), on obtient pour t > (J
les résultats suivants :

a) Compte tenu du fait que dri(t)/dt = 6(1),

^(t) = ————O'oU-n - ————(V^.,^"'. (1)
l^kn l^kn

En utilisant la valeur obtenue dans (1) des coefficients a^ 1 ) , on peut représenter
la fonction d'onde '!'(() sous la forme (rappelons que ff,i , ,(/) w dnn '= 1)

^(t) = f^0) - V (^^fc-^tO)^ p-^i ̂  \^ (^)fcn^(O)^-^,, .

l " z-^ h^-hn k 1 /-- hwkn ""
\ k^n 1 k^in

ainsi la probabilité de transition w^^n — k) est, définie par le carré du module
du premier terme de l'expression (1), soit

w^(n -^ k) = ————\(Vo)kn\\ k + »„ (2)
h ^kn
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et le second terme de (1) définit la variation de la fonction d'onde du n""' état
stationnaire du système sous l'action de la perturbation Vo pour ( > 0.

b)

wW(n^k)= -^\(Wo)kn\\ k ^ n . (3)

Si la perturbation est introduite durant le temps r, les formules (2) et (3) défi-
nissent les probabilités de transitions pour lesquelles |ci;/;n|r <^ 1.

8.39. Notons par Hy et H f = Hy + Vo les hamiltoniens du système pour t < 0 et
/ > 0 respectivement (ils sont indépendant du temps !) ; ^n et ^n sont les fonctions
propres de ces hamiltoniens. La fonction d'onde du système pour t < 0 est de la
forme ^(t) = ^n e'x.p(—iEnt/fi) ; elle a la même forme juste après l'introduction de
la perturbation Vo (non forcément petite), car sous l'action d'une perturbation Vo, la
fonction d'onde n'a pas le temps de varier durant le petit intervalle de temps de son
introduction (comparer au résultat du problème suivant), comme cela se montre à
partir de l'équation de Schrödinger. Ensuite, la dépendance temporelle de la fonction
d'onde pour t > 0 est définie par l'hamiltonien HJ et prend la forme

^(t)=^akn^ke-iÉkt/h, akn= 1 ̂ ndr.
k

Les coefficients a^n dans ce développement donnent l'amplitude des transitions étu-
diées, de sorte que la probabilité de transition vaut w(n —>• k) = \akn\ • Si la pertur-
bation Vo de l'hamiltonien est petite (pour appliquer du calcul des perturbations), et
compte tenu de la forme approchée de la fonction d'onde ^ f : donnée, par exemple,
dans l'énoncé du problème 8.8, on peut directement utiliser la formule (2) du pro-
blème précédent.

8.40. Pour étudier la variation de la fonction d'onde sous l'action d'une perturbation
ayant la forme d'une distribution S(t), représentons cette dernière comme la limite
pour T —>• 0 d'une perturbation V(t,r) = W o f ( t / r ) / T , où la fonction f ( y ) a les
propriétés

f ( y ) = 0 pour \y\ > 1 ; / f ( y } d y = 1
J-l

L'équation de Schrôdinger prend la forme (on néglige le terme Ho dans l'hamiltonien
vu que l'on ne s'intéresse qu'à la variation de la fonction d'onde durant un temps
infiniment petit 2r (r —)• 0))

9\P 1—
ih-^ = ̂ f(t/r)^, \t\ < r,

dont la solution détermine, pour T —?• 0, la variation de la fonction d'onde durant
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l'intervalle de temps infiniment petit de la. perturbation considérée :

i- r^7
f ( t ) = exp ——Wo \ f ( y ) d y ^(-r),

" .7-1

(1)

^{t = 0+) = exp 1 -,I4'o j 1'(/ = 0-)

Etant donné que la fonction d'onde du système concerné est pour t < 0 de la forme
^ = ^}i ' exp(—^£1nf/fi), après l'action de la distribution S elle devient, selon (1),
égale à

^=0+)=exp(-^oW l),

et les probabilités d'excitation des divers états stationnaires pour t > 0 s'expriment
à l'aide de la formule

,„(„ ̂  k) = \ ̂  exp ( ——Wo ] ̂ dr
.1 \ it /

(2)

Dans le cas d'une petite perturbation, KWJ);,.,!! ̂  /', en développant dans la formule
(2) l'exponentielle en série et en se limitant, aux deux premiers termes, on aboutit au
résultat du problème 8.38 b).

L'action d'une perturbation de la forme V ( x , t ) = —xP(}S(t), sur une particule clas-
sique, consiste en un transfert instantané à cette dernière de l'impulsion Py = f F(t)di.
En vertu de (1), ceci reste valable en mécanique quantique. En effet, comparons la
fonction d'onde de la particule en représentation p juste avant et après l'action de la
perturbation :

^(t = 0-) = / a(p)'îip{x)dp,

f(t = 0+) = f b(p)'î'p(x)dp = e1^/'' / a(p)^p(x)dp =
•J •J

f r= / a(p)^!p+p,(x)dp= j a(p- P^p{x)dp,

c'est-à-dire h(p') = a[p — Pô).

8.41. On obtient la solution du problème grâce à la formule donnée dans 8.39 :

1 . 7r( fc+ l).c . nx ,
si n ———,—— sin —dx

b a ~~ 7T2[a'^{k+ l ) 2 - / / 2 ] 2

La condition de validité est •r/tTr2^ + 1)-' /ma2 <Si 1.

sm-
, 7r(Â; + 1 )«
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8.42. La fonction d'onde de l'unique état lié au sein d'un puits peu profond et
son énergie (de même que les fonctions d'onde des états stationnaires du spectre
continu) sont presque identiques à celles obtenues dans le cas d'un puits de potentiel
S : U(x) = —aS(x) avec a = aUo (VOIT 2.8 et 2.11) et il est commode de partir de
la solution exacte obtenue pour ce potentiel. La variation de la. largeur du puits est
alors équivalente à la substitution du paramètre a = a h / a à a.

La probabilité que la particule quitte le puits est égale à w = 1 — u>oi où ^o es^
la probabilité d'y rester ; cette dernière s'obtient sans peine à partir de la formule
générale donnée dans 8.39 si l'on utilise la forme de la fonction d'onde du spectre
discret au sein d'un puits de potentiel 6 (voir 2.11) :

WQ = w(0 -^ 0) = / e-^'^^dx
2

KK =
4.KK 4.ab

( K + H ) 2 ~ (a+b)2'

Ensuite, cherchons l'énergie moyenne de la particule pour t > 0. Pour cela détermi-
nons la valeur moyenne de l'hamiltonien H = p'1 jïrn — d6(x) dans l'état décrit par
la fonction d'onde ^SoÇx) :

~E(t > 0) = / ̂ H^odx = Ho - (a - à)S(x) = EQ - ̂ -^^o = [2b- - l ) EQ. (1)J a \a }

L'énergie moyenne H, des particules s'échappant du puits s'obtient sans peine à partir
de l'expression de E(t > 0) suivante

7 2
~E(t > 0) =woEo(b)+(l-wo)^, Eo(b)=^Eo. (2)

A partir de (1) et (2), on obtient

^=( l+26 /a ) | 7?o |= ( l+2fe /a )^ . (3)

Si b = 0, alors pour t > 0 la particule devient libre et son énergie moyenne, égale
d'après (3) à |-Eo|, coïncide avec l'énergie cinétique moyenne de l'état initial (pour
t < 0), comme il fallait s'y attendre.

8.43. Le problème est absolument analogue au précédent. La variation de la pro-
fondeur du puits d'un facteur n entraîne les mêmes conséquences que la variation
d'un facteur n de sa largeur. Donc la solution du problème s'obtient directement à
partir de la solution du problème précédent par la substitution de n à la grandeur b / a .

8.44. L'expression générale donnant les probabilités de transition au cours d'une
perturbation brusque, obtenues dans la. solution du problème 8.39, se modifie de la
façon suivante pour les transitions vers les états du spectre continu :

dw, /*,-, dv.
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Ici, on entend par v l'impulsion p de la particule, et le rôle de 'S'i, est, joué par les
fonctions propres d'impulsion

^ p ( x ) = (27^-fi) - l /2exp(^pa;//^).

Compte tenu de la forme de la fonction d'onde de l'état lié dans le puits de potentiel
S (voir 2.11), on obtient, sans peine, dans l'approximation adoptée, la probabilité pour
que la particule quitte le puits avec une impulsion dans l'intervalle ( p , p + d p ) , donnée
par l'expression

2h;3?i3dp ma
^(P)=^^^, ^^r. (1)

On a. ici f dw(p) = 1, c'est-à-dire que, dans l'approximation considérée, la proba-
bilité pour que la particule demeure liée par le puits est négligeable. D'après (1),
la grandeur caractéristique de l'impulsion des particules s'échappant du puits est. de
l'ordre de p ~ nh ~ ma/h. La condition de validité de l'expression (1) est que
ces particules puissent être considérées comme libres, c'est-à-dire de pouvoir négliger
le potentiel 11' ( x ) = —àS(x). Selon 8.22 (ou 8.37) il faut pour cela que l'inégalité
ma <^ ph soit remplie, c'est-à-dire à ^ cr (dans le cas du potentiel en forme de la
distribution rf, al/o = a'). Comme on le voit à partir du résultat obtenu dans le pro-
blème précédent, la probabilité pour que la particule demeure liée au puits est petite.

8.45. Pour calculer la probabilité cherchée, passons au système de coordonnées K' qui
se déplace avec le puits, x' = x—Vi. La fonction d'onde de la particule immédiatement.
avant, et après le début du mouvement, du puits a dans le système de coordonnées
initial la forme (voir 2.11)

'l'nC'') = \/Kexp(—K\x\), K = majh1. (1)

La fonction d'onde d'un tel état de la particule dans le système de coordonnées K'
est liée à la fonction d'onde (1) de la façon suivante :

•M^expf-"^)^-') (2)
\ ^ )

(la relation (2) exprime le fait que la transformation de la fonction d'onde se réduit, à
la substitution de p — mV à l'impulsion p . Sa démonstration formelle s'appuie, sur le
résultat, du problème 7.26 avec t = t' = 0).

Etant donné que la fonction d'onde de l'état lié de la particule dans le système K' est,
de la forme (1) avec substitution de x' à .T, la probabilité cherchée vaut

f^(x')9o(x.')dx' 2 F 0 1 i r n V x ] , - 1= K \ i exp —2K|.r — —,-— dx
l i '—oo
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8.46. Compte tenu des fonctions propres de l'oscillateur (voir 2.6) on obtient en
accord avec la formule générale des transitions établie dans 8.39

w(0->n) =
î —00

1 ^mexpf-^-t^^^i^"
\n/ 2cr2"7m! |7_oo

y = x — e£ / k = x — XQ

2fl2 (1)

L'intégrale dans l'expression (1) a été calculée dans 7.18. On trouve :

1 / 9 \ n / 0 \\ f 'î1 \ i i~' ^ \

w(0^ »,)=-, ^ ^P(-^)>
n! \ 2 a " / \ la- j

s-o =

8.47. Le problème se résout de façon analogue au problème 8.45. Compte tenu dans
l'expression

w(0 —> n) = flir030* iv\ PYT-) ( _____ | ̂ ^°sc(r'\(^r" n \'" ) ex? i ] yg I^A^UA (1)

de la forme explicite de la fonction propre de l'oscillateur et de la valeur de l'intégrale
calculée dans 7.18, on obtient

w(0 —r n) =
1 (m^a. 9 T r') 9 ^

m v a
2h'2

exp --

8.48. Représentons la fonction d'onde ^ ( q ^ t ) sous la forme

f[q,t)=y,Cn(t)^n(q,t)exp(-- f E^dt'^
„ \ h Jo ^

(1)

où ^n( ( / , ( ) , En(t') sont les fonctions propres et les valeurs propres de l'hamiltonien
"instantané", c'est-à-dire

(2)

et les coefficients C'n(t) sont les fonctions d'onde du système dans la représentation
demandée. En portant dans l'équation de Schrödinger non stationnaire la fonction
d'onde ( 1 ) , multiplions à gauche les deux membres de l'équation par ^^(t) et inté-
grons par rapport aux coordonnées du système q. Compte tenu de l'orthogonalité
des fonctions d'onde ^nit), on obtient sans peine l'équation de Schrôdinger dans la
représentation demandée :

C,(t) =-^Cn(t)exp \- f (Ek - En)dt'} f ̂
„ L" JQ \ J

(3)

II est commode de transformer cette équation de la façon suivante dans le cas où le
spectre de l'opérateur H n'est pas dégénéré. Choisissons d'abord les ^n^t) réelles (ce
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qui est toujours possible en l'absence du champ magnétique, de sorte que l'hamiltonien
soit égal à H = y l'îm + U{q, \(t))). Alors

/^"^â/^-0-

Ensuite, dérivons la relation (2) par rapport à t, multiplions les deux membres de
l'égalité par ^^ == ^/c avec k ^ n et intégrons par rapport aux coordonnées du
système. On obtient finalement

( ^ \
i^ndq=——————l^k ^^ndq (k i. n},

j Afc - l^n J Ot j

et l'équation (3) prend la forme

w = E r^TTY^) f^H exp \1 /" ̂ (t')dt'} - (4)^^kn(t) V^y,, , Uo J
où huJkn = Ek—En. et où (9H /9t)kn sont les éléments matriciels de l'opérateur 9H /9 t .

8.49. Si la dérivée 9 H / 9 t est suffisamment, petite (voir plus bas), on déduit alors de
l'équation (4) du problème précédent que C'k w 0, soit que Ck w C'^/ — const = S^n
en vertu des conditions du problème. A l'ordre suivant du calcul des perturbations
adiabatique pour k / n, on obtient

û^(<) = ————— ( 9 H } exp (,: f ^n(t'}dt'} . (1)
fWkn(t) \ Ot 1 \ Jo }

\ / k n

C^it}-^—— 9H-ckn(t'- f-^(t) [9t .
\ / k n

En intégrant (1) avec la condition initiale donnée, on obtient

^(i)^ _ 1 [ t 1 f ^ } „„„ ( , [ t , , . I,"\M"\ ̂c^ = ^ / —^ \w} exp v 1 ^w'}dt' (k + ")• (2)II J O ^kn\î ) \ot / , \ JO )IQ ^ k n [ l I \Ut, j ^ Jo

La condition nécessaire pour la validité de (2) est l'inégalité \C^\ <^ 1 (k •^ n)
L'estimation de C^,, d'après (2) donne

9H
9t

1
^>kn \Ek

1
-En

(1;

A droite, ou a le rapport entre la- variation de l'hamiltonien pendant une durée de
l'ordre de la période de Bohr UJ~,. et la, différence entre les énergies des niveaux
correspondants. La petitesse de ce rapport est la condition de validité du calcul des
perturbations dans l'approximation adiabatique.

Il est utile de se souvenir que, bien que la variation de l'hamiltonien soit lente (au
sens mentionné plus haut), ce dernier peut se modifier fortement durant un temps
suffisamment long (et même n'avoir rien de commun avec sa forme initiale). Toutefois,
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à un instant t quelconque, le système est, avec une probabilité dominante, dans l'état
•Pn (t). Ce résultat peut, être formulé comme une conservation du numéro (dans l'ordre
croissant des énergies) de l'état quantique, constituant ainsi la généralisation de la loi
de conservation de l'énergie pour un hamiltonien indépendant- du temps lors d'une
variation adiabatique.

Le résultat obtenu sur la conservation (approchée) du numéro de l'état quantique
constitue l'analogue quantique de la conservation de l'invariant adiahatique

I = ^ f p d v

en mécanique classique (voir [5]). Cette analogie est naturelle, en particulier, dans le
cas quasi classique (voir chapitre 9 dans le volume II) quand on envisage la règle de
quantification de Bohr-Sommerfeld.

8.50. Le problème se résout grâce aux résultats généraux obtenus dans les deux
problèmes précédents.

Les fonctions propres et les valeurs propres de l'hamiltonien "instantané"

s-^^-^w
ont été obtenues dans 2.6 :

/ pf<t}\ /2f:''2^t}
MU.E, /,) = MC* ^ - —r- ' ^"(<) = M" + 1/2) - ——

\ /t / ZK

L'opérateur 9H /Qt est égal à —ex£{t) et ses éléments matriciels ( 9 H / 9 t ) k o ne sont
différents de zéro (pour k ~^- 0) que pour k = 1 (voir 8.3) : (9H/9t)io = —ea<?/\/2.
Compte tenu de ces remarques, la formule générale (2) du problème précédent des
transitions adiabatiques prend la forme

^'^'-^CT^ (1)

(ici, on a substitué t'^"'1 = —oo aux limites inférieures d'intégration à t'1'"'1 == 0, vu
que, d'après les conditions du problème, l'état initial de l'oscillateur est donné pour
t —r —oc. Pour la même raison, la borne supérieure d'intégration est prise égale à.
+00).

Le facteur de phase exp(î'oo) est apparu du fait de l'intégration

.t .t
i i CLiiodt = w i dt = i.iiJt + ZCJOO

t /—QO J—00

De façon formelle, son apparition est liée au fait qu'on a pris ^(t = —.30) pour ^o",
la fonction d'onde de l'état initial de l'oscillateur. Dans ce cas, la phase de la fonction
d'onde à t M 0 devient infinie (car ^(t) ~ e x p ( — i Ë t / f i ) ) .
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Le carré du module de l'amplitude de transition (1) définit la probabilité de l'unique
transition permise au premier ordre du calcul des perturbations adiabatiques de l'oscil-
lateur W(0 — ^ 1 ) . Si pour / —> 4-00 le champ électrique est absent, alors, en intégrant
par parties l'intégrale dans (1), on peut écrire la probabilité de transition sous la
forme

e^a2 /'°°
H"(0^])=-^ / £{t)exp(iuJt)dt

J — 00

qui est analogue à celle obtenue auparavant (voir 8.24) dans le cadre du calcul des
perturbations classiques non stationnaires (cependant ces expressions formellement
identiques ont des conditions de validité différentes4).

Les expressions finales des probabilités d'excitations sont (UJT ^> 1) :

a) ^-(0^1)=^1;
eY-Co2

b) ̂  -^ 1) - 7^-

8.51. La condition dS^I2 ̂  T/;3 garantit la validité de l'approximation adiabatique,
de sorte que, selon 8.49, la fonction d'onde du rotateur à l'instant / est la fonction
d'onde de l'état fondamental du rotateur en présence du champ ^( / ) . En particulier,
pour 1 —>• oo cette fonction d'onde a la forme (voir 8.19)

^o(^) " (v^or^-'exp^'-'/a^), ^o = (^//^o)17"' « 1.

Les probabilités des différentes valeurs de la projection du moment sont données par
les expressions

C,n = ——— I" e-^îo^)^
\/2lT J_îr

^ (2.y.^)-l/2 r c~tmv-^dy=,[voc-n1^\
J-w V v^

«,(,„.) = |̂ |2 = ^e-'"2^
^-K

(on a substitué (—00, +00) à l'intervalle d'intégration ( — T T , 7r) en y , vu que la fonction
d'onde ^(y) pour \<f\ ̂  1 est négligeable).

8.52. Dans le système considéré, la parité se conserve manifestement. Aussi est-il
commode d'analyser séparément la dépendance temporelle des composantes paire et
impaire de la fonction d'onde. En notant ^oï-1') 1s1 fonction d'onde de l'état fonda-
mental de la particule dans le cas d'un seul puits U ( x ) = —aS(a') (voir 2.11) et en

4 On saisit aussitôt que dans le problème l'égalité du résultat de l'étude adiabatique (pour laquelle
les conditions de validité sont r 3> i, e ^° <S 1) avec celui du calcul des perturbations (dont

la condition de validité est '-f^ <S 1) est due à l'action spécifique du champ homogène sur
l'oscillateur qui, en fait, se réduit à un déplacement du "point de suspension".
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supposant que, pour t —r —oo, la particule est, liée par le puits droit, écrivons la
fonction d'onde de l'état initial sous la forme

^(t = -oo) = -l{'I'(+) + lEr(-)}'
v2

_ / , ) I f , / ^(-oo)\ , _ / L(-oo)'\s" ' = -AÏ {^o [ x - -———- ] ± 9 o [ x + ———-
v2 l \ 2 / \ z .

(1)

Si la distance entre les puits est infinie .L(-oo) = oo, les composantes paires comme
impaires de la fonction d'onde (1) décrivent une particule se trouvant dans un état
lié par le potentiel des deux puits et d'énergie égale à celle de l'état fondamental au
sein du potentiel d'un puits (le niveau est doublement dégénéré).

Quelle que soit la loi de "rapprochement" des puits, on peut, affirmer que quand
les puits convergent en un seul, la composante impaire de la fonction d'onde décrit
la particule non liée, car dans un puits de potentiel S , il n'y a qu'un état pair du
spectre discret. Quant à la dépendance temporelle de la fonction d'onde paire et la
probabilité pour que la particule reste dans l'état lié, elles dépendent essentiellement
de la nature du rapprochement des puits. Mais si le rapprochement des puits est
de nature adiabatique (voir 8.49) le résultat est alors immédiat : la particule dans
l'état pair reste dans l'état fondamental. Comme dans l'état initial la probabilité de
l'état pair de la particule vaut 1/2, la probabilité que la particule reste dans l'état
lié au cours d'un rapprochement, lent des puits est aussi égale à 1/2. La condition de
validité du résultat obtenu est : \L\ <§; ah. De fait, cette condition n'est nécessaire
que quand les puits sont à une distance suffisamment petite L ~ h / m a (h2 /ma est
la distance caractéristique à partir de laquelle la particule se localise dans l'un des
puits de potentiel S). A des distances plus grandes, il n'y a plus de limitation aussi
stricte sur la vitesse de déplacement des puits car, dans ce cas, la particule qui est
localisée près d'un de puits, n'est pas "sensible" à la présence de l'autre puits. Avec
un mouvement du puits à une vitesse arbitraire (mais constante) aucune transition
n'a lieu, en accord avec le principe de relativité. De fait pour L ~^> h2 /ma, il suffit
d'éviter des accélérations trop grandes L (on invite le lecteur à établir lui-même les
restrictions correspondantes).

Pour conclure, soulignons encore une fois qu'en résolvant le problème on ne s'est
servi que de l'approximation adiabatique pour l'étude de la partie paire de la fonction
d'onde. Quant à la partie impaire de la fonction d'onde, il est impossible d'étudier
sa dépendance temporelle à l'aide de l'approximation adiabatique lorsque les puits se
rapprochent à la distance Lo pour laquelle le niveau impair du spectre discret dis-
paraît (il fusionne avec le spectre continu ; Lo = h^/ma).

8.53. Notons par ^m (x, ̂ ) , £'n,i(i^) 1e® fonctions propres et les valeurs propres de
l'opérateur H = H i ( x ) + V{x,^) pour des valeurs fixées ^ des coordonnées du sous-
système "lent", c'est-à-dire

[̂ i + V(x,^^(x^} = E^(^^{x^). (1)
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Dans l'approxitiiation adiabatique, les fonctions propres exactes de. l'hamiltonien com-
plet du système H s'expriment de façon approchée sous la forme

1'(.f,0 » ̂ ,n,(^) = <Ï>n^,(0'î,,,(.C,a

où la fonction d'onde •l^in;. et les valeurs approchées E'n^ri^ des niveaux d'énergie du
système se déterminent à partir de l'équation de Schrödinger

[fh + V(ï.^) + W^n^nA^^) ̂  En,n.^n^(^n, (.6,0. (2)

Effectuons dans cette équation les transformations suivantes : compte tenu rie la
relation (i) , multiplions les deux membres de l'équation (2) à gauche par ^^ (^ lO,
intégrons par rapport à la. coordonnée x du sous-système "rapide" et négligeons l'action
de l'opérateur H^(^) sur la variable ç dans la fonction d'onde ^,^(.r,^) (c'est-à-dire,
que nous posons H^^ « 9}-1-^). Finalement, pour déterminer la fonction d'onde
•î»,,,,,, et les niveaux d'énergie Tînin-. on obtient l'équation de Schrôdinger

(^2 + ̂ (O)^^(O = ̂ .A,,.̂ ), (3)

qui ne comprend que les coordonnées du sons-système ''lent" ; quant à son interaction
avec le sons-système "rapide", elle se traduit par une énergie "potentielle" effective
£'n.(0.

8.54. Le problème se résout à l'aide de l'approximation adiabatique dont les formules
sont données dans le problème précédent. Le rôle du sous-système "rapide" est joué
par le mouvement de la particule selon l'axe y, le rôle du sous-système "lent", par
le mouvement selon l'axe y (l'étude est possible grâce à la condition « ^ î>) . En
utilisant les notations du problème précédent (avec la seule substitution de y à i^) et
en choisissant H f = p^./îm, H^ -= p^/ïm, V ( x , y) = l ' ( x , y ) , on obtient aisément

- . , HT . n(n,+l)(x+n(y)/'2) ^^{n, + l)2

l'ni a' ,y = ,/-—siu————————————— An, y =- —,, , ^
y a(y) a(y) •2ma(y)~

(le mouvement de. la particule suivant l'axe ,r, pour y fixé, est le mouvement de la
particule dans un puits de profondeur infinie et de largeur a(y) = \/1 — î/2 /^2).

Le mouvement de la particule le long de l'axe y, selon l'équation (2) du problème
précèdent, est défini par le "potentiel"

F u i \ ^^(n.) +1)2 , , ,
v(y)J ^^-^^Tl^y ^l^

Avec une telle énergie potentielle, on ne peut écrire analytiquement une solution exacte
de l'équation de Schrödinger. Toutefois, on peut noter que pour les états de faible
énergie, les fonctions d'onde des états stationnaires se localisent dans ce potentiel
clans le domaine \y\ ̂  b, or dans ce domaine le potentiel peut être développé en série

/^(ni+l)2 ^TT^+f)'-' 2' y » —3—,—— + —o—w—y •Sm«- 8?î«t-6-
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Le calcul de <&„,„;, (y) et de En^iy se ramène alors au problème d'un l'oscillateur
harmonique.

Les expressions finales des premiers niveaux d'énergie du système considéré et des
fonctions propres approchées ont la forme

^(n.i+l)2 , /^(m+1)
En,n., = ————-———,——— + ———-———,——- "2 + 1/2 , "1,2 = 0, 1, . . . ,8mcr zmnb

( 2 \

^,n,(.r,y) = (a'^yo^O-^exp - y ) H ^ ( y / y o ) ^ ^ ( x , y ) ,^yo /

("«= ̂ ^ry -fc+^)«^.

8.55. Le problème se résout de façon analogue au problème précédent. Le rôle du
sous-système "rapide" est joué par le mouvement de la particule suivant l'axe z , le
rôle du sous-système "lent" par le mouvement dans le plan x , y . Les fonctions d'onde
et les niveaux d'énergie du sous-système "rapide" pour des coordonnées a", y fixées du
sons-système "lent" ont la forme

^ ( z . r v ) - F^^^+l)(z+h(p)/2) _ (̂», + l)2

' "^ '• ' '^-V^) b(p} ' L n l { p )- W(p) '

où b{p) = 26^/1 -(.^•2+r)/a2 = ï b ^ Ï - p ^ / a 2 .

Le mouvement du sous-système lent (âpres le calcul de la moyenne sur le mouvement
du sous-système rapide) se caractérise par l'énergie potentielle effective

U(p)=( Enl(p) p<a'" ' [ oc, p > a.

En développant U[p) en série au voisinage du point du miuimum du potentiel {p = 0) :

^2(ni+l ) 2 , ^(ni+l)2 .,
U (P «—————,2—-+——g ,,2 P"- 1)Smo2 sma^b2

on remarque que le calcul des fonctions d'onde du sons-système lent et des niveaux
d'énergie du système se ramène au problème d'oscillateur plan (voir 4.5). Les niveaux
d'énergie de la particule dans l'approximation adiabatique s'expriment sous la, forme

_/r'^(ni+l)2 h^(n,+Ï) _EI•llN-——8n^——+~Imah~(-N+\Y ("i, A - 0,1, ..),

({N +1) < («i + l ) a / b ) .

(N est le nombre quantique principal de l'oscillateur plan ; la condition sur la valeur
N vient de la condition de localisation de la fonction d'onde du sous-système lent à
des distances p ^ a, pour lesquelles le développement (1) est valable).
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8.56. Le sons-système rapide est constitué par le mouvement de la particule dans
le plan x , y , le sous-système lent, par le mouvement suivant l'axe ;. Les fonctions
d'onde du sous-système rapide et les niveaux d'énergie qui leur sont associés pour
une valeur fixée de la coordonnée z (voir problème 4.8 sur la particule dans un puits
bidimensionnel de profondeur infinie) : a[z) = a.\/l — z2 /(i2 ont la forme

/ \ i ') 2
^ / „ ,-\ _ r^imv 1 [a_''_^^\ F _ ""°'n.i+l,m
^(/^)-Ce ^ ^ ) , "'"-"'- 2/.«(z)2 •

En développant l'énergie potentielle effective du sous-système lent, en série au voisinage
du point du minimum (de la même façon qu'on l'a fait pour la résolution des deux
problèmes précédents), on aboutit à l'expression

F f ï °"i+l,'" i ^'^ni+l.m i ^ „ ,
^n,,nm2 = ——„——7,—— + —————,———(»2 + 1), "1,2 = 0, 1, . . . ,z/^a" flao

pour les premiers niveaux d'énergie de la particule dans l'approximation adiabatique.

8.57. Le sous-système rapide est un oscillateur caractérisé par la coordonnée x. Avec
une valeur fixée de y , coordonnée du sous-système lent, les fonctions d'onde et les
niveaux d'énergie du sous-système rapide ont la forme (uJ = \ f k / m )

^!n, ( x , y ) = ̂ ^(x + ay/fc), Er,, = M"i + 1/2) - '^V2 l'ik.

Les fonctions d'oude et les niveaux d'énergie du sous-système lent se déterminent à
partir de l'équation (3) du problème 8.53

( tr d2 ^ , . /^ k - olîlk

{--ÏM^^^^^——Î '(-^-^ + M"l + 1/2) + ̂ ^-'y2) <t>n^(?/) = È'n^.^n.n^?/),

et manifestement

E,^ = Mm + 1/2) + /^J-" (l - ^ ) ( n , 2 + 1/2). (1)
y wi \ f i - y

Pour obtenir la solution exacte du problème, effectuons le changement de variable
z = y \ / M / m . Dans ce cas, l'hamiltonien du système prend la forme

fi2 / 92 •à'1 \ kx'2 km ,
H =~^~~ TT^ + T^ + "i" + 0^7- + Q

2m \ox-- oz2 ) 2 1M

Ensuite, passons aux nouvelles variables x , z grâce aux formules

x -= x cos ipQ -\- z sin y y , z = z cos i f o — x sin yu,
-2a ,___

tan 2ipo = —-—\/rn/M(l — m / M ) .
K

Dans cette transformation constituant une rotation dans le plan x , z (de sorte que
A = A), l'hamiltonien prend la forme

Â=-^ 2-À+ f c l . 2+^ 2 ,2m 2 2
_ fc(l + m/M) k [ 7 m . \ 2 4 m a ' -

Kl'2~———2———^V^'MJ +^2
m. \ 2 4ma'2

~M) + Mk'1
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(autrement dit, les coordonnées î , z sont. normales) ; les valeurs propres et donc les
niveaux d'énergie du système, sont manifestement égaux à

AlllIÏZ —

hui
Vî

+

|/-

/-

m +
M

m
M ^

V(-

^-

m \ 2

M )

m ^ 2

M ) 4

4ma2

' Mk2

4ma2 ^
MP 1

("î +

n-2 +

1/2)

1/2) (2)

(notons que la méthode la plus simple, pour déterminer les pulsations propres est
de calculer les valeurs propres du tenseur k,n présent dans l'énergie potentielle de
l'oscillateur U = -ykinXii'n ', les valeurs propres du tenseur fc,,, s'obtiennent aisément
à partir des conditions d'invariance de la trace et du déterminant de la matrice <;,„
par rapport à la rotation du système de coordonnées). De l'expression (2), on obtient
sans peine le résultat (1) de l'approximation adiabatique.

8.58. Dans la résolution du problème on utilise l'approximation adiabatique (voir
8.53). Le rôle du sous-système rapide est joué par la particule légère (sa coordonnée
est a"i), celui du sous-système lent par la particule lourde. Les niveaux d'énergie et
les fonctions d'onde du sous-système rapide pour une coordonnée fixée x-^ du sous-
système lent sont de la forme (on admet que la particule lourde se trouve à gauche
de la particule légère ; la fonction d'onde est donc nulle pour a-i > a et A'i < x^)

, . > / 2 . n(m+l)(x, -2-2) p , , fi2^(ni+l)2

^m(a'i,a'2 = \————sm—————'-—————/-, En,(r^) =————————
\ a - x^ a—x-i 2m(a - 2-2)

L'énergie Eni(x^) joue le rôle d'énergie potentielle effective du sous-système lent pour
0 < x-i < a : pour x^ < 0 et 3-2 > a l'énergie potentielle devient infinie. Pour obtenir
les niveaux d'énergie du système, qui correspondent, à des états pas trop excités du
sous-système lent, développons l'énergie potentielle effective pour x^ > 0 en série au
voisinage du point x^ = 0 correspondant au minimum de En^(sy) :

( /^(ni+l)2 /^(ni+l)2

U ( x - ) ) - l ——o——2——+—————3———•E2' a-2 > 0,u \•L^I ~ t îma ma
\ oo, a:2 < 0

(comparer à la. solution du problème 8.54). Dans ce cas, à partir de l'équation
(2) du problème 8.53, qui définit les fonctions d'onde ^mn^ du sous-système lent
et les niveaux d'énergie du système, on obtient aisément les niveaux cherchés dans
l'approximation adiabatique (compte tenu du résultat du problème 2.15) :

^(ni+l)2 , /^4(nl+])4^1/3

Enln3=——W——^^mW—J Q"2+l' "1,2 =(U-- (1)

On laisse au soin du lecteur de démontrer que la condition de validité du résultat (1)
a la forme

a,,,+i « n(n, + ̂ ^(M/m)1/3

(rappelons que ccn augmente avec n ; voir 2.15).
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OSCILLATEUR HARMONIQUE LINÉAIRE

La résolution de l'équation de Schrödinger pour un oscillateur linéaire

fe2 1.1

H9n = -^<^) + -Y-^nW = E^n(x)

donne les niveaux d'énergie En = fw(n + 1/2), n = 0, 1, 2, . . . , UJ = ^ k / m , et les
fonctions d'onde normées correspondantes des états stationnaires

^osc = (^-\1/4 ̂ —e-2/202^ (x-}
•\^2) ^2^1 "L7 '

où a = -J'h/muJ, ^ f n ( z ) sont les polynôrnes d'Hermite.

Donnons les premiers polynômes d'Hermite :

Ho(z)=l, H,(z)=2z, H2(z)=4z2-2.

HARMONIQUES SPHÉRIQUES

Les harmoniques sphériques Yim(0,ip) sont les fonctions propres normées des opéra-
teurs du moment orbital carré de la particule l2 et de sa projection lz sur l'axe z :

\^(6^} = - \——'- fsin0—) + —————} Vim = 1(1 + l)Yim,
[siny 00 \ d 0 } sm 6 ô fi\

ô
l^Ylrn = -i^—Ylm = mYlm,9.p

et ont la forme1

,̂ /(2/+ 1) (/ - H)! ̂ | d^P^O)
\ 1) ' V 4^ (;+ m|)! d(cos 0)1-1

1 La phase dans la définition des fonctions sphériques est la même que dans [l].
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où PI et p1"11 sont respectivement les polynômes de Legendre et les fonctions de
Legendre associées.

Quelques premières harmoniques sphériques sont :

FONCTIONS DE BESSEL

La fonction de Bessel est la solution régulière en z ~= 0 de l'équation de Bessel

z^w" + zw' +(z'2 -v2)w=0.

Elle est, donnée par la série

f. (-1)^/2)^
^ r ^ + ^ + U r ^ + i ) -

La deuxième solution indépendante (singulière en z = 0) de l'équation de Bessel est
donnée par la fonction de Neumann N ^ ( z ) définie comme

J,,(Z)COS7TV- , ) - ^ ( z )
l • / v { z ! — ————————:————————————•sin T\V

Pour v = n,

N,,(z}= VnnN,(z).
i^—m

On utilise également les fonctions d'Hankel Hi. ( z ) et //,• ( z ) définies comme

H^'2\z)=J„(z)±iN^z}.

Pour l'argument z imaginaire, on introduit les fonctions de Bessel modifiées et les
fonctions de MacDonald :

W^i-^J^iz),

K^z)=^H^(zz).

Pour z —f 0, ces fonctions ont le comportement
1 { z\ v

W - r(,7Ti) (2) '

7V,(z) » -U^ f 2 ) pour v > 0, N o ( z ) w 2 In ^-
7T \ZJ 7T 2

/ 1 \ I / ' Q \ ^ •Ï

Kn(z) w \ - n ' - ( - ) pour n= 1 , 2 , . . . , A - o ( z ) » l n —
i \z ) 7;
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ici 7 = e0 = 1, 781 . . . est la constante d'Euler, (7=0 , 5772.

Pour les grandes valeurs de z, ces fonctions ont le comportement asymptotique sui-
vant :

FONCTION HYPERGÉOMÉTRIQUE
ET FONCTION HYPERGÉOMÉTRIQUE DÉGÉNÉRÉE

La fonction hypergéométrique est définie dans le cercle z\ < 1 par la série

, , a/3 z , q(a+1)^+1)^
^'^'^^Tî^ 7(7+1)———^ + ' "

et, pour \z > 1, elle s'obtient par prolongement analytique de cette série.

La fonction hypergéométrique est une solution de l'équation

z(l - z)u" + [7 - (a + 13 + l)z]u' - a/3u = 0.

Les paramètres a et f 3 sont arbitraires et 7 ^ 0 , — 1 , — 2 , . . . La deuxième solution
indépendante de cette équation différentielle est donnée par la fonction

z^Fdï - 7 + 1, a - 7 + 1, 2 - 7, z)

qui possède une singularité en z = 0.

Si a (ou f 3 ) est un entier négatif (ou nul), a = —n, la fonction hypergéométrique se
réduit à un polynôme de degré »î et peut se mettre sous la forme

yl-71'1 _ y\1+n-P ,/n
FI n R -v -1 — ' '_________—__\-,^+n-l)l-\ -V3-^}

^ ( - " ' p ' 7 " ) -7(7+l) . . . (7+»- l )^" l [ ( ) J '

La fonction hypergéométrique dégénérée est définie par la série

cr 2 a(cc -\- 1) z2

^•^^T^^TÎ)^---
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convergent quel que soit 2 fini. Le paramètre a est arbitraire et 7 ^ 0, — 1 , —2, . . .

La fonction hypergéométrique dégénérée est une solution de l'équation

zu" + (7 - z)u' - au = 0

dont la deuxième solution indépendante est donnée par la. fonction

^-^(a-7+1,2-7,^)

qui possède une singularité pour z = 0.

Si a est un entier négatif (ou nul), cr = — n , la fonction hypergéométrique dégénérée
se réduit à, un polynôme de degré n et peut se mettre sous la forme

1 i7"
p(-n -y z\ - _______-_______71-^2 ——fp- 2 ,'v+"-i')1 "'^- 7(7+1) . . . ( 7 + n - l ) ~ ^"l ) -

PARTICULE DANS LE CHAMP COULOMBIEN
(ATOME HYDROGÉNOÏDE)

Les fonctions d'onde des états liés dans le champ coulombien d'attraction l1 = — a / r
avec a. > U peuvent être représentées sous la forme ^n^lrn = Rni(t')Yi,n (0, y} (n,. étant
le nombre quantique radial, n = n,. + /+1 le nombre quantique principal), où la partie
radiale de la fonction d'onde est donnée par l'expression (a = h2 /ma}

„ _ 2 /(».-/-!)! _,/„, ( [ 2 r \ l ̂  /2r \
"'- ^^/•2y [(n+l)^ e \na) "+' [na ) '

où L^(z) sont les polynômes de Laguerre généralisés. L'énergie de cet état est égale
ÎHCf2

à En = ——,-;,—,. Les parties radiales de la fonction d'onde des premiers étais sont

-RIO ^ "TTT0"' (état fondamental 1s),

^T?^1-^)6"720 (état2é ')'^^-T-Cl-^e-/20 (état 2.)

R^=^^r/'2a (ét ia t^)-
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