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Introduction

E LIVRE EST ISSU DU COURS Meécanique Quantique Avancée enseigné

depuis 'automne 1996 4 Paris dans le cadre du Magistére Interuniversi-

taire de Physique. Il est partiellement inspiré de plusieurs chapitres de 1'ou-
vrage de Zinn-Justin [26].

Son but est de familiariser le lecteur avec un outil, 'intégrale de chemin,
qui offre un point de vue alternatif sur la mécanique quantique, et surtout
qui, sous une forme généralisée, est devenu essentiel & une compréhension
profonde de la théorie quantique des champs et de ses applications, qui vont
de la physique des interactions fondamentales, 4 la mécanique statistique des
transitions de phase, ou aux propriétés des gaz quantiques.

L’intégrale de chemin est un objet mathématique qui peut étre considéré
comme une généralisation & un nombre infini de variables, représenté par des
chemins, des intégrales ordinaires. Elle partage les propriétés algébriques des
intégrales ordinaires, mais présente des propriétés nouvelles du point de vue
de P'analyse.

L’intégrale de chemin est un outil puissant pour ’étude de la quantique mé-
canique, car elle met en correspondance de fagon trés explicite les mécaniques
classique et quantique. Les quantités physiques s’obtiennent en moyennant
sur tous les chemins possibles, mais dans la limite semi-classique i — 0 les
chemins dominant 'intégrale se trouvent dans un voisinage du chemin clas-
sique. Ainsi I'intégrale de chemin permet-elle une compréhension intuitive et
un calcul simple des effets semi-classiques tant du point de vue de la diffusion
que des propriétés spectrales ou de leffet tunnel.

De plus la formulation de la mécanique quantique basée sur 'intégrale de
chemin, si elle peut paraitre plus compliquée du point, de vue mathématique,
puisqu’elle se substitue & un formalisme d’équations aux dérivées partielles,
est bien adaptée a I’étude de systémes a un nombre grand de degrés de liberté
ou un formalisme de type équation de Schrédinger est beaucoup moins utile.
Elle permet ainsi une transition aisée entre la mécanique quantique 8 un petit
nombre de particules et la théorie quantique des champs ou la mécanique
statistique.

Dans ces notes, nous présenterons en premier lieu l'intégrale de chemin
dans une formulation dite euclidienne. Ceci signifie que nous discuterons les
éléments de matrice de 'opérateur statistique quantique, c¢’est-a-dire de la
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matrice densité a ’équilibre thermique e ## | H étant I'hamiltonien quantique
et 3 l'inverse de la température (mesurée en unités o la constante de Boltz-
mann kg vaut 1), plutét que I'opérateur d’évolution quantique e *#*/%, Ainsi,
nous pourrons également faire le lien avec la mécanique statistique quantique
et, ce qui est peut-étre moins évident, classique.

Un avantage de la formulation euclidienne est qu’il est en général plus facile
de définir rigoureusement l'intégrale de chemin représentant I'opérateur e =24
(la formule de Feynman-Kac) que e~*7*/",

L’opérateur statistique (ou matrice densité), dont la trace est la fonction
de partition quantique

Z(8) = tre”?H, (1)

décrit « I’évolution » en temps imaginaire, et dans ce sens la plupart des pro-
priétés algébriques qui seront démontrées, s’appliqueront aussi & 'opérateur
d’évolution en temps réel, les expressions explicites pouvant étre obtenues par
prolongement analytique 3 — it/h.

Notons toutefois une propriété spécifique de 'opérateur statistique : il
fournit un outil pour déterminer la structure de I’état fondamental d’un sys-
téme quantique. Par exemple si H est borné inférieurement, ’énergie Ey du
fondamental est donnée par

1
Ey = 513{.10 (_B Intr e_’BH) . (2)

Si, de plus, le fondamental est unique et isolé, e"?# projette, quand § — +oo0,
sur I'état fondamental |0) :

e 2 — &0 [|0) (0] + O (e~ PE- o)) 3)

L’intégrale de chemin euclidienne conduit ainsi souvent 4 une compréhension
simple et intuitive de la structure du fondamental de systémes & un grand
nombre de degrés de liberté.

L’effet tunnel quantique peut étre interprété dans I’approximation semi-
classique en termes de trajectoires classiques parcourues en temps imaginaire.
L’intégrale de chemin euclidienne est donc naturellement adaptée i ce pro-
bléme.

Par ailleurs, elle souligne les relations profondes entre la théorie quantique
des champs et la mécanique statistique des systémes critiques et transitions de
phase. Enfin Uintégrale euclidienne est directement liée aux processus de dif-
fusion, par exemple 'équation de Fokker-Planck a la forme d’une équation de
Schrodinger en temps imaginaire. Cette classe de problémes contient comme
exemple le plus simple le mouvement brownien qui a motivé la construction
de la premiére intégrale de chemin ou intégrale de Wiener.

L’inconvénient principal de la formulation euclidienne de la mécanique
quantique est que les expressions classiques ont des formes quelque peu in-
habituelles puisque le temps y est imaginaire. Nous parlerons d’action et de
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lagrangien euclidiens, ainsi que de temps euclidien (qui a en fait une dimension
d’énergie inverse). Par ailleurs, le calcul d’amplitudes de diffusion exige alors
un prolongement analytique.

Le chapitre 1, contient un rappel des propriétés générales des intégrales
gaussiennes ordinaires, la démonstration du théoréme de Wick et la méthode
du col, dans la mesure oii toutes ces notions se généralisent aux intégrales de
chemin. En outre quelques méthodes fonctionnelles sont déja introduites.

Dans le chapitre 2, nous construisons lintégrale de chemin associée
a l'opérateur statistique e ¥ pour des hamiltoniens de la forme simple
p?/2m + V(q). Nous calculons ensuite explicitement l'intégrale de chemin
correspondant & ’oscillateur harmonique couplé & une force extérieure dé-
pendante du temps. Ce résultat permet de réduire I’évaluation des intégrales
de chemin dans le cas de potentiels analytiques a la théorie des perturbations.
Nous appliquons ces résultats au calcul de la fonction de partition tre~?# par
des méthodes perturbatives et semi-classiques. Le chapitre 3 exploite alors ces
résultats pour déterminer le spectre de certains hamiltoniens dans différents
schémas d’approximation.

Dans le chapitre 4, comparant la mécanique statistique classique des sys-
témes unidimensionnels et la mécanique statistique quantique a une particule,
nous motivons l'introduction de fonctions de corrélation et discutons leur si-
gnification en mécanique quantique.

Dans le chapitre 5, nous construisons l'intégrale de chemin pour des ha-
miltoniens plus généraux linéaires dans les impulsions comme I’hamiltonien
d’une particule dans un champ magnétique. Nous relions le probléme du choix
de 'ordre des opérateurs quantiques aux ambiguités de I'intégrale de chemin.
Nous discutons certains processus de diffusion décrit par une équation de
Fokker-Planck et qui conduisent & des intégrales de chemin analogues.

Dans le chapitre 6, nous introduisons la représentation holomorphe de la
mécanique quantique, parce qu’elle permet d’étudier les propriétés de sys-
témes de bosons du point de la mécanique statistique quantique (dans un
formalisme dit de seconde quantification). L’intégrale de chemin prend alors
la forme d’une intégrale sur des trajectoires de l'espace de phase dans une
paramétrisation complexe. Un formalisme paralléle, basé sur I'intégration sur
des variables de type anti-commutant ou de Grassmann, que nous présentons
dans le chapitre 7, permet alors de traiter les fermions de maniére analogue
aux bosons.

Le chapitre 8 est consacré a l'effet tunnel dans la limite semi-classique, un
probléme pour lequel le formalisme euclidien est particuliérement bien adapté.
Nous y considérons le clivage quantique entre des minima classiques dégénérés
et la désintégration d’états métastables. La notion d’instanton y joue un roéle
important.

Dans le chapitre 9, passant a I’évolution quantique (c’est-a-dire au temps
réel), nous construisons la représentation par l'intégrale de chemin de la ma-
trice de diffusion ou matrice S et en déduisons son calcul perturbatif en
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puissances du potentiel. Différentes approximations de type semi-classique
sont présentées.

Enfin le chapitre 10 contient quelques résultats complémentaires, comme la
définition de ’intégrale de chemin dans l'espace des phases, et les problémes
liés & la quantification des lagrangiens avec potentiel quadratiques dans les
vitesses.

Nous voulons souligner que dans tout ce cours notre démarche est lar-
gement empirique; la rigueur mathématique, par exemple, ne sera pas un
objectif essentiel. Notre but est plus de type pédagogique : comprendre I'inté-
grale de chemin, ses propriétés et son intérét du point de vue de la physique.
L’ouvrage ayant également une visée pratique, les méthodes de calcul auront
une large place.

Enfin ce cours suppose des connaissances minimales en mécanique quan-
tique, comme I’équation de Schrédinger, la notion d’espace de Hilbert et d’opé-
rateurs agissant sur les vecteurs de l’espace de Hilbert. Nous utiliserons fré-
quemment la notation des bras et kets de Dirac pour indiquer les vecteurs de
Iespace de Hilbert et leurs conjugués complexes. A toutes fins utiles, certaines
notions de base de la mécanique quantique sont rappelées dans I'appendice A.

Bréve historique et bibliographie. Le concept d’intégrale de chemin semble
avoir été introduit par Wiener [25], dans le but de décrire les propriétés sta-
tistiques du mouvement brownien, & la suite des travaux d’Einstein. Le mou-
vement brownien peut &tre considéré comme la limite continue d’une marche
au hasard markovienne en temps discrets. Le mouvement au temps ¢ (¢ en-
tier) est déterminé par la probabilité p(z’ — ) d’aller du point = au point z'.
En conséquence, partant du point zq la probabilité P, (z,,z) d’atteindre le
poin z, au temps n est donnée par

Pr(2n, o) = /diﬁ dzs...dzn 1 p(Tn — Tn—1)...p(x2 — 21)p(21 — Z0).

L’ensemble des intégrations sur les variables x; peut s’interpréter comme une
somme pondérée sur tous les chemins {z;} qui vont de zy & z,, dans un temps
qui ne prend que des valeurs entiéres 0, 1,...,n.

Asymptotiquement cependant, pour n — oo, la nature discréte du temps
ne joue plus de role. Par ailleurs, comme conséquence du théoréme de la limite
centrale de la théorie des probabilités, la distribution p(z’ — ) peut alors étre
remplacée par une distribution gaussienne de la forme e~(@==%/2D_ Ce pro-
cessus limite conduit & une intégrale de chemin : les propriétés statistiques du
mouvement brownien s’expriment en termes de sommes sur tous les chemins
possibles fonctions d’un temps continu et obéissant & une loi de probabilité
gaussienne.

Si les travaux de Wiener sont bien connus, un article plus oublié de
Wentzel de la méme période [24] dans le cadre de I'optique quantique intro-
duit les notions de somme sur des chemins avec une phase d’interférence entre
des chemins qui ne satisfont pas aux équations du mouvement classique, et
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Pinterprétation de la somme comme une probabilité d’amplitude de transition.
Dirac [5] écrit la premiére expression de opérateur d’évolution quantique qui
ressemble & un intégrale de chemin, mais il en reste 4 une version approchée
en terme d’intervalles de temps discrets. Néanmoins sa remarque est trés im-
portante du point de vue de la physique relativiste, puisqu’il montre ainsi
que les éléments de matrice de 'opérateur d’évolution dans un intervalle de
temps 6t court peuvent étre calculés en terme du lagrangien, et donc de fagon
covariante, sous la forme e*£6t/h,

Bien entendu, 'histoire moderne de I'intégrale de chemin commence avec
les articles de Feynman [10] qui formule ’évolution quantique en terme de
sommes sur un ensemble de trajectoires pondérées par /" on S est la valeur
de T'action classique (intégrale du lagrangien) correspondant a la trajectoire.
Il interpréte en particulier les équations du mouvement classique comme ré-
sultant de l'application de la méthode de la phase stationnaire a I'intégrale de
chemin. Lorsque pour un systéme physique les valeurs de 'action sont grandes
par rapport & /i, seuls les chemins proches du chemin classique contribuent.

Cependant, malgré 'intérét conceptuel de cette reformulation de I’évo-
lution quantique et de son utilité pour I'étude de la limite semi-classique,
lintégrale de chemin doit son importance dans la physique moderne a sa
généralisation a des systémes & un nombre trés grand de degrés de liberté,
comme la théorie quantique des champs. En particulier, la quantification des
théories de jauge non-abéliennes par Faddeev et Popov (1967) et DeWitt au-
rait été presque impossible dans la formulation usuelle de la théorie quantique
en termes d’opérateurs et d’équations de champs quantiques. Dans la mesure
ol les théories de jauge non-abéliennes sont & la base de la description de
toutes les interactions fondamentales sauf la gravitation, on mesure mieux la
signification de ce résultat.

De méme, l'intégrale de chemin a mis en évidence les relations mathé-
matiques profondes entre la théorie quantique des champs et la mécanique
statistique des transitions de phase, qui auraient été trés difficiles a percevoir
autrement. Ces relations ont joué un role essentiel dans notre compréhension
des phénoménes critiques depuis Wilson.

Du point de vue mathématique, I'intégrale de chemin liée & ’évolution
quantique est souvent difficile a définir parce que €*5/% est de module unité
pour tout chemin et donc la contribution variable des chemins est un phé-
nomeéne d’interférence. Kac [14] remarqua que si ’'on remplagait opérateur
d’évolution e~ #H#/% par Popérateur statistique e ?# (et donc ’équation de
Schrédinger par une équation de type diffusion ou de la chaleur), on obtenait
une intégrale de chemin avec une mesure positive, généralisant 'intégrale de
Wiener, bien plus facile & définir rigoureusement [11]. Une stratégie qui a en-
suite été poursuivie par de nombreux auteurs a été de définir l'intégrale de
chemin correspondant & Pévolution quantique par prolongement analytique
sur la variable de temps [20]. C’est la démarche que nous suivrons aussi dans
ce cours.
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Dans le domaine de la physique, plusieurs généralisations de I'intégrale de
chemin initiale se sont révélées utiles. L’intégrale sur des chemins complexes
associée & la représentation holomorphe de la mécanique guantique [15] per-
met de discuter les propriétés des systémes de bosons dans le formalisme dit
grand canonique. L’intégrale sur des chemins grassmanniens [1, 18] permet de
traiter les systémes de fermions par un formalisme tout a fait paralléle. L’in-
tégrale sur les chemins dans ’espace de phase [2, 6, 9] a permis plus tard de
retrouver simplement les régles d’intégration pour des chemins appartenant a
des variétés courbes [19] comme par exemple des sphéres.

Enfin, dans ce cours nous ne traiterons pas le probléme de la quantification
de systémes contraints et renvoyons 4 la littérature pour ce sujet [7].

Différents articles ont insisté sur le fait que, dans ces cas plus généraux,
Pintégrale de chemin ne quantifie pas, c’est-a-dire que dans les situations o
le passage de ’hamiltonien classique a4 I’hamiltonien quantique pose des pro-
blémes d’ordre des opérateurs, I'intégrale de chemin n’est pas uniquement
définie [3, 8.

L’intégrale de chemin permet de retrouver par des méthodes plus intuitives
nombre d’approximations semi-classiques. Par exemple, on déduit de 'appro-
ximation semi-classique de lopérateur d’évolution [19] des estimations semi-
classiques des amplitudes de diffusion [22], comme des approximations pour
le spectre du hamiltonien [13].

Sa version en temps imaginaire (Feynman-Kac) permet d’étudier Veffet
tunnel dans l'approximation semi-classique [17]. L’intégrale de chemin est
alors dominée par des solutions de type instantons [4] et le calcul de leurs
contributions implique I'introduction de coordonnées collectives [12]. Le com-
portement aux grands ordres de la théorie des perturbations autour de ’ap-
proximation harmonique est obtenu par un calcul analogue a celui de Deffet
tunnel [16].

Enfin, quelques livres consacrés aux intégrales de chemin ont un intérét
historique ou présentent d’autres points de vue et contiennent nombre de
références supplémentaires [8, 23).
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Chapitre 1

Quelques préliminaires
mathématiques

VANT D’ENTRER DANS LE VIF DU SUJET, nous rappelons quelques résul-
tats mathématiques, surtout de nature algébrique, et introduisons
quelques notions importantes pour la suite.

Nous trouverons souvent commodes d’utiliser les fonctions génératrices des
valeurs moyennes par rapport 4 une mesure ou une distribution de probabilité.
Celles-ci se généralisent en fonctionnelles génératrices dans le cas d’une mesure
sur des chemins tels que 'intégrale de chemin la fournit.

La mesure gaussienne joue un role essentiel dans des domaines variés : la
théorie des probabilités & cause du théoréme de la limite centrale, la mécanique
quantique comme nous allons le montrer, et donc la théorie quantique des
champs et la mécanique statistique des transitions de phase. Nous rappelons
donc quelques propriétés des valeurs moyennes gaussiennes. Nous démontrons
le théoréme de Wick, un résultat simple mais d’un grand intérét pratique.
Nous expliquons la méthode du col, une méthode qui permet le calcul approché
de certaines intégrales en les ramenant & des intégrales gaussiennes. Enfin nous
définissons les dérivées fonctionnelles et nous décrivons une identité utile pour
le calcul de déterminants d’opérateurs.

Notation. Dans les paragraphes qui suivent, nous utilisons des caractéres
gras pour indiquer des matrices ou des vecteurs, et les caractéres italiques
correspondants pour indiquer les éléments de matrice ou les composantes de
vecteurs.
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1.1 Fonction génératrice

Soit Q(z1,x2,...,Zy,) une mesure positive ou une distribution de proba-
bilité définie dans tout R™ et normalisée. Nous notons

(F) = /d"z F{x)Q(x),

ot d"z = [],dx;, la valeur moyenne d’une fonction F(z1,...,z,). Par
définition (1} = 1.

11 est souvent commode d’introduire la transformée de Fourier de la distri-
bution, qui est aussi une fonection génératrice de ses moments. Ici nous consi-
dérons une classe particuliére de distributions qui admettent une transformée
de type Laplace :

Z(b) = <exp (i bi$i>> = /d"z exp (z“: b,-aci) Q(x). (1.1)

Dans ce cas, counsidérer une transformeée de type Laplace plutdt que la trans-
formée de Fourier a un avantage : I'intégrant est encore une mesure positive.

La fonction Z(b) est alors une fonction génératrice des moments de la
distribution, c¢’est-a-dire des valeurs moyennes de polyndémes. En effet on re-
connait, aprés développement de ’'intégrant en puissances des variables by, la
série

o 1 n
Z(b):ZZ Z bklbkg"'bk[ ($k1xk2-~~mke>'

=0 " k1k2,....ke=1

Les valeurs moyennes peuvent donc étre obtenues en dérivant la fonction Z(b)
par rapport & ses arguments. Dérivant les deux membres de I'équation (1.1)
par rapport a bg, on obtient

8_ab;:z(b) = /d”x Ty €Xp (zz: bia:i> Q(x). (1.2)

Dérivant de fagon répétée et prenant la limite b = 0, on trouve donc
o 0 0

= Z(b

<"'El‘71 $k2 mkl) i:abkl abk2 abkz ( )jl

Cette notion de fonction génératrice est trés utile et sera étendue en section 1.7
4 la limite o1 le nombre de variables est infini.

(1.3)

b=0

1.2 Valeurs moyennes gaussiennes.
Théoréme de Wick

A cause du théoréme de la limite centrale, les distributions de probabilités
gaussiennes jouent un roéle important en théorie des probabilités comme en
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physique. De plus, elles ont des propriétés algébriques remarquables que nous
allons maintenant rappeler. Comme la plupart de ces propriétés algébriques
se généralisent & toutes les intégrales gaussiennes, nous nous plagons dans ce
cadre plus général.

Considérons d’abord lintégrale gaussienne

Z(A) = /d”x exp | — Z Tz Aiiz; |, (1.4)

2, 7=1

ol la matrice A d’éléments A;; est une matrice symétrique complexe dont
la partie réelle a des valeurs propres non négatives, et qui n’a pas de valeur

propre nulle :
ReA >0, a; #£0.

Diverses méthodes permettent de démontrer
Z(A) = (2m)"?(det A)~V/2, (1.5)

Nous démontrons ici ce résultat pour des matrices réelles. En section 1.8, nous
donnerons deux démonstrations pour des matrices complexes.

1.2.1 Matrices réelles

Nous partons de Uintégrale simple (a > 0)

+o0
/ dx e 9z’ /2tbr — V27 /a eb*/2a (1.6)

—x0
Toute matrice symétrique réelle peut étre diagonalisée par une transformation
orthogonale, et donc la matrice A peut étre écrite

A = 0DO”, (1.7)
ot la matrice O est orthogonale et la matrice D d’éléments D;; diagonale :
OTO = 1, Dij = aiéij.
Changeons alors de variables, x — y, dans 'intégrale (1.4) :
n
zi=) Oyy; = ) widys; =) w:OnaOjz; = Z“iyiz’
j=1 i i i

dont le jacobien est J = |det O)| = 1. Nous sommes alors ramenés a une

intégrale factorisée
n
Z(A) = H/dyz e uvi/2
i=1

La matrice A est positive ; ses valeurs propres a; sont donc positives, chaque
intégrale converge et se déduit du résultat (1.6). Nous concluons

Z(A) = (27")”/2(01(12 .. .an)_1/2 = (27T)n/2(det A)‘1/2,
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1.2.2 Intégrale gaussienne générale

Considérons maintenant une intégrale gaussienne générale

n n
Z(A,b) = /dnl‘ exp | — Z %IE{A@'CL’J‘ + szl‘z . (18)
i, j=1 i=1

Pour calculer Z(A,b), on cherche le minimum de la forme quadratique :
a n n n
1
—8.17_ Z EZL‘,'Aij.'Bj - Zbl.’m = ZAkjwj — bk =0.
k\ij=1 i=1 =1
En terme de la matrice inverse de A :
A=A
la solution peut s’écrire

zi= Aib; (1.9)

Aprés le changement de variables z; — 1y,

n
T, = Z Aijbj + yi, (110)
=1
I'intégrale devient
n n
Z(A,b) = €xXp Z %b—;Aijbj /dny E€EXp | — Z %yiAijyj . (111)
ij=1 i,j=1

Ce changement de variables réduit le calcul a 'intégrale (1.4). On en déduit

Z(A,b) = (20)"2 (det A) 2 exp | Y 1biA by | . (1.12)

i,3=1

Remarque. L’intégrale gaussienne a une propriété remarquable : si I'on
intégre ’exponentielle d’une forme quadratique sur un sous-ensemble de va-
riables, le résultat est encore I’exponentielle d’une forme quadratique. Cette
stabilité structurale explique la stabilité des distributions de probabilité gaus-
siennes. Elle est également reliée 4 certaines propriétés de 'oscillateur harmo-
nique qui seront discutées en section 2.6.
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1.2.3 Valeurs moyennes gaussiennes
et théoréme de Wick

Dans le cas ou la matrice A est réelle et donc positive, nous pouvons
considérer la fonction gaussienne comme une mesure positive sur R" ou une
distribution de probabilité et calculer des valeurs moyennes de fonction des
variables x; :

<F(X)> = N/d"m F(X) exp | — Z %IZ‘A”’.’EJ' N (113)
ig=1
ou la normalisation A est choisie de telle sorte que (1) =1:

N =Z YA, 0) = (27)""?(det A)V/2.

La fonction (1.8) est alors une fonction génératrice des moments de la dis-
tribution, c’est-a-dire des valeurs moyennes gaussiennes de polynomes (cf.
section 1.1). En effet

Z(A,b)/Z(A,0) = <expz bia:¢> -

Les valeurs moyennes peuvent donc étre obtenues en dérivant ’expression {1.8)
par rapport aux variables b; :

[ a 8 0
- zg,) = (27) 72 (det A)? - ——Z(A,b
<fL'k;1.’L'k2 mkl) ( ﬂ-) ( € ) _abkl abk2 8bke ( ) b0
et, remplacant Z(A,b) par son expression explicite (1.12),
0 3] "
<.’L’k,1 ...l‘k€> = ab_klab—ke exp .jzl §bzA”b] . (114)
L8 b=0

De facon générale, si F(x) est une série entiére dans l'ensemble des va-
riables z;, nous trouvons l'identité

(F(x)) = { F (%) exp | b | f] (1.15)

b=0

Théoréme de Wick. L’identité (1.14) conduit au théoréme de Wick. Chaque
fois qu’une dérivée agit sur ’exponentielle du membre de droite, elle engendre
un facteur b. Une autre dérivée devra agir ultérieurement sur ce facteur, sinon
le terme correspondant s’annulera dans la limite b = 0. Nous en concluons que
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la moyenne du produit zg, ...z, avec le poids gaussien exp(—%xiAij:vj) est
obtenue de la maniére suivante : on considére tous les appariements possibles
des indices ki, ..., ks (¢ doit donc étre paire). A chaque paire kpkq, on associe
I’élément Akpk , de le matrice A = A~ Alors

(:Ekl ‘~-1'ke> = E AkP1sz "'Asz—lkPe’ (1‘16)
tous les appariements
possibles P de {ki...k¢}

- 3 (Thp, Thp, ) - <:ckpeilcckpl > ST

tous les appariements
possibles P de {ki...k¢}

Les équations (1.16, 1.17) sont des propriétés caractéristiques de toute mesure
gaussienne centrée ({x;) = 0). Elles sont connues sous le nom de théoréme de
Wick et sont, dans une forme adaptée 4 la mécanique quantique ou & la théorie
quantique des champs, la base de la théorie des perturbations. La simplicité du
résultat ne doit donc pas cacher sa grande importance pratique. Notons aussi
que la. démonstration est purement algébrique et s’étend donc aux intégrales
complexes. Seule 'interprétation des fonctions gaussiennes comme mesure ou
distribution de probabilité disparait alors.

Ezemples. On trouve alors successivement :
<1U,‘1 xiz) = Aiﬂ'z )
(Iil LiyTizgTiy > Allw Alsiq -+ Ai1 i3 A'i2i4 + Ai1i4 Ai3i2 .

Plus généralement, la valeur moyenne d’un produit de 2p variables est la
somme de (2p —1)(2p — 3)...5 x 3 x 1 termes distincts.

Une identité utile. Considérons maintenant la valeur moyenne gaussienne
du produit z; F'(x) :

n
{@; F /\f/d":z:a:1 F(x)exp Z sz Az | - (1.18)
Jk=1
Nous notons
"
z;exp | — 325 Ak Th ZAM eXp Z 325 ATk
Jrk=1 Jrk=1
Nous utilisons alors cette identité dans (1.18) et intégrons par parties :

n = oOF
{x: F( NZAM/CI T exp Z % i Ajrr 53};,

7,k=1
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ce qui se résume dans une identité qui peut se démontrer aussi en appliquant
le théoréme de Wick :

wr (@) = 3 e (5o ) (1.19)
£
1.3 Mesure gaussienne perturbée.
Contributions connexes

Méme dans les cas favorables ol le théoréme de la limite centrale s’ap-
plique, la mesure gaussienne n’est qu’une distribution limite. Il est donc inté-
ressant d’étudier les corrections a la distribution gaussienne.

1.3.1 Mesure gaussienne perturbée

Nous considérons une distribution plus générale normalisée e =42 /Z(})
ou la fonction A(x, A) est la somme d’une partie quadratique et d’un polynéme
AV (x) dans les variables x; :

1 n
A(X, /\) = 5 v_Zl ac,-Aija:j + AV(X), (120)
i,j=
le paramétre A caractérisant 'amplitude de la déviation 4 la distribution gaus-

sienne.
La normalisation Z(A) est donnée par I'intégrale

Z(\) = / dmz e AN (1.21)

Pour la calculer, nous développons I'intégrant en série formelle de A et inté-
grons terme a terme :

o0
k=0

/d"m vk (x) exp Z szAUxJ

i,j=1

o k
Z (=) (VEx)),, (1.22)

|
k=0 k!

1 I

ou (e), signifie valeur moyenne gaussienne avec la mesure
exp[— Eij z;A;x;/2]. Chaque terme du développement, qui est la va-
leur moyenne gaussienne d'un polyndéme, s’obtient alors en utilisant le
théoréme de Wick (1.16).
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AV

Utilisant ’équation (1.15) avec F' = e~ nous en déduisons aussi une

représentation formelle de la fonction (1.21) :

Z(N)/2(0) = exp{ AV ( aab)] exp f: 1b:Aisb; . (1.23)

b=l b=0
Ezxemple. Considérons la perturbation
Vx) =5 Z zd (1.24)
I'ordre A2 on trouve (AA = 1)
Z(N)/Z(0) _1——)\Z< o+ 4| )\ZZZ z3), + O(\%)
= 1/\ZA + 1;8A2ZA ZA

+X~’Z( Aulj;AL + & ij)+0(A3). (1.25)

f

Une vérification simple des facteurs est obtenue en spécialisant au cas d’une
seule variable. Alors

Z(N/Z(0) =1— g2+ 2222 + O(M?).

Notons aussi que les deux premiers termes de I'expression (1.25) s’exponen-
tient de telle sorte que In Z n’a plus que des termes connezes, c’est-a-dire des
termes qui ne peuvent pas se factoriser en un produit de sommes :

In Z(\) — In Z(0) )\ZA% FATY (FAuA;AL + AL +00®).

tf

1.3.2 Diagrammes de Feynman. Contributions connexes

Il est possible d’associer & chaque contribution perturbative un graphe
appelé diagramme de Feynman. Chaque mondme contribuant 4 V(x) est re-
présenté par un point (un vertex) d’ou partent un nombre de lignes égal au
degré du monome, et chaque appariement est représenté par une ligne joignant
les vertex auxquels appartiennent les variables correspondantes.

Nous venons d’introduire la notion de contribution connexe. A cette no-
tion correspond une propriété des graphes. Une contribution connexe est
une contribution correspondant & un diagramme connexe. Nous utilisons ci-
dessous ’indice ¢ pour indiquer la partie connexe d’une valeur moyenne. Dans
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ces conditions par exemple
V) = Ve, (V20) = (V2)), + V()2
(V3(0) = (V2(0), +3(V2(0), (V) + (V-
De facon générale, a Pordre k£ on trouve
#(V¥(x)) = 4 (V¥(x)), + termes non connexes.
Un terme non connexe est un produit de la forme
(VR 0), (VR ), (VA0 o Kbtk =

avec un poids 1/k! venant du développement de I'exponentielle multiplié par
un facteur combinatoire correspondant & toutes les fagons de regrouper k
objets en sous-ensembles de k1 + ko + --- 4+ kp objets, si tous les k; sont
distincts. On trouve

R 1
B kkgl . k! Falkgl. .yl

Si m puissances k; sont égales, il faut diviser par un facteur combinatoire
supplémentaire 1/m! car le méme terme a été compté m! fois.
On remarque alors que le développement perturbatif peut étre réécrit

W) =InZ(A\) =InZ(0)+ > (——k’\,)i (VE(x)), - (1.26)
— Kl

1.4 Valeurs moyennes. Fonction génératrice.
Cumulants

Nous calculons maintenant les valeurs moyennes de polynoémes avec la
distribution e~40%) /Z(X) ot A(x, A) est le polynéme (1.20) :
A, ) = Dtz Az + AV (x).

,5=1

Les valeurs moyennes (z;, T, . - . Z;, ) », que nous appellerons aussi fonctions @
£ points, sont données par le rapport

<xi1$i2 . 'xie>)\ = Z—l(’\)ziliz---ie()‘)v

Zilizmiz (’\) = /dnx Tiy iy « - - Tip €XP [—A(X, )‘)] .
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1.4.1 La fonction & deux points

Considérons, par exemple, la fonction & deux points (z;, 4, ). Il faut cal-
culer lintégrale

Ziliz ()‘) = ‘/dn:)j ZTiy T4 €XP [—'A(X, )\)] .

Dans I'exemple (1.24) & 'ordre A%, nous trouvons

2112( )/Z(O) 1112 2 /\Ahlz < 4>0 /\Z Ai1§1 AzzAzw

)\2
+ a2 ZAm‘z <x?m?>0 + = 2'4, E Aiiy DDy (5),
ij

+ XY (A A AL A + aAilz’AJ’uAU
5]
+%Ai1iAji2AiiniAjj) + O()\g)

Nous devons encore calculer le rapport

(‘rilxh))\ = Zulz()‘)/z(/\)

Dans la division des deux séries, les termes non connexes disparaissent et nous
trouvons

($i1$i2>A = Ay — %)\Z AVIWAVTAVRE S A2 Z (%AiliAjiZAiiniAjj
P 7

FEAG A AL A+ LA A, AY) + O(N3). (1.27)

En termes de diagrammes de Feynman, la contribution d’ordre A est repré-
sentée par le diagramme de la figure 1.1 et les diagrammes de la figure 1.2
représentent les contributions d’ordre A2.

Fi1G. 1.1 - La fonction & deux points a ’ordre .

Nous pourrions calculer de méme la fonction & quatre points, c’est-a-
dire les valeurs moyennes des mondomes de degré quatre. Nous trouverions
un grand nombre de contributions. Mais les résultats se simplifient notable-
ment si nous calculons directement les cumulants de la distribution. Pour
cela, il est commode de définir d’abord une fonction génératrice des valeurs
moyennes (T;, Ti, . . . Ti,, ) N
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FIG. 1.2 — Contributions d’ordre A* & la fonction & deux points.

1.4.2 Fonctions génératrices. Cumulants

Nous généralisons la fonction (1.8) de I’exemple gaussien sous la forme

Z(b,A) = Z(X) {exp [¥.bizi]),, = /d"a: exp (—A(x, A) + Zbimi> . (1.28)

La fonction Z(b,A)/Z(X) est la fonction génératrice des valeurs moyennes
{section 1.1)

g a 0
i Ty e Tiy)y = 27 - Zz 1.29
- mi)s = 270 [ i EBN] | a2)
Introduisons maintenant la fonction
W(b, ) =ln Z(b, A). (1.30)

Dans l'interprétation probabiliste, W(b, A) est la fonction génératrice des
cumulants de la distribution. Comme conséquence de ’équation (1.26), le
développement perturbatif des cumulants est beaucoup plus simple puisqu’il
ne contient que des contributions connexes. Notons que dans le cas gaussien
W(b) se réduit a une forme quadratique en b.

Remarque. Dans le cadre de la physique statistique, les valeurs moyennes
(w3, 24, ... m3,) , sont appelées fonctions de corrélation & £ points et les cumu-

lants 5 p
) _ .2
[8bi1 0b;, 0b;, Wb, )\)]

fonctions de corrélation connezxes.

bl

b=0

1490

Ezemples. Développant la relation (1.30) en puissances de b, on trouve que
les fonctions 4 un point sont identiques

1
W = (@),
Pour les fonctions & deux points, on trouve

W2 = (zi2i)y — @)y @)y = (@ — @0)3) (@5 — (@32)3)
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C’est donc la fonction & deux points de la variable a laquelle sa valeur moyenne
a été soustraite.
Dans le cas d’une perturbation paire V(x) = V(—x), comme dans
I’exemple 1.24,
2
Wz(lz)z = <xi1xi2>)‘ ’
Wiithigia = (@i TiaTiaTig )y — (Ti Tig) 5 (Tis Tia) y — (T2 Tia ) (TiaTiy )

=T, @iy )y (TiTiz) y - (1.31)

La fonction connexe a quatre points, qui s’annule exactement pour une mesure
gaussienne, donne une premiére évaluation de ’écart & la mesure gaussienne.
Dans l'exemple 1.24, on trouve alors & 'ordre X2 :

4
W i = ")\ZAiliAiziAigiAiu‘ F I AGALA A A

211213%4
i ij
142 2 142 2
F AT ARG AL A GAL + EN D T AGA A A AL

+ %/\2 Z (AiiAiinliAinginguj +3 termes) + O()\B) (132)

1.5 Méthode du col

Pour évaluer des intégrales de contour dans le domaine complexe, on peut
parfois utiliser la méthode du col, qui réduit leur évaluation & une somme
(infinie) d’intégrales gaussiennes.

Nous décrirons d’abord la méthode dans le cas d’une intégrale réelle puis
complexe. Nous généraliserons ensuite & un nombre quelconque de variables.

1.5.1 Intégrale réelle

Considérons l'intégrale
b
I(,\)z/ dz e” 4@/ (1.33)
a

ou la fonction A(z) est une fonction réelle, analytique dans un voisinage du
segment (a,b), et A un paramétre positif. Nous voulons évaluer cette inté-
grale dans la limite A — 04. Dans cette limite, 'intégrale est dominée par
les maxima de 'intégrant et donc les minima de A(z). Deux cas peuvent se
présenter.

(i) Le minimum de A(z) correspond & un bord du domaine d’intégration.
On développe alors A(x) au voisinage du minimum et on intégre. Ce n’est pas
le cas qui nous intéresse ici.
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(ii) La fonction A(z) a un ou plusieurs minima sur l'intervalle (a,b). Les
minima correspondent & des points z¢ caractérisés par

A'(zf) =0,

ou génériquement A" (z°) > 0 (les cas ont A”(z°) = 0 exigent une analyse sépa-
rée). Pour des raisons qui apparaitront plus tard, ces points sont appelés des
cols (¢f. exemple (ii)). S’il y a plusieurs solutions, la contribution dominante
sera donnée par le minimum absolu de A(z).

Par ailleurs, si nous négligeons des corrections d’ordre exp|[—const./A],
nous pouvons restreindre 'intégration & un voisinage fini (z° — €,2° + ¢) de
x¢, mais avec ¢ arbitrairement petit. En effet, les contributions hors de cet
intervalle sont bornées par

(b _ a) efA"(zc)52/2)\’
ol nous avons utilisé la propriété ¢ <« 1 de sorte que
Az) — A(z®) ~ 1 4"(z°) (z — 2°)°.

Plus précisément, le domaine qui contribue est d’ordre v/X. I est donc com-
mode de changer de variables, x — ¥ :

y = (z—z°)/Vx
Le développement de la fonction A s’écrit alors
A/X = A@®) /X + 142 A" (2°) + 2VXA" (2°)y® + HAAW (2%)y* + O(M3/3).
On voit qu’a 'ordre dominant il suffit de garder le terme quadratique. A cause

du caractére négligeable des contributions loin du col, on peut alors intégrer
sur [—oo, +00]. On est ramené a une intégrale gaussienne :

I(N\) ~ /2rN A" (z¢) e~ Al@I/X (1.34)

Pour calculer les corrections d’ordre supérieur, on développe ’exponentielle
en puissance de A et on intégre terme & terme. Par exemple & l'ordre suivant

A N A1112 A(4) 2
T(A) = 2mAJ A7 (z°) e~ Ae)/ [1 + 4 (5W —~ 3W) +0(X )] :

Ezxemples.
(i) Un exemple classique est ’évaluation asymptotique de la fonction

F(s):/ dzz*~le®,
0
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pour s — +oo. L’intégrale n’a pas telle quelle la forme canonique (1.33) mais
un changement de variable linéaire la lui donne : x = (s — 1)2’, et on pose
s—1=1/X Alors

F(S) — (S _ 1)3-—1/ dz e—(z—lnm)/A
0

et donc A(z) =z — Inz. La position du col est donnée par
Az)=1-1/z=0 = z°= 1.

La dérivée seconde au col est A”(2°) = 1. Le résultat 4 l'ordre dominant
est donc

[(s) ~ V2m(s—1)""2el=" n /215" /2672, (1.35)

S§—00
une évaluation aussi appelée formule de Stirling. Notons que grice a la mé-
thode du col complexe que nous expliquons maintenant, ce résultat s’étend a
s complexe avec |args| < 7.
(i) Evaluons la fonction de Bessel modifiée

Io(z) = i/ doe®c=?,

27 J_,

(= Jo(iz)) pour x — +oo (la fonction est paire).

Cette intégrale a la forme canonique pour 'application de la méthode du
col (z = 1/A), et U'intégrant est une fonction entiére.

Les cols sont donnés par

sinf=0=>0=0 (mod n).

Pour z — 400 le col dominant est # = 0. Nous développons au voisinage du
col
- 1,02 , 1,04 6
rcosd = x — ;26" + 57260% 4+ O(8°).

La région contribuant a 'intégrale est d’ordre # = O(1/4/z). Donc

1 (o8}
In(z) = 5 ew/ dg e/ (14 Lz8*) + O(e® /27)

1, 1 1
Justifions, sur cet exemple, appellation méthode du col Pour cela il faut
examiner la fonction cos @, qui apparalt dans I'intégrant, dans le plan complexe
au voisinage du col § = (. Les courbes de module constant de I’intégrant sont
les courbes Recosf constant. Nous notons que ces courbes se croisent au col
(¢f. figure 1.3) et le module de I'intégrant a donc une structure de col au sens
géographique.
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)
N Imé /
\ /
AN /
AN /
AN v
\ Ve
AN /7
N 4
N /
iy \|/ - Ref _
> 21X -
/7 \
s 4N
/7 N
7/ AN
/ N\
v AN
/7 N
v AN
/7 N

F1G. 1.3 — Fonction Iy : courbes de niveaux du module de l'intégrant dans le
voisinage du col 6 = 0.

1.5.2 Intégrale de contour complexe

Considérons I'intégrale
I\ = ]{ dz e~ 4@/, (1.36)
c

ou la fonction A(z) est une fonction analytique de la variable complexe z et A
un paramétre réel positif. Le contour C' va du point ¢ au point b du plan
complexe, et est contenu dans le domaine d’holomorphie de A. Comme cas
limite, on peut considérer la situation ol les points a et b s’éloignent a U'infini
dans le plan complexe.

On veut évaluer 'intégrale pour A — (4. On pourrait penser a priori que
Iintégrale est alors dominée par les points oi le module de 'intégrant est
maximum et donc la partie réelle de A(z) est minimum. Cependant la contri-
bution du voisinage de tels points peut se compenser parce que la phase varie
rapidement (un argument qui conduit & la méthode de la phase stationnaire).

La méthode du col consiste & déformer le contour C' de toutes les maniéres
possibles dans le domaine d’holomorphie de A (sans évidemment franchir de
singularité ce qui changerait la valeur de l'intégrale) de fagon a ce que le
module maximum de Uintégrant soit minimum, c’est-a-dire que le minimum
de Re A(x) sur le contour soit maximum.

S'il est possible de déformer le contour C en un contour équivalent
sur lequel Re A(z) est monotone, alors l'intégrale est dominée par une des
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extrémités du contour. Dans le cas contraire la partie réelle passe par un
minimum. Sur le contour optimal le minimum ne peut étre di qu’a une sin-
gularité de la fonction ou enfin, et c’est la situation qui nous intéresse ici, a
un point régulier ot la dérivée de A s’annule :

Az)=0.

Un tel point z¢ est un col au sens des courbes de niveaux de Re A(x) (fi-
gure 1.3). La structure de I'intégrant se comprend mieux si I'on se souvient
que les courbes Re A et Im A constant forment deux ensembles de courbes
bi-orthogonales. Les seuls points doubles de ces courbes sont des singularités
ou des cols. En effet développons la fonction au voisinage de z° :

A(z)—A(z°) ~ 3A4"(2°) (x — 2°)* = Re[A(z)—A(z°)] ~ }|4" (z°)|(u* —0?),
ol les coordonnées réelles u, v sont définies par
u+iv = (¢ —2z°) eiArgA”(2%)/2

Au voisinage du col, on peut choisir le contour déformé pour qu’il suive une
courbe Im A constant, et donc la phase de I'intégrant reste constante. Il n’y
a plus de compensations. L’intégrale est dominée, & des contributions plus
petites que toute puissance de A prés, par le voisinage du col. Le reste de
largument et du calcul sont les mémes que dans le cas réel précédent.

Ezxzemple. Considérons la représentation intégrale de la fonction de Bessel

Jo() = —— j{ dz 217272
24w c 7 ’

ot le contour C' est un contour fermé simple contenant l’origine 4 son intérieur

et parcouru dans le sens positif. Evaluons par la méthode du col l'intégrale

pour z réel tendant vers +o0.

Posons
Az)=(1/z - z)/2.
L’équation des cols est

2A(z) = — = —1=0 = z=4+i
Z

Les deux cols contribuent. Pour le col z = ¢ posons z = i + €3"/% 5. Alors
A(z) = =i+ 5%2/2 4+ O(s%).
La contribution du col est

1 giz—im/4 /+°° ds e—%52/2 — 1 gi—in/4
27 —co 21z

Le deuxiéme col donne le conjugué complexe. On trouve alors

Jo(z) e \/gcos(x —/4).
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1.6 Méthode du col a plusieurs variables.
Application aux fonctions génératrices

Counsidérons l'intégrale générale sur n variables

I\ = /d"a: exp [—;A(xl,...,:cn) , (1.37)

ou pour simplifier nous supposons la fonction A entiére et ’intégrale porte
sur tout R"™.
Dans la limite A — 0, 'intégrale est dominée par les cols solutions de :

%A(mf,x%,...,x;) =0 Vi. (1.38)
Dans le cas ou il existe plusieurs cols, il faut classer les cols par la valeur
de Re A. Le col dominant sera souvent celui qui correspond & Re A minimum.
Toutefois, tous les cols ne contribuent pas nécessairement et il faut procéder
par déformation du domaine d’intégration initial. Dans le cas de plusieurs
variables, il peut ne pas étre simple de reconnaitre quels cols contribuent.

Pour calculer la contribution dominante du col x¢, nous changeons de
variables, posant

x=x+yvVA (1.39)
Nous développons alors A(x) en puissances de A (et donc de y) :
1 9%2A(x
—A(zr, ... z) = ;
YA, 2n) 2,2 (%m] OAX) s
/\k/2~1 8kA(xc)
_— — Y Yy 1.40
k' ) Z ) ax“ 81:“0 y y’tk ( )
k=3 21,2259tk

Aprés le changement de variables, le terme quadratique en y est indépendant
de A. L’intégrale devient

82 A(x°)

I(A) = A™/? —A<X°>/*/d" =N "y ~R 1.41
(A) e yexp | -5 ) D0z, yiy; — R(y)| (141)
oo )\k/z—l 6kA XC)
R(y) = Z i Z 55:__(——8:1:_?/“ e Yig (1.42)
k=3 NPT MUY Pkt T

Nous développons alors l'intégrant en puissances de v/X : a chaque ordre le
calcul est ramené a une moyenne gaussienne de polynémes. A ’ordre dominant
on trouve

—-1/2 .
IO~ (2rX)* [det A<2>] e~ A/, (1.43)

—0
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ot A est la matrice des dérivées partielles secondes :

_ AKX

(2)
(A5 = 83:49:1:J

1.6.1 Fonction génératrice et méthode du col

Nous introduisons la fonetion génératrice des valeurs moyennes (1.28)
Z(b) = / A"z e~ ACITL bime (1.44)

ot A(x) est maintenant une fonction réguliére des x;. Définissons

N =1/Z(0).

Les valeurs moyennes de polynémes avec le poids e=4®*)

(Thy They - - - Thy) = ./\f/d".fz:.rkl:r:k2 oo Tp, e A0, (1.45)

peuvent étre obtenues & partir de dérivées de Z (¢f. équation (1.29)) :

o o 2
Obg, Ob,  Obg,

(Thy Thy -+ - Thy) = N [ Z(b)}

b=0

Méthode du col. Calculons les contributions des deux premiers ordres de
la méthode du col a I'intégrale (1.44). L’équation du col est

04
(’)wi

Nous développons A(x) autour du col x°¢ comme expliqué en section 1.5 et
utilisons le résultat (1.43). Introduisons maintenant W(b), la fonction généra-
trice des cumulants de la distribution qui sont aussi les fonctions de corrélation
connexes (équation (1.30)) :

bi =

W(b) = In Z(b).

Utilisant le résultat (1.43) et l'identité (1.52) : Indet M = trlnM, valable
pour toute matrice M, nous trouvons

2
W(b) = —A(x.) + Z bizi — 1 aaiéw]) (1.46a)
_ 0A(x.)
b= e (1.46b)

Les dérivées successives par rapport & b {se rappelant que x, est une fonction
de b & travers ’équation (1.46b)) calculées & b = 0 sont les fonctions de
corrélation connexes.
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1.7 Techniques algébriques fonctionnelles

Dans la discussion des propriétés algébriques des fonctions de corrélation
les concepts de fonctionnelle génératrice, généralisation de la fonction généra-
trice introduite en section 1.1, et de dérivée fonctionnelle sont extrémement
utiles.

1.7.1 Fonctionnelle génératrice. Dérivée fonctionnelle

Soit {F™(zy,...,2,)},n =0,1,..., une suite de fonctions symétrigues de
leurs arguments. Nous introduisons une nouvelle fonction d'une variable f(x)
et considérons la série formelle en f suivante :

]-'(f)z /da:l Az F™ (. .z flz) .. flzn). (1.47)

nO

On appelle F(f) la fonctionnelle génératrice de la suite de fonctions F),
En fait, nous admettrons plus généralement pour les F(") des distribu-
tions. Dans ce cas, la fonction f(x) doit appartenir & la classe des fonctions
test correspondante et donc étre considérée implicitement comme continue ou
méme indéfiniment différentiable.
Par la suite, nous aurons & calculer des fonctions de corrélation du type

Z0(ty, .. ) = (g(t) .. q(tn))

ot ¢(t) est la position d’une particule au temps # dans un processus aléa-
toire et (o) veut dire valeur moyenne. On pourra alors introduire la fonction
génératrice de fonctions de corrélation

2(f) = Z—i—!/dtl...dth(")(tl,...,tn)f(tl)...f(tn)

-y / dt ...dbn (g(t1) . alta)) F(t1) - F(ta)
n=0

~ (e | [atats])- (1.48)

Dérwée fonctionnelle. Pour calculer une fonction F(™ a partir de F(f),
nous avons alors besoin du concept de dérivée fonctionnelle §/6f(x). La dé-
rivée fonctionnelle est définie par les propriétés qu’elle satisfait aux régles
algébriques habituelles de toute dérivation :

) )
5f( ) [Fi(f) + Fa(f)] = W}—l(f) + Wf2(f)7 )
5 .
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et de plus

é
Wf(x) =d0(z—y), (1.50)

ol §(x) est la fonction (plus exactement distribution) 6 de Dirac.
La dérivée de F(f), par exemple, est

3 mp-3L (n1)
6f(y)]:(f)—nzzon!/dx1...dan Wy, x1,...,20)f(21) ... fzn).

(1.51)
Si I’on dérive maintenant p fois et si 'on prend la limite f = 0, on trouve

L6
F(p) 1,...,Ip = ——e ]:
o= {( [l ) 7}

Remargue. Ce formalisme s’applique aussi lorsque les F(™) ne sont pas des
fonctions au sens strict mais des distributions. Par exemple

F=0

§ df(z) 6 d
f(y) dz _6f(y)ﬂ/d26(w_z)f(z)
d
= 70—y

Ainsi il est possible d’obtenir les équations du mouvement classique asso-
ciées 4 un lagrangien, en annulant la dérivée fonctionnelle de I’action. Consi-
dérons, par exemple, 'action

s@ = [ at [3a0)* - V(o))

Sa dérivée fonctionnelle est

5S ad , . ,
5407) = /dt [q(t)d—td(t —71)—V'(q)d(t — ‘r)] = —g(r) — V'(q(7)).

L’équation 5 /dq(7) = 0 est donc ’équation du mouvement.

1.7.2 Déterminants d’opérateurs

Parfois nous aurons a calculer le déterminant d’un opérateur qui, si né-
cessaire aprés quelques transformations, peut étre ramené au calcul du déter-
minant d’un opérateur de la forme M = 1 4+ K. A condition que les traces
de toutes puissances de K existent, 'identité suivante, valable pour toute
matrice M,

Indet M = trin M, (1.52)
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développée en puissance du noyau K :

o0
—1)pt!

Indet [1+K] =) (it trK?, (1.53)

- P
p.—
peut se révéler utile. Dans le cas ol les opérateurs M et donc K sont repré-
sentés par des noyaux M(z,y) = §(x — y) + K(z,y), les traces successives
s’écrivent explicitement

tI‘Kp =/d.’L‘1---dl‘pK(CL‘l,CL‘Q)K(xz,.Z‘g)"'K(.’L‘p,.’rl).

Remarque. Le déterminant d’une matrice de taille finie n x n, de la forme
1+ MK est un polynéme en A de degré n. Si on le calcule par I'identité précé-
dente, on trouve une série infinie. Exprimant que tous les termes & partir de
lordre n+ 1 s’annulent, on trouve des identités entre les traces des puissances
de la matrice K.

Une application. Soit Hy un hamiltonien quantique avec un spectre discret
de valeurs propres EY) et vecteurs propres |n). Considérons 'hamiltonien
perturbé H = Hg + V. Nous allons calculer le spectre de H au second ordre
dans la perturbation V' en utilisant le développement précédent. Nous posons

1

Go(B) = g—

Nous partons de l'identité

Indet[(H — E)(Ho — E)™! = trln(1 + Go(E)V)

—Zln( © E>

Nous développons maintenant les deux expressions en puissances de V. Au
premier ordre

W)
E,—E

E,=EQ +EY = In ( >= —,
EQ-E/) EY-E

| Vin)

trin(1 + Go(E)V) = tr Go(E)V = Z Ny
Identifiant les résidus des péles & E = E,(,,O), nous concluons
EN = (n|V |n)-

Au second ordre nous posons

E,=EQ +EY + ED.
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Par ailleurs,

trln(l + Go(E)V) =trGoV — & tr(GOV)2
(n|V|n) [ (n|V|m)|?
- Z EO_g 2 Z EQ —E)EQ —E)

Cette expression doit étre comparée a

(1) @) ® \?
n Ey 1 EY;
Zl < © )=Z {0y +Z 6} 5 () .
E,) — E —~E, -E 5"E,-E 2\E, -E

n

On remarque que les podles doubles se compensent entre les deux membres.
De nouveau on identifie les résidus des péles simples. On substitue
1

1 1
(EQ - E)EY -y EQ - EY (E,SO)

1
B E9 _E)
On en déduit le résultat classique de la théorie des perturbations au second

ordre : | V] |2
E(2 mn m
mz#n E(O) E(O)

1.8 Intégrale gaussienne : matrices complexes

En section 1.2, nous n’avons démontré le résultat général (1.5) que dans
le cas de matrices réelles. Nous étendons ici la. démonstration & des matrices
complexes.

La démonstration par diagonalisation, utilisée dans le cas des matrices
réelles, peut se généraliser au cas complexe. Toute matrice complexe symé-
trique A peut en effet se mettre sous la forme

A =UDU7, (1.54)

ol la matrice U est unitaire et la matrice D diagonale positive. Dans l'inté-
grale (1.4), nous changeons alors de variables x — y :

n
xTr; = Z Uijyj.
i=j

Ce changement de variables est une généralisation complexe de la transfor-
mation orthogonale (1.7). L’intégrale (1.4) se factorise alors et le résultat est
le produit de l'intégrale par le jacobien (ici non trivial) du changement de
variables. Donc

Z(A) = (2m)?(det D) "*/2/ det U.
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Mais par ailleurs
det A = det D(det U)?.

Nous en déduisons le résultat (1.5).

Représentation de matrices complexres. L’existence de la représentation (1.54)
n’est peut étre pas universellement connue; comme un exercice nous en rap-
pelons la démonstration.

(i) Décomposition polaire. Toute matrice complexe M a une décomposition

« polaire » :
M=UH, avec U'U=1, H=H" (1.55)

Si la matrice n'a pas de valeur propre nulle, la preuve est simple. La représen-
tation (1.55) implique une relation entre matrices hermitiennes :

MM = H2.

On choisit pour H la matrice (MTM)I/ 2 avec valeurs propres positives. On
vérifie alors immeédiatement que la matrice U = MH ™! est unitaire :

vlu=1.

Cette décomposition en implique une autre équivalente. Une matrice hermi-
tienne peut étre diagonalisée par une transformation unitaire, et donc nous

pouvons écrire
H=VviDVv, Vviv=1,

et D;; = hid;5, hy > 0. Ceci implique
M =UV'DV,
ou dans une notation plus simple
M = U}DUj, (1.56)

ol U; et Uy sont deux matrices unitaires.

(ii) Matrices unitaires symétriques. Nous allons maintenant démontrer une
représentation des matrices unitaires symétriques. Soit une matrice U satis-

faisant
Uviu=1, U=UT.

Nous décomposons U en partie réelle et imaginaire :
U=X+1Y.

Les matrices X et Y sont deux matrices symétriques réelles qui satisfont,
comme conséquence de la relation d’unitarité,

X24+Y? =1 XY-YX=0.
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Deux matrices symétriques réelles qui commutent peuvent étre diagonalisées
simultanément. Les valeurs propres correspondantes (qui sont réelles) {z;, y;}
satisfont
2
"1:12 +yi =1,

que nous paramétrons comme
z; =r;co8f;, y; =r;sind;.

Appelant O la matrice orthogonale commune qui diagonalise X et Y, et
donc U, nous trouvons
U = 0TRWO

avec
i0;
[/[/i- =€t 51'3' y Rij = riéij.

Nous pouvons aussi poser
Vij = €920, & V=wW/20,
et trouvons
U=VTRV, Rdiagonale >0, Vv =1, (1.57)

Nous allons généraliser cette représentation aux matrices symétriques com-
plexes quelconques.

(iii) Matrices complexes symétrigues. Nous considérons maintenant des
matrices complexes symétriques quelconques :

M =M.
La représentation (1.56) doit alors satisfaire
uiDU, = UTDU;,
ou * signifie conjugué complexe. Introduisant la matrice unitaire
W =U,U7,
nous en déduisons la contrainte
D =WDW* < D=W'DW!

Nous multiplions le membre de droite de la deuxiéme équation par le membre
de droite de la premiére (dans cet ordre). Nous trouvons

D’ =W'D’W* & D’ =W'D’W & [W,D? =0.



1. Quelques préliminaires mathématiques 25

La derniére forme de ’équation en termes des composantes s’écrit
(hY = B3) Wiy =0,
(sans sommation sur les indices), et donc
W;; =0 pour h; # hy.

Supposons d’abord que toutes les valeurs propres de D sont simples. Alors W
est une matrice unitaire diagonale :

W,;j = elei (5”

Introduisons ce résultat dans la représentation (1.56), éliminant Uz au profit

de W, nous trouvons
M = UTW*DU;.

Posant finalement
UO — [W1/2]*U1 ,

nous trouvons la représentation d’une matrice symétrique complexe en fonc-
tion d’une matrice diagonale positive D et d’une matrice unitaire Uy :

M = UI'DU,. (1.58)

Si D a une valeur propre multiple, d’aprés (1.56) dans le sous-espace corres-
pondant, la matrice M est proportionnelle & une matrice unitaire symétrique.
Nous utilisons alors le résultat (1.57) et montrons que la décomposition (1.58)
est générale.

Exercices

FExercice 1.1.

Soient deux variables aléatoires x,y corrélées dont on suppose la loi de pro-
babilité gaussienne. On trouve les cing valeurs moyennes suivantes

(#)=@) =0, (&®)=5 (w)=3 @)=2

En déduire les valeurs moyennes (z*), (z%y), (z%y?), (z°), (%), (z*%*) (on
utilisera le théoréeme de Wick).
Quelle est la distribution gaussienne qui conduit & ces valeurs?

Solution.
75,45,28,180, 120,432,

La distribution gaussienne est

e—(ac2 —3xy+5y2)/2 .
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FExercice 1.2.

Soient trois variables aléatoires x,y,z corrélées dont on suppose la loi de
probabilité gaussienne. On trouve les neuf valeurs moyennes suivantes

(2) = (1) = () =0, (2*) = () = (%) =
(y) = b, (22) = (sg) =c

En déduire en fonction de a,b,c les valeurs moyennes <:c4>, <x6>, <x3y>,

(z?y?), {?yz).
Quelle est pour ¢ = 2,b = 1,¢ = 0 la distribution gaussienne qui conduit
4 ces valeurs?

Solution.

(z*) =3a®, (%) =15a%, (2%)=3ab, (2®y?)=a®+20%
(z%yz) = ac + 2be.

Pour ¢ = 2,b = 1,¢ = 0, la distribution gaussienne qui conduit a ces va-
leurs est
exp [— 3 (42° + 4y? + 32% — 4ay)] .

Fzxercice 1.5.

Démontration du résultat (1.5) par méthode itérative. Le déterminant d’une
matrice complexe quelconque A(™ n x n, d’éléments Ag-z) peut étre calculé
de fagon récursive en soustrayant a toutes les lignes un multiple de la derniére
ligne de fagon & annuler la derniére colonne (supposant Aﬁ[}) # 0, sinon il faut
prendre une autre ligne et colonne). Cette méthode conduit 4 la relation entre

déterminants
det A = A det AlP1),

ot A(®~1) est une matrice (n — 1) x (n — 1) d’éléments

AGTD = AP — AW AT /AR =101 (1.59)

nn?

Utiliser le résultat (1.6) pour retrouver cette identité.

Solution. Nous considérons maintenant l'intégrale (1.4). Nous intégrons
sur la variable z,, (supposant Re A, > 0), utilisant le résultat (1.6) :

/dwn €xp ( nnx — Tn Z Anzxz> =
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L’intégrale gaussienne restante devient une intégrale sur n — 1 variables :

n—1 n—1
Z(A) = 4 / jw / <H d:ci) exp | — Z %:Ez (Aij - AinAﬁﬁAm‘) j
nn i=1

2, 7=1

Comparant avec l'identité (1.59), nous remarquons que nous somines en train
de calculer 1/+/det A. Nous concluons

Z(A) = (27)"?(det A) V2. (1.60)

Exercice 1.4.

Evaluer par la méthode du col lintégrale suivante

1
I,(a) = / dzz°™(1 — )",
0
avec f=1—qa, a >0, 8 >0, dans la limite n — oo.
Solution. Le col est z. = o, et donc

In(a) ~ 2ra(l — a) /na™(1 — o)™,

FExercice 1.5.

On considére l'intégrale

Z(g) = /d3q exp B (q; — @)] :

ol le vecteur q a deux composantes g1, go. Calculer cette intégrale pour g — 04
par la méthode du col (cet exercice contient un point subtil).

Solution. Pour plus d’information, voir section 8.3.1 :
Z(g) ~ 47T3/2g1/2 e1/49 .

FExercice 1.6.

Les polynémes de Hermite, qui apparaissent dans les fonctions propres de
loscillateur harmonique, ont une représentation intégrale de la forme

+oo 2
Ha(z) = \/%/ ds e /2 (7 — is)™.

Evaluer ces polyndémes pour n — oo et z réel par la méthode du col.
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Solution. Les polynémes H,(z) sont pairs ou impairs
Hp(—2) = (—=1)"Hp(2).

Nous pouvons donc nous restreindre 4 z > 0.

Posons
A(s) = 1s® —In(z — is).

Les cols sont donnés par

1
Al(s) =5~ P =0 = sy =—3iz++1-2%2/4.
Par ailleurs 1
A'(s) =14 ——— =5>+1.
(s) + GTi)? s° +

1l faut alors distinguer les deux cas 0 < z < 2 et z > 2 (z = 2 exige un
traitement spécial).
(i) z > 2. Il est commode de poser z = 2 cosh # avec 8 > 0. Alors

+6

s. = —iet? = 74

= exp [2ne*?? £nf] .

11 est facile de se convaincre en déplagant le contour que le col pertinent est
s_ (le col s4 est un col entre le trou 4 s = —iz et 'autre col s_) et donc

1

Au contraire pour |z| < 2, les deux cols contribuent. Posant z = 2cosé, on
trouve

exp [ine™? +nf].

1 —2i6 , R
Hp(z) ~ ——— ene " /2470 L conjugué complexe.
n—00 1] —e—2

FEzercice 1.7.
Evaluer par la méthode du col I'intégrale
+o0 5
I.(a) = / dz e ne/2+naz ¢oghm o
—00

en fonction du paramétre réel a dans la limite n — oo. On pourra exprimer
le résultat sous forme paramétrique en fonction de la position du col.

Solution. On observe qu’on peut écrire I'intégrale

+o0
I,(a) = / de e/,

oo

f(z) = —x?/2 + ax + Incosh z.
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La position du col est donnée par
fi(z)=0= -z +a+tanhz,
et
f"(z) = — tanh®(z).

Cette équation a donc une solution unique z{a) pour tout a. Il est commode
de paramétrer le résultat en fonction de z(a). On substitue

a =z —tanhz.
Au col
f(z) =2?/2 — ztanhz + Incosh z,

et donc 12
(2m)
I.(a) = nf(z)
( | tanh z| ¢

On note que la méthode du col ne s’applique pas pour a = 0 ou f”(z) s’annule
au col. Il faut alors développer f(z) jusqu’a l'ordre z* et intégrer directement.






Chapitre 2

L’intégrale de chemin
en mécanique quantique

E FORMALISME D’INTEGRALE DE CHEMIN que nous allons développer dans
le cadre de la mécanique quantique conduit & représenter les quantités
physiques comme des moyennes avec un poids approprié (réel ou complexe)
sur un ensemble de chemins ou trajectoires. Ainsi il donne un sens assez
concret 4 la notion de fluctuations quantiques. En fait nous pourrions définir
la mécanique quantique directement A partir de l'intégrale de chemin, un
point de vue qui ne serait pas sans vertu, mais qui ferait dépendre I’étude
de la mécanique quantique & un petit nombre de particules d’un formalisme
mathématique plus complexe que les équations aux dérivées partielles. Notons
cependant que quand le nombre de degrés de liberté augmente, comme en
mécanique statistique ou en théorie quantique des champs, les mérites de
I'intégrale de chemin finissent par 'emporter largement.

Ici, pour des raisons pédagogiques, nous supposons au contraire que cer-
taines notions de base de la mécanique quantique sont déja connues, tels que
la notion d’espace de Hilbert (la notation des bras et kets étant utilisée pour
les vecteurs), sur lequel agissent des opérateurs correspondant aux différentes
observables, tels que les opérateurs de position, d’impulsion, d’évolution ou
la matrice densité. Par ailleurs, I’évolution des fonctions d’onde est gouvernée
par I’équation de Schrédinger.

Nous allons d’abord décrire une stratégie générale qui conduit & une
représentation des éléments de matrice (dans une base particuliére) d’un opé-
rateur d’évolution par des intégrales de chemin. L’existence d’une telle repré-
sentation est basée sur deux propriétés fondamentales :

— Une évolution markovienne, c’est-a-dire sans mémoire, une propriété ca-
ractéristique de systémes isolés ou sans influence sur leur environnement.

— La localité de I’évolution pour des intervalles de temps courts, une pro-
priété que nous expliquerons plus loin.
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Ces deux propriétés sont satisfaites & la fois par I'opérateur unitaire
e~“H/h (si H est un hamiltonien indépendant du temps) qui décrit ’évolution
en mécanique quantique et 'opérateur statistique e ## qui est la matrice den-
sité & I’équilibre thermique. Mais elles sont aussi partagées par des processus
aléatoires de type diffusion qui n’ont rien de quantique, comme le mouvement
brownien qui est a lorigine de la notion d’intégrale de chemin (intégrale de
Wiener).

Nous appliquerons ensuite cette stratégie a I'exemple le plus simple, le
calcul des éléments de matrice de I’opérateur statistique pour des hamiltoniens
de la forme H = p?/2m + V(§), out §, p sont respectivement les opérateurs de
position et impulsion.

2.1 Processus markoviens locaux

Nous définissons maintenant dans le cadre de la mécanique quantique les
propriétés d’évolution markovienne et de localité.

2.1.1 Evolution markovienne

Soit U(t,t'), t > ¢/, un opérateur borné de l’espace de Hilbert, qui décrit
une évolution du temps ¢ au temps ¢ et qui satisfait une propriété de Markov
dans le temps :

U, t"u’,t')y=U,t") pour t>¢" >t et U, t')=1. (2.1)

Cette propriété, caractéristique aussi de certains processus aléatoires, comme
nous le montrerons en section 5.5, signifie que I’évolution associée a 'opéra-
teur U est sans mémoire, c’est-a-dire que Pévolution du temps t” au temps ¢
ne dépend que de ’état du systéme au temps t” mais pas de ’évolution anté-
rieure.
Nous supposons de plus U(t,t’) dérivable a dérivée continue. Nous posons
ou(t,t) — _HO/E
5| =-Hom
ol A est un parameétre réel, qui sera identifié plus loin avec la constante de
Planck ce qui en justifiera 1'utilité. Nous dérivons alors I’équation (2.1) par
rapport & t et prenons la limite ¢ = . Nous trouvons

oU
hﬁ(t,t') =—-H@®U{,t'). (2.2)
Quand l'opérateur H est indépendant du temps, I'équation se résout formel-
lement : U(t,t') = e~ (¢t H/A,
La propriété de Markov (2.1) permet d’écrire U(t”,¢') comme un produit
de n opérateurs pour des intervalles de temps € = (¢ — t')/n arbitrairement
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petits :
U, ¢)=[[ UF +me,t' + (m—1)], ne=t"—t. (23)

m=1

Le produit (2.3) est ordonné dans le temps comme dans 'équation (2.1).
Quand H est indépendant du temps, U(t + €,t) = e~H/P et on reconnait la,
formule de Trotter.

Notons que les opérateurs U (t + ¢, t) jouent un réle analogue aux matrices
de transfert de la mécanique statistique classique (cf. chapitre 4).

2.1.2 Eléments de matrice et localité

Opérateur position et éléments de matrice. Nous introduisons maintenant
une base qui joue un réle privilégié, la base dans laquelle 'opérateur de posi-
tion 4 est diagonal. C’est dans cette base que nous supposons I’évolution locale
au temps court. Utilisant la notation des bras et kets usuelle en mécanique
quantique, nous notons |g) le vecteur propre de § avec la valeur propre g :

dlg) =qlg)- (2.4)

A tout observable comme la position est associé un opérateur hermitien et
donc les vecteurs propres de § sont orthogonaux :

(dlg) =d(a—q)

{(Comme dans le cas des ondes planes, c’est une base généralisée puisque les
vecteurs n’appartiennent pas a ’espace de Hilbert.) Par ailleurs la base est
compléte, ce qui s’écrit

/dqlq> (¢ = 1. (2.5)

En termes d’éléments de matrice dans cette base, 'identité (2.1) pour
les temps t3 > to > t; prend alors la forme

(g3 Ults, 1) an) = / das (g] Uty t2) 1a2) (2] Ulta, 1) lan)

ol nous avouns utilisé la décomposition de I'identité (2.5). Généralisant cette
identité nous pouvons réécrire Péquation (2.3)

@108 ) f qukH @ lU et Dla1)  (26)
k=1

avec les conventions

te =t + ke, w0=9, ¢gm=4q"
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Dans cette expression, nous pouvons prendre la limite n — o0, ou ¢ — 0,
ramenant I’évaluation de Pexpression (2.6) a Pévaluation asymptotique (avec
une précision suffisante) des éléments de matrice {q|U(t + €,t)|¢") pour des
intervalles de temps infinitésimaux.

Localité de U’évolution auz temps courts. Si Uopérateur H est local dans la
base ot lopérateur de position § est diagonal, ce qui signifie que les éléments de
matrice (g1 |H (t)lgz) ont un support réduit & g; = ¢2, nous pouvons construire
a partir de l'identité (2.3) une intégrale de chemin donnant les éléments de
matrice {¢"|U(t",¢'}|¢"}. En effet, dans cette limite, comme conséquence de
la localité de H, seuls les éléments de matrice avec |¢ — ¢'| < 1 contribuent
de fagon appréciable a 'expression (2.6). Cette propriété est satisfaite quand
Popérateur H(t) s’exprime en termes des opérateurs habituels d’impulsion
et de position P et ¢ de la mécanique quantique : H(t) = H(p,d;t), et est
un polynoéme en . De fagon équivalente, H agit sur les fonctions d’onde
{g|v) = ¥(q) comme un opérateur différentiel.

L’opérateur H. Dans ce cours nous rencontrerons trois types d’opérateurs.

Si Popérateur U décrit I’évolution quantique dans le temps, il est unitaire
et Vopérateur H est anti-hermitien, H = iH, ot H est un opérateur de
type hamiltonien quantique. La localité de 1’évolution quantique est alors en
correspondance directe avec la localité de 'évolution classique. Cette situation
sera abordée au chapitre 9.

Dans ce chapitre, c’est 'opérateur H lui-méme qui est hermitien et
I'interprétation est différente. Par exemple, si H est un hamiltonien indé-
pendant du temps, 'opérateur U(hS3,0) est I'opérateur statistique quantique
ou matrice densité d’un systéme statistique quantique & I’équilibre a la tem-
pérature T = 1/73 (Péquilibre pouvant é&tre induit par un couplage faible 4 un
bain thermique). Nous appellerons néanmoins la variable ¢ temps (ou temps
euclidien), quoique du point de vue de ’évolution quantique ce soit un temps
imaginaire. En effet, si ’on change le temps ¢ en it on obtient ’opérateur d’évo-
lution ordinaire de la mécanique quantique. Le méme prolongement permet
aussi de transposer la partie algébrique des calculs qui suivent & I’évolution
quantique.

Enfin, en section 5.5, H sera I'hamiltonien de Fokker-Planck associé a4 une
équation de diffusion qui est réel mais pas en général hermitien.

2.1.3 Exemple : évolution libre ou mouvement brownien

Nous illustrons ces remarques par I'exemple de 'opérateur statistique cor-
respondant & la particle libre de masse m, qui est aussi I'exemple du mouve-
ment brownien (section 5.5). Nous supposons maintenant que 'opérateur §
est un vecteur 4 d composantes (q € RY).

Pour étudier ce probléme, il est utile d’introduire 'opérateur d’impul-
sion p. Les composantes de q ont des relations de commutation canonique
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avec les d composantes de I'opérateur impulsion p :
[Gors D8] = ihap- (2.7)
L’hamiltonien du mouvement libre peut alors s’écrire
Hy = p*/2m.

Pour calculer les élements de matrice de l'opérateur U(t, ') = e—(t—t") Ho/R 5
est commode d’introduire aussi la base dans laquelle p est diagonal, qui est
reliée a la base des positions par transformée de Fourier.

Transformation de Fourier : convention. Notant |p} les vecteurs dans la
base dans laquelle I'opérateur impulsion p est diagonal, nous définissons la
transformée de Fourier par

/ d%q e9?/" |q) = |p)- (2.8)
Les éléments de matrice de 'opérateur identité dans cette base sont alors
(PP = (p"[P) = (2nh) 5 (p" — p).

En conséquence, dans un produit d’opérateurs en représentation d’impulsion
la mesure d’intégration est d%p/(2wh)? :

o~ et s

— — d —
W0 = [ ot (7 P U )

Par ailleurs, de cette normalisation découle pour les fonctions d’onde 9 (q) =

(qlv) :

(plo) = (0 = [ dlae (@) = v(@) = g [ape/i(p)

Hamiltonien libre. On peut maintenant résoudre 'équation (2.2) en utili-
sant la représentation mixte impulsion-position :

0 — NI LY INEPW
hat<P|U(t,t)|Q> = 2m<p|U(t,t)|01>,
plUW,¢)|q) = e P/,

La solution est

DIU ) |q) = e~id B/h o= (=t )p?/2mh
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Inversant la transformée de Fourier, on en déduit

d 2
@lvla) = [ eger|; (a-a)p- -0 L)
m d/2 1m (q _ q/)2

Ce résultat met clairement en évidence la propriété de localité : quand t—¢' —
0 le domaine ou {(q|U(¢,#')|q') n’est pas négligeable se réduit &4 |q — d'| =

OWE—1).

2.2 Solution de I’équation d’évolution
aux temps courts

Dans la suite de ce chapitre, I'opérateur H(¢) qui apparait dans l’équa-
tion 2.2 est identifié¢ 4 un hamiltonien quantique de la forme

H=p*/2m +V(41), (2.10)

(ol p,q sont des vecteurs & d composantes). De tels hamiltoniens sont lo-
caux, comme tous les hamiltoniens polynomiaux en p. Des hamiltoniens plus
généraux seront discutés aux chapitres 5 et 10.

Nous évaluons alors Pexpression (2.6) dans la limite n — oo, & — 0 & ne
fixé.

En termes des éléments de matrice des opérateurs H et U dans la base |g),
Péquation (2.2) devient une équation aux dérivées partielles qui formellement
est une équation de Schrodinger pour un opérateur d’évolution quantique en
temps imaginaire :

0 PR R N
—h§<QIU(tat)|Q>— —5-VatViat) @U@, t)ld) (2.11)
avec la condition aux limites

(@UE, ) d) =59 (q-dq).

Pour résoudre I'équation (2.11) dans la limite £ — ¢’ — 0, il est commode de
poser

(q|U(t,t")|d') = exp[—o(q,q';t,t')/R].

L’équation (2.11) devient alors

N A
87 = —5-(Vq0)? + 5 -Vio + V(a,1) (2.12)
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Nous savons par la solution (2.9) du cas libre que la solution est singuliére
pour |t — t'{ — 0. Si l’on suppose que les termes singuliers ne dépendent pas
du potentiel, on est amené a poser

—qg)¥ d
olq, q;t, b)) = m%q(t—% + Zhlnf2mh(t = ¢)/m] +o1(q a5t 1), (213)
Les dérivées partielles de o qui apparaissent dans Péquation (2.12) de-
viennent alors

dh

m
0o=—---—-=os(q—q )+ —— it
17 2(t7t’)2(q 0 +2(t—t’)+atal(q’q” &

m
VQO' = m(q - q,) + anl,

dm
2 _ 2
an = _t——_ij + chrl.
Introduisant ces expressions dans 'équation (2.12), on vérifie que la fonction
o1 est d’ordre t — t'. Les termes dominants de I’équation, qui sont d’ordre
[t — #|°, se réduisent a

1
Oior = —m(q— q') Vyo1 +V{(q,1),

ot les termes négligés sont au moins d’ordre ¢ — /. De facon plus suggestive
cette équation peut s’écrire

[(t—1)0 + (@—q') - Vgl or ~ (t — )V (q, ). (2.14)

Introduisons alors un paramétre A et la fonction de ¢(A) obtenue en substi-
tuant ¢ — t' + A(t — t'), g — d' + Mg — d') dans o;. Elle satisfait '’équation

do _
-

Intégrant, on en déduit

A At =V (d +AMa—d),t + At ~1t)).

1
o1 =¢(1)=(t -t / dAV(d + Ma—d), ¢ +AE—t)).
0
Faisons dans 'intégrale le changement de variable A — 7 :
T=t+Alt -1,

et introduisons la fonction q(7) qui correspond & la trajectoire rectiligne qui

relie ¢’ & q & vitesse constante :
Tt

t—t

qa(r) =q + (a—d). (2.15)
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La solution de ’équation (2.14) s’écrit alors

maditt) ~ [ drvia.o). (216)

La contribution libre peut aussi étre exprimée en fonction de q{7) (¢ =
dg/dr) :
m(q _ ql)2 1 /t o
— = [ d .
2ot —¢y 2/, ™4 (7)

On vérifie enfin que la forme (2.13) entraine que la limite de (q|U(¢,¢)| q')
pour t — ¢ — 0 est bien (¥ (q — q'). On en déduit

m d/2
@) = (i) eol-S@m @
avec
S(a) = [ ar [bme () + V(e r)] + 0 (¢~ 17?). (2.18)

Notons que quand le potentiel ne dépend pas du temps, on peut aussi
utiliser la remarque (¢ =¢ — ¢t')

U(he,0) = e~H = g~ e—=V(@+0()

ot le terme d’ordre €2 est proportionnel au commutateur [p?, V(§)] (formule
de Baker-Hausdorf). Prenant les éléments de matrice de deux membres, on
obtient le résultat recherché, pourvu que le commutateur ne soit pas trop
singulier.

Remarque fondamentale. Le terme le plus singulier dans le développe-
ment pour £ =t — ¢ — 0 est (q — q')?/e (qui est indépendant du potentiel).
Ceci implique que le support de I'élément de matrice {qjU (¢ + ¢,t’)|q’) cor-
respond & des valeurs |’ — q| = O(,/€), une propriété typique du mouvement
brownien. De plus pour |q' — q| = O(/€), nous trouvons

oi(a.d;t' +5,t) =eV((a+q)/2,t') + O (e?)
=1e(V(q,t) + V(d, 1)) + O (?) =V (q,t) + O (53/2> ,

si le potentiel est différentiable. Ainsi le remplacement dans le développe-
ment (2.13) de oy par (t —#)V(q,t), par exemple, ne modifie ¢ que par des
termes d’ordre (¢ — ')3/2 qui, comme nous le montrons ci-dessous, sont négli-
geables. Plus généralement, pour que les trois expressions soient équivalentes,
le potentiel doit étre au moins continu, des potentiels plus singuliers exigeant
une analyse particuliére.
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2.3 Intégrale de chemin

Nous introduisons maintenant la trajectoire rectiligne par morceaux définie
par (figure 2.1)
t— 1t

———(Qrs1 —qr) pour tp <t <itpys
tea1 — tk

q(t) =aqx +
qui interpole en temps les variables qi = q(tk).

[

f : : ? | ? ? : b
t' t1 t2\\ tr—1 7% tk+1\\\tn—2 tn1 "

F1G. 2.1 — Un chemin contribuant a I'intégrale (2.19).

Combinant alors Pévaluation aux temps courts (2.17, 2.18) et ’équa-
tion (2.6), nous obtenons (¢ = (t" —t')/n)

T[ dax exp[=S(a,2)/H]  (2.19)

" 7 no_ 1 m dn/Q/
(@ U ) ) = lim (55-)

—00

avec

Sae =Y / "t [Amed () + V(a(®), 8)] + O()
k=0 1tk

= /lt dt [smé?(t) + V(a(t),t)] + O(ne?). (2.20)

L’intégrale sur les variables qi est donc équivalente 4 une intégration sur
les points d’un chemin rectiligne par morceaux du genre représenté dans la
figure 2.1.

Nous observons que les termes négligés dans l'expression (2.20) sont
d’ordre ne?. Dans la limite n — oo, € — 0 avec ne =t/ — ¢’ fixé, ils tendent
donc vers zéro. Quand £ — 0, S(q,¢) a comme limite ’action euclidienne

S(q) = /t "t [Ama(t) + V(a).)] (2.21)

¢’



40 Intégrale de chemin en mécanique quantique

qui est 'intégrale du lagrangien euclidien associé & I’hamiltonien. L’action
euclidienne se distingue de V'action usuelle de la mécanique classique par le
signe relatif entre le terme cinétique et le terme de potentiel. Du point de vue
formel, 'action euclidienne décrit un mouvement en temps imaginaire, ce qui
explique le signe.

Nous prenons alors la limite formelle de expression {2.19) :

q(tll)qul

@ U, t)q) = / [dq(t)] exp [-S(a)/A], (2.22)

(t)=d’

et 'appelons intégrale de chemin puisque le membre de droite implique une
somme sur tous les chemins satisfaisant aux conditions aux limites prescrites,
avec un poids exp [~S/H].

Nous notons par la suite [dq(¢)] (avec des crochets) la mesure d’intégration
pour distinguer les intégrales de chemin des intégrales ordinaires.

Remargue. Dans le symbole [dq(¢)] est cachée une normalisation

n/
= ()"

qui est infinie mais qui ne dépend pas du potentiel. C’est pourquoi, dans
les calculs explicites, nous normaliserons toujours les résultats en divisant
lintégrale de chemin par une intégrale de chemin de référence dont la valeur
est déja connue (le mouvement libre V' = 0 par exemple).

Généralisation. La généralisation de la construction précédente a un sys-
téme de plusieurs particules correspondant & I’hamiltonien

o2
Z P, -
H= 2ma + V(q, t),

est immeédiate et conduit & une intégrale de chemin ou apparait l’action eu-
clidienne correspondante

/dt |: 2ma Qa) + V(q(t))

Discussion. Dans 'action (2.21), les deux termes jouent des réles tout a
fait différents. Le potentiel détermine la contribution des chemins en fonction
de la valeur de q(t) & chaque temps, et détermine les propriétés physiques de
la théorie.

Le terme cinétique [ d¢§? détermine pour sa part I'espace des chemins
qui contribuent a l'intégrale et est ainsi essentiel a l'existence méme de l'in-
tégrale de chemin. Il sélectionne les chemins suffisamment réguliers, c’est-
a-dire comme nous le voyons sur l'expression (2.20), ceux pour lesquels
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[a(t +€) — q(t))? /e reste fini quand ¢ tend vers zéro. Ces chemins sont
typiques du mouvement brownien ou de la marche au hasard. Le terme
cinétique fait en réalité partie de la mesure d’intégration. D’ailleurs, 1’écri-
ture explicite faisant intervenir ¢ est quelque peu formelle puisque les chemins
typiques qui contribuent 4 I'intégrale de chemin sont continus (ils satisfont a
une condition de Holder d’ordre 1/2) mais ne sont pas dérivables.

Cependant, une notation mathématiquement plus correcte serait peu
intuitive. En particulier, il est clairement apparent sur ’expression (2.22)
que les maxima de l'intégrant correspondent aux chemins qui minimisent
Paction (2.21), c’est-a~dire qui satisfont

68 88
=0 avec

g (t) 6qi(t1)0g;(t2) 20

au sens des opérateurs. Ce sont donc des solutions des équations du mouve-
ment classique, ici euclidien (ou en temps imaginaire), qui sont dérivables.
Cette observation est particuliérement pertinente pour £ — 0 ou ces solutions
classiques sont des cols, au sens de la méthode du col appliquée & I'intégrale de
chemin. I’intégrale de chemin est toujours dominée par des chemins non dé-
rivables, mais dans la limite semi-classique A — 0 ces chemins sont concentrés
au voisinage des chemins classiques qui eux sont dérivables.

2.4 Evaluation explicite : intégrales de chemin
gaussiennes

Nous avons défini l'intégrale de chemin comme une limite formelle d’in-
tégrales avec des intervalles de temps discrets. On pourrait donc craindre
qu'il ne faille toujours retourner aux temps discrets pour la calculer. Il n’en
est rien; beaucoup de calculs peuvent étre menés a bien sans faire référence
au processus limite, ce qui fait 'utilité de cet objet mathématique nouveau.
C’est ce que nous allons illustrer ici d’abord avec le mouvement libre puis avec
I’exemple de 'oscillateur harmonique.

2.4.1 Le mouvement libre

Dans le cas du mouvement libre V = 0, Paction euclidienne se réduit a
une forme quadratique en ¢(t) :

S@= [ 4mi o

’

et conduit donc & une intégrale de chemin (2.22) gaussienne. Pour la calculer
explicitement, il suffit d’adapter la méthode expliquée en section 1.2. Le réle de
la matrice A de Iintégrale (1.4) est joud ici par 'opérateur différentiel —md?,



42 Intégrale de chemin en mécanique quantique

comme une intégration par parties du terme (§)? le montre. Comme c’est
un opérateur différentiel, le déterminant, ainsi que l'inverse, dépendent des
conditions aux limites, et ceci constitue la différence principale par rapport
au calcul avec un nombre fini de variables.

Pour calculer 'intégrale, nous changeons de variables ¢(t) — 7(¢) (une
translation & chaque temps ¢) :

q(t) = gqe(t) + (), (2.23)
ou la fonction ¢, satisfait aux conditions aux limites
t)=¢, q(t")=q¢" = r{)=rt")=0. (2.24)

L’action devient

S(ge+7) = S(ge) + S(r) +m / d e (1)(1).

’

Le terme linéaire en r peut se réécrire

t” t”
/ G (B)P(t)dt = — / G (D), (2.25)
¢ ¢

ou, dans l'intégration par parties, les conditions aux limites (2.24) ont été
utilisées. Le terme linéaire s’annule donc si la fonction g.(¢) est une solution
de I'équation du mouvement classique libre

m.(t) = 0.
La solution qui satisfait aux conditions (2.24) est

! t—t "
%(t) =9 + m(q

~4q).
On en déduit @ )
miqg —q
S(g) = o —y
Comme le changement de variables est une translation, le jacobien de la trans-
formation est égal & 1 et [dg(t)] = [dr(¢)]. Nous obtenons donc

(" —t"Vb2 /2mh m (q//_ql)z
e g — ey |- D

ol
t”

N = / [dr(t)] exp l—% ’ dtv‘Q(t)] (2.26)

avec r(t') = r(t””) = 0. Comme la normalisation A est indépendante de ¢’, q”,
I’expression est cohérente avec le résultat exact (2.9). L’intégrale de chemin N
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est la valeur de (¢"|e~(t"~t)8°/2mh| 0\ pour ¢/ = ¢ = 0. Pour la déterminer,
il faut soit revenir & des intervalles de temps discrets, soit utiliser une infor-
mation indépendante.

En présence d’un terme de potentiel, on ne peut plus faire le calcul exact
en général. Cependant, aux temps courts, le terme cinétique est dominant.
Dans le terme de potentiel, & ’ordre dominant on peut remplacer ¢(t) par la
trajectoire classique ¢.(t). On retrouve alors exactement la forme (2.18) de
’action.

2.4.2 L’oscillateur harmonique

Nous considérons maintenant 'hamiltonien de I'oscillateur harmonique

1 1
Ho = —p° + —mw?§>. 2.97
0= 5D + gmwd (2.27)

L’action euclidienne correspondante est

tll
Solq) = / (%qu + %mw2q2) dt, (2.28)
t(

qui est encore une forme quadratique en g(t). En conséquence, Pintégrale de
chemin (2.22)

q(tll):q//
(" [Uo(t".¢)| ) = / [dg(t)] e=Sot@/n, (2.20)

q(t')=q’
est encore gaussienne. Le role de la matrice A de U'intégrale (1.4) est joué ici
par Vopérateur différentiel m(—d?+w?). Il est de nouveau utile de décomposer
le calcul en plusieurs étapes. La partie la plus simple et la plus utile du calcul
est la détermination de la dépendance explicite dans les conditions aux limites,
c’est-a~dire en ¢, q".
Nous changeons de variables ¢(t) — r(t) (une translation) :

q(t) = qc(t) + r(0), (2.30)
ou la fonction ¢, satisfait aux conditions aux limites 2.24. L’action devient

t//
Soge +7) = Solge) + So(r) +m [ dt (4e(t)F(8) + w?qe(t)r(1)) -
tl
Dans le terme linéaire en r nous intégrons par parties (équation (2.25)). Nous
choisissons la fonction g.(t) solution de I’équation

—mde + mw?q, =0, (2.31)

de sorte que le terme linéaire en r(¢) s’annule. On reconnait que ¢.(t) satisfait
I’équation du mouvement classique associée & 'action Sy, c’est-a-dire & un
potentiel harmonique inversé —%mw?q2 (le signe — est di au temps euclidien).
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L’action 2.28 se réduit alors 4 la somme de deux termes :

So(q) = So(ge) + So(r), (2.32)
oll Sp(g.) est laction classique de la trajectoire. L'intégrale de chemin devient
(q"|Uo(t",t) |g') = N{w, ) e~ 5@/ (2.33)

Nw,7)= /[dr(t)] exp [__lh-/t, dt (3mr?(t) + tmw?r?(8)) |, (2.34)

ou les trajectoires satisfont aux conditions aux limites (2.24) : r(¥') =
r(t") = 0.

L’action classique. Nous calculons maintenant Sp(g.) explicitement. Po-
sant 7 = ¢’ — t/, nous pouvons écrire la solution

2c(t)
Une intégration par parties,

/fﬁ=w—/M%

combinée avec I'équation du mouvement (2.31), simplifie le caleul de Sp(g.).
On trouve

= 5D [¢' sinh(w(t” —t)) + ¢" sinh(w(t — )] . (2.35)

mw

Solge) = [(q’2 + q"2) coshwr — 2q'q"] . (2.36)

2sinh wr
Normalisation. L’intégrale gaussienne restante sur r(f) ne dépend plus
de ¢’,q” et n’engendre qu'une normalisation. Comme le calcul direct fait ap-
paraitre un facteur infini, et pour des raisons essentiellement pédagogiques,
nous n’acheverons le calcul qu’en section 2.7.
Le résultat explicite est

1/2
@' 1Us(t",8) 1) = (5

27k sinh wt
mw

X eXp{—m [(ql2 + q//2) cosh wr — 2q’q"]} .

(2.37)

2.5 Fonction de partition.
Fonctions de corrélation
Dans les sections qui suivent, nous discuterons d’abord une des quantités

les plus simples : la fonction de partition quantique. Nous introduirons ensuite
les fonctions de corrélation associées a la mesure e=5/",
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Le potentiel, dans cette section, est indépendant du temps.

Fonction de partition quantique. La fonction de partition quantique
Z(B) = tre PH (3 est 'inverse de la température) a une représentation sous
forme d’intégrale de chemin qui se déduit immédiatement de la représentation
des éléments de matrice de 'opérateur statistique e"?#. En effet

Z(B) =tre P =trU(hB,0) = /dQ" dq'8(¢" — d') (a"|U(RB,0) |q") -

Nous utilisons maintenant pour {¢”|U(kg3, 0)|q'} la représentation par intégrale
de chemin (2.22). La fonction § et les deux intégrales sur ¢’ = ¢(0) et ¢” =
g(hf3) impliquent que 'intégration porte sur tous les chemins satisfaisant aux
conditions aux limites périodiques ¢(0) = ¢(hB), et sur toutes les valeurs
de ¢(0) :

29 - | (dg(t)] exp [~S(q)/H] . (2.38)
q(0)=q(k3)

De fagon équivalente, cela signifie que la sommation porte sur tous les che-
mins fermés sans restriction, ou sur toutes les fonctions ¢(t) périodiques de
période Af3.

L’action (2.21) dépend maintenant implicitement de £ :

12}
S(q) =/O dt [2md(t) + V(a(t))] -

Changeant ¢ en ¢/h, nous pouvons la réécrire
g 2 2
S(q)/h= /0 dt [2ma(t)/h* + V(a(t)] - (2.39)

Limite de basse température. Dans la limite 8 — oo (basse température), la
fonction de partition pour un systéme avec fondamental isolé fournit 'énergie
Ey du fondamental :

1
lim - In2(8) = —Eo.
gim 5 Z(5) o

Nous utiliserons cette remarque plus systématiquement au chapitre 3.

Notons que dans l'intégrale de chemin on peut imposer les conditions aux
limites & t = £/3/2 aussi bien qu’a t = 0 et ¢ = 3. Comme laction est
invariante par translation du temps, les résultats sont identiques. Cependant,
dans la limite § — oo, dans un cas nous sommes amenés a intégrer sur tous les
chemins avec t > 0 et la condition initiale g(0) = 0, alors que dans le second
cas nous obtenons un formalisme explicitement invariant par translation dans
le temps. Le second formalisme est clairement plus simple.

Fonctions de corrélation. L'intégrant e S(0/% dans l'intégrale de che-
min (2.38) définit une mesure positive sur les chemins périodiques. A cette
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mesure correspondent des valeurs moyennes

(at)a(t2) .. q(tn)) = Z271(B) /[dQ(t)]Q(tl)Q(t2) -+ q(tn) exp[~S(q)/H]
(2.40)

avec ¢(3/2) = q(—B3/2), on la division par la fonction de partition correspon-
dante Z(03) assure que (1) = 1. Une interprétation physique de ces valeurs
moyennes appelées fonctions de corrélation sera donnée au chapitre 4.

Une fonction de corrélation qui dépend de n temps différents sera appelée
par la suite fonction a n points.

I1 est possible bien str de définir des fonctions de corrélation correspondant
& des conditions aux limites différentes, mais pour des raisons pédagogiques
nous ne les étudierons pas, les expressions explicites dans le cas des intégrales
gaussiennes étant nettement plus compliquées.

2.6 Calcul de l'intégrale de chemin gaussienne
générale

En section 1.2 nous avons montré comment déduire de l'intégrale gaus-
sienne avec terme linéaire toutes les valeurs moyennes avec poids gaussien
(expression (1.8)). Nous allons maintenant généraliser cette méthode.

2.6.1 Intégrale de chemin gaussienne générale

Nous considérons 'intégrale de chemin
trUs(r/2,-r/2:0) = [lda®)expl-Sa(a.b)/n] 241

avec conditions aux limites périodiques : ¢(7/2) = q(—7/2) et
/2
Solad)= [ at[imde)+bmaie® —b0an]. (242
—7/2

L’intégrale est une fonctionnelle de b(t). Pour la calculer, nous éliminons
d’abord le terme linéaire de Sg(q,b). Nous faisons de nouveau un change-
ment de variables ¢(t) — r(t) (translation) :

q(t) = q.(t) +r(t), q.(7/2) =q.(—7/2) = r(7/2) =r(—7/2), (2.43)
oil la fonction g¢.(t) va étre déterminée ci-dessous. Alors
/2

Sc(g,b) = So(r)+Sc(ge, b) +/ dt [ch(t)f(t) + mwzqc(t)r(t) — b(t)r(t)] .

—7/2
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Dans le terme linéaire en r nous intégrons par parties :

T/2

T/2
/ dt QC(t)f'(t) = Q"C(T/Q)T'(T/2) - QC(_T/Q)T(—T/Q) - / dt ijc(t)?”(t)-

—7/2 —7/2

Tenant compte des conditions (2.43) : (7/2) = r(—7/2), nous voyons que le
coeficient du terme linéaire en r s’annule si la fonction q.(t) est solution de
I’équation du mouvement classique

—Ge(t) +wqc(t) = b(t)/m

avee §.(7/2) = ¢.{—7/2). La solution satisfaisant aux conditions aux
limites (2.43) peut s’écrire

/2
g(t) = ;1; A= et (2.44)

oil la fonction A(t) est solution de ’équation
A+ WA =6() (2.45)
avec les conditions aux limites périodiques
A(1/2) = A(=7/2), A(1/2) = A(-1/2).

On trouve
1

Alt) = 2w sinh(wT/2)

cosh(w(r/2 — |¢])). (2.46)

La fonction A(t), qui joue un role essentiel dans les développements pertur-
batifs autour de Poscillateur harmonique (cf. section 2.8), est aussi appelée
propagateur. Elle a une limite simple quand 7 — oo,

At) = 2—1& ol (2.47)

qui est la transformée de Fourier de la fonction 1/(s? + w?) et la solution de
I'équation (2.45) avec des conditions de décroissance a l'infini.

L’équation (2.44) est Panalogue continu de léquation (1.9). Le noyau
A(t1 —t2) est I'inverse de 'opérateur —d? +w? avec conditions aux limites pé-
riodiques. 1l ne dépend que de la différence t; —t; parce que les conditions aux
limites périodiques sont invariantes par translation, Uintervalle [0, 7} pouvant
alors étre identifié & un cercle et le temps 4 une variable de type angulaire.
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Nous en déduisons

T/2
Sc(gerb) = / dt [Lmd2(t) + bmw 2 () — b(£)a.(t)]

/2
= [ dtate) [4mi(o) + dmota.te) - b(o)

=gm /., dtdu b(t) At — u)b(u).

L’intégrale résiduelle sur le chemin r(t) donne une normalisation qui est égale
a la fonction de partition tre~ 7o/ (squation (2.27)) :

trUg(7/2,—71/2;b) = tr e "Ho/h g=Sc(geb)/h
Substituant © = A8, nous trouvons

Z26(B,b) = trUg(hB/2, —hB/2;b)
R3/2

= Zo(B) exp {5171-15 /—hﬁ/z dudv A(v — u)b(v)b(u)| , (2.48)

ot Zo{B3) est la fonction de partition de 'oscillateur harmonique (2.27) qui se
déduit de Vexpression (2.37), mais que nous allons calculer directement plus
loin (équation (2.55)).

2.6.2 Fonctions de corrélation gaussiennes,
théoréme de Wick

La fonctionnelle Zg(0,b) engendre les fonctions de corrélation (équa-
tion (1.48)) correspondant & la mesure gaussienne [dg]e So(@/% (gqua-
tion (2.28)). En effet, si nous appliquons 'identité (la définition de la dérivée
fonctionnelle a été donnée en section 1.7)

a1 [ @tb0a0)] =attexs [ [ aeoouto)]

a lintégrale de chemin (2.41), nous trouvons

sy 200 = [ alatt) expl-Sata. )/

et, plus généralement, par dérivations successives

P

w11 sy 2680 = [ ] Latty)exp (~So(a,0)/1).

j=1 j=1
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Dans la limite b = 0, nous pouvons ainsi engendrer toute fonction de corréla-
tion :

E(Sb?tj) Za(B. / [dq] Hq exp[—~So(g)/h] (2.49a)

—Zo(ﬁ)( (tl)Q(tZ)--- (to))o (2.49b)

ol (s), signifie valeur moyenne avec la mesure e~50/%,

Plus généralement, un opérateur différentiel F(hd/6b) engendre dans le
membre de droite la valeur moyenne de la fonctionnelle F(q) :

F(350)26(5, W)z = [[aOIF @ expl-Sol@)/h. (250

Dans le membre de gauche de 'équation (2.49b), nous remplagons maintenant
Zg(b, B) par le résultat explicite (2.48) et obtenons

(teatts)-altyo = [y o0 | g [ dudo) a0 - )

J=1 b=0

En particulier, la dérivée seconde donne la fonction de corrélation & deux
points

52
36(£)3b(w)

Plus généralement, ’action de la dérivée fonctionnelle sur 'exponentielle de
la forme quadratique fait apparaitre un facteur b :

Z6(5,b) =£Au-m (2.51)

b=0

th?tl) exp [2 h/dudv A(v —u)b(v )b(u)}

E /dU1 A(tl — ul)b(ul)
X exp {5% /du dv b(v)A(v — u)b(u)| .

Les arguments de la section 1.2 s’appliquent alors directement. Les seuls
termes qui survivent dans la limite b = 0 correspondent & des appariements
de toutes les dérivées fonctionnelles. Nous retrouvons une propriété caracté-
ristique de la mesure gaussienne. Comme nous I'avons déja expliqué, toutes
les fonctions de corrélation s’expriment en termes de la fonction & deux points
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ainsi que le montre le théoréme de Wick :

£
ot atto = Y (2] Al ~th)Aer, - tr)

P{1,2,...4}

= Z (‘Z(tPl )Q(tpz)>0 s <Q(th—1 )q(tPe)>0 ) (2'52)

P{12,..0)

ou P{1,2,...£} sont tous les appariements possibles de {1,2,...¢}.

Régularité des chemins génériques. Les résultats précédents nous per-
mettent de calculer la valeur moyenne de la quantité

_2h
o_m

((alt+2) - a)")

Pour € — 0, nous trouvons

[A(0) — Ale)] -

((at+ )~ a)”), ~ el (259)

0
Ce résultat confirme que la trajectoire générique n’est pas dérivable (mais
cependant continue), et que le comportement de g(t + &) — ¢(t) pour € — 0
ne dépend pas du potentiel mais seulement du terme cinétique de 'action.
11 implique aussi que 'action moyenne (S(g)) est infinie, & cause de la diver-
gence du terme cinétique. Une démonstration plus générale, valable pour tout
potentiel, est donnée en section 4.5.2.

2.7 Oscillateur harmonique :
la fonction de partition

Nous sommes maintenant en mesure de compléter le calcul de la fonction
de partition Zy(3) de loscillateur harmonique qui donne la normalisation.
Nous commengons par déterminer sa dépendance dans le paramétre w. Dé-
rivant U'intégrale de chemin (2.29) avec conditions aux limites (2.38), nous
trouvons

4 _ 1 ~so(gy/n 050 _ / ~So(a)/h / M
5o 28 =~ [lddle 00— T [age T

avec ¢(3/2) = q(—p3/2). Divisant les deux membres par Zy(3), nous obtenons,
par définition de la valeur moyenne gaussienne avec poids e~ S0(9)/%,

9  w hB/2 B _ hpcosh(whf/2)
o0 = [, 0= s = R

(2.54)
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ol la forme explicite (2.46) a été utilisée. Donc

Z0(8) = N e

sinh(GBhw/2)
Pour des raisons dimensionnelles, A/’ est un nombre pur. Il peut étre obtenu
en prenant la limite 3 — 0o, ofl on doit trouver e #Fc_ Le résultat complet
est donc
1 e Bhw/2

T 2sinh(BAw/2) 1 —e—Bhw’
ol nous reconnaissons en effet la fonction de partition de P'oscillateur harmo-
nique.

Zo(8) (2.55)

Normalisation de lintégrale gaussienne. L’équation (2.33) permet de relier
la normalisation de l'intégrale de chemin a la fonction de partition Z5(3) de
Poscillateur harmonique. Prenant la trace de Uy(h3,0), on trouve

Zo(8) = tr Up(hB, 0) = / dq (a| Uo(hB,0) |q)

wh 1/2
=Nw8) (mw tanh(ﬂhw/Z)) ‘ (2.56)

Ceci compléte le calcul de la normalisation dans l'expression (2.37).

2.7.1 Calcul direct de la fonction de partition gaussienne

11 est utile, surtout en vue de développements semi-classiques (solitons,
instantons), d’introduire une méthode de calcul plus directe. Toutefois, comme
nous nous attendons & des problémes de normalisation infinie dans ce cas, nous
faisons d’abord le calcul en utilisant des intervalles de temps discrets. Nous
posons ici i =m = 1. Alors

n—1
Z5(8,€) = (2me) /2 /dqodqné(qn ) / H dgg e~ 5005 (2.57)
k=1

ol un choix possible de l’action avec intervalles de temps discrets est

n 2
— Qh— 1
Solg,e) = E [———(Qk 9-1) + Esw‘?q,%:! )

2¢e
k=1

L’utilisation de la forme (2.18) aurait donné

n 2

— G 1

Solg,e) = E [——(qk Qqsk 2 + gewz(q;‘i_l + 43 +qk1qk)] ; (2.58)
k=1

ce qui est équivalent dans la limite ¢ — 0 et |gx — qr—1| = O(V/E).
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La fonction 8y est une forme quadratique dans les variables ¢, qu’il est
particuliérement simple de diagonaliser. En effet, les conditions aux limites
périodiques impliquent ’invariance par translation. Nous introduisons donc
un développement en séries de Fourier, posant

1 n—1 ]
gk = n Z eZimht/n ¢, (2.59)
£=0

avec les conditions de réalité

cop =Cy, Cn—g=2=Cyp. (260)

Alors .
So(g,e) = Z & [(1 — cos(2me/n)) /e + tw’e] ¢, (2.61)

£=0

ol les relations d’orthogonalité

1 n—1
- E :eZzﬂkZ/n —
n

k=0

ont été utilisées. Ces relations montrent aussi que la transformation est uni-
taire et le jacobien du changement de variables est une phase.

L’intégrale a maintenant la forme (6.3), mais la relation (2.60) implique
que seule une moitié des variables complexes est indépendante. On trouve

1 pour £=0 {mod n),

0 autrement,

n—1 -1/2

Z0(B,¢) = (26)™™/? lH (1 — cos(2mé/n)) /e + Lw’e . (2.62)
=0

Le produit peut étre calculé explicitement. Posant
coshf = 14 w?e?/2,

on obtient

(2e)"

identité qu’on peut vérifier en comparant les racines des deux polyndémes en
cosh @ ainsi que leurs comportements asymptotiques.
Dans la limite ¢ — 0 avec ne = 3 fixé, né — [w et donc

n—1
H [(1 - cos(2nt/n))/e + Fwe] = 2 (coshnf — 1),
=0

e—Bw/2
20(8) = T

On retrouve la fonction de partition de Poscillateur harmonique.
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2.7.2 Calcul avec temps continu

Le calcul avec intervalles de temps discrets suggére comment, faire un calcul
directement dans le continu. Nous suivons en fait directement la méthode de
la section 1.2, et calculons le déterminant de 'opérateur différentiel A =
—d? + w? avec des conditions aux limites appropriées. Dans la limite continue,
le changement de variables (2.59) devient un développement du chemin sur
une base de fonctions périodiques sur (—3/2, 3/2) de carré sommable :

__18 § ce e2i1r€t/,3’ c_g = Gy,
£

et orthonormées pour que le jacobien soit trivial :

[dg(t)] — deo [ ] deedey. (2.63)

£>0

L’action devient

So = tw 00+ZCg(w + 47202 /3%)cy.
e>1

L’intégration est immédiate et donne

20(8) 5 TT (e + 4n22/8%) 7" (2.64)

2>1

Une difficulté apparait cependant : le produit infini du membre de droite
de Péquation (2.64) est divergent. Cette divergence est liée au facteur in-
fini contenu dans la mesure d’intégration : comme nous ’avons plusieurs fois
souligné, il est nécessaire de diviser 'intégrale de chemin par une intégrale
de référence pour obtenir un résultat fini. Nous ne pouvons pas choisir ici
I'intégrale du mouvement libre parce que la fonction de partition est infinie
dans ce cas. Par contre, nous pouvons comparer les intégrales de chemin pour
différentes valeurs de w ou prendre la dérivée :

8 1 2w _ B
o n2(B) =—— - ;} w? +4n202/32 2tanb(wB/2)’

ce qui est le résultat (2.54).

Autre méthode de calcul. De fagon & montrer la robustesse du calcul avec
temps continu, nous faisons le méme calcul par une autre méthode (pour
w = 1). Nous éliminons d’abord la valeur & ¢ = +(3/2. Appelons A cette
valeur :

q(=B/2) = q(8/2) = X (2.65)

La solution ¢, de 1’équation

Af=—ft)+ ft) =
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avec les conditions aux limites (2.65) est

cosht
%(t) = /\cosh(ﬁ/2) ‘

Changeons alors de variables ¢(t) — r(t) :
q(t) = qc(t) +r(t) = r(=5/2) =7(8/2) = 0.

Nous trouvons

So(a) = tanh(8/2)X + So(r).

Nous devons maintenant chercher les valeurs propres de A agissant sur les
fonctions s’annulant aux extrémités de Uintervalle {~3/2, 3/2]. Soit f(¢) une
fonction propre avec une valeur propre a :

Af=—ft)+ f(t) = af(t).

Nous n’intégrons que sur les fonctions qui satisfont la condition aux limites
F(B/2) = f(—B3/2) = 0. Les solutions sont

fe(t) = /2/Bsin(¢n(t — 3/2)/8) = a¢ =147/,

pour tout entier £ > 1.
A une normalisation prés, le résultat de 'intégrale de chemin est le résultat
de l'intégration sur A et du produit des valeurs propres :

Zo(8) x 1/4/tanh(3/2) det A.

Du calcul discret, nous savons qu’une normalisation doit étre factorisée et que
la partie non triviale est

H(l + B%/70?) = sinh /.

£>1

Alors
sinh(8) tanh(3/2) = 2sinh®(3/2).

Le résultat est donc proportionnel & 1/sinh(3/2), qui est bien le résultat de
Poscillateur harmonique.

2.8 Oscillateur harmonique perturbé

Considérons ’hamiltonien

m o 2
= o+ T+ (), (2.60)
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oll nous supposons que la perturbation
VI(Q) = Z Unq”
n=1

est un polyndéme dans la variable ¢, méme si certains résultats se généralisent
au cas de toute fonction développable en puissances de g.

La fonction de partition correspondante est donnée par (dans cette section
nous posons i = 1)

8/2
Z(B8) = /[dq] exp {— / [%mcf(t) + %mwzqz(t) +W (q(t))] dt} (2.67)

-8/2

avec g(—3/2) = q(8/2).
L’intégrant (2.67) peut étre développé en puissances de Vi(gq), ce qui
conduit a

e . <[/ dtVI(q(ﬂ)D

k=0 0
= (—kﬁ)k /dtldtg At (Vi(g(®) - Vi(a(te))y -
k=0 '

ol (e), signifie moyenne par rapport 4 la mesure gaussienne e~So/% (équa-
tion (2.28)) avec conditions aux limites périodiques. Les arguments donnés en
section 1.2 s’appliquent immédiatement ici aussi. Si Vi(q) est un polynome, les
termes successifs du développement peuvent étre calculés systématiquement
en utilisant le théoréme de Wick (1.17) sous la forme (2.52). Ceci fournit la
base de la théorie des perturbations.

Ezpression formelle. Une généralisation des identités (1.21, 1.23) conduit
4 une représentation formelle du développement perturbatif. L’application de
lidentité (2.50) avec

8/2
F(q) = exp [—/ Vl(q(t))dt} ,

—-B/2
conduit & la représentation

si= ol [ ) o)

ou la fonctionnelle Zg (b, 8), qui correspond a l’action (2.42), a été calculée en
section 2.6. En terme du résultat explicite (2.48), on trouve

ZZo((ﬁﬂ)) - {_ /[:/2 o (%@) }

B/2
X exp li / dudv b(uw)A(u — v)b(v)jl

Zm J_p/2

, (2.68)
b=0

(2.69)

b=0
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Théorie des perturbations et minimum du potentiel. A toute décomposition
du potentiel en une somme d’un terme quadratique et d’un reste Vi(q) est as-
socié un développement perturbatif. Toutefois, 'intégrant est maximum dans
le voisinage des chemins qui minimisent I’action. Clairement, les fonctions pé-
riodiques qui minimisent ’action sont les fonctions constantes q(t) = qo, pour
minimiser le terme cinétique, dont la valeur gy minimise le potentiel V(q)
et donc

V'(g0) =0, V"(g0) > 0.

La décomposition optimale consiste alors & poser

V(g) = V(go) + 2V"(q0) (q — 90)* + Vi(a),

Des problémes particuliers sont associés 4 la dégénérescence du minimum du
potentiel.

2.9 Développement perturbatif
en puissances de h

Dans cette section, nous rétablissons la constante de Planck /. Nous consi-
dérons un hamiltonien général de la forme

1
H=_—p*+V(qg), 2.70
=7 +V(9) (2:70)
ou le potentiel V(g) est un polynéme avec un minimum unique a ¢ = 0 tel
que

V(g) = 3mu’q® + Vale), Vilg) = O(d®).

Nous avons déja discuté en section 2.8 le calcul perturbatif de la fonction de
partition dans un développement en puissances de 'interaction Vi(q) et sou-
ligné l'utilité de développer le potentiel autour de son minimum. Il existe une
maniére naturelle d’organiser un tel développement perturbatif comme un dé-
veloppement en puissances de A. Il se distingue du développement perturbatif
simple dés que le potentiel perturbant Vi n’est pas un mondéme.

Tout développement en puissances de A peut étre qualifié de semi-classique.
Mais en fait le développement décrit plus loin en section 2.10 correspond mieux
a l'idée d’une approche semi-classique.

Nous considérons la fonction de partition Z(3) et posons 3 = 7/h. Alors

2(/m = | de@lep-S@/m, @)

a(-7/2)=q(7/2)

ol S{q) est l'action euclidienne :

/2
s@= [ [imd)+v(e)]d 272)
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Nous calculons maintenant l'intégrale de chemin dans la limite formelle # —
0 A 7 fixé. Du point de vue semi-classique, cette limite correspond bien a
Fi — 0, mais en méme temps 8 = 7/h — o0, c’est-a-dire de fagon corrélée la
température tend vers zéro, ce qui privilégie les petites oscillations autour du
minimum classique et les excitations proches du fondamental quantique.

Dans cette limite, l'intégrale de chemin a exactement la forme qui permet
'utilisation de la méthode du col (cf. section 1.5). Comme g = 0 est le mini-
mum absolu et non dégénéré du potentiel V, I'intégrale de chemin est dominée
pour i — 0 par le col ¢(¢t) = 0 qui minimise a la fois le potentiel et le terme
cinétique. Les termes les plus importants de 'intégrant peuvent étre identifiés
en faisant le changement d’échelle sur les chemins g(t) — Vhg(t). Alors

m T/2 /2

S(g)/h = 3/, [¢%(t) + w?g?(t)] +%/_ /zdtVI(q(t)\/ﬁ).

Comme Vi(gv'h)/F est au moins d’ordre V&, l'ordre dominant est la fonction
de partition de loscillateur harmonique. Aux ordres suivants, I'intégrale peut
étre calculée en développant 'intégrant en puissances de V; et intégrant terme
a terme. Ceci conduit & un développement perturbatif de Z(7/h) qui peut étre
réorganisé comme un développement en puissances de k. Notons que les termes
de degré ¢" du potentiel ne contribuent qu’a l'ordre #%/2~1, En particulier,
il devient alors possible de définir un développement perturbatif pour tout
potentiel analytique, car a tout ordre fini en A, seul un nombre fini de termes
du développement en série de Taylor de Vi(¢) contribue.

2.10 Développement semi-classique

Par contraste, dans la limite formelle 2 — 0 & 3 fixé, on s’attend a ce que
la fonction de partition quantique tende vers la fonction de partition classique.
C’est ce que nous allons montrer en calculant le terme principal et la premiére
correction du développement semi-classique de la fonction de partition 2.38.
En particulier, comme A a une dimension, le paramétre de développement doit
étre de la forme £ divisée par une action. Le calcul va permettre d’identifier
le paramétre sans dimension du développement.

La fonction de partition est donnée par

2(9) = [laexp -S(@)/1, (2.73)

ol les chemins satisfont maintenant a des conditions aux limites périodiques :
q(0) = q(B) et (équation (2.39))

¢
S@)/h= /0 dt [Lm@ (/R + V(a(1))] - (2.74)
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Pour % — 0, le terme dominant de 'action est le terme cinétique. Les trajec-
toires dominantes sont donc celles pour lesquelles ¢ = 0, ¢’est-a-dire toutes les
trajectoires constantes. Au sens de la méthode du col, on trouve donc une fa-
mille & un paramétre de cols dégénérés. Pour tenir compte de cette propriété,
il est commode de calculer d’abord 1’élément de matrice diagonal

(ol € |qo0) = / () exp [-S(a)/H],  (275)
q(0)=q(B)=q0

auquel un seul col contribue : ¢(t) = go. Aprés la translation q(t) — q{t) + qq,
Iintégrale de chemin devient

(g0] ¢ |qo) = / [dg(t)] exp [-S(q)] (2.76)
q(0)=q(8)=0
avec ﬂ
Y(q) = /D dt [Amd® (t)/R? + V (q0 + q(1))] - (2.77)

Avec ces conditions aux limites, g{t) est formellement d’ordre %, et on peut
donc développer le potentiel en puissances de ¢(t) :

V{go +q(t)) = V(go) + V'(q)a(t) + 5V"(90)d*(t) + O(h®),
et calculer les contributions correspondantes perturbativement. On développe

donc 'intégrant dans U'intégrale (2.76) :

8
(a0l €= |qo) = N(B)e~PV(®@) 11 — V’(qo)/O dt (a(t))o + 3(V"(g0))”

I 8
« [ atdutatvat) - 1) | dt<q2<t>>0+0<h3>},

ol (e), signifie valeur moyenne avec la mesure correspondant & ’action libre
So(q) = 3m [ dt¢*(t)/h.

Les différentes contributions font intervenir la fonction a deux points
A(t,u) correspondant a l’action libre avec les conditions aux limites ¢(0) =

q(8)=0:

2 B
(a0l =" ao) = N(B) &2/ ) |14 (V" (o))" / Alt, u)dtdu
0

B
—%V”(qo) /0 A(t,t)dt+0(h3)].
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La normalisation est donnée par

o —ole=022m |, _ gy — [ 9P —pp?/2m
N(B) = la=0les g 0y = [ e

1 m
=7 /%, (2.78)

c’est-a-dire I'expression libre (2.9) dans laquelle il faut remplacer ¢ — ¢’ par 3
(et ici d = 1).
Il reste maintenant a déterminer la fonction & deux points A(¢, u).

La fonction a deux points. La fonction & deux points peut étre obtenue en
calculant 'intégrale de chemin

q

B m B o 8
Zc(baﬁ)/(a)q(ﬁ)*o[dq(t)] exp{ 2h2/0 g (t)dt+/0 b(t)g(t)dt| .

(2.79)
Un calcul trés semblable & celui présenté en section 2.6 donne
K2 g
26(,0)/26(0,0) =exp |5 [ dedub@A® Wb (250
mJo
ot A(t,u) = A(u,t) est la solution de I’équation
—At,u) =0(t —u) avec A(0,u)=A(8,u)=0.
On trouve
Alt,u) = =3t —ul + $(t + u — 2ut/3). (2.81)

Fonction de partition. Utilisant cette fonction a deux points, on peut éva-
luer les moyennes explicitement :
h2 ﬁB
24m

PN il 3
Vv - V" o] .
(V" an)? = SV o) + O
(2.82)
On peut vérifier le résultat (2.82) en développant la fonction (2.37) de 'oscil-
lateur harmonique avec V() = 3mw?q? pour ¢ =¢" = ¢, 7 = hf3 :

(ol o) = N(8)e #V ) 14

. 1 m _ 2
(qo| €™ PH |go) = RIETT e Ome e’ /2 [1- Lw?B%h? + Hmw*B3R2g% + O(h*)] .
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Enfin, la fonction de partition prend la forme d’une intégrale simple corres-
pondant & l'intégration sur qo :

2(8) =/dq (gle™"" |g)
g [ [ B v - EEvo) + o)
F [aae @ -T2y + o)

= ﬁ\/ o [ daexp -8V (@) = PV (@)/24m + O()] . (283)

ol la deuxiéme expression est obtenue aprés intégration par parties du terme
proportionnel & V'2,

Calcul alternatif. Une fagon alternative de faire ce calcul consiste & dévelop-
per ¢(t) en série de Fourier sur la base des fonctions périodiques orthonormées
sur l'intervalle [0, 3] :

q(t) = qo + 8q(t), Sq(t) = \/2/B ) [an cos(2mnt/B) + by sin(2mnt/B)].

n>0

Nous avons distingué le mode gy parce qu’il disparait dans la dérivée et n’est
donc pas contraint par la limite i — 0. Au contraire les coefficients a, et b,
et donc dg(t) sont d’ordre A. 11 est donc possible de développer le potentiel en
puissance de dg(t) :

V(g(8)) = Vigo) + 8a(t)V" (g0) + 1 (6a(1))*V" (g0) + O ((69)*) .

Nous intégrons sur ¢ et utilisons 'orthogonalité des fonctions de base. Nous
voyons en particulier que le terme d’ordre éq s’annule. L’action devient alors
[anzwz 1

+ =V"(qo)| +O(al,a2b,,...).

Sa)/h=BV(g0) + 3 (an +b0) | =g+ 3

n>0

Ainsi que nous I'avons discuté dans l'exemple de l'intégrale gaussienne en
section 2.7 {équation (2.63)), nous pouvons alors remplacer l'intégrale sur les
chemins ¢(t) par U'intégrale sur les coefficients du développement de ¢(t), ici
sur go {(ce mode n’est pas normalisé, mais le jacobien est une constante), et sur
{an, by }. Les intégrales gaussiennes sur les coefficients a, et b, sont simples.
Nous normalisons les intégrales en divisant par I'intégrale pour V" (g) = 0.
Dans ces conditions

2mn’r? 1 9 B32h?
/dan exp [— (——W— + §V”(qo)) an} x [1 + mV”(qo)]
ﬂ2h2
e | gV )]

—1/2
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Sommant sur n (et utilisant Y 1/n* = 7?/6), on trouve la fonction de parti-
tion, & une normalisation prés. La normalisation N(3), qui est indépendante
du potentiel, peut étre obtenue en remarquant qu’avant intégration sur g,
ce que nous avons calculé est un élément diagonal de la matrice densité de
la forme {q|e #H |¢). Pour V = 0 il est donné par l'expression (2.78). On
retrouve alors le résultat (2.83).

Discussion.

(i) La contribution dominante pour A — 0 est la fonction de partition
classique avec le poids de Boltzmann obtenu en intégrant sur p le poids de
Boltzmann dans Pespace de phase e=#H ) ou H est ’hamiltonien classique.
En effet, pour le hamiltonien H = p?/2m + V(qg), les deux formes de N(73)
dans les équations (2.78), conduisent & I'identité

dpdg _ 1 fm _
24.(8) = | L o-pHpa) = 2 _/ Avig) 2.84
1(8) 27h ¢ R\ 273 dge (2.84)

(ii) Introduisant une longueur d’onde thermique

Ath. = h\/ ;B/m5

et une échelle typique des variations du potentiel (que nous supposons carac-
térisé par une seule échelle)

Lot. = V[ (V(a)) / (V" (@) |,

nous voyons que le rapport entre le terme classique et la premiére correction
quantique peut étre caractérisé par le rapport Ay /lpot.- A haute température
T = 1/3, et donc /3 petit, la longueur thermique est faible et le comporte-
ment statistique est classique. Au contraire, & basse température les effets
quantiques finissent par devenir dominants.

Dans cette analyse, nous avons supposé implicitement que le potentiel est
suffisamment régulier, en fait au moins deux fois dérivable. Les potentiels
idéalisés, du genre puits carré, qu’on utilise parfois en mécanique quantique,
exigent une étude particuliére.

(iii) Nous observons que, du point de vue formel, le passage & la limite
classique conduit & un phénomeéne de réduction dimensionnelle. La fonction
de partition quantique correspond & une intégrale sur des chemins, c’est-a-dire
& des objets unidimensionnels. La fonction classique se réduit a une intégrale
sur le mode zéro (au sens des séries de Fourier), qui est un point, et donc de
dimension zéro.

2.11 Intégrale de chemin
et principe variationnel

Inégalité de convexité. De nombreux principes variationnels en physique
sont basés sur la propriété de convexité de la fonction exponentielle, qui dans
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sa forme la plus simple s’écrit
elmte2)/2 < 1 (e +e72),

De fagon plus générale, notons par {e) la moyenne de e par rapport & une
mesure positive normalisée. Alors, pour toute fonction F', on obtient I'inégalité
de convexité

el < <eF> < (F) §1n<eF>~

Nous allons appliquer cette inégalité au cas ot la mesure est gaussienne et F’
un polyndme dont la valeur moyenne se calcule donc par le théoréme de Wick.

Principe variationnel. Supposons que nous voulions estimer l'intégrale
sur R™ :

Z = /d"m e~V

ott V(x) est un polyndme dans les variables z;. Nous introduisons la mesure
gaussienne normalisée e~4) /Z, o la fonction A(x) est un polynéme du

second degré :
™

A(X) = 5 Z Ll?iAij.’L‘j - ibixi- (285)

ij=1 i=1

Nous choisissons

Nous trouvons alors

—ZL d™z (A(x) - V(x)) e 4™ < ln/d":(: e V) _1n 2,
o

qui peut se réécrire
1
InZ>InZ + z /d"a: (A(x) — V(x)) e=4)
0
1
>InZo+ 2 — — / drz V(x)e A% (2.86)
2 2

De cette inégalité, on tire un principe variationnel dans la mesure ou la ma-
trice A et le vecteur b sont arbitraires : la meilleure approximation de I'in-
tégrale Z est obtenue en cherchant le maximum du membre de droite sur
tout A et b. Comme le membre de droite peut se calculer explicitement par
le théoréme de Wick, ce probléme est purement algébrique.

Intégrale de chemin. Nous considérons la fonction de partition (A = 1)

2(8) = [lda(o)exp|-S(a). (287)
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ol les chemins maintenant satisfont & des conditions aux limites périodiques :
g(0) = q(B8) et (équation {2.39))

B8
S(q) = /0 dt [2md®(t) + V(q(®))] (2.88)

Nous choisissons la mesure gaussienne correspondant a

So(g) = % /Oﬁ dt [dz(t) +w?(g(t) - qO)z] ,

olt w et gp sont deux paramétres variationnels. La quantité F' est ici

F(q) = /Oﬁ dt [%mwQ(Q(t) —q)’ - V(q(t))] :

Il est commode ici de changer ¢(t) — go en g(t). En terme de la fonction
de partition Zy de 1'oscillateur harmonique (équation (2.55)}, 'inégalité de
convexité s’écrit alors

In Z(/B) > In Zva.r. (ﬂ)

avec
3
In Zoar. (8) = In Z0(3) + /O dt {[3mw?e®(t) — V(q(t) + q0)]),

B
= In Zy(B) + jwB cotanh (w53/2) — dt (V(q(t) + q0) ), »
0
(2.89)

ol (e), signifie valeur moyenne par rapport & la mesure gaussienne associée
a Doscillateur harmonique, et la fonction & deux points est donnée par les
expressions (2.51, 2.46).

On remarque que Vinégalité s’exprime naturellement en terme de ’énergie
libre qui est proportionnelle a In Z.

Le cas particulier

V(g) = gmvq?,

permet une vérification élémentaire de la méthode. Pour des raisons de symé-
trie on peut se limiter & go = 0. Dans ces conditions, la fonction de partition
variationnelle dans le second membre devient

h 2,,2
In 2,4, = —Insinh s + cosh s (s—ﬂ v >,

2sinh s 4s

oll nous avons posé s = w3/2. Dérivant, on vérifie que le maximum est atteint
pour s = fv/2, et on trouve alors le résultat exact.
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Un exemple plus intéressant est fourni par le potentiel
1
V(g) = [om*q".
On trouve toujours ggp = 0 par parité. Comme la solution des équations pour

B quelconque est un peu compliquée, considérons la limite 3 — 0o qui donne
le fondamental du hamiltonien correspondant. Alors

.1
Evar. = - ﬁh—rn;o 'ﬂ_ ln Zvar.

w g
1 30
La valeur variationnelle fournit maintenant une borne supérieure a Pénergie
E du fondamental. Son minimum est donné par w = (g/4)'/3, et on trouve
p<d ()
8 \4

ce qui fournit une borne et une estimation de I’énergie qui ne peut évidemment
pas étre obtenue par la théorie des perturbations puisque le potentiel est
quartique au voisinage du minimum.

Notons, cependant, que comme d’habitude, les méthodes variationnelles
peuvent fournir de trés bonnes estimations, mais qu’il est ensuite difficile de
les améliorer.

Exercices

FExercice 2.1.

Fonction de partition. Reproduire le calcul de la section 2.7 avec la forme
discréte (2.58) de ’action.

FExercice 2.2.

Le puits carré. Utiliser le résultat obtenu pour I'opérateur statistique e=8H
de Yoscillateur harmonique pour retrouver le spectre du puits carré attractif
H =p?/2+ V(x), avec

V(z) =0 pour |z| >a/2, V(z)=V <0 pour |z| < a/2,
(exercice exigeant un peu de réflexion).

Solution. L’idée est de calculer le déterminant D(V, E') de 'opérateur H —
E, dont les zéros donnent le spectre. Celui-ci peut étre calculé par une intégrale
de chemin gaussienne

D_l/z(V7 E) x /[dq(w)] EXP[_S(Q)L

S@ = [ @ [3¢@)* + Vo) - E)e' ).
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Cette intégrale gaussienne peut étre évaluée explicitement de plusieurs fagons.
Une méthode est la suivante. D’abord il est commode de considérer I'intégrale
comme la limite pour # — co de la fonction de partition en temps euclidien 3
(c’est-a-dire température 1/53), qui est obtenue en imposant des conditions
aux limites périodiques g(—3/2) = q(8/2) :

D Y3V, E) x Jim trU(8)

avec
9(B/2)=q"

W@l = [ e exp[-S(a).

q(-B/2)=q

Nous découpons alors I'intervalle [—-3/2, 3/2] en trois sous-intervalles dans
lesquels le potentiel est constant : [—3/2, —a/2], (—a/2,a/2}, [a/2, 3/2]. Nous
écrivons ensuite U(3) comme le produit des opérateurs statistiques correspon-
dants 4 ces différents intervalles. Dans chaque intervalle, I'intégrale de chemin
correspond & 'opérateur statistique d’un oscillateur harmonique. Pour ce qui
suit nous introduisons la notation

—E=3u}, V-E=3uwj.

Appelons U, et Us les opérateurs correspondant i wjy et ws, respectivement.
Alors

trU(B) = tr U1(8/2 — a/2)U2(a)U1(8/2 — a/2) = tr U1 (8 — a)Uz(a),

ol nous avons utilisé la cyclicité de la trace. Dans la limite 3 — co, 'opérateur
U; devient un projecteur sur I’état fondamental de 'oscillateur correspondant :

tr U(ﬂ) B—»Noo 1 / (i;rl e—wi(B—a)/2 / dq'dq" e—wlqr2/2 e—wlquz/g <(]H| Uz(a) |q/> )

11 ne reste plus qu’a utiliser le résultat explicite (2.33) et & effectuer les deux
intégrations gaussiennes sur ¢’ et ¢”. On trouve

1/2
2wiw -1/2 _ —a
wU0) (G ) (o + of + 2o cothlawy)) e 50,

Pour obtenir un résultat qui a une limite finie, il faut normaliser le déterminant
en le divisant par sa valeur en I'absence de potentiel. On en déduit

2 2

¢ D(V, E)/D(0, E) = cosh(aws) + 2“2 sinh(awy).
2wiweo
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Nous avons fait le calcul avec V — E > 0. Le déterminant ne peut s’annuler
que si E > V. Nous posons donc we = iks. L’équation qui donne ’énergie des
états liés peut alors s’écrire

2(4)1/-62
tan(akz) = ———,
Wi — K3

une équation qu’il est facile de retrouver en résolvant directement le puits
carré et en combinant les deux équations correspondant aux fonctions d’onde
paires et impaires.



Chapitre 3

Fonction de partition et spectre
d’hamiltonien

NE DES APPLICATIONS DIRECTES du calcul de la fonction de partition est
la détermination du spectre d’un hamiltonien {que nous supposons pour
simplifier purement discret). En effet

Z(B) =tre PH = Ze‘ﬁE’“ .
k=0

En particulier
. 1
Ey = IGILH;O 3 In Z(5).

C’est ce que nous allons illustrer en mettant en ceuvre les différentes méthodes
de calcul de I'intégrale de chemin introduites au chapitre 2.

Notons cependant que nous n’allons considérer que des situations ou les
valeurs propres de I’hamiltonien ne sont pas dégénérées. Les cas de dégénéres-
cence, qui en général correspondent & des symétries de I’hamiltonien, exigent
une analyse plus détaillée.

3.1 Calcul perturbatif

La théorie des perturbations introduite en section 2.8 permet d’obtenir le
développement perturbatif du niveau fondamental, et plus généralement des
niveaux de nombre quantique fini, correspondant & tout potentiel qui peut étre
décomposé dans la somme d’un potentiel harmonique et d’une perturbation
réguliére. En effet, considérons un potentiel de la forme (2.66) (nous faisons
icim=1)

V(g) = 3v°¢" + Vi(q).
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Pour V1 petit, les niveaux d’énergie Fj sont proches de ceux de loscillateur
harmonique :
Ey = (k+ Y)wh+ 0E;.

Le développement de la fonction de partition va donc prendre la forme

Z(B) = e *H/DBR (1 _ 85E, + O (82(5Ex)?)] .

k=0

Nous voyons que les corrections perturbatives aux niveaux d’énergie peuvent
étre obtenues de la maniére suivante : on calcule perturbativement en puis-
sances de Vi la fonction de partition. On développe chaque terme pour f3
grand, et on extrait le coefficient de —3e~(k+1/2)8wh

Ezxemple. Soit le potentiel

A
Vig) =3¢+ d

Cet exemple est algébriquement analogue & celui traité en section 1.3.
La fonction de partition & l'ordre A est donnée par (dans ce calcul nous
posons k= 1)

¢
2(8) = Z0(B) |1 - (\/24) /0 dt (g(1)), + O(N?)
= Zp(8) [1 — (A/24) x 3 x BA%(0)] + O(X?)

—1 2
ST [1 - 8(A/32) (cotanh ®(8/2))] + O (A?), (3.1)

ol nous avons utilisé le résultat (2.46).
On vérifie les deux identités algébriques

Zexp [— (k+ %) B8] =1/ [2sinh(8/2)]
k=0

et, dérivant deux fois par rapport a 3,

= 2 1 B 2 cotanh?(8/2) — 1
;(’H%) e[~ (k+2) 8l = —amEm

Posant
Ep = (k+ 1)+ ME, + O(N\?),

on trouve pour la fonction de partition

Z(B) = ZeXp [— (k+ 1+ XE)B] = ml(ﬁ/z) _g)\z(gEk o= (k+1/2)8
k=0 k=0
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Identifiant le coefficient de A, on en déduit
Ex=k+3i+Ex(FP+k+3)+0(N\).

On remarque que si I'on ne s’intéresse qu’au niveau fondamental, on peut
négliger tous les termes qui décroissent exponentiellement pour 8 — oo, et les
expressions se simplifient beaucoup :

Z(B) ~ e PFo =782 (1 — L3)) + O(N?).

A Pordre suivant, on trouve {¢f. équation (1.25))

B8/2
2(9)/2(8) =1 - PIAHO) + NP0 + £ox8%0) [ aaty

B/2
L La2g /_ FRZSOREI (3.2)

on la périodicité de A(t) a été utilisée. Prenant le logarithme (qui correspond
a lénergie libre), on vérifie que le terme non connexe disparait (section 1.3) :

1 1 B/2
—=InZ(8) + - In Z5(8) = 3AA%(0) — 1—16/\2A2(0)/ dt A%(t)
8 B —8/2

B/2
— =X / ” dt A%(t) + O (A?), (3.3)

Pour 8 — oo, on peut remplacer la fonction A par sa forme asympto-
tique (2.47) car les corrections sont exponentiellement petites. De plus, on
peut intégrer sur ¢ € (—oo, +00) avec de nouveau des erreurs exponentielles
car A(t) décroit exponentiellement pour ¢ — oo. L’expression initiale pour
Z(B) contenait des termes d’ordre 3 et d’ordre 32. Le terme proportionnel
4 (3% correspondait & une contribution non connexe. Dans le logarithme, les
termes en 3% se sont compensés de sorte que ’expression obtenue a une limite
pour 3 — oo.
On en déduit

Eo =1+ 2 — =22+ 0(\3).

Soulignons toutefois que I'intégrale de chemin ne fournit pas la méthode la
plus efficace pour calculer des ordres élevés en A dans le cas particulier d’'un
systéme & une particule en mécanique quantique. En général il vaut mieux
partir de I’équation de Schrédinger et la transformer en équation de Riccati.

Développement en puissances de K. Nous avons noté en section 2.9 que
quand le potentiel V] n’est pas un simple mondme, il est possible de définir
deux types de développements, en puissances de V1 ou en puissances de A.
Examinons ici comment ces développements se traduisent pour les niveaux
d’énergie.
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Le point de départ est maintenant le développement en puissances de A
par la méthode du col de

Z(r/h) = / [dg(t)] exp [-S(q)/H] (3.4)
a(=7/2)=a(r/2)

avec

7/2
S(g) = / [md?(t) + V (q(t))] dt. (3.5)

—7/2

q = 0 ot il s’annule, de sorte que l'intégrale de chemin est dominée pour A — 0

par le col ¢(t) = 0. Elle peut donc étre calculée en développant I'intégrant en

puissances des termes du potentiel de degré plus grand que deux et intégrant

terme & terme. Ceci conduit & un développement de Z(7/k) en puissances de

B, et donc, en développant ensuite pour 7 — oo, des niveaux d’énergie.
Puisque En, la (N + 1)iéme valeur propre de H, satisfait

En = (N + }wh+ O (K?),
le développement perturbatif prend la forme

Z(r/h) = Z e TEN/R

N=0

= Z ef(N+1/2)“’TZ%(—T)k (En/h— (%—I—N)w)k. (3.6)
N=0 k=0

Nous en déduisons que le coefficient de A* est un polynéme de degré k en T,
que En peut étre calculé a partir du coefficient de e~ (V+1/2)wr,

Remarque. Notons la différence entre le développement perturbatif et
le développement semi-classique ou BKW que nous allons décrire en sec-
tion 3.2.1. Le développement perturbatif s’applique aux niveaux dont I’énergie
tend vers le minimum du potentiel quand 2 — 0. Au contraire, le dévelop-
pement BKW (cf. section 2.10) est valable pour des niveaux dont 1’énergie
ne tend pas vers le minimum du potentiel quand A — 0, ce qui correspond a
une énergie classique finie. L’ordre £ du niveau tend alors nécessairement vers
Pinfini.

3.2 Développement semi-classique ou BKW

Nous allons montrer dans cette section comment calculer le spectre d’un
hamiltonien dans la limite semi-classique ou BKW, a partir du développement
semi-classique de la fonction de partition obtenue en section 2.10.
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3.2.1 Spectre et podles de la résolvante

Nous supposons de nouveau que ’hamiltonien a un spectre discret, et donc
la fonction de partition s’écrit

Z(8) = tre PH = Ze_ﬂE’“,
k=0

avec g < By < Fg < . ...
La transformée de Laplace de Z(3), qui est aussi la trace de la résolvante
de H, est alors

G(E):/O dﬂeBEZ(ﬂ):trHiE:ZEkiE, (3.7)
k

ol le résultat de droite est obtenu par prolongement analytique dans tout le
plan complexe & partir des valeurs de la variable d’énergie telle que Re E < Ey.
Le spectre de I’hamiltonien est donc donné par les poles de G(E).

Notons que la somme sur les Ej ne converge pas toujours. Cette difficulté
se signale par une divergence de l'intégrale (3.7) pour § — 0. On procéde
alors de la maniére suivante : on dérive I'intégrant un certain nombre de fois
par rapport & £ jusqu'a ce que l'intégrale converge. On obtient ainsi

G(E) = /0 AgePE g Z(B) =m!l) ("Ek—l—E)m
k

On définit alors G(F) en intégrant sur E m fois. Différentes définitions de
G(E) difféerent par un polyndéme de degré m — 1 en E. Elles ont donc les
mémes poles avec les mémes résidus.

Pour la suite, il est utile d’introduire la primitive de G(E) :

L(E)= /E G(E')E = - Zln(Ek — E) + polynéme(E). (3.8
k=0

Dans l'expression de L{E), nous supposons que la fonction In z est coupée sur
l’axe réel négatif.
Notons que la fonction
D(E) = e LE)
s’annule sur le spectre de H et est donc une version régularisée du déterminant
de Fredholm det(H — E).
Calculons maintenant la limite (¢ réel positif)

im L(Ey + ie) — L(Ey — ig).

E—>0+
Pour toutes les singularités correspondant & F;, 0 < ¢ < k, on trouve la
discontinuité 2i7 de la fonction logarithme. Pour la singularité £ = Ey :

In(Ey — E +ie) —In(Exy — E — ig)| p_p. = In(ic) — In(—ic) = in.
E=F4
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On en conclut

1

—— lim L(Ey+ie)— L(Ex —ie)=k+ 1. 3.9

i c1g, LB €)= L(By — i) =k + 5 (3.9)
C’est de cette expression que nous allons nous servir pour déterminer le spectre
dans 'approximation semi-classique.

3.2.2 Approximation semi-classique

Nous nous limitons dans ce qui suit & des systémes unidimensionnels, avec
un hamiltonien de la forme

1
H=—9>+V(g.
5P T ()

Nous approximons maintenant la fonction de partition
Z(B) =tre PH

par la fonction de partition classique 2. (8), terme dominant du développe-
ment semi-classique (2.83) :

20(0) = 3o [da e 0.

G (E) = %\/m/2/dq V(g)— B2,

ol les problémes de convergence éventuels pour 3 — 0 sont transformés en
problémes & |g| — oo.

Nous avons choisi de couper la fonction 1/z sur axe réel négatif (v/z + ic =
+i/—z pour z réel négatif).

Nous observons qu’au lieu de péles, la fonction G, (E) a une coupure
sur ’axe réel a droite du minimum de V{(gq). Ceci se comprend de la maniére
suivante : dans cette approximation semi-classique, A — 0 mais ’énergie F
reste finie ce qui implique que le nombre quantique k& tend vers l'infini. Par
contre, les différences Ey1 — E) tendent vers zéro, ce qui explique que le
spectre limite soit continu.

Une intégration donne la primitive (3.8) :

E
La(B)= [ 4B Ga(E) =~ [ dov/EmlV i - B

On en déduit la discontinuité

Nous trouvons

lim Lo (B -+ ie) — Lot (B — ic) = = / dqO[E — V(g)]/2mlE — V(g

e—04
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ot B(z) est la fonction saut (8(z > 0) =1, 8(z < 0) = 0). L'équation (3.9) se
réduit donc 4 la condition de quantification de Bohr-Sommerfeld :

[ (B - V(@) VElB V@] = i+ 3. (310)

Remargues.
(i) Un calcul alternatif est basé sur l'expression (2.84). On trouve alors

dpdg 1
2rh H(p,q) — E’

Ga(E) =

ol H est I'hamiltonien classique : H(p,q) = p?/2m + V{(q). L’intégrale de
contour sur E donne 0 ou 1 suivant que les valeurs de H sont & 'extérieur ou
intérieur du contour. On en déduit une forme équivalente de 1'équation (3.10) :

dpd
[ SR 0(E - Hpa) =k +}.

(ii) Le membre de gauche de Péquation (3.10) étant fini pour &z — 0, nous
vérifions en effet que cette approximation est une approximation de grands
nombres quantiques Ex = O(1), ki = O(1), alors que la distance entre deux
énergies propres tend vers zéro avec fi. Ceci est en accord avec le domaine de
validité de Papproximation (2.83) dont nous avons vu que ¢’était une approxi-

mation de haute température ol les quantités physiques sont dominées par
les valeurs propres grandes.

Premieére correction. Les termes suivants du développement semi-classique
de la fonction de partition corrigent ce résultat. Par exemple, & I’ordre A2 nous
avons trouvé (équation (2.83))

2(5):% m / dge™V(@ [1 - G2R2V"(q)/24m + O(%)]

273
o \*
2 BE _ BE
Ace _(_8 )e .

Nous pouvons utiliser
La premiére correction a G (F) peut alors s’écrire

¢W(B) = - - Ym/2 (3) [avi@v@-ee.

“2m h OF
Une primitive de G()(E) est donnée par

h? m/2 9
24m h OFE

E
L) = / dE' GV(E') = — dgV"(q) [V(e) - EI"V/2.
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On en déduit la discontinuité de L) (E) sur 1’axe réel :

th 0 _1/2
— = [dq8(E-V () V"(Q)[E-V /
=35 [ O(E-V(@)V' (@) [~ V(g)
et, donc, la premiére correction a la formule de Bohr-Sommerfeld (3.10).
Remarquons qu’on ne peut pas dériver directement l'intégrant par rap-
port & E. En effet, si £ — V{gq) s’annule linéairement, la singularité de

[E - V(Q)}_3/2 n’est pas intégrable.

LY (E+i0)—LW(E—i0) =

3.2.3 Exemples

L’oscillateur harmonigue. Dans I’exemple du potentiel harmonique V(¢) =
%mw q?, la fonction G(E) définie par 1’équation (3.7) n’existe pas puisque la
somme sur 7 ne converge pas. Par contre la fonction G'(E) a un développe-
ment convergent :

, _ 1 1, _
G (E) _nzzo (fi(u(n+1/2)—E)2 - h2w2d) (1/2 E/h“‘))a

ol ¥(z) est la dérivée logarithmique de la fonction I'(z). Dans ces conditions
on peut choisir

G(E) = —%wu/z CBjhw) = L(E)=WID(1/2— E/fw). (3.11)

Evaluons alors les premiers du développement semi-classique dans ce cas.
Aprés un changement de variables simples, la fonction G (E) devient formel-

lement
Go.(E) = o / (zZ—E)1/72°

Cette intégrale ne converge pas pour |z] — oo. Il faut dériver une fois par
rapport & F, ce qui donne

1
a.(B) = 55 / E)3/2 " hwE’
Des primitives possibles sont

Go(E) =~ In(~B/hw),  La(B) = —lin(~E/hw) - 1].

La discontinuité de In(—FE) sur sa coupure est 2iw et donc & l'ordre semi-

classique dominant
Ek = hw (k + %)v

ce qui se trouve étre identique au résultat exact. Il s’agit 1& d’une propriété
caractéristique de ’oscillateur harmonique quantique.
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La premiére correction & G(E) est facilement déduite des résultats précédents
et l'on trouve

1
24E2

1
= LYE)=hw—

W (g = —
GO(E) = —hw T

Ces formes peuvent étre vérifiées a partir du résultat exact (3.11) en rem-
plagant la fonction v(z) par 'approximation déduite de I’approximation de
Stirling pour la fonction I'(2) :

Y(z+1/2) =Inz+1/2422 + O(1/2*), pour |Argz| < 7.

Mais la fonction L()(E) n’a pas de discontinuité et ne contribue donc pas au
spectre. Ce résultat se généralise & tous les ordres, ce qui explique pourquoi la
formule de Bohr-Sommerfeld 4 'ordre dominant est exacte pour l'oscillateur
harmonique.

Autre ezemple. Considérons le potentiel homogéne V(q) = ¢?V et posons
h =m = 1. Nous trouvons alors & ’ordre dominant

 7NT(3/2+ 1/2N)
N VAN (3/2)T(1/2N)

Ek: — [CN(k + %)]2N/(N+l) ,

Ce résultat refléte la propriété que le terme dominant dans I’équation (3.9) est
proportionnel & E/271/2N La correction est proportionnelle 3 E—1/2-1/2N
Le développement semi-classique du membre de droite de (3.9) dans ce cas
est aussi un développement pour £ — co.

3.2.4 Approximation BKW et équation de Schrodinger

A titre de comparaison, nous expliquons comment les mémes résultats
peuvent étre obtenus & partir de I’équation de Schrédinger. C’est pour des
potentiels analytiques que I’analyse est la plus compléte. Nous supposons donc
que le potentiel V(x) est analytique dans une bande autour de l'axe réel
|Im z| < . En conséquence les fonctions d’onde sont aussi analytiques.

Nous partons de ’équation de Schrédinger indépendante du temps

h?
5" (2) + V(2)e(e) = Bola). (3.12)
Cette équation peut étre exprimée en terme de la dérivée logarithmique de
©(x). Nous posons
!

pl) R

ce qui entraine
¢'(x) _S*z) Sz

=T (3.14)
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L’équation de Schrodinger se transforme alors en équation de Riceati :
hS'(z) — §%(x) + U(z) =0, U(z) =2m[V(z) — E). (3.15)

Cette équation peut étre développée systématiquement en puissances de /i, 4 F
fixé, avec 4 Pordre dominant S(x) = UY/?(z). Il est commode de décomposer
S(x) en parties paire et impaire en 7, posant

Sz, h) =Si(z,h) + S_(x, h), Si(z,—h)=+Si(z,h). (3.16)
L’équation de Riccati se décompose en

hS. — 52 -8 +U =0, (3.17)

RS\ —28.5_=0, (3.18)

ot a l'ordre dominant S, = U2 et §_ = 0. La deuxiéme équation permet

d’exprimer la fonction propre ¢ en terme de S, seulement :

1
p(r) = —===
VS+(z)
On démontre par ailleurs que la fonction propre associée au kiéme état ex-
cité s’annule exactement k fois. Le spectre peut donc étre déterminé par la
condition . ,
z
R (2)
2ir Jo o e(2)
ol k est le nombre de nceuds de la fonction propre et C' un contour complexe

qui les entoure.
Cette équation se réécrit

exp [—% /x P S+($’)] . (3.19)

0

=k, (3.20)

1
—Qiﬂhfcsz(z) =k.

Dans la limite semi-classique, C entoure la coupure de U/ 2(x) qui joint les
deux points tournants solutions de U(x) = 0. La contribution de S_ peut &tre
évaluée explicitement, au moins a tous les ordres en fi. On vérifie en effet que
seul l’ordre dominant contribue, de sorte que

AN AC) 1 Ulz) 1

1
2iwh£dzs‘(z)_7ﬁ =S T s UG T 2

En terme de S, l’équation (3.20) devient
1
——— ¢ d2Si(z)=k+ 1. 3.21
p 42542 =k + (3.21)
Si nous substituons pour S son développement en puissances de A, nous

trouvons, en résolvant, le développement BKW ou semi-classique des niveaux
d’énergie.
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3.3 Le potentiel quartique avec symétrie O(IN)
pour N — o0

Pour illustrer par un autre exemple I'utilité de 'intégrale de chemin, nous
étudions maintenant un systéme a N dimensions d’espace, dans la limite N —
oo. Dans cette limite, I'intégrale de chemin suggére une méthode simple et
intuitive pour résoudre les modéles qui ont une symétrie orthogonale, ce qui
fournit un schéma d’approximation alternatif a la théorie des perturbations
qui peut se révéler utile dans certaines situations.

La position q et I'impulsion p sont donc des vecteurs & N composantes.
Nous choisissons un hamiltonien de la forme

H = 1p’ + NU(d*/N), (3.22)

ot p2,q? sont les carrés des longueurs des vecteurs p, q, respectivement. Le
potentiel U/ est radial, et polynomial dans les exemples qui vont nous intéresser
plus particuliérement.

Nous savons qu’un tel hamiltonien quantique commute avec les N(N—1)/2
générateurs du groupe orthogonal SO(N) {rotations dans l'espace 4 N dimen-
sions), ce qui permet de ramener ’équation de Schrédinger 4 une équation
radiale. Mais, de nouveau, cette méthode est spécifique & la mécanique quan-
tique a4 une particule. La méthode que nous décrivons ici est plus générale,
méme si nous ne faisons les calculs explicites qu’en mécanique quantique dans
I’'exemple d’une perturbation quartique de l'oscillateur harmonique

U(g?) = 1w?q® + 4 9(a?) (3.23)

Autre interprétation physique. Le hamiltonien (3.22) dans le cas du poten-
tiel (3.23) a une autre interprétation possible : on peut considérer les g; comme
des variables attachées & N sites d’un réseau. Alors le potentiel (3.23) cor-
respond & la somme d’une interaction de particules indépendantes en chaque
site et d'une interaction de paires entre tous les NV sites du réseau :

Uld®) = (3w?@? + 9d!) + 59 d2d?. (3.24)

% i<g

Un tel systéme n’a en général pas de limite thermodynamique N — oo car
I’énergie potentielle croit comme le nombre de paires, et donc comme le carré
du « volume » N. Le choix d’un potentiel dépendant du nombre de sites comme
dans P’expression (3.22) garantit une limite thermodynamique.

Fonction de partition. La fonction de partition est donnée par l'intégrale
de chemin

2(8) = / (dgje~S@ (3.25)
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q(0) = q(f), avec comme action

B
&mzﬁ<ﬂ5¥w+Nw&@vmy (3.26)

La symétrie orthogonale de ’action est manifeste puisqu’elle ne dépend que
des carrés scalaires.

La limite N — oo. La méthode que nous présentons ici permet le calcul de
la fonction de partition et donc aussi du spectre de ’hamiltonien (3.22) dans
la limite N — oc avec U(q?) fixé et, plus généralement, comme un développe-
ment en 1/N. Dans le cas du potentiel quartique (3.23), cette méthode donne
une information complémentaire a la théorie des perturbations qui conduit
a un développement en puissances de g. L’idée centrale des calculs dans la
limite N — oo, et plus généralement du développement en 1/N, est la méme
que celle du théoréme de la limite centrale en théorie des probabilités. On
s’attend a ce que pour N — oo, les quantités invariantes par le groupe O(N)
comme

2:N2
() =Yg 0)

s’auto-moyennent et de ce fait fluctuent peu (ce qui suppose que les variables
g; sont faiblement corrélées, une propriété qu’il reste a vérifier). Par exemple,
on s’attend a ce que

(@P)P()) ~ (@) ().

N—oo

De ce fait, il parait judicieux de prendre q?(t) comme variable dynamique
plutdot que q(t). Techniquement, nous pouvons mettre cette idée en ceuvre
par une suite de transformations simples, que nous expliquons d’abord dans
I'exemple d’une intégrale ordinaire.

3.3.1 Une intégrale ordinaire pour N — oo

Nous voulons évaluer, pour N — oo, 'intégrale
In = /que—NU<q2/N>, (3.27)

ol U(p) est un polynéme que, par simplicité, nous supposons croissant a
dérivée croissante pour p > 0 :

U'(p) >0, U'(p)20.

La complication principale de ce probléme provient de ce que la dépendance en
N est partiellement implicite, 4 travers le nombre /V de variables d’intégration.
La méthode naturelle ici est de passer en variables radiale et angulaire :

> d
IN = SN—l / —ngN e_NU(qz/N), (328)
0
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ou Sy_; est la surface de la sphére :

S 271,N/2
N1 T T(N2)

1l est aussi commode de poser ¢2/N = p, ce qui conduit &

Iy = N(N‘l)/2SN~1/ 40 o~No(o) (3.29)
o P
avec
o(p) =U(p) — 3 1np. (3.30)

L’évaluation de l'intégrale pour N — oo reléve clairement de la méthode du
col. Les cols sont donnés par

a(p)=0 & 2pU'(p) =1.

Avec les conditions imposées a U(p), cette équation a une solution unique. Le
calcul se poursuit alors en suivant la méthode exposée en section 1.5.

Quoique cette méthode soit simple dans le cas de V'intégrale (3.27), elle
ne se généralise pas et nous introduisons donc une autre méthode qui peut
paraitre plus compliquée mais qui n’a pas le méme défaut.

Méthode générale. Nous réécrivons d’abord l'intégrale
Iy = N/qudp §(q%2 — Np)e NV,

Nous remplagons ensuite la fonction § de Dirac par sa représentation de
Fourier :

2 L in{q® —Np)
d(q® — Np) = 5 due .

— 0

11 est commode pour la suite de poser = iA/2 de sorte que la représentation
prend la forme

(5(q2 — Np) = Zi_r /d)\e_A(qz”Np)/Q’

mais il faut se souvenir qu’initialement A est imaginaire pur. Aprés cette
substitution, U'intégrale (3.27) devient

_ [Ny no@wy - N [ —A(a?=Np)/2=NU(p)
In dVqe yr d” qdpdX e . (3.31)
i

L’intégrale sur q est maintenant gaussienne et peut étre effectuée aprés une
translation du contour d’intégration en A\ qui respecte la condition Re A > 0 :

Iy = WN/24£ /dpd/\ eNAp/2—N1n(X)/2-NU(p)
i
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Dans la limite N — oo, cette intégrale peut maintenant se calculer par la
méthode du col complexe standard & deux variables. Les équations de col,
obtenues en dérivant successivement sur A et p, sont

p=1/x, A=2U'(p).

Notons que le col en A est réel mais que le contour d’intégration en A est
paralléle & I'axe imaginaire. Nous laissons la fin du calcul en exercice. On
vérifiera que le résultat est le méme que celui obtenu par un passage direct en
coordonnées radiale et angulaires.

3.3.2 Intégrale de chemin

L’identité (3.31) se généralise & un nombre quelconque de variables et donc
a une intégrale de chemin. Dans le cas de Pintégrale (3.25), il faut introduire
deux chemins p(t), A(t), périodiques parce que nous calculons la fonction de
partition : p(3) = p(0), A(#) = A(0). L’intégrale de chemin transformée est
obtenue en multipliant 'intégrant par

1<)
N (6) [aplaA exp V dAD(?(W) - No)/2| =1, (3.32)

otl la normalisation A'(3) dépend de la discrétisation mais pas du chemin q(#),
et en remplacant q?/N par p dans le potentiel U.
La fonction de partition est alors donnée par

Z(B) = /[dqdpd)\]e*'s(q,p,/\)
(ot le facteur de normalisation est maintenant sous-entendu) avec
B8
S(a,p, ) = /O dt [%q2 + NU(p) + %/\(qz _ Np)] ‘

Nous remarquons que U'intégrale sur q(t) est encore gaussienne et peut étre
effectuée. Comme

B B
|l e aoate] =3 [ at [+ xoa)].
0 —Jo
nous obtenons le produit de N intégrales identiques :
8
/[dq] exp {—%/ dt [¢* + A()d* ()] } o [det (—d} + /\(o))]_l/2 . (3.33)
0

L’opérateur différentiel —d? + A a la forme d’un hamiltonien quantique & une
dimension, —d? étant le terme cinétique et A(t) le potentiel. Le déterminant
de l'opérateur différentiel dépend des conditions aux limites.
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Nous trouvons donc
2(8) = / [dpd)] e=Sv(e:X) (3.34)

avec (trln = Indet)

B8
Sn(py A) = / dt [NU(p) — 1NAp] + LN trin(— + A(#)) — 1N trin(~d?),
4]

(3.35)
ot, instruit par ’expérience, nous savons que le déterminant doit étre norma-
lisé et nous ’avons donc divisé par le déterminant pour A = 0.

L'intégration a rendu la dépendance de la fonction de partition en NV ex-
plicite. Nous remarquons maintenant que si nous prenons la limite N — oc &
U fixé, et supposons que 'intégrale est dominée par des chemins p, A = O(1),
P’action est proportionnelle & N. Dans la limite N — oo, nous pouvons donc
calculer l'intégrale de chemin par la méthode du col (ici compleze).

Du fait de l'invariance par translation du temps sur le cercle [0, 5] (un
cercle du fait des conditions aux limites périodiques), un col {A(t), p(t)} est
soit dégénéré si A(t), p(t) dépendent explicitement du temps (une solution
et toutes celles obtenues par translation), soit unique si les fonctions sont
constantes. On se convainc que la situation la plus simple est réalisée et que
le col n’est pas dégénéré.

Quoique les calculs puissent étre poursuivis avec un potentiel général U (p),
nous nous restreignons maintenant a 'exemple (3.23). Nous remarquons alors
que intégrale sur p est gaussienne, Le minimum de la forme quadratique en
p est obtenu pour

U'(p) ~ 3A=0 = p(t) = 6(A(t) — w*)/g.

Aprés translation de p, I'intégration sur p engendre un déterminant qui est
une constante, et qui peut donc étre absorbée dans la normalisation. Aprés
intégration, nous trouvons

2(8) = / [dA] e=Sv ) (3.36)
avec
Sn(A) = —32—1;7— Bdt()\(t) —0?)? + INtrin(—d? + A(s)) — 1N trin(—d?).
0
(3.37)

Comme nous cherchons un col avec A(t) constant, nous posons
M) =72 + u(t)

et développons au premier ordre en u(t) pour obtenir I’équation du col. D'une
part
35

3 (7 2 22 9. 9 22_§ 2 2 g 2
—E/O dt(r’ +p(t) —w?)" = g(r —w*) g(r w)/o dt p(t) +O(p*).
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Par ailleurs (¢f. équation (1.53) et suivantes),
trin(—d2 + X) = trin(—d? + r% + u)
=trln(—d? + ) + trln (1 + p(—d? + 1"2)_1)
=trin(—df +r%) + trp(—d} +7%)7" + O(x?)
In(—

-2+ + /dtu(t)A(O) + 0(u?).

Dans cette derniére expression nous avons pris en compte que u(f) est un
opérateur diagonal et que les éléments de matrice diagonaux de A, Vinverse
de —dZ+r? avec conditions aux limites périodiques, sont constants (cf. (2.46)) :

trp(—d? + 727 = /dtdu (tplu) At —u) = /dt () A(0).

Annulant le coefficient de [ p(¢)d¢ dans Paction, nous obtenons l’équation
de col
Sy iam=-Sroeyr 1 o @339
g g 2r tanh(Gr/2)
L’action fait intervenir le déterminant de —d? 472 avec conditions aux limites
périodiques que, comparant avec 'intégrale (3.33), nous relions directement &
la fonction de partition de Poscillateur harmonique. Donc

Sn(r?) = ‘BS—gN(T2 ~w?)? = Nn Z(8),
- _igg(ﬁ — w?)? + Nnln2sinh(8r/2), (3.39)

ot nous avons choisi » > 0.
On vérifie qu’en dérivant par rapport & r, on retrouve l’équation du col.
Aprés division par 6/ N3/g, 'équation s’écrit

2 2 g
_ - J @ _ 3.40
rwt -+ 12 tanh(fr/2) (8.40)
Utilisant la solution, nous trouvons, 4 'ordre dominant pour N — oo,
3N
InZ(3) = —Sn(r?) = 295 (r? —w?)? — N1n2sinh(8r/2). (3.41)

L’intégrale de chemin n’est connue qu’a une normalisation prés, qui peut étre
fixée en comparant au résultat pour ¢ = 0. Comme r = w + O(g), nous
obtenons bien la fonction de partition de ['oscillateur dans cette limite.

Ce résultat représente la fonction de partition dans la limite thermodyna-
mique dans Pinterprétation (3.24). Divisant le volume N et multipliant par
la température " = 1/8, on en déduit la densité d’énergie libre (avec notre
convention de signe)

.7:——an_ 3

BN 2" W) - %ln2sinh(ﬁ7'/2)-
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3.3.3 Energie du fondamental

Si nous ne nous intéressons qu’a ’énergie du fondamental de I’hamilto-
nien {3.22) avec le potentiel (3.23), nous pouvons prendre la limite de tempé-
rature nulle 3 — oo. Nous obtenons 1’équation algébrique du troisiéme degré

S — W — 1—12;g =0 (3.42)

qui a une solution unique. En fonction de la solution nous trouvons alors pour

N —-oo:
1 3N

g 29
ou encore, éliminant g entre Fy et ’équation de col,

Ey ~ ——-InZ(p)=- ('r2—w2)2+%Nr,
B—ro0

N
Ey = -E;(STQ +w?).

Pour g — 0, nous trouvons r = w + g/(24w?) + O{g?) et donc
Ey = I1Nw + £ Ng/w? + 0(g%),
ce qui est cohérent avec le résultat perturbatif
Eo(g) = $Nw + 55(N +2)g/w” + O(g?).

Pour g — 00, nous trouvons r ~ (g/12)"/3 et Ey(g) exhibe donc le comporte-
ment en g'/3 que Pon peut démontrer pour tout N fini :

Eo ~ 3(12)71/3Ng'/3, (3.43)

Ce résultat est aussi la valeur de Ey pour w = 0. Il ne peut donc pas étre
obtenu par un calcul perturbatif.

Enfin, le calcul pour N — oo est possible méme si le coefficient du terme
harmonique est négatif. Changeant w +— iw, on trouve

N
P twr—559=0, Ey= 8—T(3r2—w2).

Par exemple, pour g — 0, r est d’ordre g et on obtient

1 3wt
—By= -t Y

3
N 29 = 48w? +0(g°).

Ce résultat peut aussi étre obtenu par des méthodes perturbatives, mais plus
élaborées que celles que nous avons utilisées jusqu’a présent car le potentiel
est minimum sur toute une sphére.

En développant les expressions (3.40, 3.41) pour 5 — o0, il est également
possible de calculer la différence entre ’énergie du fondamental et les énergies
des états suivants.
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Les termes successifs du développement en puissances de 1/N sont en-
suite donnés par les corrections successives 4 la méthode du col. On fait le
changement de variables

At) — 2 = p(t),
ou l'intégrale porte sur des valeurs de p imaginaires, et on développe l'inté-
grant en puissances de u(t), gardant le terme quadratique dans 'exponentielle.

La premiére correction est donnée par ’'intégration gaussienne. En parti-
culier, le calcul du terme quadratique en p permet de vérifier que la solution
des équations du col choisie est bien un col, ¢’est-a-dire un maximum local du
module de l'intégrant sur le contour. Le calcul du terme quadratique implique
le développement de

trln [(—d? + r? + p(e))(—d? +r?)7'] = /dtu(t) A (=df +r*)7 " |t)
- %/dtldtz p(t)p(te) (| (=dF + 7)1 [t) (k2] (=df +72) 71 [t1) + O(1?).
Appelant S@ (1) la forme quadratique en p :

S® ()= -1 / dtydty p(t)t) K (61 — ta),

nous trouvons

K(0) = 2250 + T AM0)

ou A(t) est la fonction & deux points gaussienne (2.46) :

At) = cosh(r(8/2 — |t])).

1
2rsinh(rg/2)
Pour trouver le spectre du noyau K (¢; —tz2), on peut le diagonaliser par trans-
formée de Fourier. Pour simplifier, nous nous restreignons au fondamental et
prenons la limite 8 — oo. Alors

3N N 1
ixt K .
/ die g 87‘ 4r? + k2

Nous voyons que les valeurs propres K (k) sont strictement positives quel
que soit k. Compte-tenu du fait que p est imaginaire, la partie quadratique
de Paction est positive, et nous avons donc bien identifié un col. L’intégrale
gaussienne donne alors (det K)~!/2 qui peut étre calculé explicitement.

Remarque. L’équation du col (3.42) a une solution jusqu’a une valeur g,
négative de g :
92 9e, gc:—g\/g‘ﬂ?'-

Ce résultat est assez surprenant puisque pour g < 0 le potentiel n’est pas
borné inférieurement. Classiquement, il est évidemment possible de mettre une
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particule au repos dans le minimum relatif du potentiel, mais quantiquement
Iétat correspondant est instable et se désintégre par effet tunnel. On montre
cependant que dans la limite N — oo telle qu’elle est prise ici, la probabilité
de traversée de barriére tend vers zéro pourvu que la condition g > g, soit
satisfaite.

3.4 Hamiltonien : unicité du fondamental

L’unicité ou au contraire la dégénérescence de 1’état fondamental de
I’hamiltonien quantique jouent un role essentiel dans la structure d’une théo-
rie. En particulier, au sens de la physique statistique, les transitions de phase
sont liées au passage d’une situation ofi le fondamental est unique a une si-
tuation ou il est dégénéré.

Dans ce chapitre et dans le chapitre 4, nous ne considérons que des hamil-
toniens quantiques réels correspondant & un nombre fini de degrés de liberté.
Dans ce cas, ’état fondamental est unique et les transitions de phase sont
donc impossibles. C’est ce que nous allons montrer pour tout hamiltonien de
la forme

H=p*/2m+V(q)

avec potentiel borné sauf peut-étre a Uinfini (mais le résultat se généralise
a des potentiels peu singuliers). De plus, nous allons supposer que I’énergie
du fondamental correspond & un point isolé du spectre, de telle sorte que les
fonctions d’ondes propres associées sont de carré sommable.

Notre analyse est basée sur un principe variationnel : 'énergie Ey du fon-
damental satisfait inégalité

B < AW (3.44)

— (Yl

wiv = [ dav(a)
Wity = [ [3(79(@)° + V@),

ou ’égalité n’est possible que si ¥(q) est la fonction d’onde du fondamental.
Pour justifier 'unicité, nous allons d’abord montrer que la fonction d’onde
1(q) du fondamental, que nous pouvons choisir réelle, ne peut pas s’annuler.
Considérons, dans un premier temps, I'exemple unidimensionnel (d = 1)
et supposons par commodité que la fonction d’onde du fondamental s’annule
a Porigine. Puisque le potentiel est borné, de la solution locale de ’équation
de Schrédinger, nous obtenons

¥(q) = voq + o(q?),
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Considérons alors la fonction d’onde

La fonction ¢(g) correspond & la méme énergie Ey puisque dans (3.44) a la
fois le numérateur et dénominateur sont inchangés. Au voisinage de Porigine,
(g) se comporte comme [¢§||g|. Modifions la fonction ¢(g) localement au
voisinage de T'origine pour [¢| < 1 <« 1, en remplagant |q| par /€2 + ¢2,
0 < € « 7. Les variations des dénominateur et numérateur dues au voisinage
de 'origine sont alors

U
5 (l) J)? = / dq (@ + @) = O(2),

-7

n 2
ooty /i =2y )+ [ faa (T -1)~ me.
- @ +e
La variation du numérateur est négative et d’ordre g, alors que la variation
du dénominateur n’est que d’ordre ¢2. On voit donc que le rapport (3.44) a
diminué, en contradiction avec I’hypothése que %(q) était la fonction d’onde
du fondamental.

Nous concluons que la fonction d’onde du fondamental est strictement
positive.

Si le fondamental est dégénéré, on trouve deux fonctions d’onde stricte-
ment positives qui peuvent étre choisies orthogonales puisque H est hermitien.
Mais le produit scalaire de deux fonctions strictement positives est strictement
positif, d’oit contradiction.

Nous en concluons que ’état fondamental est unique.

Le raisonnement se généralise a des potentiels singuliers avec des singula-
rités plus faibles que 1/¢2.

Le raisonnement se généralise aussi simplement & une dimension quel-
conque. Si ¢¥(¢) s’annule a Porigine

¥(g) = q- V¥(0) + o(g?).

11 suffit alors de raisonner sur la composante du vecteur q sur le vecteur V¢ (0).

Exercices

Remarque. Dans tous les calculs qui suivent, on suppose m = h = 1.
Bien entendu, pour tous ces calculs on utilisera le formalisme de l'intégrale de
chemin.

Exercice 3.1.

Soit ’hamiltonien
H=3p"+ 34" + 24",
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ol p, 4 sont les opérateurs impulsion et position :
[.p] =.
Ecrire la fonction de partition comme une intégrale de chemin. Pour N = 6,8

en déduire la correction d’ordre A & énergie du fondamental, puis de tous les
états en utilisant le théoréme de Wick, généralisant la méthode de la section 3.

Solution. Pour N = 6 et N = 8 les énergies propres sont, respectivement,
Epy=n+3+3xk+3) (K +k+3)
Ep=k+35+ 32Xk + 22 +5k% + 4k + 3).

FExercice 3.2.

Soit I’hamiltonien
H=3(p1 +p3) + 3(d + @) + 19(d + &)

Ecrire la fonction de partition comme une intégrale de chemin, et en déduire
la correction d’ordre g a I'énergie Fy du fondamental en utilisant le théoréme
de Wick.

Solution.
Ey=1+g/2+0(g%).

FExercice 3.3.

On se propose de généraliser ’exercice précédent au cas oil
H = 3p* + 3¢ + ;9(@)*

et q et p sont des vecteurs & N composantes (’exercice précédent correspon-
dant & N = 2).

Comme exercice préparatoire, calculer, en utilisant le théoréme de Wick,
la valeur moyenne

I(N) = Z"1/qu (a?)* e 972,
Z = /qu e,qz/z’

oll q est un vecteur & N composantes.
Calculer ensuite I’énergie du fondamental Ey au premier ordre en g.

Solution.
I{N)=N(N +2),
Eo(g) = IN + NN +2)g + O(g?).
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Exercice 3.4.

Calculer I’énergie du fondamental du hamiltonien
H = 3P + 56° + ¢ + $2%¢%,
oil 7 une constante arbitraire, & 1'ordre 2.

Solution.
Eo =1+ (3 —1172)N + O(A%).

FExercice 3.5.

Calculer les niveaux d’énergie Ej de I'hamiltonien (noter la différence de nor-
malisation de A par rapport a la section 3.1)

H = 35 + §¢* + 2",
4 Vordre A\? en généralisant la méthode de la section 3.1.
Solution. Posant v = k + %, on trouve
E=v+ 302+ HX-3 (1702 + )22+ 0 (\3).
FEzercice 3.6.
Généraliser le calcul & Vordre A? au potentiel
V(g) = 2% + Mig* + Nv2g® + 0 (¢8)
oll v1, v sont deux constantes arbitraires. Inverser la relation entre v et E.

Solution. On trouve un développement qui peut s’écrire le plus simplement
sous la forme

b3 =B o (352 4+ §) 402 [B° (3 - ) + B (30 = Bug)] 4.

FEzxercice 3.7.

Utiliser la. méthode variationnelle de la section 2.11 dans le cas de ’hamilto-
nien (3.22) avec le potentiel (3.23) pour w =0 :

ou q et p sont des vecteurs & N composantes. En déduire une estimation de
Pénergie du fondamental et comparer avec le résultat (3.43) pour N — cc.



Chapitre 4

Mécaniques statistiques quantique
et classique

E BUT PRINCIPAL DE CE CHAPITRE est de fournir une interprétation
L physique simple a la limite continue formelle qui a conduit, d’une in-
tégrale sur des variables de position correspondant a4 des temps discrets, 4
I'intégrale de chemin. Nous allons montrer comment Pintégrale correspondant
aux temps discrets peut étre considérée comme la fonction de partition d’un
systéme de mécanique statistique classique & une dimension d’espace. La li-
mite continue correspond alors 4 une limite ou la longueur de corrélation,
qui caractérise la décroissance des corrélations & grande distance, tend vers
Pinfini. Cette limite a des propriétés d’universalité en ce sens que, comme
nous 'avons remarqué, des formes discrétes différentes conduisent a la méme
intégrale de chemin.

Dans ce cadre, les fonctions de corrélation introduites en section 2.5 appa-
raissent comme des limites continues de fonctions de corrélation de modéles
statistiques classiques sur réseau unidimensionnel.

A travers I'intégrale de chemin, nous mettons ainsi en évidence une relation
entre mécanique statistique classique sur la droite et mécanique statistique
quantique de la particule ponctuelle & I’équilibre thermique. Ceci constitue
un cas particulier d’'une observation plus générale, & savoir qu’il existe des
relations entre la mécanique statistique quantique & D dimensions et la mé-
canique statistique classique & D + 1 dimensions.

Notons que cette relation entre mécaniques statistiques quantique et clas-
sique est tout & fait différente de la limite classique de la fonction de partition
quantique que nous avons étudiée en section 2.10, qui fait correspondre les
particules ponctuelles quantique et classique.

Dans tout le chapitre le potentiel est indépendant du temps.
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4.1 Fonction de partition classique.
Matrice de transfert

Nous considérons le réseau unidimensionnel des points de coordonnées
entiéres. A chaque point k& du réseau est associée une variable aléatoire gy
{(par exemple la déviation d’une particule de sa position d’équilibre dans un
cristal). Pour simplifier les notations et expressions, nous nous limitons au cas
d’une seule variable gz par site.

Dans un premier temps nous nous restreignons a un réseau fini 0 < k£ < n.
Par ailleurs, nous supposons, par commodité dans tout ce chapitre, des condi-
tions aux limites périodiques. Le réseau appartient alors & un cercle et nous
identifions ¢, = qo-

A un ensemble de valeurs des variables g, nous associons un poids de
Boltzmann e, exponentielle d’une énergie de configuration

S(g.€) = S(qe. qe-1), (4.1)
k=1
1(¢

— Q)2 1 ’
3T t3° (Vid) +V(g)| - (4.2)

S(q,q') = 5

Cette énergie de configuration définit un modéle statistique classique avec
interaction de proches voisins, comme dans la version la plus simple du modéle
d’Ising. Le paramétre de controle € joue ici une réle analogue a la température
(il est strictement équivalent & la température dans des cas particuliers, cf.
section 4.3).

Nous remarquons alors que S(g,¢) est identique jusqu’a l'ordre £ pour
g — 0 a laction (2.18) (pour t' =t +¢) danslecasd =1, m = 1.

Par ailleurs, il est commode d’intégrer avec la mesure dg/ V2re. La fone-
tion de partition classique avec conditions aux limites périodiques, go = ¢,
de ce modéle classique s’écrit alors

Z(n,e) = m T / quk exp [-S(g,¢€)] . (4.3)

Sous cette forme, la fonction de partition classique Z(n,¢) est aussi une ap-
proximation discréte de la trace de 'expression (2.19), ¢’est-a-dire de la fonc-
tion de partition quantique tre=## (cf. I'expression (2.67)), correspondant &
I’hamiltonien quantique

H = 35" +V(d),

pour A = 1.

Dans l'expression (4.2), les deux termes ont maintenant I’interprétation
classique suivante : le terme de potentiel détermine la distribution des va-
riables gqr & chaque site. Pour que la distribution soit normalisable, il est né-
cessaire que l'intégrale [ dg e V(%) converge pour tout £ > 0. Ceci entraine,
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en particulier, que V(¢) — +0oc0 pour |q| — oo et donc que Phamiltonien H a
un spectre discret.

Le terme cinétique correspond a une interaction attractive (elle favorise
tous les gy égaux) de proches voisins sur le réseau. En diminuant le para-
meétre £, on augmente l'interaction.

Notation. Dans la suite, il est commode d’introduire les notations de bras
et kets de la mécanique quantique, ainsi que la base compléte dans laquelle
Popérateur position ¢ est diagonal (équations (2.4, 2.5)) :

ilo) = qla), / dglg) (gl =1. (4.4)

Nous distinguerons donc plus loin la notation () qui signifie valeur moyenne
de e par rapport au poids statistique e~ et {¢"|U|q¢’) qui signifie élément de
matrice de 'opérateur quantique U dans la base des positions.

Matrices de transfert. Le noyau

T(q,q") ={¢'| T(e)lg) = exp[—5(g, ¢')] (4.5)

1
vV 27e
définit, par ses éléments de matrice dans la base des positions, un opérateur
symétrique réel T qui est appelé la matrice de transfert du modéle statistique.
Avec la condition de croissance imposée & V, il a un spectre discret. En termes
des opérateurs position § et impulsion p de la mécanique quantique, la matrice
de transfert s’écrit :

T(e) = e~V @/2 ¢="/2 o~V (@2, (4.6)

ce qui montre en particulier que T est un opérateur positif.
Utilisant la définition (4.5), on peut facilement exprimer la fonction de
partition Z(n, £) du modéle statistique en fonction de la matrice de transfert :

n—1

Z(n,€)=/qu:c {00! Tla1) (1| Tlg2) - - - (gn—1] Tlgo) = tr T",  (4.7)
k=0

et donc, introduisant les valeurs propres (discrétes, réelles positives) tx(e) de
la matrice de transfert tg > |t1| > ...,

Z(n,e) = t(e). (4.8)
k=0

Limite thermodynamique. La limite thermodynamique est la limite de vo-
lume infini, et donc ici n — oo. Dans cette limite, la fonction de partition est
dominée par la valeur propre la plus grande de la matrice de transfert (dont
on montre qu’elle n’est pas dégénérée) :

In Z(n,e) ~ —nlntg(e).

n—oo
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En particulier, nous vérifions que l'énergie libre W = InZ (omettant un
facteur de température sans intérét ici) est une quantité extensive, c’est-a-
dire proportionnelle au volume n. La densité d’énergie libre est donnée par

1 1
- — ZInZ(n,e) ~ — Into(e).
nW(n,e) - nZ(n,e) nto(e)

4.2 Fonctions de corrélation

Nous introduisons maintenant les fonctions de corrélation des variables .
La fonction & m points est définie par

(G iy - - Gi,,) = Z8 (i1, 49, . .. ,im)

=2 Y n,&)——7= (27r6 n/2 / (H dqs) exp [—8(q, €)] qu :

(4.9)

4.2.1 Fonctions de corrélation et matrice de transfert

Dans le cas d’une interaction de proches voisins comme dans ’énergie de
configuration (4.1), les fonctions de corrélation peuvent étre réexprimeées en
terme de la matrice de transfert.

La fonction 4 un point est la valeur moyenne de ¢y, :

Z7(11)(k)5<Qk>:Z—l(n’€) n/Q/(qus> qarexp [-S(g,€)] .-

L’intégrale peut s’écrire

n k—1 k
dgs e S@e) = dgx dgs | ex S, 11 ]
/<s—1—[1 Q)Qk /QkQ/<s:1—[1 Q> pl; (@, q-
<[ ( 11 dqs> exp [— S S(qz,ql_o].

s=k+1 I=k+1

Introduisant la matrice de transfert (4.5) et 'opérateur position §, et utilisant
(équation (4.4))
Tqlqe) = qcTlqe)
nous pouvons réécrire
ZW(k) = 27 (n,e) tr T () g T (e) = tr (§T™) / tr T™.

De la méme maniére, considérons la fonction de corrélation & deux points,
valeur moyenne du produit des valeurs de ¢ en deux points k,! du réseau :

ZP (k1) = (g ar) = Z‘l(n,f)/ (H dqs> grar exp [~S(g,€)]

s=1
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L’application répétée de la méme méthode, par exemple pour k < I, conduit
a l'identité
ZP(k,1) = 27} (n,€) tr T () g T () g T"7'(e)
=tr (@I * T ) /tr T
Alors que la fonction Z,(LQ)(k, [) est symétrique en k < [, son expression en
terme de la matrice de transfert ne I’est pas.

De fagon générale, cette méthode permet de montrer que la fonction & m
points, dans le secteur 0 < i1 < i3... < 4, < n, peut s’écrire

<qi1 Qig - - qim> = Z_l(n? E) tr [Tn_im+iquim_iWVIqA te Tiziil (j] . (410)
4.2.2 Limite thermodynamique et comportement

a grande distance

Nous notons |0), |1)... les vecteurs propres de T associés aux valeurs
propres tg > t; > ....
Pour n — oo, T est dominé par les valeurs propres les plus grandes :

T(s) =_t5(e) [10) (0] +11) (1] (t1 () /t0(€))" + O ((t2(e) /to(e)) )] -

n—0o00

Pour n — o0, la fonction a un point a donc pour limite

lim ZM (k) = (gx) = (0/4]0) -

n—00

Plus généralement, la fonction & m points dans le secteur 0 < 41 < ip... <
im < n a comme limite

(Gir @iy - - - i) =t TP (0] T —tm=14 . T2~ G|0) . (4.11)

La fonction & deux points & grande distance. La fonction 4 deux points
dans la limite thermodynamique devient

Z® (k1) = t; " (0] gTI*"1g |0) .

Examinons maintenant son comportement & grande distance [ — k| — oo :

=
Z0(00) = (01a107 + (£ (0 +0 ((E/nE)* ).

Le terme dominant est une constante, le carré de la valeur moyenne {gx} =
{0|§]0}. Introduisons alors la fonction & deux points conneze (¢f. section 1.4.2) :

WO (k1) = 23k, 1)~ 2D k) 2D 0) = ((ar — (ar) (@ = (@) -
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Le terme dominant disparait et

2 ti(e) - ~114)2
Wy, o~ (B oy

{Si {0]g|1} = 0 il faut prendre le terme suivant.) La fonection a4 deux points
connexe décroit donc exponentiellement pour |I — k| — oo :

Wk 1) o« e Ik

{k—1|—00

ol nous avons introduit la longueur de corrélation

1
= Mh@/aE)] (4.12)

Remarque. Comme noté plus haut, la fonction de corrélation connexe est
identique & la fonction & deux points de la variable obtenue en éliminant la
valeur moyenne par une simple translation gx — g, :

% = aqr — {qx) = (01¢'10) = (gk) = 0.

La valeur moyenne {gx) n’a donc, en général, pas de signification physique
particuliére, puisqu’il suffit d’une translation de l'origine des positions pour
la supprimer. Cependant, dans certains cas le point ¢ = 0 est privilégié, par
exemple quand le systéme est invariant par la réflexion ¢ — —g. Dans ce cas,
une valeur moyenne non nulle a un sens de brisure spontande de symétrie.
En reprenant les arguments précédents, on vérifie que ceci implique que le
vecteur |0) n’est pas symétrique et donc que la valeur propre #g est dégénérée.
Il est possible de démontrer que cette situation ne se rencontre jamais en
mécanique quantique pour un systéme & un nombre fini de degrés de liberté
(cf. section 3.4).

4.3 Modéle classique & basse température :
un exemple

Nous avons montré que 'approximation discréte de 'intégrale de chemin
a une interprétation naturelle en terme de mécanique statistique classique &

une dimension sur réseau. Nous illustrons ce résultat par un exemple simple.
Considérons la fonction de partition

Z,(T) :/ (H dp(%)) exp [~ E(q:)/T], (4.13)
k=1

ol g; caractérise la configuration au point ¢ d’un réseau unidimensionnel (par
exemple, la déviation d’une particule de sa position d’équilibre), n est la taille
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du réseau, T la température, dp(q) la distribution de la variable ¢ et E{g;)
Pénergie de configuration que nous choisissons de la forme particuliére (inter-
action de proches voisins)

BElg)=) (e —a1)?, J>0, (4.14)

i=1

(J caractérise 'intensité de I'interaction). Enfin nous imposons par commodité
des conditions aux limites périodiques : ¢, = qo.
Nous posons
dp(q) = e "9 dq.

L’exemple le plus simple correspond 4 une fonction v(g) avec un minimum
unique a ¢ = 0 on elle est réguliére,

v(g) = tv2® + O (¢%) .

On peut imaginer ce terme comme dii 4 une force de rappel effective qui ra-
meéne une particule & sa position d’équilibre et dont on suppose la dépendance
dans la température négligeable.

Pour T' — 0, la configuration dominante est obtenue en minimisant 1’éner-
gie (4.13) et correspond & tous les g; égaux. Alors pour n — oo, seul le
voisinage de la configuration ¢; = 0, qui a le poids le plus grand, contribue
4 la fonction de partition. Dans ces limites, aprés le changement de variable
q; — T*q,, la fonction de partition est donnée par

za(m) o [ ] au e -56) (4.15)
k=1

avec

S(g) = Z [J (g — qi-1)* /VT + vzﬁq?] . (4.16)

Comparant a 'expression (2.37) pour i = w = 1, nous trouvons pour T’ — 0 :

Z,(T) o tre e8|
ot H est I'hamiltonien de l'oscillateur harmonique :

- 1 . m,
H:—p2+— 2

4.17
5 54 (4.17)

avec
e = VuuT/J+0(T%?), m=/vad +O(T).

La limite continue qui conduit a I'intégrale de chemin, correspond a & x VT —
0, c’est-a-dire 4 une limite de basse température.
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Le comportement a longue distance de la fonction & deux points est lié¢ a
la différence entre les deux premiéres valeurs propres de H. Si 'on définit la
longueur de corrélation £ par

(grqo) o e~ME
k—o0

on déduit de Péquation (4.12) que pour T — 0 :

5'\’ 1/62 \/J/’UQT.

L’intégrale de chemin est obtenue dans une limite ou la longueur de corré-
lation diverge, une propriété que nous discutons dans un cadre général en
section 4.4.1.

4.4 Limite continue et intégrale de chemin

Nous examinons maintenant de fagon plus générale la limite du pas de
temps € — 0 qui, formellement, fait passer de l'intégrale avec des temps
discrets a 'intégrale de chemin. Nous montrons que la limite continue est liée
a la divergence de la longueur de corrélation du modéle statistique classique.

4.4.1 Limite continue

La représentation (4.6) montre que

InT(e) ~ —cH,

e—0

ce qui est cohérent avec la discussion de la section 2.2 qui conduit a

T(q,q) ~ (d|e *H|q).

s:O <

Ces relations se traduisent par une relation entre valeurs propres de la matrice
de transfert et valeurs propres Ei de H (qui a un spectre discret et dont le
fondamental n’est pas dégénéré, cf. section 3.4) :

Intg(e) o —eEy.

Ainsi, dans la limite ¢ — 0, les différences entre les valeurs propres de la
matrice de transfert tendent vers zéro.

Divergence de la longueur de corrélation. Dans la limite ¢ — 0, la longueur
de corrélation (4.12) devient

1

$~ (E By
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La limite ¢ — 0, qui conduit & l'intégrale de chemin avec temps continu,
correspond donc dans le langage statistique & une limite ou la longueur de
corrélation diverge. Une échelle de longueur grande par rapport & la maille du
réseau est ainsi engendrée dynamiquement.

Fonction de partition dans la limite continue. Considérons la fonction de

partition classique
Z(n,g) = tr T"(e).

En section 2.3, nous avons introduit la limite double n — o0, & — 0 avec ne =
3 fixé. Bien que le volume n — o0, ce n’est pas la limite thermodynamique
qui elle correspond & n — oo avec ¢ fixé. Par contre, cette limite conduit a la
représentation par intégrale de chemin de la fonction de partition quantique :

lim Z(n,e) = 2(8) = tre™?¥.
e—0

Nous pouvons maintenant donner & cette limite, appelée limite continue
puisque le réseau a disparu, une interprétation dans le cadre du modéle sta-
tistique classique : la limite double n — o0, € — 0 &4 8 = ne fixé est une limite
ol la longueur n du systéme est fixée en unité de longueur de corrélation

% = B(E: — Eo).

£
Au sens de la mécanique statistique classique, £ est donc la longueur du sys-
téme exprimée en unité de longueur de corrélation et la limite de température
nulle, 3 — oo, du systéme quantique est la limite thermodynamique du sys-
téme classique. Dans cette limite

In Z(3) 8 —BEy.

L’énergie libre du systéme classique W = In Z(J) est extensive, elle croit
comme le « volume » dans la limite de grand volume, et est proportionnelle &
I’énergie du fondamental du systéme quantique.

Dans le modéle classique la dépendance en (3 est appelée effet de taille
finie.

Limite continue et universalité. Dans la limite continue, une physique non
triviale a D’échelle £ émerge, qui ne dépend plus de la structure initiale de
réseau. L’existence d’une limite continue refléte des propriétés d’universalité,
c’est-d-dire d’indépendance des propriétés a longue distance de la structure
détaillée du modéle microscopique (en particulier, comme la discussion de la
section 2.2 I’a montré, nous aurions pu choisir une forme plus générale que
Pexpression (4.2)).

Le phénoméne que nous observons ici a un sens profond : de facon gé-
nérale, dans un modéle statistique une limite continue n’existe que quand la
longueur de corrélation diverge. Cette divergence caractérise souvent un point
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de transition de phase continue ou du second ordre. Ce phénoméne explique
pourquoi les transitions de phase continues (c’est-a-dire avec divergence de
longueur de corrélation) peuvent étre décrites par des théories statistiques
des champs euclidiennes. A une dimension d’espace, avec interaction de courte
portée, la longueur de corrélation ne peut diverger qu’a température nulle, ce
qui explique le réle de la limite ¢ — 0.

4.4.2 Fonctions de corrélation et limite continue

Nous avons montré que la fonction & m points, dans le secteur 0 < i3 <
iz... < iy < n, peut s’écrire (équation (4.10))

(Gi Qi - Gy, ) = 27 Y, €) tr TN im T gTim —tm—1g  Th2~0 g,
Introduisons les variables
ty = &l = Zk/£ = tk(El — Eg),

et la trajectoire g(t) telle que g(ke) = qx (cf. section 2.3) et donc q(tx) = g;, -
La limite continue est maintenant une limite ¢ — a 3 et {; fixés : les distances
sont fixées en prenant comme échelle de distance la longueur de corrélation
au lieu de la maille de réseau ou de ’échelle microscopique. Dans cette limite,
nous pouvons exprimer la matrice de transfert en fonction de I’hamiltonien
quantique :

(alt)altz) - altm))g = 2 1(B)tr [ O tntH g o= Cnmtnon)il g

x e~ (=t H g] . (4.18)

En méme temps, les intégrales multiples tendent vers des intégrales de chemin

(a(t)altz) . altm))y = Z271(8) / dgg(ty) - qltm)eS@ . (4.19)

Dans la limite continue, les fonctions de corrélation du modéle statistique
tendent vers les fonctions de corrélation définies par l'intégrale de chemin.
Dans cette limite, les fonctions de corrélation ont donc également des proprié-
tés d’universalité : elles s’expriment en termes d’intégrales de chemin ol toute
trace du résean initial a disparu.

Limite thermodynamique. La limite thermodynamique du modéle classique
unidimensionnel correspond maintenant & 3 — oo, c¢’est-a-dire a la limite de
basse température d’'un modéle de mécanique statistique quantique a zéro
dimension (une seule particule). Dans cette limite, les fonctions de corrélation
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deviennent

(a(t)a(tz) .. q(tm)) = (0] ¢ e~ (im0 (H=F) g e=(ta=t)(H=E0) 4 |0),
(4.20)
ol |0) est le fondamental du hamiltonien.

Meécaniques statistiques quantique et classique. Nous avons donc montré
comment un modéle de mécanique statistique quantique avec une particule
était obtenu comme limite continue d’un modéle de mécanique statistique
classique unidimensionnel. Cette relation s’étend aux dimensions supérieures
(D dimensions pour le modéle quantique, D + 1 dimensions pour le modéle
classique), le caractére quantique correspondant classiquement a une dimen-
sion supplémentaire de taille 3 avec conditions aux limites périodiques.

Notons, cependant, que ’analogie entre mécaniques statistiques classique
et quantique n’est pas compléte dans la mesure oil seules les fonctions de
corrélation & temps égaux ont une interprétation quantique directe, comme
moyennes statistiques a température finie de puissances de la position q.

Par contre, en dimensions supérieures, il existe dans le cas classique des
fonctions de corrélations a temps égaux qui ont des analogues quantiques.

Par ailleurs, aprés prolongement analytique & des temps réels ¢ — it (mais
pas sur 31!), les fonctions de corrélation classiques deviennent des fonctions de
corrélation quantiques thermiques dépendantes du temps.

Remarques.

(i) D’autres processus aléatoires conduisent a des intégrales de chemin et
ont les fonctions de corrélation correspondantes comme observables. Ainsi la
marche au hasard correspond & un hamiltonien libre. I’équation de Fokker-
Planck (section 5.5) qui décrit de tels processus peut étre résolue en terme
d’intégrale de chemin.

(ii) Quand l'action euclidienne n’est pas réelle (comme dans le cas de
Ihamiltonien en champ magnétique, cf. section 5.1), les moyennes de la
forme (4.19) n’ont plus d’interprétation probabiliste. Pour des raisons qui
apparaissent dans ’étude de I’évolution en temps réel, elles restent pourtant
des quantités utiles 4 étudier, et par extension nous les appellerons encore
fonctions de corrélation.

Fonctionnelles génératrices. Théorie des perturbations. Nous avons montré
en section 2.8 comment calculer 'intégrale de chemin perturbativement pour
tout hamiltonien de la forme p?/2m + V(q) en terme de l'intégrale de che-
min (2.41). L’argument se généralise immédiatement aux fonctions de corréla-
tion correspondantes. En fait, en ajoutant au potentiel un terme de couplage
4 une force extérieure arbitraire, on construit une fonctionnelle génératrice
des fonctions de corrélation. Définissons

20) = [la]ew |-s@ 1 [ at q<t>b<t>} . (4.21)
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On vérifie alors
()t} =220 =0) (550 5505 ) 20

On peut maintenant facilement combiner cette expression et le développement
perturbatif.

Enfin, la fonctionnelle W(b) = In Z(b) est la fonctionnelle des fonctions de
corrélation connexes (cf. section 1.4.2).

b=0

Equation du mouvement quantique. De 'expression (4.21), on peut déduire
des relations entre fonctions de corrélation, en exprimant que l'intégrale sur
tout ’espace d’une dérivée s’annule :

/[q exp{ S(q) + /dtq )]:0,

ou plus explicitement :

Jiaato [pir) - 58 exp |-t + [ avatenie)] -

On remarque alors que ¢(t) dans I'intégrale peut étre remplacé par une dérivée
fonctionnelle & I'extérieur, ce qui conduit & I’équation

[bm - 5—5%] [idatwiexs [-5(0)+ [ aeatons)] -

Dans l'intégrale restante, nous reconnaissons la fonctionnelle génératrice Z(b).
L’équation peut donc se réécrire

58 (8/8b(t))
l””) G

Cette équation fonctionnelle pour Z(b), appelée équation de Schwinger-Dyson
en théorie des champs, a comme solution l'intégrale de chemin initiale. Si
on développe cette équation fonctionnelle en puissances de b, on trouve un
ensemble infini d’équations reliant les fonctions de corrélation entre elles.

} Z(b) =0. (4.22)

4.5 La fonction a deux points :
calcul perturbatif, représentation spectrale

La fonction de corrélation & deux points joue un réle important en théorie
quantique des champs et en mécanique statistique. Dans le cadre de la méca-
nique quantique, nous allons d’abord la calculer perturbativement au premier
ordre non gaussien, ce qui permettra d’illustrer certains aspects de Panalyse
des sections précédentes. Nous établirons ensuite I'existence et les propriétés
de sa représentation spectrale.
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4.5.1 Calcul perturbatif

Nous calculons maintenant la fonction a deux points {(g(t)q(u)}, corres-
pondant & ’action
B/2 1.,
s = [ at [§0+ b0 + ] (4.23)
—B/2 4!
alordre A, et dans la limite 3 — oo. Nous faisons le calcul avec des conditions
aux limites périodiques.
L’algébre est la méme qu’en section 1.4.1. Le développement 4 I'ordre A
peut s’écrire

Z3(t,u) = {q(t)q(w)),

— Z(ﬁv 0) 1 h/2 4
= 3% [A(t ~w-do [ o 07 (a0 ),

+0(N),

ol la fonction de partition Z(3, A) a été calculée a cet ordre en section 3.1 et
A(t) est donnée en (2.46).
L’application du théoréme de Wick entraine

<q(t)q(u)q4('r)>0 = 3A(t — u)A%(0) + 12A(t — T)A(u — 7)A(0).

Nous reconnaissons dans la premiére contribution le produit de la fonction &
deux points gaussienne par la correction a la fonction de partition. Ce terme
disparait dans le rapport

ZO(t,u) = [1 - 1rga2(0)]
B/2
x lA(t —w)(1 — 1ABA2(0)) — 1AA(0) /_ o drA(t — 1)Au — 1)

et donc

B/2
Z@(t,u) = At —u) — 3AA(0) / dr A(t — T)A(T — u) + O(N\?).
~B/2

Dans la limite 8 — oo on trouve, en particulier,
ZO(t,u) = Le It [1 - N1+ [t — ul)] + O(N?). (4.24)
On a montré que pour |t —u| — oo

Z@(t,u) o Ae~(Fr=Eolt~ul  (or 15 discussion de la section 4.2).
t—u|—o0
Les niveaux d’énergie Ej ont été calculés en section 3.1. On en déduit la

différence
By — Eg=1+3x+0(\?).
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On voit done que le terme proportionnel & |t — u|e~*=*! provient du dévelop-
pement de ’exponentielle

e~ (IFA/B)t—ul — o=lt=ul (1 _ )|t — 4|/8) + O(N?).
On conclut que la fonction a deux points peut, & cet ordre, s’écrire
Z3(t,u) = $(1 — x)emEEoltmul L O(32),

On vérifie en particulier que cette expression satisfait a l'ordre A la rela-
tion (4.27) (h=m=1)

d 1 1
im —Z® =—=(1-1 - == 2
tk}& dtZ (t,0) 2(1 sA(Er — Eq) 7 + O(X9).

4.5.2 Représentation spectrale

Nous partons de la représentation (4.20) de la fonction 4 deux points

20)(t) = (g(0)q(0)) = (0] ¢ IH=5 g o).

Nous supposons que ’hamiltonien H est hermitien, borné inférieurement et,
pour simplifier les notations, a un spectre discret. Dans la base ou H est
diagonal, la fonction de corrélation & deux points peut étre écrite

Z(Z) Z [0 e—(en—‘fo)ltl, (4.25)
n>0

ot les quantités |n) et e, sont, respectivement, les fonctions propres et les
valeurs propres de H. Comme conséquence de 'hermiticité de H, les valeurs
propres sont réelles et les exponentielles dans le membre de droite ont des
coeflicients positifs. La transformée de Fourier de la fonction & deux points

F®() = / dt 72 (1) et

a donc la représentation

Z®(w) =27 (0]4] 0) +2Z )OI 2?' : (4.26)
n>0 €n — €0) ]

Deux propriétés de la transformée de Fourier de la fonction & deux points
s’en déduisent : sauf pour une possible partie distributive & w = 0, elle est
une fonction analytique de w? avec péles uniquement sur ’axe réel négatif.
De plus, les résidus des poles sont tous positifs ; on en déduit que Z®)(w) ne
peut pas décroitre plus vite que 1/w? quand w? tend vers linfini.
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Un résultat plus précis peut méme é&tre démontré. Calculons la limite
quand t — 0+ de la dérivée de

1 “(B—DVH A —tH A
a (4 fini. Alors
lim iZ<2>(t) _ trfe PP (HG* — GH§)]
t—0+ dt Z(B) '

A cause de la propriété cyclique de la trace
2tr{e™"¥(HG* - qH§)} = te{e™(HG +§°H -2¢Hq)} = tr{e”7[glg, H]]}.

Pour un hamiltonien quadratique dans la variable d’impulsion H = ﬁﬁz +
O(p), les commutateurs peuvent étre évalués explicitement :
B2 d h?

[Q[Q’H}]:_E = lim —Z@@%) =

4.27
t—0+ dt ( )

2m

Appliquant ce résultat dans la limite 3 — oo & I’expression (4.25), nous trou-
vons
h? _ 0161 P2
=310l (en — 2o
n>0
Nous concluons
() P
W) s
Ce résultat utile n’est pas surprenant. Le comportement pour w — oo est relié
& I’évolution a temps court et nous avons vu que la partie la plus singuliére
de l'opérateur d’évolution est alors déterminée par ’hamiltonien libre.

Enfin, quand le spectre de H a une partie continue, la somme dans (4.26)
est remplacée par une intégrale, les poles sont remplacés par une coupure avec
une discontinuité positive et les conclusions sont les mémes. La généralisation
relativiste de la représentation (4.26) est appelée représentation de Kéllen-
Lehmann.

Régularité des chemins. Le calcul précédent implique

((att+7) = a))*) = ~2(a®) (ot + 7) ~ a(1))

~ i,
T—=0m
ce qui généralise le résultat (2.53) (ici t a les dimensions d’une énergie inverse
au lieu d’un temps). Ce résultat démontre qu’aux temps courts les chemins
typiques qui contribuent a I’'intégrale de chemin ont les propriétés des chemins
browniens, indépendamment du potentiel.
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4.6 Formalisme d’opérateurs.
Produits chronologiques

Utilisant la définition de lintégrale de chemin comme limite d’intégrale
avec temps discrets, nous avons déja montré que les fonctions de corrélation
pouvaient dans la limite continue se calculer par intégrale de chemin (ex-
pression (4.19)), mais pouvaient aussi étre exprimées en termes d’opérateurs
quantiques (expression (4.18)). Nous allons & présent montrer que ce résultat
peut étre obtenu directement dans le continu.

Ordonnons n temps t1,ts,...,t, de telle sorte que

0<t; <ty <...<t, <B. (4.28)

Nous décomposons alors intervalle (0,5) en n + 1 sous-intervalles (0, 1),
(t1,t2), ...y(tn, B). L’action totale est la somme des contributions correspon-
dantes :

n+1l .
S(q) = Z/ [3mé” + V(g)] dt avec lo=0, tpp1=0. (4.29)

i—1 Yii-1

Nous réécrivons l'intégrale (4.19) en utilisant 'identité

n

[Tact) = /Hin5 la(t:) — 4] g

i=1

L’intégrale de chemin se factorise alors en un produit d’intégrales de chemin
correspondant aux différents sous-intervalles de temps. Retournant a la défini-
tion méme de I'intégrale de chemin (équations (2.21, 2.22)), nous remarquons
que le numérateur de l'expression (4.19) avec 'ordre (4.28) est exactement (se
souvenant de 'ordre (2.1))

Z(8) (alta) - alta)) = tx [emODH g o (nmtunH . gm(amti)H g gmtut|

en accord avec les équations (4.18, 4.19).
Introduisant la représentation de Heisenberg de 'opérateur § (prolongée

analytiquement it — £)
Q(t) = e get, (4.30)

(pour t réel Q(t) n’existe pas nécessairement et la définition est alors quelque
peu formelle), nous pouvons écrire

(g(t1) ... q(tn))g = 271 (B) tr [eTPH Q(tn) ... Q(t1)] . (4.31)

Produits chronologiques. L’écriture des fonctions de corrélation dans le
formalisme d’opérateurs oblige & choisir un ordre dans le temps alors que les
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fonctions sont symétriques. Un formalisme commode permet de rétablir cette
symétrie, basée sur la notion de produit chronologique d’opérateurs.

Nous introduisons maintenant 'opération T qui ordonne les temps : aux
opérateurs A;(t1),..., A;(¢;), considérés comme fonctions du temps, elle associe
le produit ordonné dans le temps (T-produit ou produit chronologique) de ces
opérateurs. Par exemple, pour I = 2,

T [Al(tl)Ag(tg)} = Al(tl)Az(tz)g(tl — tg) -+ Az(tz)Al(tl)g(tQ — tl).

Nous pouvons alors réécrire I'expression (4.31), sans tenir compte de 1'ordre
entre les temps t1,...,t,,

{a(ty) ... q(tn)) = Z7H(@) e {e P TIQ(1)Q(E2) ... Q(ta)]} . (4.32)

Enfin, si H a un fondamental unique et isolé |0}, dans la limite § — oo les
fonctions de corrélation prennent la forme (4.20) qui peut se réécrire

{(g(t1)...q(tn)) = (0|T[Q(1)Q(t2) ... Q(tn)][0). (4.33)

B—o0

Ces produits chronologiques sont les prolongements analytiques en temps ima-
ginaire des produits chronologiques que 'on introduit dans la formulation en
temps réel de la théorie quantique des champs. Aprés prolongement analy-
tique, ils engendrent les fonctions de Green & partir desquelles on peut, par
exemple, calculer les amplitudes de diffusion. Cependant, toutes les théories
physiquement raisonnables du point de vue des fonctions de Green ne corres-
pondent pas nécessairement A des actions euclidiennes réelles et donc leurs
prolongements analytiques ne sont des fonctions de corrélation que dans un
sens formel.

Fonction génératrice. En termes de produits chronologiques, la fonction
génératrice (4.21) s’éerit aussi

Z(b,8) = Z7H@) tr {e-ﬁf’ T [exp / dtQ(t)b(t)] } i (4.34)

Cette représentation est directement reliée a expression du développement
perturbatif (9.52) de la section 9.7.

Exercices

On se propose d’appliquer la méthode de la matrice de transfert a la
fonction de partition (4.15) du modéle gaussien de la section 4.3, réécrite sous
la forme

2,(T) = / 121 J;ﬁexp[—s(qn
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avec
n

Elq) = % > [(qz- —qim1)’ /T + vqﬂ (4.35)

i=1
et conditions aux limites périodiques.
Exercice 4.1.

Fonction de partition et valeurs propres. Vérifier que la matrice de transfert
T(g,q’") du modéle peut étre mise sous la forme

T(q,q) = /b/2mexp [—%a (q2 + q'2) + bqq'] (4.36)
avec ) )
v
a=z+z, b=7 (4.37)

Il est aussi commode de paramétrer les coefficients a,b en termes de para-
métres p, 0 :

coshf =a/b=1+vT/2, p=+a?—-b2=+/(v/T(1+vT/4).

Vérifier par le calcul explicite que la matrice de transfert satisfait alors
T(O)TO) =TO+ ),

ou T(#) est I'opérateur de noyau 7 (g,q’) et paramétre 6.
En déduire la fonction de partition Z,(T") et les valeurs propres de la
matrice de transfert.

Solution. )
Z(T) = ——  — —n(k+1/2)0
T) = S5 mo72) k;e

Les valeurs propres t; sont donc

t), = e~ (k+1/2)0

oipourT — 0:

8~ vul'.

Erercice 4.2.

Vecteurs propres de la matrice de transfert gaussienne. Les expressions ci-
dessus montrent que le spectre de la matrice de transfert est lié au spectre de
Poscillateur harmonique. Trouver les vecteurs propres correspondants par des
méthodes algébriques semblables, c’est-a-dire en identifiant des opérateurs de
type annihilation et création.
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Solution. En termes des opérateurs impulsion $ et position g,
p=-— = [¢,p =t, (4.38)

nous définissons alors deux opérateurs de type annihilation et création,

sinh 8 sinh 8
=3P G, Al =—ip G 4.
A=ip+ 74 ip + 74 (4.39)
Déterminer la relation de commutation de A et A! et démontrer
AT =e%TA, A'T=¢TA (4.40)

Solution. La relation de commutation de A et Al est
A,AT] = 2 Sinho.
’ T

Agissant alors sur un vecteur |¢/) quelconque, on en déduit

ari = [af (5 + Tp%) T i)
= %/dq’ (d —ae ") T(q,9)¢(d),
et

d sinhé
TA [¢) = /dq’ T(q,q") (d—q, + SH} q’) ¥(q')

in6 d
= /dq’w(Q’) (SI; q — d—q,) T(g.q)

— _/dq "’ —q) T(q.4)0(d).

Nous en déduisons les relations de commutation (4.40) (la deuxiéme étant
impliquée par conjugaison hermitienne).
Ezercice 4.3.

Retrouver les valeurs propres et en déduire les vecteurs propres de la matrice
de transfert.

Solution. Les relations de commutation permettent de retrouver le spectre
et déterminer les vecteurs propres. Nous connaissons déja le spectre. Du
spectre et de ces relations nous déduisons

ATT |m) = 7,AT |m) = ¢ TAT |m) .
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Ceci implique que Af|m) est un vecteur propre de T avec valeur propre
e~? 7., = Tyny1. Le méme raisonnement s’applique avec A. Donc

ATmyocm+1), Alm)o|m—1).

Comme il n’y a pas de vecteur propre avec valeur propre plus grande que 7,
la deuxiéme relation appliquée pour m = 0 ne peut donner qu’un vecteur nul :

Al0)=0.

Notant que § est proportionnel & A + AT, nous en déduisons § |0} o |1). Utili-
sant les représentations de A, Q dans la base |g}, nous trouvons explicitement

(g0} e—q2 sinh0/2T’ (q1) qe—qzsinhe/ZT.

Ezxercice 4.4.

Généraliser le calcul 4 la fonction & deux points de la section 4.5.1 &

. 1 _
Wij(te, t2) = {ai(ta)gj(2)) = Jim 0 /[dQ(t)]qz'(tl)QJ(tz)e s,
oll q est un vecteur & N composantes (7,7 = 1---N), q(—8/2) = q(3/2),
Z(3) est la fonction de partition et I’action est

o Lo 1.2, A a2

S(a) = dt { 5(a)* +3a° + 5 (a°)" ) -

2 4!
~B6/2

On notera que l'action a le groupe O(N) (rotations-réflexions de I'espace a

N dimensions) comme groupe de symétrie. En déduire la différence entre les

deux premiers niveaux d’énergie.

Solution. A cause de la symétrie par le groupe O(N), la fonction a deux
points a la forme
Wis(t) = W(t)s; .

La fonction W (t) a alors un développement tout & fait analogue au cas N = 1.
La seule modification concerne le coefficient devant la contribution d’ordre M.
On en déduit

Ei—Eo =1+ %2 +0()).

Ezercice 4.5.
Compléter le calcul de la fonction & deux points de la section 4.5.1 pour S fini.
Montrer en développant Z?) en série de Fourier que le résultat peut s’écrire

ZP(tu) = cosh(w(r/2 — [t])) + O(N?)

1
2w sinh(wT/2)

avec
u)ZEl—EO:l-l—%/\.
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Ezxercice 4.6.

Déduire, par dérivation fonctionnelle de ’équation (4.22), une relation entre
les fonctions & deux et quatre points dans I’exemple de Paction (4.23).

Solution. D’abord
6S

sey — —i0+ a0 + 3.

L’équation (4.22) s’écrit alors

{[— (%)2“ %(t) +% (gb—(zt—))g}z(b) = b(t).

Dérivant alors 1’équation par rapport & b(u) et prenant la limite b = 0, on
trouve

[—(de)? +1] 23 (¢, u) + %Z(‘*)(t,t, t,u) = 8(t —u).

Ezercice 4.7.
Retrouver la fonction a deux points (4.24) a partir de I'équation ainsi obtenue.
Solution. A I'ordre zéro on retrouve Z(t,u) = A(t — u). Pour l'ordre

suivant, on a besoin de la fonction & quatre points gaussienne qui est donnée
par le théoréme de Wick :

Z(4)(t1, ta, t3, t4) = A(tl — tz)A(tg - t4) + A(tl — tg)A(tQ — t4)
+ At — t)A(ts — t2),
et donc
Z® (¢, t,t,u) = 3A0)A(t — u).
11 suffit alors de résoudre 'équation différentielle

[—(d:)? +1] Z®(t,u) = 5(t —u) - %A(O)A(t —u)

avec conditions de décroissance a Uinfini pour retrouver le résultat. On peut
aussi procéder par transformation de Fourier.






Chapitre 5

Intégrales de chemin
et quantification

ANS LE CHAPITRE 2, nous avons construit une représentation de 'opéra-
teur e=PH sous forme d’intégrale de chemin dans le cas d’hamiltoniens
de la forme p?/2 + V(g). Ces hamiltoniens ont la propriété d’étre la somme
d’une fonction de p et d’'une fonction de q. Dans cette situation, pour passer
de ’hamiltonien classique & ’hamiltonien quantique, il suffit de remplacer les
variables réelles p et ¢ par les opérateurs quantiques correspondants. Dans ce
chapitre, nous allons étendre cette construction a des hamiltoniens qui sont
linéaires dans les impulsions, et donc des actions linéaires dans les vitesses.
Nous prendrons deux exemples : un systéme quantique couplé 4 un champ
magnétique et la diffusion décrite par ’équation de Fokker-Planck. Dans ces
exemples, ’apparition de produits d’opérateurs qui ne commutent pas pose
le probléme de la quantification. Le principe de correspondance ne suffit plus
et lordre des opérateurs est déterminé par des conditions supplémentaires,
comme I’hermiticité ou la conservation des probabilités. Nous montrerons que
le calcul de l'intégrale de chemin présente alors des ambiguités directement
liées & ce probléme de quantification, c’est-a-dire au choix d’ordre des opéra-
teurs position et impulsion. La limite continue n’est plus unique, mais dépend
de la fagon dont elle est atteinte.
Dans la derniére partie de ce chapitre, nous nous intéresserons & une si-
tuation ol I’espace a une topologie non triviale, en 'occurrence un cercle, et
nous montrerons comment ceci influence le calcul de U'intégrale de chemin.

5.1 Transformations de jauge

Avant de discuter la quantification en présence d’un champ magnétique, il
est utile de rappeler quelques notions de mécanique classique.
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Transformation de jauge classique. Comme il est bien connu, les équa-
tions classiques du mouvement qui sont obtenues en variant ’'intégrale d’un
lagrangien £, sont insensibles & 'addition au lagrangien d’une dérivée totale :

L(q,q) = Lo = L(q,q) +q- VQ(q). (5.1)

En effet, ’action correspondante devient

tl/ t//

Alq) = [ dtL{q,q) — Aa(q) = / dt Lo = Alq) + Q(q(t")) — 2(a(t"))

t ¢

et donc

4A 6 A

sa(r)  éaq(r)’
Cette addition au lagrangien affecte par contre le moment conjugué

P56 P =5 = 5 + VA (5.2)
et donc 'hamiltonien
H(p,aq)=p-q-L,
- Hopa) =p-d-Lo= 5 -4~ L=H(p-V0aha). (53

On voit que le nouvel hamiltonien est égal a ’ancien hamiltonien dans lequel
la variable p est remplacée par p — VQ(q). Cette transformation qui n’affecte
pas la physique, mais uniquement la description, est appelée transformation de
jauge. Notons toutefois que pour un systéme invariant par translation d’espace
un choix est plus simple que les autres, celui qui correspond directement aux
quantités conservées. Cest la cas de ’hamiltonien libre H = p?/2m.

Transformation de jauge quantique. Nous décrivons maintenant les ana-
logues quantiques des transformations (5.2, 5.3) et leur interprétation. Dans
ce qui suit, nous notons q, p, H les opérateurs correspondant aux quantités
classiques q, p, H. Aux transformations (5.2, 5.3) de la mécanique classique
correspond, en mécanique quantique, une transformation unitaire engendrée
par 'opérateur

0 =@/ (5.4)

En effet,
QpQt=p- V@), 240 =4q. (5.5)

Le nouveau moment conjugué est obtenu par une transformation unitaire
qui laisse 'opérateur position q invariant. On vérifie de plus que la méme
transformation unitaire relie les hamiltoniens quantiques H et Hg :

Ho(p,a) = H( — VQ,4) = QH(p, §)Q'.
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A T'addition d’une dérivée totale au lagrangien correspond en mécanique
quantique une transformation unitaire, qui laisse donc également la physique
invariante. Dans cette transformation unitaire, les fonctions d’onde #(q) sont
multipliées par une fonction de la position q de module 1 (un élément du
groupe U(1)) :

Ya(q) = eV y(q). (5.6)

Par ailleurs, 'opérateur U (¢”,t'), solution de I’équation (2.2}, se transforme en
Ug=QUQT,
et donc ses éléments de matrice deviennent
(@ [Ua(t",t) ) = I G" [T, )| o) (5.7)

En mécanique quantique aussi la transformation que nous venons de décrire,
et qui s’appelle une transformation de jauge, est sans implication physique et
tous les choix de définitions des variables conjuguées p sont a priori équiva-
lents. Cependant, dans les cas des lagrangiens de la forme %m(f‘) -Vig), i
existe un choix plus simple que les autres.

5.2 Couplage au champ magnétique :
invariance de jauge

Nous allons maintenant rappeler comment ’introduction d’un champ ma-
gnétique engendre une symétrie particuliére appelée symétrie de jauge.

5.2.1 Invariance de jauge classique

L’action, correspondant a une particule dans un potentiel et couplée & un
champ magnétique, est I'intégrale d’un lagrangien qui peut s’écrire

£(q,q) = im(q)* — eA(q) - 4 — V(q), (5.8)

ot A(q) est un potentiel vecteur dont dérive le champ magnétique B et e
la charge qui n’est introduite ici que pour respecter les conventions usuelles.
L’équation du mouvement correspondante est

m, = —GZF;WQV - auV’

ol
Fo, =0,4, - 0,4,

et nous avons utilisé la notation 9, = 9/0z,.
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En dimension 3, le tenseur antisymétrique F},,, peut se paramétrer en terme
d’un vecteur, le champ magnétique B, par

Fu = § :prBpa
P

ol €,,, est le tenseur complétement antisymétrique dans ses trois indices et
€123 = 1. Alors
mgy = —e E :EW.OBPQV =0V,
vp
ce qui, en notation vectorielle, peut aussi s’écrire

mi=eB xq—VV

avec
B=VxA.

Les équations du mouvement sont toujours insensibles a ’'addition d’un terme
de dérivée totale au lagrangien :

£(q,q) +— Lo = L(q,4q) +4q-VQ(q).

Mais maintenant, une dérivée totale peut étre compensée par une transfor-
mation de jauge correspondante du potentiel vecteur :

A(@) > Aq(a) = Ald) + - VO(a). 59)

En présence d’un terme de potentiel vecteur, la transformation de jauge a
une implication nouvelle : puisque ’équation du mouvement est invariante
par les transformations de jauge (5.1), elle est également invariante dans la
transformation (5.9), ce que l'on vérifie immédiatement puisque le champ
magnétique B est invariant de jauge. La transformation (5.9) définit donc des
classes d’équivalence de potentiels vecteurs.

L’hamiltonien classique correspondant est

H= o [p+eA@)” + V(a) (5.10)

Réciproquement, si ’'on veut construire un lagrangien invariant dans I’addition
d’un terme de dérivée totale ou un hamiltonien invariant dans la transforma-
tion (5.3) :

p— p— Vq),
on voit que l'addition d’un terme de potentiel vecteur fournit une réponse.
Dans le formalisme hamiltonien cela correspond & la substitution

p — p+eA(q).

Ce principe d’invariance a regu le nom de symétrie de jauge et conduit a
Pintroduction d’un champ de jauge, ici le potentiel vecteur.

Bien siir, en mécanique classique seules les équations du mouvement sont
physiques, et le potentiel vecteur n’apparait que comme un outil mathéma-
tique commode. Il n’en est pas tout a fait de méme en mécanique quantique.
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5.2.2 Invariance de jauge quantique

Pour passer de ’hamiltonien classique (5.10) & Phamiltonien quantique H ,
il faut faire un choix d’ordre des opérateurs dans le produit p - A(q). Dans le
cas du champ magnétique, la condition d’hermiticité détermine ’hamiltonien

N 1 R . R . R R R
H= (D> +eA@)-D+ep- A(@) +*A%(@)] + V(@),

= 5 b+ eA@)® + V(@) (5.11)
On peut aussi raisonner en termes d’invariance de jauge quantique. On parle
d’invariance de jauge si les hamiltoniens correspondant & des potentiels vec-
teur A(q) reliés par une transformation de jauge (5.9) sont unitairement équi-
valents. La symétrie de jauge entraine que ’hamiltonien ne peut dépendre de
Popérateur p qu’a travers la combinaison p+eA(q). En effet, dans les trans-
formations (5.5, 5.9)

QD+ eAn(q)] Q' = p + eA(q).

Les conditions d’hermiticité et d’invariance de jauge conduisent donc & la
méme quantification.

Un autre choix de quantification conduirait & ajouter un terme propor-
tionnel au commutateur

e[p, A(g)] = —iehV - A

4 I'hamiltonien, c’est-a-dire une correction quantique qui a la forme d’un po-
tentiel imaginaire violant & la fois 'hermiticité et I'invariance de jauge.
La combinaison

D="(p+eA@)=V,+ @),

h h
est appelée dérivée covariante. Ses composantes satisfont la relation de com-
mutation .
ie

[DM?DV} = h

Fu.

5.2.3 Invariance de jauge et intégrale de chemin

Montrons que le principe de symétrie de jauge détermine aussi dans une
large mesure la forme de I'intégrale de chemin donnant les éléments de matrice
de Popérateur U(t”,t') (équation (2.2)).

Ces éléments se transforment de fagon multiplicative comme indiqué par
l’équation (5.7). Nous pouvons écrire la phase comme l'intégrale d’une dérivée
totale : o

o)~ a) = [ dea-vaan).

4
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Du point de vue de U'intégrale de chemin (2.22), la transformation (5.7) peut
donc étre interprétée comme une modification de ’action (2.21) :

t//
S(@) = Sa(q) = [ dt[3ma*(t) + V(a(t),t) —ia(t) - VQ(a(t)] .
tl
Cette variation peut alors étre compensée en ajoutant un terme supplémen-
taire au lagrangien dépendant d’un potentiel vecteur A(q),

’

St = [ dt [hme+ieAla) -+ V(). (5.12)

qui se transforme comme (équation (5.9))
Ag(q) = A(q) + (1/€)VQ(q).

L’action euclidienne (5.12) correspond alors bien au lagrangien (5.8).

Un calcul direct, basé sur la solution de I’équation d’évolution aux temps
courts (cf. section 5.4), confirme que l'intégrale de chemin ne fait en effet
intervenir que P'action euclidienne classique (5.12) :

a(t”)=q"

@ e, ) = / [da(#)] exp [-S(q)/Al, (5.13)

q(t’)=q’

comme c’est le cas en I’absence de champ magnétique.

Notons que ’action euclidienne ainsi obtenue n’est plus réelle et ne définit
donc plus une mesure positive. C’est une conséquence de la propriété suivante :
en présence d’un champ magnétique, I’hamiltonien est toujours hermitien mais
n’est plus réel symétrique. Du point de vue du passage du lagrangien réel au
lagrangien euclidien, on voit aussi qu’un terme linéaire en ¢ acquiert un facteur
i supplémentaire.

Par ailleurs, le terme (imaginaire) de champ magnétique a une propriété
remarquable : il ne dépend que de la trajectoire, mais pas de la fagon dont
elle est parcourue. En effet

/th(q) q= qu‘A(q)-

Cette propriété a des conséquences variées en mécanique quantique, comme
la quantification de la charge du monopdle magnétique, ou plus généralement
des propriétés de quantification quand 1’espace n’est pas simplement connexe.

5.3 Quantification et intégrale de chemin

L’intégrale de chemin (5.13) ne dépend apparemment que de Paction clas-
sique et pourtant elle décrit un objet quantique. On peut donc se demander
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a quel choix de quantification elle correspond. La réponse est qu’elle ne
correspond & aucun choix comme nous allons le montrer un peu plus loin
par un calcul explicite : sans contrainte supplémentaire, I'intégrale de chemin
n’est pas complétement définie.

5.3.1 Temps discrets et limite continue

La nature de ’ambiguité peut étre comprise en revenant aux temps discrets
et 4 'opérateur d’évolution pour ¢ —t' = . Alors, pour des chemins continus,
pour € — 0,

t'=t'te
[ @A) a~ @ -a)- Al ~ @ - @) A).
A priort il semblerait que ces deux termes, qui ne différent que par ’argument
q' ou q” de A(q), correspondent & des actions discrétes équivalentes du point
de vue de la limite continue, puisqu’ils sont équivalents dans la limite € — 0.
Ce n'est pas le cas. En eflet, la différence entre A(q”) et A(q’) est d’ordre
q” — ¢’ et donc, compte-tenu du facteur q” — ' déja présent, elle induit une
modification de I’action discréte d’ordre

(@' —d)-Ald) - (" —d) - AlQ") ~ = D (4 — ¢/)gj — ¢))B; Ai. (5.14)
ij
Cette modification est d’ordre £ parce que les chemins typiques sont tels que
l(d” —d')| = O(y/2). Or, comme nous avons montré en section 2.3, les termes
d’ordre € de I’action discréte contribuent & la limite continue.

Nous remarquons maintenant que Popérateur e=<#/" est hermitien comme
conséquence de I’hermiticité de H. Donc ses éléments de matrice sont inva-
riants par les transformations conjugaison complexe et échange q' — q”.
Cette condition impose de prendre une fonction symétrique de q”,q' comme
Al +a)/2).

Le choix précis est ensuite indifférent parce que deux fonctions symétriques
different a Pordre (q” —q')?, ce qui ne donne qu'une contribution d’ordre £3/2
a action.

De méme, Pinvariance de jauge est satisfaite en prenant I’action continue
et en approximant le chemin q(¢) par un mouvement rectiligne uniforme. On
retrouve alors une forme symétrique équivalente a la forme précédente. Nous
montrons en section 5.4 que c’est la forme obtenue par un calcul direct de
Popérateur d’évolution pour des intervalles de temps infinitésimaux & partir
de 'hamiltonien (5.11).

Cependant, cette subtilité n’est plus visible dans expression formelle de
Iintégrale de chemin. A la différence du cas sans champ, il existe en réalité une
famille 4 un paramétre de limites continues qui dépendent de la forme spéci-
fique de laction discréte. Notons toutefois que le concept de limite continue
reste un concept utile dans la mesure ot un seul paramétre survit.
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On peut suppléer i cette déficience en imposant que 'intégrale de chemin
donne les éléments de matrice d'un opérateur ayant les bonnes propriétés de
transformation de jauge ou hermitien. Nous trouvons 14 un exemple particu-
lier d’un probléme plus général : les difficultés de quantification sont souvent
résolues en imposant que la théorie quantique préserve certaines propriétés
de symétrie. Nous rencontrerons a nouveau ce probléme dans les sections 5.5,
6.2, 7.9 ou au chapitre 10.

5.3.2 Ambiguité et calcul perturbatif

Pour illustrer la discussion de la section 5.3.1, nous allons maintenant
examiner comment ce probléme d’ambiguité, dans la définition de l'intégrale
de chemin, se manifeste dans un calcul perturbatif et comment le résoudre.

Prenons l'exemple du calcul de I'énergie du fondamental a partir de la
fonction de partition (nous faisons ici A = 1) correspondant & I’action

B/2
Sta) = [ dt[ime? +ieAa) -+ b’
~-8/2
ol nous supposons A(q) polynomial.
Dans un développement en puissances de la charge e, au premier ordre on
trouve (cf. section 2.8)

B/2
l—ie/ dt {g(t) - Ag(1))) | + O(e?), (5.15)
~B/2

Z(B) = 2o(B)

ou (e) veut dire valeur moyenne par rapport a la mesure de l'oscillateur har-
monique. Considérons un monéme contribuant a A. Il faut calculer

3> {G® A 5,200 g, (1) -
i jije---Jp
La moyenne peut étre calculée par le théoréme de Wick (2.52). Le facteur
¢ doit étre apparié de toutes les fagons possibles & un facteur g. Tous les

appariements donnent le méme résultat d’ot un facteur p. Ensuite les autres
facteurs ¢ doivent étre appariés. On vérifie que le résultat peut alors s’écrire

Z Z (4: () Aijrja.. 5y @ () - - @3, (1))

...jp. \
= ; (‘h(t)(ﬁ (t» m jlgh <Ai,j1j2-..ijj1 (t) gy, (t)> .

On en déduit que la valeur moyenne dans (5.15) peut se mettre sous la forme
(¢f. équation (1.19))

e f @S iwaso) (52)-
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La fonction & deux points gaussienne, dans la limite 8 — oo, est donnée par
I’équation (2.47) :
T—
A (t) = (a:(t)g;(0)) = = e 1.
2w
Le probléme nouveau est lié a I'apparition de la valeur moyenne (¢;(¢)g;(¢)}.
En dérivant A;;(t — '), nous trouvons

. o dAG(t—t iy
(@G()g; () = —% = —18;et—t)e E=¢"|

ot e(t) = 1 pour ¢t > 0, e(t) = —1 pour ¢ < 0. Clairement, €(0) n’est pas défini.
Le résultat est ambigu, et 'ambiguité au premier ordre en e est proportion-
nelle &

Liee(0) / dt (V- A(q(t)))

et donc correspond a 'addition d’un terme de commutateur a 1’action, exac-
tement comme la discussion précédente le laissait prévoir. Notons cependant
e d dé

T (@:(t)g;(8)) = aﬁ
est bien défini. Si nous voulons que dérivée et valeur moyenne commutent,
nous trouvons pour ¢ = j

a0 = 2 @0 () =0,

ce qui n'est compatible qu’avec €(0) = 0. C’est justement cette propriété de
commutation pour des produits 4 temps égauz qui est nécessaire pour démon-
trer directement 'invariance de jauge du terme d’ordre e dans l’expression
perturbative (5.15). En effet, dans la transformation de jauge (5.9), la contri-
bution se transforme en

B/2 8/2
variation de ie /_5/2 dt(q(t)- A(a(t))) =1 /_ﬂ/2 dt (q(t) - VQ(a))

= i/_‘;/; dt <%Q(q(t))>.

Si valeur moyenne et dérivée commutent, la variation devient

z'/ﬂ/z dt<£Q(Q(t))> =i [2(a(8/2)) - Q(a(-5/2))] =0,

—3/2 dt

a cause des conditions aux limites périodiques.
Par ailleurs, un autre choix de quantification conduit a ajouter un terme
proportionnel & iV - A a4 hamiltonien, c’est-a-dire un terme de potentiel
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imaginaire. Celui-ci se distingue dans ’action classique du terme iq - A de la
maniére suivante : ¢q- A ainsi que le terme de potentiel réel sont invariants par
la double transformation conjugaison complexe et renversement du temps, a
la différence de iV - A. En particulier, cela conduit & faire un choix symétrique
par renversement du temps et donc & poser €(0) = 2(e(04) +€(0-)) = 0 pour
satisfaire cette fois & la propriété d’hermiticité.

Notons que souvent, au lieu de la fonction signe €(t), on introduit la fonc-
tion saut 6(t) : €(t) = 26(t) - 1. Le choix correspond alors & 6(0) = 1.

5.4 Champ magnétique : calcul direct

Calculons maintenant directement (pour m = k = 1) les éléments de
matrice de opérateur U = e~ *# pour

H=1(p+eA(q)?,

a partir de ’équation (2.2) sous une forme généralisée de I’équation (2.11), en
d dimensions et pour ¢t — 0.

Notation. Dans ce calcul, pour des raisons de compacité, quand 'indice p
est répété deux fois, la sommation sur toutes les valeurs de p est supposée
implicitement. De plus, 8, = 8/0q,,.

En termes d’éléments de matrice, ’équation s’écrit

0, (@l U(8)1d) = § (0 +ieAn)* (al U()a)- (5.16)
Nous posons )
(@ Ut)|q) = e o@at), (5.17)
L’équation (5.16) prend la forme
V2o — ied, Ay — (9,0 — ieA,)? = 200 (5.18)
La fonction o admet pour ¢t — 0 un développement de la forme
1
a:g(q—-q’)Q-l-gln27rt+oo+0'1t—+-0(t2). (5.19)
Donc
d ——iw—’f+i+a+om
10T T\ 1T d) Ty T ’
1
80 = 2(q— ) + 8400 + 801t + O (7).

t
On en déduit

1 2
(0u0)? = 35(a = ¢)? + 7(a = 0)uBu00 + (9u00)? +2(a — ¢ )uBu0r + O(1),

d
Vio =<+ Vaoo +1Vgor + O(%).
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L’ordre t~! donne la premiére équation non triviale :
(¢ = ¢)u(Buo0 — ieAu(q)) =0,

qui a comme solution

1
oo(g,¢') = iefo ds(g — q)uAu(d +s(a—q)).

Elle a les propriétés de transformation de jauge attendues :

§Au(q) = (1/€)8,0a) = do0(a,q') = i(g) — Ad")).-

On en déduit

1
Oy —ied,(q) = z'e/ dss(g—q')uF. (q' + s(g — q')), (5.20)
0

ou Fy,, est le tenseur magnétique :
Fu =08,A, —8,A,.
Le terme d’ordre t donne
201 +2(q— ¢')u0u01 = 0, (8#00 - z'eA#(q)) — (8”00 — ieAM(q))Q.
Comme |q — ¢'| = O(+/t), nous n’avons besoin que de o1 (g, q).

L’équation (5.20) montre que 9,00 — ieA,(q) est d’ordre ¢ — ¢’ et peut
donc é&tre négligé. De plus

1
Bu(0uo0 —ieAL(q)) = z'e/ ds s%(q — "), 0, Fu (¢ +s(g—1¢")
0
et donc s’annule aussi pour ¢ = g’. Nous en déduisons

al(QaQ) =0.

Donc en terme de la trajectoire rectiligne uniforme
a(r) =4¢ +7(g—d)/t,
la contribution supplémentaire a l'action due au champ magnétique s’écrit

z'e/o dr ¢(7) - A(q(T)),

qui est une expression symétrique en q et ¢’, en accord avec la discussion de
la section 5.2.2.
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5.5 Diffusion, marche au hasard,
équation de Fokker-Planck

Nous considérons maintenant des processus markoviens décrivant des
phénoménes de diffusion classique, de marche aléatoire ou de mouvement
brownien. Nous nous limitons & des processus dans ’espace et le temps conti-
nus, mais les équations que nous écrivons décrivent aussi des processus sur
réseau avec temps discrets dans la limite asymptotique des temps grands et
des grandes distances.

Nous notons P(q”,q’;t"”. ') la densité de probabilité que la variable aléa-
toire q qui prenait la valeur q’ au temps #' prenne la valeur ¢” au temps
ultérieur ¢”. Un processus est markovien si la distribution de probabilité pour
la variable q au temps ¢ ne dépend que de sa valeur au temps ¢t — dt et pas de
I'histoire antérieure. Introduisant un opérateur P dont les éléments de matrice
sont les densités de probabilité :

@I PE".t)|d) = P(q”, g t", 1),
nous pouvons exprimer cette propriété par la loi de semi-groupe
P(t3,t2)P(ta,t1) = P(ts,t1), t3 > t2 > 1. (5.21)

Nous reconnaissons dans Péquation (5.21) la relation (2.1) satisfaite par
Popérateur statistique.
Cependant, P satisfait deux contraintes supplémentaires. Par définition

Plq,q’;t,t) >0,

et de plus la probabilité totale est conservée au cours du temps :
/ddq P(q,d’;t,t') = 1. (5.22)

On pourra vérifier que ces contraintes sont compatibles avec la loi de semi-
groupe.
Nous supposons maintenant que P est une fonction dérivable du temps et
posons
P(t+e,t)=1—cH(t)+ O(c?).

Faisant tendre t3 — t2 dans ’équation (5.21), nous retrouvons une équation
de type (2.2) :

. . '
P t) = —H@OP(t), (5.23)

oll, par analogie avec la mécanique quantique, nous appellerons H ’hamilto-
nien de Fokker-Planck.
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5.5.1 Un exemple simple : marche au hasard
ou mouvement brownien
Nous considérons une dynamique, indépendante du temps, isotrope,

invariante par translation de type donc marche au hasard. Ceci signifie que la
distribution de probabilité est de la forme

P(q",d;t"t) = p(ld' — q'f;t" = 1),

et donc 'opérateur H de 1’équation (5.23) est indépendant du temps. Formel-

lement
P(t//7 t/) — e_(t”_t/)H .
Il est alors naturel d’introduire la transformée de Fourier de la distribution
p(lal,t) :
ok, t) = / d’q e p(|ql; ).

Dans cette base, les opérateurs P et H sont diagonaux et donc
P, ) = o™,

ou nous avons noté A(k) les éléments de matrice de H.
La fonction p est une fonction réelle ne dépendant que de k|. De plus, la
positivité de p(|q,¢) et sa normalisation entraine

lp(k, )] < p(0,2) =1.

Enfin, la borne supérieure n’est atteinte que pour k = 0. On en déduit

Nous supposons maintenant une dynamique de courte portée, c’est-a-dire que
p(|dl, t) décroit suffisamment vite pour |q| — oo. Nous retrouvons ici la condi-
tion de localité déja imposée & I’hamiltonien quantique. Techniquement, il
suffit que le second moment de la distribution existe. Alors

i K2
plt) =1~ o~ d%qq®p(lal;t) + o(k?)

et

h(k) o 1Dk?,

ou D est une constante. La distribution est obtenue en inversant la transfor-
mation de Fourier :

pla;t) = @%)—d /ddp exp [ik q- tﬁ(k)] .
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Pour ¢ — oo, l'intégrale est dominée par le minimum unique de h qui est
atteint pour k = 0. On peut donc remplacer h par son comportement 3
k—0:

1 .
p(q;t) o W /ddk exp [zk q - %tDkz]
_ 1 —q2/2Dt
(2w Dt)d/2 '

Ce résultat est en particulier celui de la marche au hasard. On aura reconnu
I’analogie entre ces arguments et la démonstration du théoréme de la limite
centrale.

Nous reconnaissons que p(q;t), dans cette limite asymptotique, est de la
forme (2.9). Nous en déduisons aussi que p(q;t) a une représentation par
intégrale de chemin, avec comme action

S(q) = /0 dr (4(r))?/2D,

c’est-a-dire ’action de la particule libre en mécanique quantique.

5.5.2 Equation de diffusion générale

Comme dans le cas de lopérateur d’évolution, la loi (5.21) permet de
déduire P(t",t’') de sa forme aux intervalles de temps courts, P(t+¢,t), ¢ — 0.
Nous supposons que la diffusion est toujours dominée aux temps courts par
le terme brownien, mais nous autorisons de plus une anisotropie dépendante
de la position, de sorte qu’aux temps courts P(q,q’;t,t’) prenne la forme

log[(2mDe))*2P(q, q';t' +¢,t')] = _la-d)? (a—d) - Ad) + B(q).

2D¢
(5.24)
La conservation de la probabilité implique
(2w De))/2 = / ddg e—(a—a*/(2Do)+(a-a) A@)+B@)
Aprés intégration sur q, on trouve exp(: DeA? + B) ce qui implique
2
B=-L1eDA>
Donc
1 (a—d — DeA(d))?
1ot o T _
P(q,q';t" +¢,t )5—>0 Do) exp [ 5De (5.25)

Utilisant la méme stratégie qu’au chapitre 2, on en déduit une représentation
par intégrale de chemin :

P, 5t 1) = / [da(t)] 5@ (5.26)
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avec
!

S(a)= | dtg5a(t) - DA(@)]?,

t/
et les conditions aux limites q(t') = q’ et q(t") = q".
L’intégrale de chemin donne une représentation de la distribution de pro-
babilité P qui est évidemment positive et obéit & la loi de semi-groupe.

Ambiguités de quantification. La forme de l'intégrale de chemin suggére
que la distribution P dans le cas plus général satisfait encore 4 une équation
de type Schrédinger, appelée équation de Fokker-Planck, avec un hamiltonien
linéaire dans les impulsions mais non-hermitien. Celle-ci peut é&tre obtenue
par transformation de Fourier sur q de 'expression (5.25) :

/ddqe_iq'p P(q,q’;e) = e Dep?/2-icDp-A(d') g—ipa’ (5.27)

On en déduit les éléments de matrice dans la représentation mixte position-
impulsion de I’hamiltonien correspondant :

(p|H|q'y = ;D [p* + 2ip- A(q')] e~ Pa

Aprés transformée de Fourier sur p, on trouve les éléments de matrice de
Ihamiltonien dans la base des positions. On en déduit que P(q, q';t) satisfait
une équation analogue a ’équation (2.11) :

P(a,qst) = 1D26 - 24,(q)] P(q,q; 1),

appelée équation de Fokker-Planck. Le membre de droite a la forme d’une
divergence ce qui garantit la conservation des probabilités.

Si I’on ne se donnait que la forme « classique » de ’hamiltonien, on serait
donc confronté & une ambiguité de quantification. Dans ce contexte, la forme
de ’hamiltonien est fixée par la condition de conservation des probabilités qui
implique que P ait la forme d’une divergence.

De nouveau, on s’attend donc & retrouver ce probléme dans la définition
de Vintégrale de chemin. La nature du probléme a déja été exhibée par les
développements (5.14) et (5.15). Si nous remplacons dans I'équation (5.24)
(a—9q') - A(d) par (q— ') - A(q), deux expressions qui ont la méme limite
continue formelle, nous savons du développement (5.14) que la limite de 'in-
tégrale sur des temps discrets est modifiée car pour un chemin brownien la
différence entre ces deux termes est d’ordre ¢.

De nouveau, les multiples choix correspondent & des valeurs différentes de
€(0). Dans le cas de difficultés, il vaut mieux retourner a la forme discréte
pour lever les ambiguités. En particulier, si 'on veut avoir un formalisme
symétrique dans le temps (avec €(0) = 0), on découvre aprés un peu d’algébre
qu’il faut prendre dans I'intégrale de chemin I'action

st = [ at[ha0-DA@) +30v-A].  (529)
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Equation de Fokker-Planck dissipative. Si le vecteur A est lui-méme un
gradient,

A =—-3VE(Q)/D,

on vérifie que ’hamiltonien de Fokker-Planck est équivalent 8 un opérateur
hermitien et positif. De plus, e Z(@/2 est une solution stationnaire de ’équa-
tion de Fokker-Planck. Si e=E(@)/D gst une distribution normalisable, elle est
la distribution limite pour ¢ — oo, appelée distribution d’équilibre. Dans ’ac-
tion (5.28), le terme linéaire dans la vitesse est alors une dérivée totale et peut
s’'intégrer. L’action devient

t,/
- 2 ”»
S(q) = /t dt [515 (q2(t) + 1(VE(q)) ) - §V2E(q)] +35 [B(a”) — E(d)].
(5.29)
Cependant, pour que cette intégration reste licite dans Vintégrale de chemin,

il faut que dérivée et valeur moyenne commutent ce qui impose la convention
e(0) =0.

5.6 Le spectre du rotateur rigide
avec symétrie O(2)

Nous allons discuter le spectre de I'hamiltonien quantique du rotateur
rigide plan invariant par rotations-réflexion en utilisant I'intégrale de chemin.
Nous rappelons que le groupe abélien (ou commutatif) des rotations du plan
est noté SO(2) et le groupe orthogonal du plan (rotations-réflexions) O(2).

Cet exemple est particuliérement simple et peut étre traité exactement. 11
fournit cependant une illustration des particularités de V'intégrale de chemin
quand l'espace des positions a, comme le cercle, une topologie non triviale,
ainsi qu’une illustration explicite du probléme de la quantification des hamil-
toniens quadratiques dans les impulsions, probléme qui sera discuté dans sa
généralité en section 10.3.

Nous considérons donc un systéme plan invariant par rotation et qui peut
étre simplement caractérisé par un angle 6(¢). Le lagrangien classique prend
alors la forme du mouvement libre sur un cercle

£(8,6) = tmR*¢*.

Il a la méme forme que le lagrangien du mouvement libre sur la droite. La
différence entre ces deux dynamiques n’apparait que dans le caractére angu-
laire de la variable 6 qui n’est définie que modulo 27. La variable conjuguée
a f# est le moment cinétique

oL :

L:—T:mRZO,
09
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et 'hamiltonien classique correspondant s’écrit
H=1L6-L=L%2mR?.
La quantification ne pose aucun probléme et conduit & I’hamiltonien quantique

.12 B9
H= 5 = " 5 g (5.30)

La symétrie SO(2) est explicite puisque "opérateur moment cinétique

ho

108’

qui est proportionnel au générateur de l'algébre de Lie du groupe SO(2),

commute avec "hamiltonien (5.30) (la réflexion correspond a 8 — —8).
L’hamiltonien quantique a également la forme du hamiltonien libre. Mais

comme 6 est une variable angulaire, les fonctions d’onde (6) sont des fonc-
tions périodiques de période 27 qui ont un développement en série de Fourier :

%b(‘g) = Z eilﬂ d)l s

lez

i,:

au lieu d’une transformée de Fourier. Ceci conduit & la quantification du
spectre :

Leitt — preit® o foitd — g f, — ﬁ
’ 2mR2’

5.6.1 Intégrale de chemin

Les éléments de matrice de 'opérateur e ## sont donnés par I'intégrale
de chemin

6(3/2)=0" o (82
(0" e PH |9y = / [d6(t)] exp l—§ / 02(t)dt] (5.31)

6(-8/2)=0" -B/2

avec 0 = mR? /R

Notons que cette intégrale de chemin décrit aussi le mouvement brownien
sur le cercle.

L’intégrale de chemin est gaussienne et nous la calculons comme d’habi-
tude en résolvant d’abord ’équation du mouvement classique pour déterminer
la dépendance en #' et . Le caractére cyclique de la variable 6 intervient
alors de la maniére suivante : comme ¢ et ¢” sont des angles, nous devons
prendre en compte toufes les trajectoires qui vont de ¢ & 8 modulo 2x. Elles
sont données par

On(t) = 2(0' +0")+ (0" — & + 2mn)t/B, avecneZ.
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En effet, le nombre n de tours est un nombre topologiqgue en ce sens que
deux trajectoires faisant un nombre de tours différent ne peuvent pas &tre
déformées de fagon continue 'une dans autre. L’intégrale sur les fluctuations
autour d’une trajectoire de n donné ne contient donc pas les contributions des
trajectoires de n différents. A la différence du mouvement libre sur la droite,
Pintégrale de chemin (5.31) devient une somme de contributions.

Pour une valeur de n fixée, nous faisons le changement de variables 8(t) —

u(t) :

0(t) = 0,.(t) + u®), u(0)=u(B)=0. (5.32)
Il en résulte
+oo p
O"le™PH 1) =N > exp [_55 0" -6 + 27rn)2] , (5.33)

oll nous avons factorisé la normalisation

u(B/2)=0 8/2
N(B/o) :/ [du(t)] exp [—%o/ iﬂ(t)dt]

(=8/2)=0 —B/2

parce qu’elle est indépendante de n. La normalisation est aussi indépendante
de #,8" et pour des raisons dimensionnelles ne dépend donc que du rapport
B3/c. Puisque l'intégration sur %(t) somme les fluctuations autour de la tra-
jectoire classique, on s’attend & ce que le caractére angulaire de u(t) ne joue
pas de role et donc

N(B/o) =/ 2ma/B8 = ki '\/2mtm/3, (5.34)

mais cela n’est pas évident dans la mesure ou l'on ne veut sommer que sur
des configurations du secteur topologique zéro. On ne peut donc exclure des
corrections d’ordre e~279/8_ Avec cette hypothése, on trouve

<9N| —ﬁH ’27rm Z exp {—-—— 0” 0'+27rn)2 . (5.35)

n=—co

Parce que toutes les trajectoires 6, ont été prises en compte, nous avons
obtenu une expression qui est périodique en ¢ et 6.

5.6.2 Spectre de ’hamiltonien

L’expression (5.35) n’est fonction que de §” — #'. Elle peut donc étre dé-
veloppée en séries de Fourier sous la forme

+

1) —BH g\ _ 1 = i8(6"—6") ,—BE,

8" e |H)_% Z e e . (5.36)
b=—0
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Nous avons identifié les coefficients de la série de Fourier avec les valeurs
propres de e~ parce que les fonctions €*® /(27)'/2 forment une base ortho-
normée et donc 'opérateur e ## est ainsi directement diagonalisé.

Les coefficients de la série de Fourier peuvent enfin étre obtenus a partir
de Pexpression (5.35) en utilisant la formule de Poisson.

Formule de Poisson. Soit une fonction g(6) continue et & décroissance
suffisamment rapide pour |#| — oo. On lui associe la fonction périodique, de

période 2m,
+oo

f(6) = Z g{0 + 2n).

n=—0oo

Une fonction périodique peut étre développée en série de Fourier :

+o0
FO) =Y ¢
¢=—00
et donc
1 2T . 1 2 .
fo= ﬁ/o dg e % £(6) = %/0 dg %0 Zg((?—l— 2n).

Inversant somme sur n et intégration et changeant de variables, 8 + 2nm — 8,
on trouve alors

+oo 2(n+1)m ) 1 +o00 ]
fe= > /2 do e~ ¢(6) = / do e g(9). (5.37)

ne—oo v 2nT 2m —00

Ces identités peuvent aussi étre résumées sous la forme

+oco 1 +o0 400 ) ,
Z g(e + Znﬂ') = ﬂ Z / d¢’ 613(9—9 ) g(ol)
f=—oc¥ T

Application. Nous appliquons maintenant la formule de Poisson (5.37) a l'ex-
pression (5.35) (6 = 6" — ') avec
9(0) = N (B) e/

Comparant avec le développement (5.36), nous obtenons

+o0
exp (—BEy) = N(8/0) / df e=6-06%/28 _ Af(8/q)y/ Q_?e-’fzﬂ/%.

(5.38)
Ce résultat confirme la normalisation (5.34) et donne le spectre
1 R e?
Ey = —f*

20 2mR2’ (5.39)
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ce qui est en effet le résultat exact. Il a été possible de faire un calcul exact
parce que le groupe SO(2) des rotations du plan est abélien. La discussion
du rotateur rigide avec symétrie O(N) (le groupe orthogonal ou rotations-
réflexions de 'espace & N dimensions) générale ou du mouvement libre sur la
sphére Sy _1 est plus compliquée (c¢f. section 10.4.2).

5.6.3 Autre paramétrisation

Puisque la paramétrisation du cercle par un angle est en un sens redon-
dante, on peut songer a d’autres paramétrisations. Introduisons une variable
périodique ¢(f), mais monotone sur [0, 2x[ et donc discontinue a § = 2nm,
pour décrire le systéme. Alors le lagrangien classique prend la forme

L(q,9) = 29(9)¢”

avec
g(q) = mR*(#'(a))*.
Comme fonction g(#) on pourrait songer a 2R tan(f/2) qui est inversible sur
] — @, 7| mais singulier & § = 7 (un point singulier est inévitable). Par
contre la fonction Rsiné est réguliére, adéquate au voisinage de 6 = 0, mais
globalement n’est pas inversible sur [—=, 7[.
Dans ce type de paramétrisations, aprés passage 4 '’hamiltonien :

H = 3p*/9(q),

un probléme de quantification da & I’ordre des opérateurs apparait. La forme
de I’hamiltonien quantique H est fixée ici par Pinvariance SO( 2) et la condi-
tion que H doit commuter avec I'opérateur moment cinétique L, générateur
de lalgébre de Lie de SO(2). Dans cette paramétrisation

- ﬁ 0 hog o h 5]
L= s R —.Rvm/g(Q)a—q-

P00 300 oq i

La commutation impose alors
H = L?/2mR? + constante.

L’hamiltonien quantique est donc déterminé & une constante additive prés.
Du point de vue de lintégrale de chemin, le changement de variables
conduit 4 une mesure d’intégration qui pour des temps discrets prend la forme

dg
doy = —kqu = v/ g(qr)dqr ,

et donc

1 Volar)dgx = exp l% > ln(g(q(tk))] []dax-
k k k
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Ceci introduit un terme additionnel dans l'action mais avec un coefficient
divergent dans la limite continue :

—Zln (a(tx)) Zsln (9(a(tx)) 30—1—/dt In(g(q(t)).

Ce terme est une correction quantique puisqu'il n’a pas de facteur 1/A. Dans le
développement perturbatif de la théorie continue, on observe alors des com-
pensations formelles de divergences et le résultat qui est la partie finie est
ambigué. C’est 'invariance par rotation qui détermine la forme des parties
finies. Ce probléme sera discuté plus en détail en section 10.3.

On voit que la paramétrisation du rotateur plan choisie initialement, dans
laquelle action du groupe SO(2) est triviale et Pordre des opérateurs évident,
est beaucoup plus simple. Une telle paramétrisation n’existe pas en dimen-
sions supérieures parce que les sphéres ont une courbure locale (au sens de la
géométrie Riemannienne).

Exercices

Exercice 5.1.

Utilisant l'expression (5.12), calculer les éléments de matrice de opérateur
statistique U(3) = e #H pour A(q) = %B x q, B constant, ¢’est-a-dire pour
un champ magnétique constant et V{(q) = 0.

Solution. Nous considérons d’abord I'effet d’une translation sur 'opérateur
statistique. Dans l'intégrale de chemin nous changeons de variables, posant

q(t) — q(t) +a,
ol a est un vecteur constant. Les conditions aux limites deviennent alors
a(-8/2)=d —a, q(6/2)=q"-a, p=t"-1.

L’effet de la translation est d’ ajouter au terme de champ magnétique de l'ac-
tion la contribution —zeB x a(q” — q'), ce qui conduit & la relation

(@" [U(B)|d) = exp[3ie(B x a)(q" — q)}{q" —a|U(B)|d' - a).

Nous pouvons utiliser cette relation pour a = q' pour simplifier le calcul. Le
facteur de phase devient alors -;-z'eB -(d' xq").

1l reste & calculer (@” — o' |U(8)]0).

Nous résolvons donc ’équation du mouvement classique. Le mouvement
paralléle & B étant libre, nous nous restreignons au plan perpendiculaire a B.

Nous trouvons
eB i

_ A2
S = 4tanh(eBB/2m) (" — )"
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Nous évaluons ensuite le déterminant résultant de l'intégration gaussienne.
Nous devons calculer les valeurs propres de 'opérateur différentiel

2

d ) d
-mwéi]‘ + Z6Bk6k” d—i

avec comme conditions aux limites que les fonctions propres s’annulent a
+43/2. Aprés transformation de Fourier cet opérateur prend la forme

mw? —weB
weB mw? J°
oll w est la fréquence correspondante. Les valeurs propres sont donc
A = n?n? /3% + e2B?/4m?

chaque valeur propre étant doublement dégénérée. Le produit des valeurs
propres divisé par la valeur en champ nul se calcule au moyen de l'identité

d2 d? 232 inhwg
() [()] - 2) 2

n>0

Normalisant par rapport & ’hamiltonien libre, nous obtenons enfin

(@' [003) 9 = s Creg 7 & [4i6B- (o x a)] expl-..

Exercice 5.2.
Ajouter a 'action précédente un terme de potentiel harmonique
V(q) = 3mw’q?
et calculer 4 nouveau les éléments de matrice de 'opérateur statistique.
Solution. L’action classique devient alors

mw' 2 "2 ’ rn eBj
c = —— h - 2 h D
S 5 sinh G [(q +q ) cosh Sw q'q” cosh [ Z—

.. eBB\ 4 ' "
2131nh<2m)B (d xq)|,

ou
B=B/B, W' =/w?+e2B2/4m?.
L’intégration gaussienne engendre le facteur

eB
N = 47 sinh(Bw’)’
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Exercice 5.3.
Equation de Fokker-Planck.

1. Calculer la distribution probabilité P(z,T; o, 0) solution de I’équation
de Fokker-Planck

0 1 _8[d_ 10E
&P(Q»t,%,to) = '2"Da—q {:a—qP+ Ba_qp] ,

a partir de l'intégrale de chemin (5.26) avec I'action (5.29) pour la fonction
E(g) =¢°.

On pourra se ramener a 'oscillateur harmonique et utiliser le résultat corres-
pondant. En déduire la distribution limite pour 7 — +o0.

2. Calculer pour zg = 0 l'intégrale de chemin pour la fonction
B(q) = —¢".
Que se passe-t-il dans la limite 7 — 400 ?

Solutions.

1. Dans le cas de la fonction
E(q)=¢

on peut se ramener a 'oscillateur harmonique et utiliser le résultat correspon-
dant :

P(x’ T;29,0) = 5 D(ll - ) ef(ac27x3)/2D e—[(z2+zg) coshT—2z0x]/2Dsinh 7
V2T —e T

La distribution limite pour 7 — +oc0 est alors

P(z,7;20,0) LI x e E@/D

~ ——e
T—oo /D
2. Dans le cas de la fonction
E(q) = _q2 s

pour xzg = 0 l'intégrale de chemin donne

P(xz,7;29,0) = ' e~ /D(e -1
wD(e?m —1)
Dans la limite 7 — +oco la distribution devient uniforme et tend vers zéro en
tout point. Ce résultat est la conséquence de la propriété que la distribution
e~ B(@/P plest pas normalisable et ne peut donc pas étre une distribution
d’équilibre.






Chapitre 6

Intégrale de chemin
et formalisme holomorphe

OUS ALLONS MAINTENANT INTRODUIRE une description de la mécanique
N quantique en terme d’un espace de Hilbert de fonctions analytiques de
carré sommable et construire la représentation de 'opérateur statistique par
intégrale de chemin correspondante. Ce formalisme holomorphe est particu-
lierement simple dans 'exemple de 'oscillateur harmonique et est donc bien
adapté aux oscillateurs harmoniques perturbés.

On peut se demander, néanmoins, §’il est bien utile de construire une
nouvelle représentation de l'oscillateur harmonique, que le formalisme de l'in-
tégrale de chemin ordinaire a déja permis d’étudier en détail. La raison prin-
cipale est & rechercher du c6té des problémes a N particules quantiques (on
parle aussi de probléme & N corps). Elle est basée sur une propriété carac-
téristique de l'oscillateur harmonique, a savoir que son spectre est additif :
Iénergie du niveau N de loscillateur harmonique est la somme de 1’énergie
du fondamental (le vide) et de N fois le niveau un. C’est exactement ’éner-
gie totale de NV particules identiques et indépendantes. Les perturbations de
I'oscillateur harmonique correspondent alors & l'interaction entre particules.

Ceci permet de comprendre intuitivement pourquoi les généralisations de
I'intégrale de chemin holomorphe conduisent & des représentations de la fonc-
tion de partition du gaz de Bose quantique et, en théorie quantique des
champs, de la matrice de diffusion ou matrice S.

Au chapitre 7, nous montrerons comment construire un formalisme pa-
ralléle pour les fermions. Pour cela, il faut remplacer les variables complexes
par des variables de Grassmann, c’est-a-dire sur des éléments d’une algébre
antisymétrique qui permet de prendre en compte les propriétés statistiques
des fermions.

Avant de décrire le formalisme holomorphe, quelques rappels sur un certain
type d’intégrales de variables complexes sont utiles.
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6.1 Intégrales complexes et théoréme de Wick

Considérons une intégrale sur 2n variables réelles {z,} et {yo}, @ =
1,...,n, et dans laquelle 'intégrant est invariant par une rotation simulta-
née identique dans tous les plans (x4, ¥ya). Il est alors naturel d’introduire,
dans chaque plan, une paramétrisation complexe sur laquelle les rotations
agissent par multiplication.

Soit donc I'intégrale

I= /R? dzdy f(z,y).

Si f est une fonction holomorphe, nous pouvons plonger le plan R? dans C2,
et considérer les variables z,y comme des variables complexes, le domaine
d’intégration initial étant le domaine Imz = Imy = 0. Dans C2 nous pouvons
alors faire un changement, de variables linéaire (x, y) — (2, 2’) défini en termes
d’une matrice unitaire :

z=(z+iy)/V2, Z=@—-iy)/V2 = dIAdz=idzAady. (6.1)

Le domaine d’intégration est maintenant défini par 2/ = z :
I= —z'/ dzd2’ f(z(z,2'),y(2, 7).
2=z

Par ailleurs, une rotation agissant sur le vecteur (z,y) se traduit par

0

2 ze? 2 se?

En particulier, si la fonction f est invariante par rotation, c’est-a-dire n’est
qu’une fonction de 22 4 y?, aprés le changement de variable elle n’est fonction
que du produit z2’.

Conjugaison complexe formelle. Notation. Nous allons maintenant intro-
duire une notation trés utile, quoique un peu dangereuse : nous notons z’' — Zz.
Soulignons que les variables complexes z et Z restent des wvariables d’inté-
gration indépendantes et ne sont conjuguées que formellement. En effet, les
intégrales sur les variables = et y peuvent parfois étre déformées dans le plan
complexe et donc ces variables prendre elles-mémes des valeurs complexes. Le
symbole dzdZ correspond & une intégrale sur une surface de dimension réelle
deux plongée dans C?.

Cette notation est motivée par I'utilité de la notion de conjuguée complexe
formelle qui correspond & la réflexion y — —y combinée avec une conjugaison
des coefficients

FrnZ™Y" > 2™ (—y)".

Dans les variables z, z ceci s’écrit formellement de fagon trés simple f(z, %) —

f(z, 2).

Dans ce chapitre, consacré & la représentation holomorphe de la mécanique
quantique, les variables complexes z et Z correspondent & une paramétrisation
de P’espace de phase alternative aux variables position-impulsion.
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6.1.1 Intégrales gaussiennes

L’intégrale gaussienne la plus simple dont 'intégrant est invariant par
rotation est

1 z z 1
_2__ dz dy e—a(z2+y2)/2 — / @E e—9%z _ _ ,
T JRr2 2im a

ou lintégrale initiale sur les variables (z,y) porte sur tout le plan réel et nous
avons supposé Rea > 0.
Plus généralement, considérons des intégrales gaussiennes de la forme

? dzdz; _
2w = [ ({155 )
i=1

ol A(Z, z) est la forme quadratique

n

A(Z,Z) = Z Z,;Aiij. (62)

i,5=1

Nous supposons que le déterminant de la matrice complexe A d’éléments A;;
ne s’annule pas. On notera I’absence de termes de type zz et zZ, de sorte que
Pintégrale est invariante dans le changement de variables

iz €9z ze7 (6.3)

?

Si A est une matrice hermitienne positive, elle peut étre diagonalisée par une
transformation unitaire :
A = UDUt,

ou U est une matrice unitaire et D la matrice diagonale des valeurs propres
a; > 0. Le changement de variables

! = * =/
Z; = E Uijzj y Z; = E Uu i
V] J
a comme jacobien | det U|? = 1, ce qui raméne l'intégrale &

dZ dZ e Z’z' . 1 _ 1
Z(A)= H/ 28m a; detA”

i

Remarque. A la différence de I'intégrale gaussienne réelle, le résultat est une

fonction algébrique des éléments de la matrice et peut donc étre étendu par
prolongement analytique & toute matrice complexe. D’ailleurs, du point de
vue purement algébrique, il est possible de faire un changement de variables
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asymétrique comme A;;z; = z; dont le jacobien est 1/ det A, sans toucher aux
variables z. On obtient alors

dzzdzl o —ZE-- 1 /dzdz ="
detA 1 2 p - i T detA 24

ce qui confirme

_ - dZidZi —A(z,2) _ 1
Z(A) = / (H 2im )e ~ detA’ (6.4)

=1

6.1.2 Intégrale gaussienne générale

L’intégrale gaussienne générale

— d dzzdz
Z(A;b,b):/(]:[ S )exp

=1

7

—A(z,z) + Z (biz:i + b:z:) |, (6.5)

i=1

engendre toutes les valeurs moyennes avec le poids e~4(2), Comme d’ha-
bitude, cette intégrale peut étre calculée en éliminant d’abord les termes li-
néaires en z; et z; par une translation :

2 =vU; + Z , Zi = U; + ZE] (A_l)jz. . (6.6)
J

L’intégrale gaussienne restante sur les variables v, v est simplement 'inté-
grale (6.4) et donc

Z(A;b,b) = (det A) "exp Zb : (6.7)

t,7=1

Valeurs moyennes gaussiennes. Ce résultat permet de calculer les valeurs

moyennes gaussiennes avec le poids gaussien (6.4) :

dz:dz _ Az
(Ziy .- Bipzjy - 25, ) = detA/( z2 Z)zil...zipzjl...zjqe AZ.z)

i

(6.8)
A cause de la symétrie (6.3), seuls les monémes avec un nombre égal de
facteurs z et z ont une moyenne gaussienne non nulle. En effet, faisons le
changement de variables z; — et zi, % +— € z;. L’élément d’° intégration et

A(Z,2z) sont invariants et donc

_ _ i(G—p)8 /= _ .
<zi1...zipzj1...zjq>:el(q ») (Ziy - Zi,2j, - 25,0 =0 si p#gq.
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Théoréme de Wick. Les valeurs moyennes gaussiennes (6.8) sont obtenues

a partir de Pexpression (6.5) en dérivant par rapport a b et b. Utilisant le
résultat (6.7) on trouve

0 D
Zi %y 225 ) = T = = €X b (A7) b
< 11 %71 ip JP> 3bi1 6bj1 (%i,, abjp p iév:‘l g ( )z_] J i
’ b=b=0
Pour obtenir une contribution qui ne s’annule pas dans la limite b = b = 0, il
faut apparier les dérivées par rapport a b avec les dérivées par rapport & b de

toutes les fagons possibles. On trouve donc

- 5 _ -1 -1 -1
(Zi, 25, .- Zip25,) = E Al A 'Ajppip (6.92)
toutes les permutations
P de {j1,...dp}

Z <2i1ZjP1> <2i22jp2 > - <ZiijPp> .

toutes les permutations
P de {jlv"'yjp}

(6.9b)

6.2 Représentation holomorphe

L’idée & la base du formalisme holomorphe est 1’association des variables
classiques (complexes) z, Z aux opérateurs de création et annihilation at, a, tels
qu'’ils apparaissent par exemple dans le traitement algébrique de ’oscillateur
harmonique.

6.2.1 Espace de Hilbert des fonctions analytiques

On considére ’espace vectoriel complexe des fonctions analytiques entiéres
et on le munit d’un produit scalaire pour lui donner une structure d’espace
de Hilbert.

Le produit scalaire de deux fonctions entiéres f et g est défini par

dzdz _,, —
0.0 = [ Gt e = 50 1(2), (6.10)
ol Z est la variable formellement complexe conjuguée de z. Le carré scalaire
(f, f), il existe, définit une norme positive || f|| = (f, f)}/2. Les fonctions
entiéres de norme finie forment un espace de Hilbert $).

Cette description de la mécanique quantique est appelée représentation
holomorphe.

Notons qu’une condition nécessaire pour que la norme soit finie est qu’il
existe une constante C telle que

f(z)| < Cel2/2. (6.11)
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Base orthonormée. Les monomes z"/v/n! forment une base orthonormée
de 'espace de Hilbert 5. En effet

/ dz,dz e 2™ = nl S - (6.12)
2im

Ce résultat peut é&tre aisément vérifié, soit en appliquant le théoréme de
Wick (6.9), soit directement en changeant de variables z,Z — p,0, ou p et
@ sont respectivement les module et argument du nombre complexe z. En
effet

B x>
/ dz,dz e ™ = / pdp—(f eF primeflmom) — g / 2pdp p*"
0

2im

Enfin la norme d’une fonction

F2) =" faz",

exprimée dans cette base, est finie si

= |falnl < o0, (6.13)

ce qui implique aussi la condition (6.11).
Fonction §. Dans le formalisme holomorphe, le réle de la fonction § de
Dirac est jouée par la fonction

5(2) = — / dze %" | (6.14)

En effet, comme conséquence des relations d’orthogonalité,
dzdz __; dzdz 2z
zz — 0 .
[ e ra= [ e >4 200 = £(0)

Cette remarque sera utile en section 6.3.

6.2.2 Oscillateur harmonique

et représentation holomorphe
Il nous faut maintenant représenter les opérateurs de la mécanique quan-
tique agissant sur ’espace de Hilbert §). Dans ce but, nous montrons que les
opérateurs z, agissant par multiplication, et d/dz peuvent étre associés aux
opérateurs de création et d’annihilation af,a qui permettent de diagonaliser
Phamiltonien de l'oscillateur harmonique

Ho = 1% + 1@, (6.15)

de fagon algébrique.
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Opérateurs de création et annihilation. Nous rappelons que les opérateurs
de création et annihilation a' et a, associés 4 ’hamiltonien (6.15), sont définis
par (dans ce chapitre i = 1 sauf en sections 6.8 et 6.9)

P —w§ = —iv2wa, p+iwi=i1V2wal = [a,al]=1. (6.16)
En terme de a,a’, 'hamiltonien prend la forme simple
Ho = wata + %w

avec w > 0, une convention de signe gque nous adoptons dans tout le chapitre.
Les états propres |k} de cet hamiltonien sont alors construits a partir de
I’état fondamental |0} qui satisfait

al|0)=0
en faisant agir de facon répétée I'opérateur de création al :

Ly
W—m( )10y,

et les valeurs propres correspondantes sont Fy = (k + 1/2)w. Nous omettons
par la suite, en général, le déplacement global d’énergie w/2.

Représentation holomorphe. L'opérateur af est représenté par la multipli-
cation par la variable complexe z :

alf— z2f(2).
L’opérateur a est alors représenté par 'opérateur dérivée d/dz
af — df(z)/dz,
qui avec z satisfait les relations de commutation (6.16) :
[d/dz,z]=1.

Par ailleurs, considérons le produit scalaire de g(z) et df(z)/dz = f'(z) et
intégrons par parties :

ws)= [ Gz e ) (o)

2imw
dzdz —d _,;
== 35 F(z)g(z) 5 e
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Cette identité démontre que par rapport au produit scalaire (6.10), =z
et d/dz sont des opérateurs hermitiens conjugués, une convention cohérente
avec les propriétés des opérateurs al et ¢. En conséquence, un hamiltonien
hermitien H(a',a) reste bien hermitien par rapport a ce produit scalaire.

La représentation holomorphe de la mécanique quantique est donc iso-
morphe & la représentation habituelle.

Oscillateur harmonique. L’ hamiltonien Hy = wa'a est alors représenté par

d
Hy =wz—. 6.17
o= wie (6.17)
Il est clair que la représentation holomorphe est particuliérement bien adaptée
& 'étude de l'oscillateur harmonique. En effet,

Hyz" =wz— 2" =wnz"
dz
et donc les mondmes 2" sont les fonctions propres de ’hamiltonien. Nous
avons déja vu que les mondmes 2" sont orthogonaux (équation (6.12)) par
le produit scalaire (6.10), ce qui est cohérent avec la propriété d’hermiticité
de H().
L’action de 'opérateur statistique quantique

Uo(t) = e~ ot (6.18)
est alors
g thHE | & wnt)* ot m
Up(t)z" = kZ( 1)’“70,2 = kZ(—l)k( k!) 2" = (e 2)
=0 =0

et donc pour toute fonction de z :

Uo(t)f(2) = f(e™*2), (6.19)

ce qui peut se vérifier directement en dérivant par rapport a t les deux
membres.

6.3 Noyaux d’opérateurs

De la base orthonormée {z"/v/n!}, on déduit une représentation de I'iden-
tité sous forme de noyau :

I(z,2) = Z —5—;_—'

n=0

Z’ﬂ

e (6.20)

2

n!
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ce qu'un calcul direct permet de vérifier. En effet

[~ 11/
[ G e 1) = [ G ) = p, 6
comme conséquence de la représentation (6.14) de la fonction 6.

L’identité (6.21) conduit & une nouvelle représentation de tout opérateur
fonction des a et al. Avec I'aide de la relation de commutation (6.16), tout
opérateur peut étre développé sur une base de produits écrits de fagon cano-
nique avec tous les opérateurs a & droite (ordre dit normal)

aTmanHzm _(_1_ "
dz/

Faisons alors agir I'opérateur dans sa représentation holomorphe sur 1’équa-
tion (6.21). Nous trouvons

a\" d2'de’ . d\"
(L) 10 = [ e o (D) 262050
= / dz'd?’ e 27 [zmé'" ezzl] ().

i

A tout opérateur O écrit sous forme normale,

0= Z Omnal™a™,
mn

est donc associé le noyau

O(z,2) = O(z,2) e**  avec (6.22a)
0(z,2) =Y Opn2™z". (6.22b)

Pour rendre les expressions plus suggestives, nous utilisons aussi ci-dessous
une notation formelle d’éléments de matrice avec bras et kets :

O(z,2) = (2] 0|z), (6.23)

sans essayer de définir trop précisément les vecteurs correspondants.
L’action d’un opérateur O avec noyau O(z, z) sur un vecteur f(z) est alors
donnée par
dz'dz’
2

(2| 0|2y e~ f(2").

©ne = [

Le noyau associé au produit de deux opérateurs s’en déduit :

/ Lde (2]02] ) e (2|01 5) = (2|0201| 2) . (6.24)

PrYis
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Par ailleurs, la trace de I'opérateur O est donnée par

o= / d2dz 2 1 01) . (6.25)
2w

Utilisant Vexpression (6.24), on vérifie que cette définition satisfait bien a la
condition de cyclicité tr 0102 = tr O20;.

Remarques.
(i) La propriété que z et d/dz sont hermitiens conjugués entraine que la
conjugaison hermitienne est representée par la conjugaison complexe formelle :

O 0" = 037~ 0(z,2). (6.26)

(ii) A un opérateur O qui a des éléments de matrice O,,,, dans la base de
l'oscillateur harmonique, est associé le noyau > Ompn(z™/Vm!)(2™/vnl).
La définition (6.25) de la trace entraine le résultat attendu

dzdz - zro2m

(iii) Les éléments de matrice des opérateurs dans la représentation holo-
morphe sont analogues aux éléments de matrice dans la représentation mixte
position-impulsion. Ces derniers sont obtenus & partir des éléments de matrice
{q| ©|¢’} d’un opérateur dans la base des positions par une transformation de
Fourier sur I'argument de droite :

(a0 lp) = / dg’ e*0 7 (g O|q') .

Dans la limite classique, les variables (p, q) et (z, Z) parameétrent respective-
ment, de fagon réelle et complexe, ’espace de phase (¢f. section 10.1).

Hamiltonien et opérateur statistique. Les éléments de matrice de I’hamil-
tonien (6.17) et de I'opérateur statistique (6.18) sont, respectivement,

wt

(z| Hy |2) = wzz e, (z|Up(t)|2) = T(e ¥ 2,2) = %% | (6.27)

oil nous avons utilisé la forme (6.19). On vérifie que {z|Us(t)|Z) satisfait bien

2] 0
—wzg- (2| Uo(t) 12) = 5; (2| Uo(t)|7) -
Par ailleurs, utilisant la propriété (6.26), on vérifie directement que Hy et
Up(t) sont hermitiens.

La fonction de partition Zy(3) correspondant & Hy est la trace de Uo(5).
Utilisant les équations (6.25, 6.27), on obtient le résultat attendu :

20(B) = trUo(B) = / dedz o epgoromer o L (6.28)

2 1—e-wb
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6.4 Intégrale de chemin :
I’oscillateur harmonique

Nous construisons maintenant une représentation par intégrale de che-
min de 'opérateur statistique quantique basée sur le formalisme holomorphe.
Comme dans le cas des coordonnées réelles, nous considérons d’abord 1'oscil-
lateur harmonique et ensuite des systémes plus généraux.

Intégrale de chemin. Les éléments de matrice de l'opérateur statis-
tique {6.18) sont donnés en (6.27) et donc, au premier ordre en ¢,

(z|Uo(t)| 2) = exp [22(1 — wt) + O (¢*)] . (6.29)

La propriété de groupe Up(t) = U (t/n) permet alors de calculer Up(t) a
temps fini. Utilisant ’équation (6.24) itérativement pour calculer les éléments
de matrice du produit, nous obtenons

(" Uo(t",¢)] 7Y = lim / H dz’“dz’“ [~Se(2, 2)] (6.30)

n—0oc

avec

n-1 n—1
z) = [— Z Zg (zk41 — 21) — Zo21 + we Z Zka+1] , (6.31)

k=1 k=0
ot e = (t” — t')/n est U'intervalle de temps et les conditions aux limites sont
Zo=2, zp=2". (6.32)

Dans la limite formelle n — oo, nous obtenons une intégrale de chemin don-
nant les éléments de matrice de Uy (", t') :

Uo(z", 2" t') = / [Mz(_t)] exp [-So(z, 2)], (6.33)

2im
o
So(z,2) = —z(t')2(t) +/ dt z(t) [-2(t) + wz(t)]
4
avec les conditions aux limites z(t") = 2", 2(t') = Z’. La symétrie de 'action
entre temps initial et final, qui n’est pas explicite, peut étre vérifiée par une
intégration par parties du terme 2z :

So(z,2) = —=z(t")=(t") + /t dt z(t) [2(t) + wz(t)] .

Notons, cependant, que cette intégration suppose que dérivée et valeur
moyenne pour des produits & temps égaux commutent.

Enfin, dans le cas de lintégrale de chemin holomorphe, la discussion de
Pexistence d’une limite continue est compliquée et de nature semblable & celle
de Vintégrale sur 'espace des phases (cf. section 10.2.1).
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6.4.1 Intégrale gaussienne générale

L’expression (6.33) se généralise immédiatement & un systéme couplé
linéairement & des sources externes b(t) et b(t). A ’hamiltonien

H(t) = wala — b(t)a — b(t)al (6.34)
sont associés I'opérateur différentiel et le noyau
wzd; — b(t)d, — b(t)z — [wzz — b(t)z — b(t)z] €**.

A Yordre ¢ I'opérateur statistique correspondant Ug(t +¢,t) = 1 — eH(t) et
donc
(2| Ug(t +¢,t) |2) = €** [1 — e(wzZ — b(t)z — b(t)2)] + O(e?)
=exp 7z — e(w2z — b(t)z = b(t)2)) + O(e?)] .
L’action correspondante est
t”

Sc(z,2) = —z(t)2(t) +/ dt {Z(t) [—2(t) + wz(t)] — 2()b(t) — b(t)z(t)} .

+

(6.35)
Pour calculer lintégrale de chemin gaussienne
et 70".0) = [ [ EE | expsatzin) 036)

explicitement, on procéde de la maniére habituelle.
On résout d’abord les équations classiques obtenues en variant z(t) et z(t) :

—2(t) +wz(t) —b(t) =0,
Z(t) + wz(t) = b(t) = 0.

Les solutions satisfaisant aux conditions aux limites sont
., tll
2(t) = 2" e @D —I—/ e (=0 p(y)du
t

t
3(t) =72 e @) 4 / et ply)du .

t

L’action classique correspondant & cette solution est alors
t// B
Salz,3) = —5(#)2(t) - / dtb(t)=(t)
t

t”
M w(t—t) _/ di [I_)(t) oWt =) 1 | 5t o—w(t—t) b(t)]
t

7

t//
- / dudt b(w)(t — u) e b(t).
tl
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Le résultat de l'intégration prend la forme
Ug(b; 2", 28" ') = N(w(t' —t')) e5, (6.37)

ot N est une normalisation qui, comme dans le cas de I'intégrale de chemin
conventionnelle, ne peut étre entiérement déterminée que par comparaison
avec une intégrale de chemin de référence.

6.4.2 Fonctions de corrélation gaussiennes

La trace de I’expression (6.37) (équation (6.25)) fournit, & une normalisa-
tion pres, une fonctionnelle génératrice de fonctions de corrélation z,z avec
poids gaussien e~5° et, comme on le verra, conditions aux limites périodiques.
Posant 3 =t — t, on trouve

_ dzdz .
Za(b,5:9) = Ua(bs /2, ~0/2) = [ GoF e Ualbiz,z6/2,-62)
dzdz _
_ / 2 exp [~z 2) (6.38)
avec
oz
S(z,z) =2z (1 —e™P) + / dt [b(t) e w(B/278) 5 Femw(t+A/2) b(t)}
o
o
- / dudt b(u)8(t — u)e™ % p(t).
8/

L’intégration donne

_ /2 -
Z(b,b;8) = Zo(B) exp [/ dudt b(w)A(t — u)b(t)] , (6.39)

-8/2

ot Zo(B3) = tre PHo est la fonction de partition qui est obtenue sous la forme

_ NwB) _
Zo(ﬁ)— m = /\/(wﬁ)—l,
et le propagateur
A(t) = 3 e [e(t) + 1/ tanh(wB/2)] (6.40)
(e{t) = 1 pour t > 0, €(t) = —1 pour ¢t < 0) est la solution de P’équation
différentielle )
A(t) + wA(t) = 8(t), (6.41)

avec conditions aux limites périodiques sur l'intervalle [—3/2, 3/2] (nous rap-
pelons qu’au sens des distributions é(¢) = 248(¢)).
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Dans la limite § — o0, le propagateur A se réduit a
A(t) = 0(t) e~ 1, (6.42)

ou 0(t) = (1 + €(t))/2 est la fonction saut.

Notons que, malgré la fagon non triviale dont la trace est définie, le résultat
obtenu est le méme que celui qu’aurait donné une intégrale de chemin avec
conditions aux limites périodiques :

Za(b,b; 3) = / {di(?ZdTZ(Q] exp [—8c(z, 2)] (6.43)

avec 2(—83/2) = 2(8/2), 2(—B/2) = Z(B/2) et
B/2 _
Salz,7) = / dt {2() [~ (8) + we ()] — 2(Ob(e) ~ BB)=()} . (6.44)

-B/2
Avec un peu de soin, ces conditions aux limites peuvent aussi étre obtenues
en prenant directement la trace de 'expression initiale (6.33).
La fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation avec conditions
aux limites périodiques, qui est déterminée par la condition (1) = 1, est alors

Za(b,b; )/ 20(B) = exp [/ dudtb(u)A(t — u)b(t)| . (6.45)

L’expression initiale (6.36), montre que la dérivée par rapport b et b prise
pour b = b = 0 est la fonction & deux points, et donc

(2(t)2(w)) = At — u). (6.46)

6.4.3 Fonction de partition

La dérivée par rapport a w de Vintégrale de chemin (6.43), prise pour
b=>5=0, est la dérivée de la fonction de partition, et donc
d 5/2
Snzo(8) = - [ delef)alt)) = -5A0)
w -6/2
Comme A(0) contient €(0), le résultat n’est clairement pas défini et dépend
d’une convention sur la valeur de ¢(0). Examinons les cas extrémes. Si nous
choisissons €(0) = 0, un choix dont nous avons souligné les mérites dans le cas
des intégrales de chemin usuelles, nous trouvons

d 3 cosh(w3/2
4 1 zo(g) = - D coshlwB/2)
dw 2 sinh(w/3/2)
Utilisant la propriété que le fondamental n’est pas dégénéré, ce qui fixe la
normalisation qui est un nombre, nous concluons
1

Zo() = 2sinh(w@/2)"
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Ce résultat correspond & ’hamiltonien symétrique Hy = 2w(aa® + afa). Un
choix différent comme A(0) = A(0-) conduit &

e~wh 1
%lnzo(ﬁ) = —I% = Z20B) = 1=
ce qui correspond & ’ordre normal Hy = wa'a. Enfin A(0) = A(04) corres-
pond & ’hamiltonien Hy = waa®. Dans tous les cas N(3) = e~B#F0 ou Ej est
Pénergie du fondamental.

Cette ambiguité, qui se manifeste par ’apparition de la quantité €(0), est
liée au probléme de I'ordre des opérateurs a et af qui n’est plus apparent dans
la limite continue formelle. Des problémes analogues ont déja été rencontrés
en sections 5.3 et 5.5.2. Différents choix de A(0) correspondent & différents
choix de quantification.

Nous avons cependant déja souligné en section 5.1 les difficultés liées & un
choix autre que €(0) = 0 et nous allons de nouveau l'illustrer ici. Calculons la
valeur moyenne

_ coshw(B/2 —|4])

([2(t+6) — 2(1)][z(t + 6) — 2()]) = 2A(0)

sinh(w3/2)
Seul le choix symétrique €(0) = 0 et donc (équation (6.40))
_ cosh(wp/2)
24(0) = sinhwB/2)’

assure la continuité de cette fonction quand § tend vers zéro. Alors les valeurs
typiques de z(t 4 &) — z(t) et Z(t + ) — Z(t) sont d’ordre 1/+/5 dans le cas de
Poscillateur harmonique.

6.5 Intégrale de chemin : hamiltoniens généraux

Nous construisons maintenant une représentation par une intégrale de che-
min basée sur le formalisme holomorphe de 'opérateur statistique pour un
hamiltonien général. En section 10.2.1, nous définirons une intégrale sur des
chemins dans 'espace de phase position-impulsion. Les intégrales de chemin
holomorphe et sur I'espace de phase (10.24) sont en fait reliées par un simple
changement de variables de la forme (6.16) (les opérateurs quantiques étant
remplacés par les variables classiques correspondantes), mais avec des condi-
tions aux limites et des termes de bord différents.

6.5.1 Intégrale de chemin

Les éléments de matrice de l'opérateur statistique satisfont 1’équation

5 U ) = - [ FE O e CUGOE).  (647)
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Un hamiltonien général peut &tre mis sous la forme

H=> Hppal™a" = (2| H|5) =e" H(2,2) =¢7 Y Hpunz™2". (6.48)

mn mn

Nous considérons un hamiltonien indépendant du temps et donc l'opérateur
statistique U(t) = e, Utilisant la forme (6.48) de I’hamiltonien, on peut
intégrer ’équation (6.47) pour les éléments de matrice de U(¢) a ordre ¢ :

U@ |2 =% —te % H(2",2) + O)
= exp [2’2” —tH(", ) + O(tQ)} .

Une généralisation simple des arguments de la section 6.4 montre que l'inté-
grale de chemin prend alors la forme

U, 25t ) = / [——dz(t),dz(t)] exp[~S(z, 7) (6.49)

24w

avec Paction euclidienne

g

S(z,2) = —z(t)z(t') +/

t!

at [—z(t)z'(t) + H(z(t),z(t))] . (6.50)

et les conditions aux limites z(t") = 2", 2(t') = 2.

Ezxpression perturbative. Décomposons ’hamiltonien en la somme d’un
terme d’oscillateur harmonique et un reste appelé interaction :

H(z,2) = wzzZ + Hi(z, z).

Les résultats de la section 6.4, et en particulier le théoréme de Wick, per-
mettent alors de calculer U'intégrale de chemin comme un développement en
puissances de Hy. Formellement

b=b=0

t// 8 8
T T N ¢ /2
", z¢"¢) = exp[ /t/ dt Hy (—(%(t)’—(')b(t))} Ug(b; 2", 25 t", )
(6.51)

Fonction de partition. La fonction de partition se déduit des éléments de
matrice de U(8) en prenant la trace et donc

2(8) = / A2 e Uz, 2 8/2,-8/2).

2im
Combinant le résultat (6.43) avec I'expression perturbative (6.51), on vérifie

que l'opération de trace induit des conditions aux limites périodiques dans
I'intégrale de chemin. On trouve alors

20 - [ [d—(tld—lt—)} exp[~S(z, 7) (6.52)

Pivs
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avec
872 i
S(z,7) = /; e [~2()2() + A (=(0), 2(0) |
et les conditions z(—£3/2) = 2(8/2), 2(-3/2) = 2(5/2).

6.5.2 Discussion

Ordre des opérateurs et ambiguités de l'intégrale de chemin. Les difficultés
liées & ’ordre des opérateurs augmentent évidemment dans le cas de hamil-
toniens quantiques plus généraux dans la mesure ol, dans la plupart des
exemples intéressants, les interactions contiennent des monémes impliquant
a la fois des a et des af. Dans H(z, z), un facteur en (2z)P va engendrer des
ambiguités équivalentes & un polyndéme en zZz de degré p — 1, ce qui rend
difficile une discussion de fonctions H(z, z) qui ne sont pas des polynémes de
degré faible. Nous laissons en exercice de vérifier qu’en effet, dans le calcul
perturbatif de I'intégrale de chemin, la quantité A(0) apparait comme résul-
tat des auto-contractions des produits (zz)P, engendrés par les produits des

opérateurs a, at qui ne commutent pas.

Formalisme holomorphe et espace de phase position-impulsion. En sec-
tion 10.2.1, nous montrons comment construire formellement une intégrale de
chemin ou les chemins sont des trajectoires dans ’espace de phase position-
impulsion. Si dans le formalisme holomorphe on passe en variables réelles avec
le changement de variables

z= \/%(q—ip), zZ= %(qﬂp), (6.53)

on trouve 'action classique euclidienne dans le formalisme hamiltonien, ex-
primée en termes des variables d’espace de phase (équation (10.25)) :

Slp.q) = / dt [~ip(t)a(t) + H(p.q)),

aux termes tous intégrés prés, ainsi que la mesure de Liouville dans I'intégra-
tion. Par contre, les conditions aux limites dans 'intégration sont différentes,
ce qui est normal puisque les éléments de matrice sont différents.

Fonctions de plusieurs variables complezes. Il est facile de généraliser tout
ce formalisme holomorphe aux fonctions entiéres de N variables complexes z;.
Le produit scalaire de deux fonctions s’écrit alors

N

w0n- | (H dZ_d) ) (6.54)

i=1
En termes du développement en série de Taylor

flz) = Z Firroin @iy -+ i

kyit,enip
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ou les coefficients f;, .. ;. sont symétriques dans les & indices, le carré scalaire

s’écrit
HH= D klfa..al

kyit,ein

Les fonctions de norme finie engendrent un espace de Hilbert dont I'utilité
apparaitra dans I’étude des systémes de bosons en section 6.6.

6.5.3 Oscillateur harmonique : perturbation réelle

Montrons, a titre d’exercice, comment retrouver le développement pertur-
batif de la fonction de partition (2.69) autour de I'oscillateur harmonique dans
Pexemple d’un hamiltonien de la forme

H =15+ 124 + i(9).

L’opérateur position s’exprime par les relations (6.16) en termes des opéra-

teurs a, al :
1

7= V2w
Vérifions que laction de Vintégrale de chemin holomorphe correspondante est
alors

(o + al).

o
S(z,2) = —Z(t')z(t')+/ dt {z(t) [—2(t) + wz(8)] + Vi ((2(8) + z(t))/x/ﬂ)} .
o
Le développement perturbatif en V] peut alors étre exprimé en termes des
dérivées fonctionnelles agissant sur l'intégrale de chemin de oscillateur har-
monique perturbé par un terme de source couplé linéairement a z + Z, sous
une forme analogue a l'expression (2.69). Il suffit pour cela de considérer
I'intégrale gaussienne (6.35) avec une source réelle : b{t) = b(t). Donc les ex-
pressions (6.37) et (6.40) peuvent étre symétrisées dans le temps. Changeant

aussi b(t) — b(t)/v/2w, on trouve

)
U, 25t",t') = exp | =Vi ( s | | Uabs 2", 24", t) (6.55)
3b(t) o
avec (cf. équation (6.37))
Ualb:, #5¢",#) = exp [~w(t” = )24+ /2" =]
o ) I b(t)
X € dt (2" e wt'=t) 45t qw(t'—t)
P [/t’ ( > 2w
1 ¢ e—wlt—T|
43 [ awarvo = —bin) (6.56)
2 I 2(4()
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De la méme maniére, I'équation (6.39) peut étre réécrite

6 Ua(bt", ) Jexp [% / dtdr b()D(t — T)b(r) |, (6.57)

1
"~ 2sinh{wf/2
ou D(t) s’exprime en fonction de A(t) (équation (6.40)) :

D(t) = ZlJ(A(t) + A(-t)) = c;il:éf(/jﬁ_/;n

(6.58)

résultat en accord avec ’équation (2.46).

6.6 Systémes de bosons : seconde quantification

Nous allons maintenant étudier la mécanique quantique de systémes de
bosons, dans un formalisme dit de seconde quantification. Dans un premier
temps, nous supposons que ces bosons ne peuvent occuper qu'un nombre fini
d’états, par exemple en ne prenant en compte que des états de spin, ou parce
qu'’ils appartiennent a4 un réseau spatial fini.

6.6.1 Etats de bosons et hamiltonien

FEtats & une particule. L’état & un boson est défini par un vecteur que nous
notons t; et qui appartient & un espace vectoriel complexe $; de dimension
finie N.

Etats o n particules. Un état a n particules est décrit par un vecteur
Wiyig...i, OU les indices if prennent N valeurs. Cependant, le principe de Pauli
appliqué aux bosons implique l'invariance du vecteur v¥;,,,..;, par toute per-
mutation P des indices {i1,...,in} :

¢i1i2...in - w’iplip2“.ip" .

sont des tenseurs symétriques a n indices et appar-
N+n—1)
)

Les vecteurs v¥;,4,...4,
tiennent & un espace vectoriel complexe §),, de dimension (

Hamiltonien de particules indépendantes. L’hamiltonien & un corps ou a
une particule H!) est défini par son action sur un état & une particule : il est
alors représenté par une matrice hermitienne NV x N qui peut étre diagonalisée.
Notons w; ses valeurs propres. Alors

HD o = with; .

Son action sur un état a4 n particules est additive :

HY ¢, 0 00 = Zwig Vitig. . in -
7
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Si ’hamiltonien total a cette forme, les bosons sont sans interactions mu-
tuelles : on parle alors de particules indépendantes.

Interaction & deux corps. Une interaction & deux corps ou interaction de
paires H(®) est déterminée par son action sur un état & deux particules, et

donc par une matrice H, (2) qui satisfait

12,5172
(2) _ 7(2)
Hiliz,j1j2 - Hizﬁ,jzh :

ce qui en fait une application interne de 'espace vectoriel £, des tenseurs
symétriques. Quand elle n’agit que sur des tenseurs symétrigues, on peut la
symétriser en lui imposant de plus

(2) _ (2 _ 2

i1i2,J1j2 Hiliz,jz]'l - Hi2i1,j1j2 :
Il est évidemment possible, sur le méme modéle, de construire des interactions
A trois corps, mais nous nous limitons & cet exemple pour des raisons de
simplicité.

L’action de H(?) sur un état & n particules prend la forme

@y, . o= (2) o . .
H 1/)1112...1." - Hieim,jkwllw-~~'L£—1]'L£+1---'Lm—lklm+1~-ln .
£&m jk

6.6.2 Vecteurs d’état :
fonction génératrice et hamiltonien

Nous considérons maintenant ’ensemble des vecteurs d’état d’un nombre
quelconque de particules, qui appartiennent a 'espace ©,9,, ¢t =0,1,...,00.
Nous introduisons un vecteur complexe z; € CVV et la fonction de N variables

o0
1
¥(z) = Z ] Z iy Zig + -+ Fig Virig.oin s
n=0

11,32,0yEn

qui est une fonction génératrice des vecteurs d’état. Notons qu’il est essentiel
que les tenseurs soient symétriques pour qu’ils puissent étre déterminés par
la donnée de ¥(z).

Les fonctions ¥(z) normalisables par rapport au produit scalaire (6.54)
appartiennent & l'espace de Hilbert des fonctions entiéres de N variables, ce
qui explique la terminologie de formalisme de seconde quantification.

Nous remarquons alors

o 1
ijzj 82(;) = Z (=1 szwj Z ZiyZig - Zig 1 Wirig.oin_1j
i n J

21,82, 8n—1

o0
1
=E o] g Zilzign-zing Wi, Wirig..in -
Z

n=1""" i1,iz, .. in
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L’opérateur

0
HY = W — 59
Ei Ziw o (6.59)

représente donc 'hamiltonien & un corps agissant sur le vecteur ¥(z).
Un calcul analogue montre que 'interaction de paires est représentée par
l'opérateur

2
@ = oy 07
R = . Z zzlzmHilimjljz 82;,02;, . (6.60)
12,132
L’hamiltonien total
H=HO +H® (6.61)

a donc exactement la forme des hamiltoniens discutés dans le cadre de la
représentation holomorphe, généralisée 4 N variables complexes.

Opérateur nombre de particules. L hamiltonien H conserve le nombre de
particules, ce qui se traduit explicitement par 1’égalité entre le nombre de
facteurs z et @/9z dans chaque terme. Il est alors utile d’introduire 'opérateur
nombre de particules N, qui, agissant sur ¥(z), a comme représentation

: o
N = Z %5 (6.62)

comme on le vérifie immédiatement. L’opérateur N commute donc avec H :
[N,H] =0.

Noyoux associés. Le noyau associé a Ulidentité, généralisation du
noyau {6.20), est maintenant

I(z,%Z) = exp Z 2iZ; . (6.63)

L’hamiltonien (6.59) et P'opérateur nombre de particules sont alors représen-
tés, respectivement, par

HW(2,2) =I1(2,2) Y wizZi, N(2,2) =1(2,2) ) 2%, (6.64)

Enfin, l'interaction a deux particules (6.60) a comme représentation

H(2)(Z, 2) =7(z, 2) Z 241 Zig H(Z) 25124, - (665)

142,512
t182,51J2
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6.7 Fonction de partition

Du point de vue de la mécanique statistique, le formalisme précédent
conduit & la formulation grand canonique. Il existe en effet deux stratégies
pour étudier la limite thermodynamique d’un systéme de particules quan-
tiques : on peut soit travailler & nombre de particules n fixé et ensuite prendre
la limite n — oo, soit considérer la somme directe des espaces de Hilbert &5,
n = 1,...,00, et imposer la contrainte du nombre de particules en moyenne
a aide du potentiel chimique (physiquement, cela suppose le couplage a un
réservoir de particules équivalent du bain thermique pour la température).
C’est dans ce cadre que nous nous plagons ici.

Potentiel chimique. L’existence d’une loi de conservation, comme la conser-
vation du nombre de particules, correspond du point de vue statistique & une
brisure d’ergodicité. Dans cette situation, il faut ajouter & I'hamiltonien un
multiple de 1'opérateur qui commute avec I’hamiltonien. Ici on remplace H
par 'opérateur

H - uN,

ce qui revient simplement & modifier H"). Le paramétre y couplé a I'opérateur
nombre de particules N est appelé potentiel chimique. Il permet de faire varier
le nombre moyen de particules.

Fonction de partition. Pour calculer la fonction de partition
on utilise maintenant le formalisme holomorphe introduit dans la premiére

partie du chapitre. La fonction de partition est alors donnée par une intégrale
de chemin (¢f. équation (6.52))

2(5.0) = [ (080 exp[-S(z.2) (6.66)

avec une action de la forme

8/2 .
S(z,z) :/ dt l—ZEi(t)zi(t)+H(z(t),2(t)) (6.67)

-B/2
et des conditions aux limites périodiques
zi(=B/2) = z:(B/2), z(-B/2) = z(B/2).
Dans le cas de "hamiltonien (6.61), le noyau associé peut s’écrire

H(z,z)=1(z, Z)E(z, z),
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oit 7 est défini en (6.63), et H(z, ) se déduit des expressions (6.64, 6.65). On
trouve alors

ry = = 2 - =
H(Z’ Z) = Z Zl(wl - ;u’)z’b + Z Zi1zi2Hi(1i)2,j1jgzjlzj2 - (668)

i i1i2,j1j2

La conservation du nombre de particules se traduit par une symétrie U(1) ~
SO(2) de action, puisque seuls des mondmes avec un nombre égal de facteurs

z et Z apparaissent :
6

e,z ez
Bien entendu, le méme formalisme permet aussi de traiter des situations ol
I’hamiltonien ne conserve pas le nombre de particules et ol cette symétrie
n’est done plus présente (le potentiel chimique est alors sans objet).

Equation d’état. L’équation d’état est la relation entre nombre moyen de
particules, température et potentiel chimique. Elle se déduit de la fonction de
partition par la relation

10lnZ
N =3 o

Utilisant l'intégrale de chemin, on obtient

B/2

N=3Y [ @Ox0) =T E00), 669

-B/2 i
a cause de I'invariance par translation dans le temps.

Ordre des opérateurs. Dans tout calcul explicite de I'intégrale de chemin,
des ambiguités, dont nous savons qu’elles sont reliées au probléme de ’ordre
des opérateurs, apparaissent de nouveau. Les produits qui figurent dans les
expressions (6.59, 6.60) sont naturellement dans ’ordre normal. Si nous choi-
sissons la convention symétrique ¢(0) = 0, nous devons donc modifier H® et
lui ajouter un terme constant pour que ’énergie du fondamental s’annule.

6.8 Condensation de Bose-Einstein

Nous allons d’abord discuter I’exemple d’un systéme de particules indépen-
dantes. Dans ce cas, bien sir, nous n’avons pas besoin d’un formalisme aussi
élaboré. Mais cela va nous servir de transition avec la section 6.9, et nous
permettre d’évoquer la condensation de Bose-Einstein.

Dans ce cas de bosons indépendants, la fonction de partition se factorise en
un produit de fonctions de partition d’oscillateurs harmoniques correspondant
4 chaque niveau d’énergie, un résultat que ’on retrouve évidemment 4 partir
de T'intégrale de chemin (6.66).
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En l'absence d’interactions, utilisant la fonction de partition ou directe-
ment ’équation (6.69) avec la fonction & deux points gaussienne (6.40) (avec
€(0) = —1), on obtient ’équation d’état

1
Z (m ) <’Ilz = m, (670)

ou {n;) est le nombre moyen d’occupation correspondant a Pétat 4.
Cette expression peut aussi s’écrire en termes de I’hamiltonien & une par-

ticule
1

<N> =tr e——ﬁ(H(l)_ﬂ) 1 .

Notons que le systéme de bosons n’est stable que pour p < inf w;.
q Y que p ©

De espace vectoriel o Uespace de Hilbert. Jusqu'’ici nous avions supposé
que les états a une particule appartenaient a un espace vectoriel de dimension
finie. Nous pouvons maintenant généraliser le formalisme a la situation ou
les états & une particule appartiennent eux-mémes & un espace de Hilbert.
C’est ce que nous montrons de fagon plus systématique en section 6.9. Ici,
comme introduction, nous étudions ’équation d’état pour des particules in-
dépendantes. Son expression formelle n’a pas changé mais H®) est maintenant

un opérateur hamiltonien.

6.8.1 Potentiel harmonique

Etudions d’abord l'exemple de particules dans un puits harmonique iso-
trope dans I’espace & d dimensions. L’hamiltonien & une particule H® prend
la forme 1 1

H(p,4) = 5 + 5.
Une application simple du formalisme semi-classique de la section 2.10 permet
d’évaluer le nombre moyen de particules & haute température (grande par
rapport & la séparation fiw des niveaux d’énergie et donc pour Shw < 1). On
déduit alors de 1’équation (2.84) :

1 d?pddq
N) ~ (27wh)d /eB(H(p Q- 1" (6.71)

Le nombre moyen de particules est une fonction croissante de p. Dans cette
approximation semi-classique, y doit étre négatif ou nul. Nous notons alors
que pour d > 1, 'intégrale a une limite finie pour i = 0, que 'on peut calculer
explicitement :

M) = Gt

ou ( est la fonction de Riemann. Ce résultat semble conduire & un paradoxe
si 'on baisse la température 4 nombre moyen de particules fixé. On trouve
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une température limite

En réalité, ce phénoméne signale d’abord une déficience de Papproximation
semi-classique puisque, pour un hamiltonien avec spectre discret, (N) diverge
quand g tend vers I'énergie du fondamental.

Examinons de fagon plus précise ce qui se passe pour les niveaux d’énergie
proches du fondamental quand, & 8 ou T = T, fixé, (N) augmente d’une
quantité 6N macroscopique, c’est-a-dire N = O({N)) = O((hw3)~%.

Le potentiel chimique tend alors vers ’énergie Ey = dhw/2 du fonda-
mental. Pour tous les états autres que le fondamental I'énergie F satisfait
E—u> E— Ey > hw, et donc leurs nombres d’occupation individuels n sont
au plus d’ordre

1
n <

< w7 = O(1/Bhw) < ON = O((hwf) .

IIs ne peuvent par conséquent absorber qu'une fraction négligeable de ['aug-
mentation. Au contraire, pour le fondamental, 'équation

1 1

ON ~ Bthomi 1 ™ Bldhaol2— p)

a comme solution

Bldhe/2 ~ p) = == = O(hwB)! < hwp.
Nous constatons donc, en dimension d’espace supérieure & un, un phénoméne
remarquable typique des bosons : & valeur moyenne du nombre de particules
fixé, en dessous de T,., une fraction macroscopique du gaz occupe un seul
état quantique, le fondamental du hamiltonien a une particule. C’est 1’essence
du phénoméne physique appelé condensation de Bose-Finstein et T, est la
température de condensation.

6.8.2 Particules libres dans une boite

On considére maintenant ’hamiltonien de la particule libre dans la limite
d’une boite cubique de grande taille I et donc de volume L% en dimension d.
Dans cette situation, les impulsions sont quantifiées par les conditions aux
limites (ici supposées périodiques, mais cela ne joue aucun role dans largu-
ment)

p=2rhn/L, ne€Z4

ainsi donc que les niveaux d’énergie E = p?/2m. Dans la limite thermo-
dynamique L — o0, on se retrouve toujours dans une situation de haute
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température, puisque les différences entre deux niveaux d’énergie sont d’ordre
h?/2mL2.

L’équation d’état, limite de ’équation (6.70) ou les sommes sont rempla-
cées par des intégrales, prend en d dimensions d’espace une forme analogue &
'équation (6.71). L’intégrale sur q donne L¢ et donc

_ (N 1 d’p
P = T L (2rh)d | &AW /2m—p) 1’

ol p est la densité. On note que u est forcément négatif, sinon le systéme de
bosons est instable, et p, fonction croissante de p, est donc bornée par (cette
fois pour d > 2)

1 d% J
pe = (2mh)d / eBp?/2m _1 ¢(d/2)/ X%,
ot {(z) est la fonction de Riemann et X la longueur d’onde thermique :

=2
mT

Alternativement & p fixé, cette équation d’état n’a donc pas de solution pour
toute température T < T,(p). Un retour & une boite de taille finie o les im-
pulsions sont quantifiées et les niveaux d’énergie discrets (comme dans 'équa-
tion (6.70)) permet de vérifier que les particules restantes s’accumulent dans
I'état fondamental, ici d'impulsion nulle. C’est un autre exemple de la conden-
sation de Bose-Einstein.

Remarque. Par deux fois nous avons utilisé implicitement I'identité

® dss@!

o € -1

=T(a)((a)

qui peut, par exemple, étre démontrée en développant
1 —ns
es —1 Z e ’
n=1

en intégrant terme a terme, et en resommant.

6.9 Intégrale de chemin généralisée :
gaz de Bose quantique

Nous allons montrer dans cette section comment une généralisation na-
turelle du formalisme d’intégrale de chemin développé en sections 6.6 et 6.7
permet de construire une représentation par intégrale de champs ou fonction-
nelle (on intégre alors sur des champs classiques) de la fonction de partition
pour des systémes de bosons non relativistes.
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Nous considérons de nouveau les propriétés thermodynamiques de
systémes de particules obéissant 4 la statistique de Bose-Einstein dans le for-
malisme grand canonique.

6.9.1 Hamiltonien dans ’espace de Fock

Nous allons construire une représentation sous forme d’intégrale fonction-
nelle de la fonction de partition quantique d’un systéme de bosons régi par
un hamiltonien

H=T+V (6.72)

ol T est le terme cinétique qui, dans le sous-espace des fonctions d’onde & n
particules, est représenté par

h2 n d2
To = =3 2 (qa]? (6.73)

=1

et 'V une interaction de paires représentée par

V, = Z V(z; —xj) avec V(z)=V(-z). (6.74)
i<j<n
Pour des raisons de simplicité, nous n’introduisons pas de potentiel & une
particule et nous nous limitons 4 une dimension d’espace.

Nous utilisons alors directement le formalisme développé dans les sec-
tions 6.6 et 6.7. Pour montrer comment les méthodes fonctionnelles peuvent
étre utilisées dans ce contexte, nous procédons par étapes.

Nous notons 4, (1, ..., ,) la fonction d’onde & n bosons, une fonction in-
variante par permutation de ses arguments. Compte-tenu de cette symétrie par
permutation, il est possible de construire une fonctionnelle génératrice ¥(y)
pour ces fonctions d'onde ¥, {(21,...,2n) (cf. section 1.7). Nous introduisons
donc une fonction complexe ¢(x) (qui généralise le vecteur complexe z; de la
section 6.6) et la fonctionnelle

V(p)=> % (/dei w(wﬁ) Yn (@1, .0, Tn). (6.75)

n=0

L’espace vectoriel des fonctionnelles génératrices est appelé espace de Fock.
Il faut ensuite représenter les termes cinétique et potentiel comme opéra-
teur agissant sur V.
Pour identifier la représentation du terme cinétique T, nous calculons

42 8 d2 1
/dl’ﬁp(x)wm‘l’(w) = /dwcp(m) (dz)? ; (n —1)!

X/(Hdwl(p(.’lfz)) wn(xl,...,xn_l,x).

<n
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Dans le membre de droite 'argument x peut étre renommé x,,, et le coeflicient
de [[;<, ¢(z;) peut alors étre symétrisé. Ceci introduit un facteur 1/n et
fait apparaitre la somme de toutes les dérivées secondes, reconstituant, & un
facteur prés, le terme cinétique (6.73). Donc

)
TU(p) = - / dz o(x (). (6.76)
z)? dp(z)
Pour le terme de potentiel a deux corps V, qui dans le sous-espace a n parti-
cules est donné par (6.74), il faut dériver deux fois par rapport a4 p en deux
points différents. On trouve alors

52
Vi) = 5 [ dedye@o@V @ - 1) mrm Mo (67D
bp(x)op(y)
Nous avons maintenant une représentation de I’hamiltonien total H=T +V
agissant sur les fonctionnelles génératrices. Enfin, la représentation de 'opé-
rateur nombre de particules est simplement

N= /d:mp(m) 590(21') avec [N, H]=0. (6.78)

Pour les raisons déja expliquées en section 6.7, nous considérons par la suite
I’hamiltonien H— pIN, ol le paramétre p est le potentiel chimique qui permet
d’ajuster la valeur moyenne de N.

6.9.2 Intégrale fonctionnelle

La représentation sous forme d’intégrale fonctionnelle des éléments de ma-
trice de 'opérateur statistique se déduit alors assez directement des résultats
déja obtenus en mécanique quantique dans les sections 6.6 et 6.7. Les variables
complexes z; de la représentation holomorphe (section 6.2) sont remplacées
par ¢(z) ol les coordonnées continues z jouent le réle des indices i. Appe-
lons @¢(x) la quantité conjuguée a p(x). Dans la représentation mixte @, ¢,
l'identité (cf. équation (6.20)) prend alors la forme

(9. p) = exp / dz (x)p(z)

et ’hamiltonien s’écrit

(eiHi) = (e [z ptarete)) |3 [ doto) o)

+3 [dedyep)v s - y)@(w)@(w] . (6.79)

L’opérateur nombre de particules est lui proportionnel a [ dz ¢(x)e(z).
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Adaptant les expressions de la section 6.7, en particulier I'équation (6.66),
on obtient une représentation de la fonction de partition comme intégrale
fonctionnelle :

e U(r/2,-7/2) = [(dole.dpla D expl-S(pp)]  (630)
avec les conditions aux limites périodiques

ol 7/2) = oz, —7/2), @(x,7/2) = @z, —7/2),

et 'action euclidienne

* % /dtd‘”dy oz, )e(z, )V (z — vy, the(y,t).  (6.81)

L’ajout d'un potentiel Vi(x) 4 une particule se traduit simplement par la
substitution p +— p—Vi(z). Par ailleurs, nous avons donné ici la représentation
de e~T(H-uN)/A  Pour passer & I'opérateur statistique, il faut encore poser
7= hp.

En présence de faibles interactions répulsives, ce formalisme permet, par
exemple, d’étudier le passage de la condensation de Bose-Einstein & la tran-
sition de I’hélium superfluide.

Notons finalement qu’a ce stade, nous avons construit une théorie des
champs non-relativiste et que le passage & la théorie relativiste n’est plus,
essentiellement, qu'une question de cinématique.

Exercices

FEzxercice 6.1.

Utiliser le résultat (6.7) pour démontrer simplement 'identité sur le calcul des
déterminants par blocs : on écrit la matrice A sous la forme

A A
A= ,
(A21 A22>

ou les quatre matrices, A1y, A1, A1 et Agy sont des matrices pXx p, pxXn—p,
n—pXxXpetn—pxn—p, respectivement. Alors

det A = det Ay det (A — Ao1 AT Ag) .

Solution. On écrit le déterminant de A comme une intégrale gaussienne
complexe. Dans 'intégrale gaussienne, on intégre d’abord sur les p premiéres
variables puis les n — p restantes. On vérifie que cela conduit a 'identité
recherchée.
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FEzxercice 6.2.
Calculer la valeur moyenne
<Z 12122 22> ,
ou Zzy, 71, Z2, 22 sont des variables complexes, avec la mesure
dz1dz; dzadzo

; - exp [—22121 — Z129 — 2921 — 222:2] .
2im 2w

Solution. La matrice associée 4 la forme quadratique est

(21 B a4 (1 -1
M—(ll):detM—l, M —(_12>,

et donc
<21212222> =3.

Exzercice 6.3.
Calculer les valeurs moyennes

(mz), (Zz21), (fiz), (222), {((21)’=n12), (B1z1Z222),
ou %y, z1, 22, 22 sont des variables complexes, avec la mesure

dzidz; dzodze

i %im exp [—25121 — 32129 — 3%Z921 — 52222] .

Solution.
(Z1z1) =5, (Bazm) = -3, (Ziz)=-3, (Zam) =2, ((21)°2122) =30,
(Z121Z222) = 19,
Ezercice 6.4.
Calculer le carré scalaire de la fonction holomorphe
f =142z +52] + 32722
ou z1, 21, Z2, 22 sont des variables complexes, avec la mesure

l dzi1dz; dzadzs

2 9in o €Xp [_lel — 2222/2] .
Solution. 299.

FEzxercice 6.5.

On représente, dans la formalisme holomorphe de la mécanique quantique,
les opérateurs position et impulsion par

d

§ — (2w)~Y/? (z+a%>, P i(w/2)Y? (z—a). (6.82)
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On considére alors les états correspondant a la fonction entiére 1(z) = e*?,
ol & est un nombre complexe arbitraire.

Calculer les valeurs moyennes des opérateurs de position et d’impulsion
§,p ainsi que les écarts quadratiques moyens Aq = ((§%) — (§)>)V/?, Ap =
((p*) — (p)®)'/? (on posera h = 1). Montrer que ces états ¢ sont des états

1

de dispersion minimale : AgAp = 5 (c’est-a-dire la valeur minimale autorisée

par le principe d’incertitude de Heisenberg).

Solution. 11 faut d’abord calculer la norme de ¥(z), et on trouve e**. Un
calcul simple donne alors

(@ = (2/w)?Rea, (§) = (2w)/?’Ima, (Ag?=5L, (Ap?=¥¢,
ce qui montre que les états ¢ sont des états de dispersion minimale.

FExercice 6.6.

Calculer le carré scalaire de la fonction f(z) = e—az’/ 2, avec o réel, utilisant

la définition (6.10). Commenter. Généraliser & a complexe.

Solution. On peut revenir aux variables « réelles » (6.1) pour intégrer. On

trouve
1

f)l=—77—.
==
En accord avec la borne générale, la fonction n’est normalisable que pour
la| < 1.

Le cas a complexe se raméne au cas réel par un changement de variables
z—e®z Z e 7 avec § = —Arg (a)/2. Alors o? est remplacé par |a|2.

Ezxercice 6.7.

Opérateurs de translation et changement d’impulsion. Dans cet exercice, on
représente toujours les opérateurs p, § par (6.82), mais on pose w = 1.

1. Trouver les vecteurs propres de 'opérateur position ¢ dans l'espace des
fonctions entiéres. Calculer le produit scalaire des deux vecteurs propres (on
aura intérét a retourner aux variables d’intégration réelles).

Solution. Les vecteurs propres fg(z) correspondant & la valeur propre
réelle ¢ sont solutions de

L
V2

Le vecteur propre peut s’écrire

(o + ) 1) = el

folz) = e~ (mavDP/2,
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Alors ,
(fq’afq) = \/7-78_(1 5(‘1 - q,)~

2. On considére opérateur T(«) défini par son action sur des vecteurs
holomorphes :

[T(e)f)(2) = f(z,0) = e™0=/V2=04 f (2 4 0/ V2),
avec o réel. Vérifier la loi de groupe abélien
T()T(B) = T(a+B),

en agissant sur un vecteur f.

Vérifier explicitement que Popérateur T'(ar) préserve le produit scalaire (et
donc qu'il est unitaire).

Montrer qu’agissant sur les vecteurs propres f, de g,

[T(a) fol(2) = fa+al(2)-

Montrer que f(z, a) satisfait équation aux dérivées partielles

% - % (% - z) f(z,a). (6.83)

En déduire que T(c) est 'opérateur de translation : T(a) = ei®P.

3. Trouver le noyau associé & T'(«) et vérifier directement 'unitarité.
Solution. On fait agir T'(«) sur le noyau identité 7 :

T(a, 2, D)[T()I)(2, 2) = e/ VI T (1 4 /2, 7) = eFHo(z=2)/V2=a?/4

L’unitarité repose ensuite sur la vérification

/ d;i(jrv e " T(a, 2, 0)T (v, v,2) = €.

4. On considére maintenant ’opérateur V() défini par
V(B)f](z) = ==/ V2=814 1z — g/ VD),

avec 3 réel. Répondre aux mémes questions que pour 7'(«), ’équation (6.83)
étant remplagée par

ovp)f] i (90 »
—85___\/§(az+ )[V(ﬂ)f]-

En déduire que V(3) est 'opérateur de changement d’impulsion V(o) = e~%4.

5. En agissant sur des vecteurs holomorphes, démontrer la relation de
commutation

V(BT () = € T(a)V(8).



6. Intégrale de chemin 167

FExercice 6.8.

Systémes de bosons en représentation holomorphe.

On considére l'espace de Hilbert des fonctions analytiques f(z) muni du
produit scalaire (6.10).

L’hamiltonien non perturbé, dans la représentation holomorphe,

d
Hy=2—
dz’
décrit un systéme de bosons ne pouvant occuper qu’un seul état d’énergie 1.
On met les bosons en contact avec un milieu qui peut absorber et émettre des
paires de bosons avec la méme probabilité. Ceci consiste & ajouter & Hy un

potentiel
a\?
(&) +z

ol « est choisi réel et la paramétrisation choisie est commode pour la suite.
Dans ces conditions I’hamiltonien H = Hy + V est aussi hermitien.

o«
 14a?

)

1. Introduisant ’opérateur

exprimer H en termes de B B.

Solution. ; )
d BB -«
Bt =a— H—- "

adz-'_z7 1+ a2

2. Déterminer les vecteurs propres holomorphes fi(z) avec f1(0) = 1,
tels que
Bf+:07 BTf—:Oa

et calculer leur norme. A quelles conditions ont-ils des normes finies ?

Solution. fi(z) = e=2#"/2 et donc, suivant exercice 7.6,

1
(f+, f+) = Vv

La norme est finie si |af < 1.
Par ailleurs
Bl f1(2) = af () + 2.

Done f_(z) = e~ /20 gof

|2

(f- f-)= Wk
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On trouve donc la condition a? > 1. Les vecteurs ne peuvent pas étre norma-
lisables en méme temps et pour a? = 1, aucun n’est normalisable.

3. Calculer le commutateur [B, B1] et relier B et Bt aux opérateurs de
création et annihilation d’un oscillateur harmonique (on distinguera les deux
cas). En déduire le spectre de H. Montrer que pour |o] # 1 c’est un spectre
de particules indépendantes, que 'on peut appeler des quasi-bosons.

Solution. [B, Bf] =1 — a?.

Pour |a| < 1 on peut poser B = v/1 — a?A, ou A est Popérateur d’anni-
hilation avec la normalisation standard [4, At] = 1 et donc

(1-a?)ATA - o? Ey = (1-a?)N —a?
1+ 0?2 1+o?

H= , N=>0.
Pour || > 1 on peut poser Bt = Av/a? — 1 et le spectre de H est alors donné
par ,
By = (e* -1)N -1
14+ a2

Ces résultats sont cohérents avec les conditions de normalisabilité de f+. On
vérifie que, comme ’hamiltonien, le spectre est invariant par o — 1/a. Le
changement 2 — iz montre aussi que H(«) a le méme spectre que H(—a) ce
qui est bien le cas.

Pour |a| # 1, on trouve donc un spectre de particules indépendantes,
des quasi-bosons en ce sens que ce sont des états de bosons formés d’une
superposition d’états a 1,3,..., bosons initiaux.

, N2>0.

4. Ecrire le noyau H(z,Z) correspondant & ’hamiltonien H. En déduire
alors la représentation par intégrale de chemin du noyau U(z, z ; 3, 0) associée
a Popérateur statistique U(8) = e P4,

Solution.

H(z,2) = e H(z,2), H(z,2)=2Z+

(43 _
a2 (z2+zz).

On en déduit la représentation par intégrale de chemin
_ _ dz(t)dz(t) _
0760 = [ | E0E0 expl-s(:,3)
avec ’action euclidienne

87

8
S(z,2) = —Z(O)z(0)+/0 dt [—z(t)z(t) + 2(t)2(t) + T2 (2@t) + 22 (1) |,
(1)

et les conditions aux limites z(3) = z, Z(0) = Z.

5. A partir d’ici on pourra, se restreindre 4 0 < a < 1 et poser

B(l—a?)/(1+a*) =X, a=e*.
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Déduire du calcul de Yintégrale de chemin la dépendance de U(z, z; 3,0)
en z,z.

On pourra utiliser des combinaisons linéaires des équations du mouvement
classique pour mettre 'action sous la forme

Slze, Ze) = —3 [2(8)Ze(B) + 2c(0)2(0)],

ol z.(t}, Z.(t) sont les solutions. Pour ensuite résoudre les équations, on pourra
introduire les deux combinaisons linéaires z(¢) £ Z(t).

Solution. L’intégrale est gaussienne et peut donc se calculer. On résout
d’abord les équations du mouvement pour éliminer les conditions aux limites

. 2 _
aﬂ+aw+1§iﬂ4nzo. (3)

Ajoutant z(t) fois 'équation (2) & z(¢) fois I'équation (3), on trouve

[07

2()2(0) + 73

(20 +2(0)) = 5 (:)2(0) — 2(0)=(0)).

Substituant cette identité dans 'action (1) on obtient une dérivée totale, ce
qui conduit au premier résultat recherché

S(z,2) = —5 [2(B)z(8) + 2(0)%(0)] .

Puisque z(3) et 2(0) sont fixés par les conditions aux limites, il suffit de
calculer z(0) et 2(3). Les solutions des équations peuvent s’écrire

z(t) = Ae*t —aBe "
Z(t) = —aAe** +Be ¥,

avec w = (1 —a?)/(14a?) et

_ zetze _ z4zeltH
" 2sinh(A + p)’ ~ 2sinh(A + )’
Done inh 1 — Zsinh A 7 sinh inh A
_ zsinhp — Zsin _/m _ Zsinhp — zsin
2(0) = sinh(A+p) 2B = sinh(A +p) '
et enfin

(2% + 2?) sinh A — 2zZsinh u

§= 2sinh(A + p1)

6. Déduire la normalisation du calcul de tr U(5) en comparant le résultat,
par exemple, de 'expression déduite directement du spectre déja obtenu.
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Solution. L’intégration gaussienne donne une normalisation A :
U(z,%3,0)=Ne 5.

Calculant la trace, on trouve la fonction de partition

_ dedz _,; 5 N sinh(A + p)
Z(0) _N/ 2ir ¢ ° T 2sinh(A\/2) sinhp

Le calcul direct a partir du spectre donne

2 oB/2
(8) = 2sinh()\/2)
On en déduit
_ B2, [ sinhp
N=e sinh(A + p)”

Fzxercice 6.9.

Utiliser I'intégrale de chemin dans la représentation holomorphe pour cal-
culer la correction d’ordre A aux niveaux d’énergie de I’hamiltonien

H= 2;0 + 2q2+/\q4

Faire le calcul par deux méthodes différentes, la premiére consistant a rempla-
cer directement § par la variable classique (z+Z)/v/2 dans le terme quartique,
la deuxiéme en écrivant le terme quartique en termes des opérateurs de créa-
tion et annihilation suivant I’ordre normal et les remplagant ensuite par les
variables classiques z, z, selon la méthode indiquée en section 6.5.

Solution. Dans le premier cas, le terme quartique conduit a la contribution
- 4
1z /dt (2(t) + 2(8)) ",

a l'action. A l'ordre X seul le terme proportionnel & (22)? contribue. Utilisant
le théoréme de Wick, on obtient

BH _ 2
fre- 231nh(wﬂ/2 [ =ax [aor +o (),

ol {2(t)z(t)) est donné par le propagateur (6.40) a temps O :

o5
(3(6)2(1)) = A0) = 1=56(0)
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Avec la convention 6(0) = %, on trouve

1
~ 2sinh(wf3/2)
ce qui coincide avec le résultat (3.1).

Dans la seconde méthode, il est commode d’utiliser d’abord l'identité gé-
nérale (conséquence de la formule de Baker-Hausdorf)

tre5H [1 = §ABcotanh(8/2) + 0 (3%)],

ea:(a-}—cﬁ) — e:vaf % e:c2/2 .

On en déduit
4
(a + aT) =aM +a? + 407a® + 1a"3a + 6a + 6a' + 3 + 12a'a + 64262
On remplace alors les opérateurs quantiques a,a’par les variables clas-
siques z,Z. A cet ordre, seuls les termes avec un nombre égal de facteurs
z et Z contribuent. On obtient donc

tre 91 = o (1= AB (14 48(0) +48%(0)) + 0 ()]

Pour trouver le résultat correct, nous devons alors attribuer & 6(0) la valeur
8(0-) =0.
Ezercice 6.10.

On considére la fonction de partition (6.52) avec

8/2
5(z,7) = / at {2(0)[-2(0) + w2(0)] + BA 0=}
—B/2
ol w, A sont deux constantes positives. Calculer Ey, ’énergie du fondamental,
au premier ordre en A avec la convention #(0) = 3 ou de facon équivalente
signe (0) = 0.
Solution. On se raméne immédiatement au calcul précédent et dans la
limite 3 — oo, on trouve

Eo =3+ X+ 0(N\).
Ezercice 6.11.

Calculer alors la fonction & deux points (Z(u)z(v)) correspond au poids e”
au premier ordre en A, pour 8§ — co. En déduire 'énergie 2 = Ey — Eyp, out B
correspond au premier état au-dessus du fondamental (1’état & une particule).

S

Solution. Développant en puissances de A et utilisant le théoréme de Wick,
on trouve

(2(u)2(v)) = O(u = v) e (1 — Mu — v)) + O(N?)
= H(U — U) e_(w"')‘)(“*l’) .

Donc = w+ A+ O()\?).






Chapitre 7

Intégrale de chemin : fermions

ES METHODES QUE NOUS AVONS DEVELOPPEES jusqu’a présent nous ont
L permis de traiter de fagon générale des modéles statistiques de bosons.
Elles étaient directement basées sur I'introduction d’une fonction génératrice
des fonctions d’onde symeétriques de n bosons, comme nous ’avons montré en
section 6.6.

Par contre, dans le cas de modéles contenant des fermions, nous nous
heurtons a la difficulté suivante : les fonctions d’onde de fermions, ainsi que
les fonctions de corrélation (ou fonctions de Green), sont antisymétriques par
rapport a 'échange de deux arguments. La construction de fonctionnelles gé-
nératrices requiert donc 'introduction d’une algébre de fonctions « classiques »
anti-commutantes ou algébre de Grassmann.

De fagon assez remarquable, il est possible de généraliser aux algébres de
Grassmann les notions de dérivées et d’intégrales. Ceci permet de dévelop-
per un formalisme tout & fait paralléle & celui des bosons et, en particulier,
de construire une intégrale de chemin dans le cas de systémes de fermions,
analogue & l'intégrale de chemin holomorphe des bosons. En conséquence, la
fonction de partition du gaz de Fermi peut se calculer 4 partir d’une intégrale
sur des champs grassmanniens avec conditions aux limites antipériodiques.

7.1 Algébres de Grassmann

Une algébre de Grassmann 2 sur R ou C (réels ou complexes) est une al-
gébre associative engendrée par 'unité (notée 1 par la suite) et un ensemble de
générateurs {¢;} dont les produits obéissent aux relations d’anticommutation

6.0, +60;0, =0 Vi, g. (7.1)

(Dans ce qui suit, sauf indication contraire, nous ne considérerons que des
algébres complexes et quand nous parlerons de générateurs nous omettrons
lunité qui joue un role singulier.)
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En conséquence :

(i) Tous les éléments d’une algébre de Grassmann, considérés comme des
fonctions des générateurs 8;, sont des polynémes du premier degré dans chaque
générateur, c’est-a-dire des fonctions affines.

(ii) Si le nombre n de générateurs est fini, les éléments de l’algébre forment
un espace vectoriel de dimension finie 2™ sur R ou C. Tous les éléments peuvent
étre écrits comme des combinaisons linéaires des éléments 1 et {0;,0;, ...0; }
avec iy <z <...<ip 1 <p<n.

A est aussi une algébre graduée, dans le sens qu’a chaque mondme
8;,0;, ...0;, nous pouvons associer un entier p comptant le nombre de gé-
nérateurs dans le produit.

Enfin, notons que les éléments de U sont inversibles si et seulement si leur
développement dans une somme de produits de générateurs contient un terme
de degré zéro qui est inversible. Par exemple ’élément 1 + 6 est inversible, et
a 1 — @ comme inverse ; par contre 8 n’est pas inversible. Le calcul de I'inverse
peut d’ailleurs s’effectuer en développant en série autour de I'inverse du terme
de degré zéro.

Réflexion. L’algébre 2 posséde un automorphisme,

P(A+B)=P(A) + P(B), P(AB)=P(4)P(B),
P(M) = A\P(A) VA, B, A€C,

trés simple défini par
P(4;) = —4;, (7.2)

et qui donc a la nature d’une réflexion : P2 = 1.
L’action sur un monéme de degré p est alors

P(6;,...0:,) = (—1)°8;, ...0; (7.3)

-

Les éléments de Palgébre 2 sont séparés en deux sous-ensembles A+ contenant
les éléments pairs et impairs par réflexion :

P(At) = £t (7.4)

Notons enfin la propriété
Af; = 6;P(A). (7.5)

Si A, appartient & A7, il commute avec tous les éléments de 2 :
A, et = AL B=BA, VB.

En particulier A" est la sous-algébre commutative maximale de 2.
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Si par contre A_, B_ appartiennent tous deux & A~ ils anticommutent :
A_etB_ €A™ = A_B_+B_A_=0.

En particulier, tous les éléments de 2~ sont nilpotents de carré nul.

Conjugaison complere. En mécanique quantique, on rencontre princi-
palement des algébres de Grassmann 2 avec un nombre pair de généra-
teurs qui sont naturellement regroupés en deux sous-ensembles {0;} et {6;},
t =1,...,n. Il est alors souvent utile d’introduire 'analogue de la conjugai-
son complexe pour les éléments de I'algébre engendrée par {6;,6;}. L'opération
qui joue le role de la conjugaison complexe est définie dans ce cas comme la
conjugaison hermitienne des opérateurs :

61 =0, 6'=6, (414 =AlAl vA A e (7.6)

7.2 Dérivations dans les algébres de Grassmann

Il est possible de définir une dérivation généralisée dans les algébres de
Grassmann. Une définition naive, cependant, serait incohérente avec le carac-
tére non commutatif de 'algébre.

Considérons les éléments de 2 comme des fonctions d’'un générateur ;.
Tous les éléments A de A peuvent étre écrits (en général aprés quelques com-
mutations)

A=A, +6;A,

ol A; et As ne dépendent pas de §;. On définit alors la dérivée par rapport a
#; par
OA
00;
Comme la dérivée ordinaire, c’est une opération linéaire. Par contre, I'opéra-
teur de dérivation 0/00; est nilpotent de carré nul : (8/86;)? = 0.

= As. (7.7)

Remarque. L’équation (7.7) définit une dérivation 4 gauche en ce sens que
Paction de 0/96; consiste 4 ramener §; & la gauche de tout monéme et &
ensuite le supprimer. De maniére analogue, on pourrait définir une dérivation
a droite en commutant 8; vers la droite.

Dérivée d’un produit. 11 découle de la définition (7.7) que la dérivée d’un
produit ne satisfait pas la régle habituelle D(AB) = AD(B)+D(A)B. Utilisant
la remarque (7.5), on vérifie que cette régle est remplacée par

8(AB) B 0A

~80, =P(A4) a0, + 59—2_3, (7.8)

régle qui est cohérente pour toute algébre associative et homomorphisme P.
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Fonctions composées. La dérivation grassmannienne implique aussi une
régle de dérivation de fonction composée. Si o(f) appartient & A~ et x(6)
appartient & A", on trouve

0 0o d oz 0
— ((7,.’2) = _____f. + __f
of 08 0c 09 Oz
La vérification est facile puisque que F' est nécessairement une fonction affine
de o, et ¢ et z des fonctions affines de 8.
Dans le second terme du membre de droite, 'ordre des facteurs est impor-
tant.

(7.9)

Algébre de Clifford. Les opérateurs de dérivation nilpotents 8/06;, combi-
nés avec les générateurs f; considérés comme opérateurs agissant sur A par
multiplication a gauche, engendrent une algébre d’opérateurs dont les géné-
rateurs satisfont les relations d’anticommutation

0

0:9; + 0,;6; =0, 36; 96, + 80, 90; 80; = 09,

Les opérateurs

B
+ _ .
D = o5+

satisfont alors les relations d’anticommutation
+ 1t -
{Di, D} = £26;, {Df,D;}=0.

Cette algébre est la somme directe de deux algébres qui chacune satisfont a
la définition d’une algébre de Clifford.

7.3 Intégration dans les algébres de Grassmann

L’intégration sur des variables de Grassmann, que nous représentons par le
symbole intégrale, est définie comme une opération identique 4 la dérivation :

/dGiA = iA, VA e Q. (7.11)
00,
On peut donc se demander pourquoi il est utile d’introduire deux symboles,
intégrale et de dérivée, pour une seule opération. On vérifie d’abord que cette
opération satisfait les propriétés formelles auxquelles on s’attend pour une
intégrale définie. L’intégrale d’une dérivée totale s’annule; si nous intégrons
sur une variable, le résultat ne dépend plus de cette variable; enfin un fac-
teur dont la dérivée par rapport a la variable d’intégration s’annule peut étre
factorisé devant le signe d’intégration.
Par ailleurs, 'utilisation, suivant le contexte, de I'un ou 'autre de ces deux
symboles permet de construire un formalisme pour les fermions trés paralléle
a celui des bosons, comme nous allons le montrer.
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Changement de variables. Considérons l'intégrale

/da 1(6), (7.12)

et faisons le changement de variables (nécessairement) affine
6=6'A+ B. (7.13)
Nous exigeons que la parité soit conservée : P(6) = —6 et donc
P#)=-0 = AcAT, BeA .

L’élément A doit étre inversible, et donc son terme de degré zéro dans les
variables de Grassmann doit étre différent de zéro. Ces conditions impliquent
que dans P’algébre on peut substituer 6’ 4 6 comme générateur.

Alors, utilisant la définition (7.11), nous trouvons

/de f(6) = A—l/da'f(a’A+B).

Nous obtenons ainsi une propriété trés importante des intégrales grassman-
niennes : le jacobien est A~!, alors que dans le cas de variables réelles ou
complexes on trouve A. Cette différence refléte I’identité des opérations de
dérivation et d’intégration pour les variables de Grassmann.

Généralisation. Plus généralement, montrons qu'un changement de va-
riables
61-:9,»(9’), 02»,6§€91_,
ou la matrice 96,/ 80;- a une partie inversible de degré zéro, conduit & un
jacobien qui est l'inverse du déterminant de 00;/90 :

6y ...dd, = do, ...do., J(0') (7.14)
avec 90
Jt= - :
det o0, (7.15)

Notons que le déterminant est bien défini parce que tous les éléments de la
matrice 96;/00; appartiennent & A

Ce résultat se démontre en utilisant a nouveau l'identité entre dérivation
et intégration sous la forme

/d61 ...de, f(8) = H %f(&),

oil le produit du membre de gauche est ordonné. Nous considérons alors f
comme une fonction de variables €] et donc, utilisant la régle de dérivation en
chaine (7.9),
] 08, o
5710 =T 52 5
- 00; ; 06, 00’

f(9).
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Les éléments 00’ /00; commutent et peuvent étre factorisés. Les dérivations
0/00;, anticommutent (voir les équations (7.10)) et donc les produits sont
tous proportionnels au produit ordonné de 1 & n. Un signe apparait qui est la
signature de la permutation i, js, ..., jn. Nous reconnaissons le déterminant
de la matrice 00/00; :

9 98, 1 9
11 55, = 4=t 3, 1 g

L’identité entre différentiation et intégration conduit alors immeédiatement
aux équations (7.14, 7.15).

Remarque. L’exemple qui suit permet une vérification directe de 1'équa-
tion (7.14) :

1=/d01...d0n6n...91.

Faisons le changement de variables linéaires
/
91' = E aijﬁj.
j

Le résultat repose alors sur I'identité

O...00=0,...0, deta.

7.4 Changement de variables mixte :
Bérézinien et supertrace

On rencontre des intégrales qui impliquent a la fois des variables commu-
tantes et anticommutantes (bosons et fermions). Il est donc parfois utile de
faire des changements de variables mixtes.

Notant &, ¢’ et x, 2’ les variables anticommutantes et commutantes respec-
tivement, nous posons (respectant la parité)

2, = zo(2',0") € AL(F), 0; =6;(z’,0") eA_(¢). (7.16)

Nous introduisons la matrice des dérivées partielles

AB
M= (ep)
avee ) ) 0 09
. . . .
a :__‘Z‘_’ Bai=—a7 Cia:~}'7 i'=_z7
A = ut o9 ox,” Y a6,
et donce

AetDec2,, BetCea_.
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Il est commode de changer de variables en deux étapes :

(i) On passe d’abord de (8,x) & (8, 2’). Cette étape engendre le jacobien

Jy = det 2%e
Bwb 0

=det (A—BD"'C). (7.17)
(ii) On va alors de (8,7') to (#',2"). Cette seconde étape engendre, comme
expliqué plus haut, le jacobien

Jy = (det D)™ " . (7.18)

Le jacobien complet J, aussi appelé bérézinien de la matrice des dérivées, est
donc
D(.’B 9) 1
J= """ = J;J, =BerM =det (A — BD"!C) (detD) . 7.19
D(z',0") 142 ( )( ) ( )
Pour que le jacobien ne soit pas singulier, les matrices A et D doivent étre
inversibles (et donc leurs contributions de degré zéro en §’). Notons que par
construction

Ber MlBer M2 - Ber[Mle].

Trace de matrices mixtes. Dans le cas de 'intégration sur des variables or-
dinaires commutantes, un changement de variables infinitésimalement proche
de Videntité,

/ /
To = Ty +fulx’),

4 cause de 'identité Indet = trln, conduit au jacobien

Oz, afa 8fa
J:det&v{):1+€tr8’ —1+€Z

Considérons maintenant le cas mixte
T, =1z +efa (2, 8'), 0; =0, +epi(2,0). (7.20)

Posant alors

wonanso, s (42)

nous trouvons, comme conséquence de V'identité (7.19),

Ofa _ a‘Pz

Oz, 0;
(7 21)

J=1+¢e(trA, —trD1)+O(52), trA; —trDy = Z
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Pour maintenir la relation entre jacobien d’un changement de variables
infinitésimal et trace, nous sommes donc amenés a définir la supertrace d’une
matrice mixte, notée Str, comme la différence des traces :

StrM; =trA; —trD;. (7.22)
On vérifie directement que cette supertrace posséde la propriété cyclique
Str[M; Mz = Str{M;M;].
En effet, par définition
Str[M;Ms] = tr(A1Az + B1C2) — tr(C1B2 + D1 Ds).

Alors
tI‘(AIAg) = tr(AgAl), tr(Dng) = tr(Dng),

mais
tr(B1Cz) = —tr(C2By1), tr(CiB3) = — tr(B2Cy),

ol les signes sont la conséquence de la cyclicité de la trace ordinaire et du
signe de I'anticommutation de B et C.

Cela permet de démontrer une généralisation de la relation habituelle entre
trace et déterminant : trln = Indet, qui devient maintenant

Str In = In Ber.

7.5 Intégrales gaussiennes

Nous définissons maintenant des intégrales gaussiennes avec intégrations
sur deux familles de générateurs {6;,6;}, 1 = 1,...,n, analogues des intégrales
gaussiennes complexes de la section 6.1.

Forme quadratique hermitienne. Avec la définition (7.6) de la conjugai-
son complexe, 8; et €; sont conjugués et la mesure df,dd; est invariante par
conjugaison complexe. Considérons par ailleurs la forme quadratique

En: (6:M;;6;)" = En: 0,M,;0; = i 6:M10;.
ij=1 i,j=1 i,j=1

La forme quadratique est donc invariante par conjugaison complexe si la ma-
trice M est hermitienne.

7.5.1 Intégrales gaussiennes

Comme dans le cas de variables complexes, nous calculons d’abord des inté-
grales gaussiennes et, pour la méme raison, nous essayerons ensuite de réduire
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toute intégrale & une somme formelle d’un nombre fini ou infini d’intégrales
gaussiennes.
Considérons d’abord Iintégrale

Z(M) = / df1d6,d6,d8; . . .dH,d8, exp Z 0;M,;0, | . (7.23)

i,j=1

D’aprés les régles de 'intégration grassmannienne, le résultat est simplement
le coefficient du produit 6,8, ...6,8; dans le développement de Iintégrant.
L’argument de I'exponentielle ne contient que des termes appartenant a 2™,
qui commutent. L’intégrant peut donc étre réécrit

n

exp En: G_iMijgj = ﬁexp 0_1‘ iMijej = H 1+ éﬁ' zn: Mijieji
j=1 Ji=1

i,j=1 =1 i=1

Développant le produit, nous voyons que dans chaque facteur seul le terme
proportionnel & 8; contribue a 'intégrale. II reste donc & intégrer

0; | D M6,

1 Ji=1

n n

=

Les termes qui donnent une contribution non nulle a 'intégrale sont ceux qui
contiennent le produit 6, ...60201 & une permutation des facteurs 8; prés. Ils
sont donc de la forme

S My Mayj,_ . Mig,6085, .. 010,
permutations
{71.-dn}

Commutant les générateurs pour les ramener dans un ordre standard, par
exemple 8,6, ...0,0;, nous factorisons un signe, la signature de la permuta-
tion, et reconnaissons dans le coefficient le déterminant de la matrice M :

Z(M) = det ML (7.24)

Le résultat est I'inverse du résultat (6.4), obtenu en intégrant sur des variables
complexes.

Le calcul ci-dessus est essentiellement une vérification puisque, pour
det M # 0, nous pouvons aussi changer de variables,

> M6, =0, (7.25)
J
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et utiliser la forme (7.14) du jacobien. Nous retrouvons

Z(M) = det M / d6}dé; . ..dé.,dé, exp (Z éiag)

i=1

= det M / [ 46:d6: (1 + 6:8;) = det M.
i=1

Notons que quand l'intégrant est invariant par conjugaison complexe, ce qui
entraine que la matrice M est hermitienne, le résultat de lintégrale est réel
puisque

det M = det M7 = det M.

7.5.2 Intégrales gaussiennes générales

Nous introduisons maintenant une autre copie de P’algébre de Grassmann
A dont les générateurs seront notés 7; et 7;, et considérons 'algébre de Grass-
mann engendrée par l’ensemble {6, 6, n,7}. Suivant la stratégie de la sec-
tion 6.1, nous calculons d’abord V'intégrale

Za(nn) = [ []d0Bienp Ea(0,0.n.) (7.26)

avec . N
Ec(8,0,n,7) = Z M;;8:6; + Z (7:0: + 0ims)
2,7=1 i=1
ot E¢ est un élément de la somme directe des deux algébres de Grassmann.

Pour éliminer les termes linéaires en 8 et 6, nous cherchons la solution #°, #°

des équations
OEg 0 OFc
08, 00;

=0.

Nous trouvons
- 5 - -1
9$=_Z(M l)ijﬂj» 95=“Z"71(M )ji'
J J
Comme dans le cas d’intégrales ordinaires, nous changeons alors de variables :
{6,} — {67} :
0; =0, — Z (M) iy 0i=6;— Z 7 (M), (7.27)
J j
Apreés cette translation, I'intégrale sur ¢, 8’ prend la forme (7.23) calculée plus
haut. Le résultat est donc

n

Z(n,7) = detMexp |- Y 7 (M 1), ;]| - (7.28)

ij=1
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7.5.3 Valeurs moyennes gaussiennes, théoréme de Wick
et perturbations

Notons (e} les moyennes par rapport au poids gaussien de linté-
grant (7.26). Avec notre définition de Zg, nous trouvons

ad
0:), = zglaﬁ_zc, (7.29)
. 1 0
(8:), = —chgﬁzc- (7.30)

Remarquons le signe dans I’équation (7.30). Une autre identité, utile plus loin,
est obtenue en dérivant deux fois (noter I'ordre des dérivées) :

. L8 D ;. )
0.y — _ 9 . 31
(6:8;), = 25 57, o Zo— | 25 o, Zc ) (26" 5, 2 (7.31)

Dérivant de facon plus générale par rapport aux 8 et 8, on peut démontrer un
théoréme de Wick pour les variables de Grassmann.

Theéoréeme de Wick. Nous définissons maintenant

det M <6—i19j1 9—1'29]'2 N .O_iPij> = / (H d01d91> 9'i19j1 N 9%9)-17

n
xexp | > M;;0,0; (7.32)
ij=1
avec p < n. Nous n’avons besoin de calculer que les intégrales avec un nombre
égal de facteurs 0 et 0 car les autres intégrales s’annulent trivialement.

Dérivant de fagon répétée Uintégrale (7.26) par rapport a n et 7 et utilisant
les remarques (7.29 a 7.31), nous obtenons 'identité

o 0 o a 0
onj, Oni,  Ony, Oy,

det M (0,,0,,0:,6;, ...6:,6;,) = [ Za(n, 77)}

n=n=0
(7.33)
Remplacant Zg par le résultat explicite (7.28), nous trouvons

0 9 0 0 - i

— e = exp | — 7 (M™% .. m . (7.34)
6’/]j1 8771-1 8’)’]jp anip ijZZI J ( ) (2

” n=7=0

Toutes les variables n et 7 sur lesquelles n’agissent aucune dérivée peuvent

immeédiatement étre supprimées. La matrice M est alors réduite & une matrice
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p x p d’éléments Mj,;, . L’identité entre dérivation et intégration permet enfin
de ramener le calcul explicite 4 une intégration gaussienne. On en déduit

<§i10j1 .. éipajp> = det M1

Jitk

= Z e(P) (M_l)jplil (M—l)jp2i2 c (M-l)jp,,i,, ’

permutations
P de {]1jp}

S AP (i) Bubsn) - (010, )

permutations
P de {j1...jp}

It

(7.35)

ou £(P) est la signature de la permutation P. Ce résultat est similaire a 'ex-
pression (6.9a) obtenue dans le cas de l'intégrale sur des variables complexes,
a la signature prés.

Développement perturbatif. Les expressions (7.29, 7.30) forment la base de
la théorie des perturbations. Pour calculer 'intégrale

Z(n,7) = /Hdéidgi oB(8,8,7,m) (7.36)

avec

n

E(6,0,7,7) = Z M;;0:6; +V (6,0) + Z (7:0: + 0sms) (7.37)

?,5=1 i=1

nous pouvons développer en une série de puissances de V' et calculer les valeurs
moyennes gaussiennes au moyen du théoréme de Wick. L’intégration conduit
aussi & une expression formelle compacte

201,7) = oxp [V (—a% a%)} Za(n 7). (7.38)

7.6 Intégrales gaussiennes réelles.
Théoréme de Wick

Les intégrales gaussiennes que nous avons calculées en section 7.5 ont des
propriétés analogues aux intégrales complexes du formalisme holomorphe de
la section 6.1. Nous pouvons aussi plus généralement calculer des intégrales
gaussiennes de la forme

2n

ig=1
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Comme le produit 6,6, est antisymétrique en (i}, la matrice A;; peut étre
choisie antisymétrique :
A + Aj; = 0. (7.40)

Ces intégrales ont, elles, des propriétés quelque peu analogues aux intégrales
ordinaires. En particulier, elles ne conduisent 4 des résultats réels que si l'al-
gébre de Grassmann est définie sur les réels.

Développant 'exponentielle en une série de puissances, nous observons que
seul le terme d’ordre n qui contient tous les produits de degré 2n en 8 donne
une contribution non nulle :

1 n
Z(A) = 5y / dbsn ... d6y (6;A:56;)" . (7.41)

Dans le développement du produit, seuls les termes contenant une permu-
tation de 0;...085, ne s’annulent pas. Ordonnant alors tous les termes pour
factoriser le produit 6165 ... 605, nous trouvons

1
Z(A) = n Z e(P)Aiyiy Aigiq - - - Aign_yizns (7.42)
: permutations p

de {1:1 ...izn}

oil ¢(P) = %1 est la signature de la permutation. Cette expression peut étre
réduite en observant que les seuls termes distincts correspondent & tous les

appariements des indices 1,2,...,2n. Donc
Z(A) = Z E(P)Ai1i2Ai3i4 cee Aizn—lizn’ (7'43)
appariements p
de {il...iQn}

ou £(P) est la signature de la permutation des indices.
La quantité dans le membre de droite est appelée le pfaffien de la matrice
antisymétrique A, et nous notons

Z(A) = Pf (A). (7.44)

Pfaffien et déterminant. Les techniques d’intégrales de Grassmann per-
mettent de démontrer 1’identité algébrique classique

Pf?(A) = det A, (7.45)

de sorte que, de facon analogue aux intégrales gaussiennes réelles,

2n
/ dfs, . .. df2d6; exp % > 0:.A50; | = £Vdet A.

4,3=1



186 Intégrale de chemin en mécanique quantique

Calculons en effet

ij

1
Z%A) = / dfay, . ..d6, d6%,, .. .dO} exp 5 Z (0:A:;0; + 0;A;85)

(7.46)
Nous changeons de variables, posant
me= s O ith), = s (0= i), (7.47)
Le jacobien est (—1)™. De plus
0:0; + 030 = fn; — 71, (7.48)
dnon - .. A1 difan ... A = (~1)" [ drd;. (7.49)

Utilisant ’antisymétrie de la matrice A, nous trouvons

Pi?(A) = / dmdf - . dngndiion exp [ Y @idyn; | =det A, (7.50)
2j
Théoréme de Wick. On peut aussi démontrer une autre forme du théoréme

de Wick pour des moyennes gaussiennes avec la mesure exp([}_,; 6;4:;0;/2].
On trouve

(6:,8i; ... 055,) = > €(P) (8ip, 0sp, ) - - - (Bip, ,Bip, ), (7.51)
tous les appariements
of (1,2,...,2p)
ot €(P) est la signature de la permutation P. Notez que ce résultat ne différe
du théoreme de Wick (1.16) que par des signes.

7.7 Espace de Hilbert de fermions et opérateurs

Cet outil grassmannien va nous permettre de traiter les fermions de facon
tout 4 fait analogue aux bosons, en construisant un formalisme paralléle & la
représentation holomorphe.

Nous avons vu en section 6.1 qu’il était possible de définir un produit sca-
laire entre fonctions analytiques (équation (6.10)). Ce produit scalaire permet
alors de construire un espace de Hilbert de fonctions entiéres. Du point de
vue de la mécanique quantique, les coefficients du développement en série de
Taylor représentent les composantes de la fonction d’onde ¥(z) sur les états
a nombre de particules donné (voir section 6.6).

Suivant le méme schéma, nous commengons par définir des fonctions grass-
manniennes « analytiques », un produit scalaire de ces fonctions et ’espace
de Hilbert correspondant. Nous exhibons ensuite différentes représentations
de l'algébre des opérateurs (7.10) agissant sur ces fonctions.
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7.7.1 Fonctions grassmanniennes analytiques
et produit scalaire

Nous considérons de nouveau une algébre de Grassmann 2 avec des
générateurs {60;,0;}. Nous définissons les fonctions grassmanniennes analy-
tiques comme les éléments qui ne dépendent que des seules variables 6; :

of
ag, ~ 0 v

Elles forment une sous-algébre 2, de 'algébre 2. _
Prenons d’abord 'exemple d’une seule paire de générateurs 6, 4. Une fonc-
tion analytique f(6) est automatiquement une fonction affine,

f(0) = fo+ f1,

ou (fo, f1) est un vecteur complexe d’un espace vectoriel de dimension deux.
Ceci est en correspondance directe avec la statistique de Fermi-Dirac : le
nombre d’occupation de fermion ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1.

La fonction complexe conjuguée de la fonction f est (¢f. équation (7.6))

f(8) = fo+ fi6.

Nous pouvons alors, comme pour les fonctions de variables complexes analy-
tiques, définir un produit scalaire entre fonctions de 6 :

(f,9) = [ 4608 <& ) 9(6). (752)
Paramétrant la fonction g sous la forme

9(6) = go + g19,

on vérifie que l'intégrale donne le produit scalaire habituel des vecteurs com-
plexes (fo, f1) et (go, 91) correspondants :

(f,9) = fogo + f1g1.

La généralisation & un nombre n quelconque de générateurs 4; est simple. La
conjugaison complexe est alors remplacée par la conjugaison hermitienne des
opérateurs comme définie en (7.6) :

/(Hde d9>exp (Zoo) 1) 9(0). (7.53)

La positivité de (f, f) se démontre par exemple par récurrence. Privilégiant
la variable €, nous pouvons écrire

f = An +6an
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et intégrer d’abord sur 6,
/ 40,46, e (A} + BL6,,) (An + 6,B,) = AL A, + Bl B,.

Nous pouvons maintenant intégrer chacun des deux termes sur 8, et répéter
Pargument. Aprés intégration sur toutes les variables, on obtient une somme
de termes positifs. Le produit scalaire définit donc une norme || f||. Avec cette
définition, les 2™ monomes distincts ¥, (9), v =1,...,2":

{v.(0)} = {1,6,,0,, .. i, VpetVip<ig<---< ipts (7.54)

forment une base orthonormée de ., considérée comme espace vectoriel
complexe. Par exemple

[16162] = / d6,df; d6,dd, €201 +0202 §,4. 6. 6,

= /d91d6_1 65101 §191 /dgzdéz 66202 5292 =1.
La fonction & de Dirac. Dans les algébres de Grassmann, le role de la
fonction ¢ de Dirac est joué par la fonction

5(9) = 6. (7.55)

/ A06£(8) = £(0),

ou f(0) signifie la partie constante de la fonction affine f(6). Cette fonc-
tion §(f) a une représentation intégrale fort utile, analogue de la transforma-
tion de Fourier habituelle,

En effet

5(0) = / df e, (7.56)

olt @ est une variable (donc un générateur) de Grassmann supplémentaire. On
vérifie directement

= / d6da €% £(6).

7.7.2 Noyaux d’opérateurs

Noyau de lidentité. Le produit scalaire (7.53) permet de définir une base
orthonormée et donc une représentation de 'identité sous forme de noyau :

H(1+09 —exp( Zee) (7.57)



7. Intégrale de chemin : fermions 189

La vérification explicite découle de la représentation (7.56) de la fonction 4.
En effet,

/ [1 d6:d0; 2(6,6") exp (Z é;e;) f(o) =
/ Hdﬂid@ exp (Z 8;(6; — 911)) f(6') = £(6). (7.58)

Algebre d’opérateurs. Nous avons déja introduit (cf. (7.10)) lalgébre des
opérateurs de multiplication et différentiation agissant sur I’algébre de Grass-
mann 2., . Si, utilisant les relations d’anticommutation, nous amenons dans
un élément de l'algébre tous les opérateurs différentiels & droite (ordre dit
« normal »), nous pouvons utiliser équation (7.58) pour représenter tout élé-
ment de cette algébre d’opérateurs sous forme d’'un noyau

a 0 7] - ~ - -
0,0, ...6; 7(0,0)=06;0,,...9,0;8;, ..6;7(6,80),
*00;, 005, 00, (6,6) 2 pod i, 1(6,9)
~ (7.59)
qui est un élément de Palgébre de Grassmann engendré par les 0 et 6.

Un opérateur O(f, 8/08) représenté par son noyatu,

O(0,8) = 0(0,0)Z(6,9),

agit alors sur une fonction par

9) = / 114646, 0(6,6') exp (Za'e’) F(6). (7.60)

Comme dans le cas holomorphe, nous utiliserons ici aussi une notation assez
suggestive d’éléments de matrice :

(810 18) = 0(8,0), (7.61)

sans définir précisément les sens des vecteurs.
Enfin, le noyau correspondant au produit 020 est donné par

(6] 0201 |0) = /Hdé? de; (8] 02 |6") exp (Ze’e’) 0'10,|6)-  (7.62)
Tout opérateur peut s’écrire en termes des éléments de la base (7.54) :

= Ouvu(0)¥}(8), (7.63)
[

ou les coeflicients O, sont les éléments de matrice de O dans cette base.
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Trace. En terme du noyau, la trace d’un opérateur s’écrit

trO = / I T 46:d6; exp (- Zé,-ei) 1 0|8)- (7.64)

Une comparaison des expressions (7.62) et (7.64) peut surprendre a cause
de I’échange entre les 8; et les 6; : la compatibilité de la définition avec la
cyclicité de la trace n’est pas évidente, mais on peut la vérifier en remplagant
dans Iéquation (7.62) O et O, par deux mondmes génériques et en prenant
la trace de I’équation. D’ailleurs, utilisant expression (7.63), on trouve

trO = ZOW‘

Conjugaison hermitienne des noyauz. La conjugaison hermitienne des
noyaux d’opérateurs est définie de facon identique aux fonctions. Avec cette
définition, Z(09) correspond bien & un opérateur hermitien.

7.8 Hamiltonien & un fermion

Nous généralisons maintenant aux fermions les considérations de la sec-
tion 6.6. L’espace de Hilbert pour un nombre arbitraire de particules obéissant
a la statistique de Fermi-Dirac (fermions) qui ne peuvent occuper qu'un seul
état d’énergie w se réduit & un espace vectoriel complexe de dimension 2,
comme conséquence du principe de Pauli : un état ne peut étre que vide (état
4 zéro particule) ou occupé une fois. L’intégrale de chemin n’est évidemment
pas nécessaire pour calculer I'opérateur statistique qui est une matrice 2 x 2.
Mais la solution sous forme d’intégrale de chemin est utile parce qu’elle se
généralise facilement & un nombre arbitraire d’états possibles (dans cette pre-
miére partie nous faisons i = 1).

Un vecteur correspondant & une combinaison linéaire d’'un état a zéro
particule et d’un état & une particule peut étre représenté par une fonction
affine

P(0) = o + Y16

o1, en choisissant pour 6 le générateur d’une algébre de Grassmann 2, on
s’assure qu'un état ne peut &tre occupé qu’une fois puisque 6% = 0.

Les valeurs propres d’un hamiltonien Hy qui conserve le nombre de par-
ticules ne peuvent étre que 0 pour I'état & zéro particule et une valeur, que
nous notons w, pour 'état a une particule. Il peut donc étre représenté par

0

et c’est 'hamiltonien le plus général & un fermion.
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Les éléments de matrice de ’hamiltonien Hy sont obtenus en faisant agir
l'opérateur différentiel (7.65) sur l'identité :

(0] Ho|0) = WQ% e — whfe=% = —whp.

Notons que la préservation du caractére fermionique implique que dans la
réflexion (7.2)

P(Hy) = Hy,
et donc comme les éléments de matrice de Hy comme ceux de Up(t) = e~ Ho?
appartiennent i la sous-algébre commutative de 2.
Les éléments de matrice de Popérateur Uy(t) satisfont I’équation
9 (61U ()18 = —wt 2 {(8|Us(t)|0) (7.66)
ot 0o
avec ~ )
(6]Uo(0)]6) = e .
On vérifie que la solution est
(0| Up(t) |0) = %< = 1 4 6Fe". (7.67)

Remplacant O, et Oy par U(t;) et U(tz), respectivement, dans (7.62), on
vérifie aussi directement la loi de groupe.
Notons enfin qu’avec notre définition Hy et Up(t) sont hermitiens car les
noyaux correspondants sont invariants par la conjugaison complexe (7.6).
De ’expression explicite (7.67) et de la définition (7.64) de la trace, nous
déduisons la fonction de partition

Zo(9) = tr () = [ a0 e — 1 e (7.68)

Formalisme des opérateurs d’annihilation et de création. 11 existe un for-
malisme alternatif & celui que nous avons introduit ici, basé sur les opérateurs
d’annihilation et de création a et ot de fermions. Ceux-ci satisfont les relations

de commutation
a? = al? =0, aal +afa =1, (7.69)

qui évidemment reflétent le méme principe de Pauli.
Dans le formalisme grassmannien, ces opérateurs sont représentés par les
opérateurs # et 9/96 :
t il
a'+—60, ar— 20
qui en effet satisfont aux mémes relations de commutation.
Dans ces notations, 'hamiltonien & un fermion s’écrit

Hy = wa'a, (7.70)
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Le probléme 4 un fermion est un exercice plutot trivial de matrices 2 x 2.
Utilisant les relations (7.69), on vérifie que

HZ = wHy, (7.71)

et donc ses deux valeurs propres sont 0, w. Le fondamental |0) satisfait a |0) =
0 et {0/0) = 1. Appliquant a! au fondamental, on obtient le deuxiéme vecteur
propre

1) =a'|0)-

Les relations d’anticommutation impliquent que ces deux vecteurs forment
une base orthonormée.

L’opérateur Up(t) se déduit de la relation (7.71), par exemple par la for-
mule de Lagrange :

w—Ho | -t Ho

Up(t) = e~ Hot —
w w

=1+ (e7¥*-1) ata.

7.9 Intégrales de chemin

Nous construisons maintenant une intégrale de chemin donnant les élé-
ments de matrice de 'opérateur statistique quantique Up(t) = e . La so-
lution par intégrale de chemin de ce probléme élémentaire peut apparaitre
comme excessivement compliquée. Toutefois, la généralisation de l'intégrale
de chemin obtenue 4 un nombre quelconque de fermions est simple, ce qui
justifie le choix d’une telle stratégie.

La construction d’une intégrale de chemin associée & un hamiltonien de
fermions suit fidélement la méthode de la section 6.4, la différence princi-
pale étant que les variables complexes sont remplacées par des variables de
Grassmann.

7.9.1 Intégrales de chemin gaussiennes
Au premier ordre pour ¢ — 0, U'expression (7.67) peut se réécrire
{81Uo(t)|6) = exp [-06 (1 — wt) + O (¢%)] . (7.72)

La propriété de groupe dans la forme (7.62) permet alors d’écrire 'opérateur
d’évolution a temps fini

n—1
<9H IUo(t”atl)l 9_/> = lim / H d0kd§k exp [*55(9, é)] (7.73)
k=1
avec n
85(9, 9_) = 0_09() + Z [ék—l (9k — 9k_1) — WEék_lek] R (7.74)

k=1
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e = (t" —t')/n, et les définitions
bp=0, 6,=0" (7.75)

La limite formelle n — oo est une intégrale de chemin, avec des chemins
grassmanniens. Les éléments de matrice de Uy(t) sont donnés par

8(t")=0" ) .
(0" |\Up(t",¢)] 6 = . [d6(t)dB(t)] exp [—Su(8, 6)] (7.76)
avec o
So(6,6) = / atde) [6() —wb() + 10, (77)

Intégrale gaussienne générale. 1l est commode pour la suite de considé-
rer immédiatement une intégrale plus générale en ajoutant a action Sy des
termes linéaires correspondant & un couplage a des sources grassmanniennes
externes 7(t) et n(t). Nous considérons donc I'intégrale

9(t")=9"

(0" [Uo(t" /s, )| ') = / _ [d6()db(t)] exp [~Sa(8,0;n,m)] (7.78)
o(t")=6'
avec
So(6,8im.) = $o(0.0) = [ arfanow) +dwm], (19

oll maintenant les ensembles indépendants {6(t)}, {0(t)}, {n(t)} et {7(t)}
forment un ensemble de générateurs de l’algébre de Grassmann.

Caleul de Uintégrale gaussienne. L’intégrale (7.78) est gaussienne et peut
étre calculée exactement. L’équation du « col » obtenue en variant 6(¢) donne,
compte-tenu des conditions aux limites,

t
Bt)+wB(E)+7(t) =0 = B(t) = B(t) = e 1) é’-/ e w4 fly)du.
t/
B (7.80)
De méme la variation de 8(t) donne

B(t) —wb(t) —n(t) =0 =
0(t) = O5(t) = e~ 9 ¢" — /t e p(u)du. (7.81)

Translatant §(¢) et 6(t) par les solutions des équations « classiques » : 6 —
0s + 6, 8 — 65 + 0, nous obtenons alors

@ U ) =N t") exp [-S(8”,6';7,7)] (7.82)
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avec

t”
— g et —t) _/ dt [97 e—w(t=t) n(t) + 7(t) a—w(t’=1) 0//]

tl
t/l t//
+ / du / dt 7j(u) e= = p(t). (7.83)
t u

Pour calculer la normalisation
g(t//):() B t,l .
N = / [d6(t)db(t)] exp | — / dt o) (8(t) — wb(®)) | ,
8(t')=0 t
nous posons encore
B(t) =e (),  O(t) = e ().

Le jacobien est égal & un. Aprés ce changement de variables la dépendance en
w a disparu. On trouve pour A I'identité dans la représentation mixte, prise
pour 0 =0 = 0. Donc N = 1.

Comme dans le cas bosonique, les fonctions de corrélation sont obtenues
en dérivant les expressions (7.82, 7.83) par rapport a 7 et 7.

7.9.2 La fonction de partition

La fonction de partition généralisée tr U(3/2, —3/2;n,7) peut étre déduite
de Vexpression (7.82), la trace étant définie par 'expression (7.64) :

e U(B/2,— /2, 5) = / 76 e (9|U(B/2,~6/2)8) -  (7.84)

Un calcul simple d’intégrales grassmanniennes donne

B/2
U (8/2,-B8/2m,7) = (1+e %) exp [— /ﬁ/2 dudt 7j(w) At — u)n(t)
(7.85)
avec
A(t) = 3 e " [e(t) + tanh(wf/2)], (7.86)

ol e(t) la fonction signe de ¢, €(t) = 1 pour t > 0, €(t) = —1 pour ¢ < 0.
La fonction A(t) est la solution de 1’équation différentielle

A+ wA =5(t),

avec, a la différence du cas bosonique (équations (2.46, 6.41)), conditions auz
limites anti-périodiques :

A(B/2) = —A(=5/2).
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Dans la limite 8 — oo, elle se réduit a
Alt) = 2e M e(t) +1).

Cette expression est identique a celle obtenue dans le cas des intégrales com-
plexes (¢f. équation (6.42)).

Notons ici aussi que, malgré la fagon non triviale dont la trace est définie,
le résultat obtenu est le méme que celui qu'aurait donné une intégrale de
chemin avec conditions auz limites anti-périodiques :

trUg (:3/25 _ﬁ/zg B 7_)) = / [de(t)dg(t)] €xp [_SG (9’ 9_; m 7_7)] (787)
avec 0(—3/2) = 0(5/2), 6(=8/2) = 0(53/2) et

~ B/2 s _
sc0.8:mm = [ ae {5 [0 ~w000)] ~ 700w - 0w} 759

La solution avec conditions aux limites périodiques apparait au contraire dans
le calcul de tr(—1)F e#H ou F est le nombre de fermions, qui est obtenu en
intégrant expression (7.82) avec ¢%9.

Avec ces conditions auz limites anti-périodiques, la fonction & deux points

correspondant & la mesure gaussienne e~5° est donnée par

(8)0(w)) = A(t — u). (7.89)
De nouveau, la dérivée de In Zy par rapport a w est reliée a la fonction a deux
points (7.86) :

dln Zo o /3/2 a —
T = [, 00o0) = 580

On retrouve toutes les difficultés du cas complexe. Le choix €(0) = 0 conduit
4 la fonction de partition solution de

dln Z,
dw

= %ﬂtanh(w/)’/Q) = Zy =2cosh(wB/2) = e*P/2(1 4 e7F).

Ce choix correspond a I’hamiltonien wla', a]/2 qui est la version « symétrisée »
de l'opérateur (7.65). Le choix ¢(0) = —1, par contre, correspond & l'ordre
normal (7.65), mais conduit aux mémes difficultés que dans le cas commutatif.

7.9.3 Généralisation

Le formalisme précédent peut étre généralisé 4 une algébre de Grassmann &
un nombre quelconque de générateurs #;. Un hamiltonien est alors représenté
par un opérateur différentiel h(#, 3/06) agissant sur une fonction des §;. Si on
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P’écrit sous forme normale avec toutes les dérivées 4 droite, on peut aussi lui

associer le noyau
h(6,0)2(6,0).

Une restriction importante est que les éléments de matrice de ’hamiltonien
fassent partie de la sous-algébre commutative,

P[h(8,0)] = h(8,0),

¢’est-a-dire ne mélangent pas les fermions et les bosons. Par contre, il n’est pas
indispensable que le hamiltonien conserve le nombre de fermions, c’est-a-dire
que tout monéme comporte un nombre égal de facteurs 6 et 8.

I’équation (7.72) se généralise alors sous la forme

(0|1U)]0) = exp l— Z 0;0; —th(6,0) + O (ti’)} . (7.90)
A temps fini, une représentation sous forme d’intégrale de chemin s’en déduit :
B 9(tll)=9// _ _
o) e)y=[  [d6(t)df(t)] exp [-S(6,0)] (7.91)
o(t)=6"

avec

tll

8(6,6) = 6:(t)0:(t)) + / dt {Z B;(£)8:(t) + h [0(2), 6(t)] } - (7.92)
i v i

Nous avons vu en section 7.5 comment calculer les intégrales gaussiennes et les

moyennes de polynémes. Nous utilisons ici les mémes méthodes pour calculer

P'intégrale de chemin (7.92) perturbativement. Décomposant ’hamiltonien en

un terme quadratique et un terme d’interaction,

h(8,0) == > w:fifi + h1(6,6),

nous développons lintégrale en puissances de hj et calculons les termes suc-
cessifs par exemple en utilisant le théoréme de Wick (7.35). De nouveau, le
développement perturbatif a une expression formelle compacte :

(0" \U", )| 6') = exp {— /dt h(d/07,—0/om)| (¢ Uc(n;t",t")| §/>|n=ﬁ=0 .

Toutefois, des problémes dus & l'ordre des opérateurs surgissent. En parti-
culier, comme dans le cas de 'intégrale de chemin holomorphe du cas com-
mutatif, les calculs perturbatifs impliquent €(0). L’ansatz correct, cohérent
avec cette construction, serait de nouveau de poser €(0-) = —1, mais cela
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conduit & certaines difficultés. Il vaut mieux remplacer h(8, 8) par expression
équivalente compatible avec €(0) = 0.

Notons enfin que, comme conséquence de la représentation (7.87), la fonc-
tion de partition, trace de U(8/2,—3/2), est donnée par une intégrale de
chemin avec conditions auz limites anti-périodigues.

Remarque. Comme dans le cas & une variable, les opérateurs ; et 8/09; sa-
tisfont aux relations de commutation des opérateurs d’annihilation et création
de fermions a;, a;T,

a}a; + a;a;[ =a;a; +a;a; =0 et a;faj + ajaj = dij, (7.93)
avec la correspondance

a]vL '—>91;, a1+—>6/802 i—*éi.

2

7.10 Fonction de partition
de systémes de fermions

Nous allons d’abord définir les vecteurs d’états de fermions et I'action des
hamiltoniens sur ces états. Nous construirons ensuite une fonction génératrice
des vecteurs d’états et déterminerons la représentation des hamiltoniens cor-
respondante. Nous en déduirons une représentation par intégrale de chemin
de la fonction de partition.

7.10.1 Etats de fermions. Hamiltoniens

Etats o une particule. Nous considérons d’abord un espace d’états 4 une
particule de dimension finie. A cause du principe de Pauli, cette hypothése
est beaucoup plus drastique pour des fermions que des bosons. L’état a un
fermion est donc défini par un vecteur que nous notons ¥; qui appartient a
un espace vectoriel complexe £; de dimension finie N.

Etats a n particules. Un état & n particules est alors décrit par un vecteur
Yiyiy...i, OU les indices i; prennent N valeurs. Cependant, le principe de Pauli
pour les fermions implique que le vecteur ;,;, s, doit étre antisymétrique
dans I’échange de tous les indices

Virig.ipingsin = —Vitiz.ipsiip...in VK-

sont des tenseurs antisymétriques & n indices, et appar-

Les vecteurs ;. 4,...i,,
(N~n+1)
M .

tiennent & un espace vectoriel complexe 9, de dimension

Hamiltonien de particules indépendantes. Un hamiltonien H") 3 un corps
ou une particule est défini par son action sur un état & une particule : il est
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alors représenté par une matrice hermitienne N x N qui peut étre diagonalisée.
Notons w; ses valeurs propres. Alors

HY y; = wis.
Son action sur un état a n particules est additive :
HY i, i = Y Wiy Yiria i
[
Si ’hamiltonien total se réduit & un hamiltonien a4 une particule, les fermions

sont sans interactions mutuelles : on parle alors de particules indépendantes.

Interaction a deux corps. Une interaction a4 deux corps ou interaction de
paires H(® est déterminée par son action sur un état 4 deux particules, et

donc par une matrice H 2) qui satisfait

i142,71J2
(2) — g2
Hi1i27j1j2 - H'i2i1,j2]'1’

ce qui en fait aussi une application interne de 1’espace vectoriel s des tenseurs
antisymétriques. Il est évidemment possible de construire sur le méme modéle
des interactions & trois corps..., mais nous nous limitons & cet exemple pour
des raisons de simplicité. L’action de H(®) sur un état & n particules prend la
forme

2 _ Z} : (@)
H( ) wiliz...in - Hi[im,jkwiliZ-~~i241ji2+1~~~im—1kim+1~--7:n‘
Lm jk

7.10.2 Fonction génératrice des vecteurs d’états

Nous considérons maintenant ’ensemble des vecteurs d’état d’un nombre
quelconque de particules qui appartiennent & un espace ©,9,, n =0,1,...,
et nous voulons les représenter par une fonction génératrice. Les tenseurs
Viy4p..4, €tant antisymétriques, il nous faut introduire une algébre de Grass-
mann & N générateurs 6;. Une fonction génératrice des vecteurs d’état est alors

N
(o) = Z% Z 0 0ig - . . 0i, Wiyig. i, -

n=0 21,522,005

Avec nos hypotheéses, ¥ () est un polynéme de degré N. Notons qu'il est essen-
tiel que les tenseurs soient antisymétriques pour qu’ils puissent étre calculés
en dérivant U(#).

La fonction ¥(6) peut étre considérée comme une fonction grassmannienne
analytique. Ces fonctions forment un espace vectoriel qui peut étre muni du
produit scalaire (7.53).
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Nous remarquons a nouveau

291 Wy 80 Z (n—l ;ZGJWJ Z 0iy0is - - - 03, jis..0

12,1850

—E: 2: 0i,0i - 05, D wePiriyi
£

Z17'52, in

La représentation de 'hamiltonien H(") 4 une particule agissant sur les fonc-
tions génératrices ¥(f) est donc

H(l) = Z szla—(z—

Un calcul analogue montre que l'interaction a4 deux corps est représentée par

2
2) _ 4 2 °
H( ) — Z Hnozanzz 2J172 66 69]2

i1i2,5172

L’hamiltonien total
H=HY + H®

a une représentation analogue aux hamiltoniens de la représentation holo-
morphe et le formalisme développé en sections 6.6 et 6.7 s’applique immédia-
tement.

Opérateur nombre de particules. Du point de vue de la mécanique sta-
tistique, le formalisme précédent conduit & la formulation grand canonique,
c’est-a-dire A travailler avec un nombre de particules variables.

L’hamiltonien H conserve le nombre de particules. L’opérateur nombre de
particules N qui, agissant sur ¥(f), prend la forme

7]
N= 0, —
Zi: 98,
comme on le vérifie immédiatement, commute donc avec H :

[N, H] =

Pour faire varier le nombre moyen de particules, on introduit alors un potentiel
chimique p couplé & N, ce qui conduit a remplacer H par 'opérateur

H - pN.

Ici cela revient simplement a modifier H().
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7.10.3 Fonction de partition : intégrale de chemin

La fonction de partition est donc donnée par l'intégrale de chemin grass-
mannienne

2(8) = [id6(0)ad)exp [56,6)]. (7.94)

ol action a la forme (6.50) :

_ p/2 _
S(6,6) = / dt lzg H(8(t),6(1)) |, (7.95)

-B/2
FI(O,B—):Z&( 0_ % Z 021912Hz(121)2,]1]29_J10_j27 (796)

112,512

i

et les conditions aux limites sont anti-périodiques :
0(=0/2) = —0(3/2), 0(-6/2) = -0(8/2).

Equation d’état. Dérivant 'intégrale de chemin (7.94), on en déduit que
Péquation d’état peut s’écrire

18lnZ -
(N) = G on Z (0:(0)8:(0)),

i

oil dans la deuxiéme expression la valeur moyenne est prise avec le poids e=S

Dans le cas de particules indépendantes, les valeurs moyennes s’expriment
en terme de la fonction 4 deux points gaussienne (7.86) (de nouveau avec le
choix €(0) = —1). On retrouve 'expression classique

1
(N) = Z eflwi—u) 41 ’
A basse température, c’est-a-dire § — oo,

ou 6(s) est la fonction saut. Le potentiel chimique s’identifie avec ’énergie de
Fermi : tous les états en dessous de I’énergie de Fermi sont occupés ; tous les
états au-dessus de I’énergie de Fermi sont vides.

Mais, comme nous l'avons déja souligné, I’hypothése d’espace vectoriel des
états & une particule de dimension finie, est pour des fermions trés restrictive
puisque le nombre de particules est alors borné. Une physique plus intéressante
n’apparait que pour des espaces de Hilbert & une particule, généralisation que
nous allons maintenant décrire.
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7.11 Gaz de Fermi quantique

Nous allons montrer dans cette section comment une généralisation simple
du formalisme d’intégrale de chemin de la section 7.10.1 permet de construire
une représentation par intégrale fonctionnelle (on intégre alors sur des champs
grassmanniens) de la fonction de partition pour des systémes de fermions non
relativistes.

Nous partons du méme hamiltonien H qu’en section 6.9 avec la
forme (6.72) dans I'espace & n particules et suivons la méme stratégie. La
différence est simplement que maintenant nous nous intéressons a des sys-
témes de fermions et donc les fonctions d’onde ¥, sont antisymétriques. Dans
ces conditions, si nous voulons construire une fonctionnelle génératrice, nous
devons introduire des fonctions ¢(x) génératrices d’une algébre de Grassmann,
et donc

p(z)e(a’) + p(z')p(z) = 0.
Nous définissons alors la fonctionnelle

Tlp) =) % (/dei (P(iEz')) YnlZ1, ..., Zn). (7.97)
n=0 """ H

La suite des opérations est tout a fait semblable & ce qui a été fait dans le cas
bosomnique, & ceci prés qu’il est nécessaire de préter une attention particuliére
a Pordre des facteurs et aux signes. De nouveau, pour des raisons de simplicité
de notation, nous nous limitons 4 une seule dimension d’espace.

Le terme cinétique n’a formellement pas changé. Le terme de potentiel
reste également le méme avec un ordre spécifié des champs. Avec les conven-
tions de la section 7.9, on trouve pour H :

(wHig) = (e [ ool [~ [ drplo) gt

43 [ @y p(@le@V - np)ot)] (7.98)

On en déduit une représentation par I'intégrale fonctionnelle de la fonction de
partition d’un gaz de Fermi :

wU(r/2,-7/2) = [de(e 080 D]ewl-S@Ee)]  (799)

avec les conditions aux limites anti-périodiques :
p(x,7/2) = —p(x,—7/2), @lz,7/2) = —plx,-7/2),
et 'action euclidienne
0 h 02 7
= [ dtd Nl — — 75 — 5 | oot
S / zele?) ( 3t 2m (0)2 271) Pla.1)

+ o [ dtdedy ola, 00, HV @ ~ Ve, 00@, 0. (7100
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Le potentiel 6(x). Un exemple intéressant est fourni par le pseudo-potentiel
a deux corps d(z). L’action devient alors locale, en ce sens que l'action de-
vient I'intégrale d’une densité de lagrangien dépendant des champs et de leurs
dérivées. Dans le cas de fermions qui n’ont pas de degré de liberté interne, 'in-
teraction & deux corps s’annule puisque le carré d’une variable de Grassmann
s’annule. Les fermions sont alors libres.

Un cas plus intéressant est celui de fermions avec un degré de liberté
interne & deux valeurs (comme le spin d’un électron). L’action dépend alors
de deux paires de champs ;(z,t), ¢ = 1,2 et interaction ne s’annule plus.

Ce systéme quantique unidimensionnel est complétement intégrable, en ce
sens que tous les états propres de ’hamiltonien sont des combinaisons linéaires
d’un nombre fini d'ondes planes (ansatz de Bethe).

Notons finalement qu’une généralisation relativiste est le modéle de Thir-
ring qui est également intégrable.

Exercices

Ezercice 7.1.

Calculer la valeur moyenne

(01010262) ,

ol 61,601,805, 62 sont des variables de Grassmann, avec la mesure
df;df;d6>df; exp [6162 + 6261] .
Solution. Ecrivant ’argument de I’exponentielle Zij @Mi]ﬂj, on trouve

detM=—1 M= ((1) é) . (0:10:020,) = (=1) x 1 = —1.

FEzxercice 7.2.

Calculer le carré scalaire de la fonction f des variables grassmanniennes 4, 65
f(ela 02) = 261 + 391927

ol le produit scalaire (f, g) de f et g est défini par
(f,9)= /d91d9_1d92d9_2 eP101+8202 £1(9)4(9).

Solution.

(fr9)=13.
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Exercice 7.3.

Déterminer la constante de normalisation A & partir de la définition

N(M) (8;,60;,0:,0;, ...0;,0;) = / (Hdaidéi) 0:,0j, ...0:,0;,

X exp Z Mijéin y (7101)

5,3=1

et du théoréme de Wick (7.35).
La méme question est posée dans le cas de la mesure exp(3 3", ;0 A:505].

Solution. La solution dans les deux cas est similaire. Par exemple, dans le
premier cas, on calcule la valeur moyenne du produit

TT 4.
=1

Dans ce cas, le facteur exp(_; ., M;;6;0;) dans lintégrant peut étre rem-
placé par 1, Uintégrale donne 1, et le théoréme de Wick reconstruit le déter-
minant de la matrice M.

Ezercice 7.4.

Utiliser le formalisme d’intégrale sur les variables de Grassman pour obtenir
un développement en puissances de A jusqu’a I'ordre A? inclus du déterminant
det(M + )) ou la matrice M est inversible. On notera X = M ~1. Il est suggérée
d’utiliser le théoréme de Wick.

Solution. Notant ¢, = tr X™ on trouve
det(M+X) =det M [1+ A+ 3(8 — t2)A2 + 3 (83 — 3t1ta + 2t3) N3] +O(AY).

Fzxercice 7.5.

Généraliser au développement de det(M -+ A) ot A est une matrice diagonale
A;; = Aib;j, en puissances des A;.

Solution.

1
det[M + A] = det M ZE > Aidip oA, det X,

n 21,92, %0
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Fxercice 7.6.

Les ensembles des matrices hermitiennes aléatoires, dans la limite ol leur
taille tend vers l'infini, peuvent fournir de bons modéles pour des hamilto-
niens complexes. Un exemple simple est I’ensemble avec mesure de probabilité
gaussienne, invariante unitaire.

Un objet d’étude particuliérement intéressant est le spectre de telles ma-
trices. On se propose donc ici de calculer la valeur moyenne avec poids gaussien
du polynéme caractéristique d’une matrice hermitienne.

On considére un ensemble de matrices hermitiennes aléatoires N x N avec
comme mesure de probabilité

dp(M) = N1aV'M eV M2 GV = [T dMi; [ d Re My; d Im M;;.
i i<j
(7.102)
La constante de normalisation A/ est déterminée par la condition que la valeur
moyenne de 1 est bien 1, et donc

N: /szM e—Nter/Q.

La mesure (7.102) est invariante par les transformations unitaires,
M~ U'MU, UU' =1,

et donne donc le méme poids aux matrices qui ont le méme spectre. On appelle
cet ensemble de matrices aléatoires ’ensemble gaussien unitaire (GUE). On
notera la valeur moyenne d'une fonction F(M) avec la mesure (7.102)

(F(M))y = N1 / dN'M e NuM/2 papy,

(i) Justifier que si X est une matrice quelconque N x N

<etrXM> — it X?/2N

(ii) Représenter le polynéme caractéristique det(M — z) de la matrice M
par une intégrale grassmannienne.

(iii) Calculer alors la moyenne Hy(z) = (det(M — z)) sur les matrices.

(iv) L’intégrant prend la forme de exponentielle d’un polynéme du qua-
trieme degré dans les variables de Grassmann. Remarquer qu’il peut se réécrire
comme l’intégrale gaussienne (& une variable) de I’exponentielle d’une forme
quadratique dans les variables de Grassmann.

(v) Faire alors l'intégrale gaussienne sur les variables de Grassmann. Le
résultat est une intégrale simple (sur une variable ordinaire).

(vi) Généraliser la méthode pour calculer la valeur moyenne de [det(M —
z)|™ (cette question n’est pas utile pour la suite).
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(vii) On démontre de fagon générale qu’en moyennant det(M — z) sur M
avec la mesure e~ V(M) on engendre les polynémes orthogonaux par rapport
a la mesure e~V (*), Vérifier ici cette propriété explicitement en montrant que
les fonctions ¥y (z),

Yn(z) = e VA (2),

satisfont une équation de Schrédinger. (Cette question n’est pas utile pour la
suite.)

(viii) Utiliser la méthode du col pour évaluer 'intégrale donnant Hy (ob-
tenue en (v)) pour N — oo. Que peut-on dire du support des zéros de Hy(z) ?
Trouver ces zéros dans cette limite.

(ix) Comment se modifie le calcul pour des matrices symétriques réelles
avec mesure gaussienne (I’ensemble GOE de la littérature) ?

Solution.

det(M—Z) = /Hda_idGietrXM_z‘rX

avec

Dans ces conditions

tr X? = 6,000, (Zoe) —(tr X)2.
On remarque alors

1 27944 g
otr X2/2N _ ds e~ /2+is £, 6:6:/VN
Var

On voit qu’on a intérét a poser s +— s/ N. L’intégrale sur les variables de
Grassmann est immédiate :

Hn(z) = /N/2x /_+oo ds e N*/2(j5 — )N, (7.103)

ce qui donne une représentation des polynémes de Hermite.
Pour la valeur moyenne de [det{M — 2)|", il faut introduire une matrice
hermitienne S n x n et 'expression ci-dessus est remplacée par

([det (M — 2)]") = (N/2x)"/2 / dS e~ NS /2 det(iS — 2V

Les fonctions 1y {(z) satisfont 1'équation de Schrédinger de l'oscillateur har-
monique (avec une force dépendant de N)

—P% + EN?22YN = N(N + 3N
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Autre version. Nous introduisons les polynoémes Hy(z)

Hy(z) = /+oo ds e (is — 2)Y¥ < Hn(2+/2/N).

—00

Les fonctions propres de 'oscillateur harmonique sont alors

Un(z) = o= /2 Hy(z2).

Posant alors dans l'intégrale s + ¢z = s’. Aprés ce changement de variables,

on trouve
—+o00

1/)N(Z) = 622/2/ ds e_sz+2izs(iS)N.

— o0

On vérifie alors immeédiatement

(& — d/da)pn (2) = 2¢n1(2),

et donc R
¥n(z) = va2 Nz —d/dz)N e /2,

On reconnait 'opérateur de création agissant sur le fondamental de 'oscilla-
teur harmonique.
Pour N — oo, l'intégrale (7.103) peut se calculer par la méthode du col.

Les cols sont |
— — 1,
$= = s+ = —s5iz /1 —22/4.

On trouve deux cols. Les zéros sont donnés par la condition que les contri-
butions des deux cols se compensent. Ceci implique d’abord qu’ils sont a la
méme hauteur, donc que z soit réel (ce résultat est attendu puisque les zé-
ros des fonctions propres d’un hamiltonien hermitien de type p* + V(q) sont
réels). De plus, il faut que /1 — 22/4 soit réel ce qui implique que le support
des zéros est 'intervalle —2 < z < 2. Ensuite, & I'ordre dominant,

9_31/2(2'54_ — 2) = e%Th/N e_53/2(is, —z),
ou le second membre vient de la racine Niéme et 1 < k < N. 1l est commode
de poser z = 2cosp, 0 < ¢ < 7. Alors
+ip

S:t:—ie )

et donc
2¢ —sin(2¢) = 27k/N  (mod 27).

On en déduit que la densité w(y) pour N — oo des valeurs de ¢ est donnée
par la dérivée du membre de gauche

w(p) = %(1 — cos(2¢)).
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La densité des valeurs propres de la matrice est alors
d N
w(z) = '£ w(p) = ;\/1 —22/4.

Ce résultat est classique et porte le nom de loi du demi-cercle de Wigner.
Pour des matrices symétriques réelles, les seuls changement viennent du
fait qu’il faut symétriser la matrice X et donc

Xij =5 (0:0; + 0;0:) ,
2
tr X% = —% (Zgzgl) .

Le calcul est ensuite le méme.






Chapitre 8

Effet tunnel :
approximation semi-classique

N MECANIQUE CLASSIQUE une particule est toujours réfléchie par une

barriére de potentiel si son énergie est inférieure a la valeur du potentiel.

En mécanique quantique, au contraire, une particule a une probabilité finie
de traverser une barriére, phénoméne que ’on appelle I’effet tunnel.

Ce chapitre est consacré 4 la mise en évidence grace a I'intégrale de che-
min de différentes manifestations de I'effet tunnel, dans ’approximation semi-
classique. Ainsi nous allons évaluer, dans la limite semi-classique 2 — 0, la
différence d’énergie entre deux niveaux dégénérés correspondant & deux mi-
nima symétriques d’un potentiel ainsi que le taux de désintégration, et donc
le temps de vie, d’états métastables, deux conséquences de 'effet tunnel.

Comme il n’existe aucune trajectoire classique correspondant a l’effet tun-
nel, on peut se demander comment évaluer cet effet méme dans la limite
semi-classique. En fait, il a été remarqué depuis longtemps que, formellement,
leffet tunnel peut étre interprété, dans la limite semi-classique, comme résul-
tant de déplacements de particules classiques en temps imaginaire. Le forma-
lisme euclidien que nous avons utilisé jusqu’ici, basé sur le calcul de e 6
décrit formellement une évolution en temps imaginaire. Nous allons vérifier
qu’il nous permet en effet de calculer des effets physiques liés & ’effet tunnel.

Bien que la méthode se généralise, nous allons surtout discuter les pro-
priétés du fondamental, ou de niveaux excités proches, et donc, par exemple,
la fonction de partition pour 3 — oco. Notre outil principal est la méthode du
col appliquée a 'intégrale de chemin, mais les cols ici sont non triviaux, c’est-
a-dire correspondent & des solutions des équations classiques euclidiennes qui
ne sont pas constantes. Ces solutions satisfont & une condition : la différence
entre leur action et ’action de la solution constante minimale reste finie quand
3 — 00. On associe & de telles solutions le nom d’instanton.

Pour calculer la contribution des instantons, il faut maitriser deux pro-
blémes de difficulté croissante, trouver les configurations dominantes dans
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Pintégrale de chemin, évaluer l'intégrale de chemin & lordre dominant en
intégrant sur les fluctuations gaussiennes.

Notons enfin que le calcul par la méthode du col basé sur un développement
autour de ces solutions non triviales conduit & des résultats semi-classiques qui
peuvent aussi &tre obtenus par la méthode BKW de la mécanique quantique,
mais la méthode du col a 'avantage de se généraliser beaucoup plus facilement
a la théorie quantique des champs.

8.1 Double puits quartique et instantons

Nous étudions une premiére famille de systémes quantiques ol effet tun-
nel joue un role : 'hamiltonien a des symétries d’espace discrétes, mais le
potentiel est minimum en des points qui ne sont pas invariants par symétrie.
Les positions des minima dégénérés sont alors reliées par des transformations
du groupe de symétrie.

Classiquement, les états d’énergie minimum correspondent & une particule
au repos dans un quelconque des minima du potentiel. La position de la parti-
cule brise (spontanément) la symétrie du systéme. Pour un systéme quantique,
au contraire, le fondamental ne peut pas étre dégénéré, comme nous ’avons
montré en section 3.4. Nous nous attendons donc a ce que la fonction d’onde
du fondamental soit symétrique, atteignant son module maximal dans tous
les minima du potentiel. Ce phénoméne est une conséquence de Ueffet tunnel,
une particule ayant initialement dans un des minima une probabilité finie de
passer dans les autres.

8.1.1 Le double puits quartique

Nous allons discuter dans cette section 'effet tunnel dans un systéme
simple qui admet une symétrie de réflexion, un hamiltonien avec un potentiel
quartique et double puits symétrique :

2
He g+ (0 - )

Cet hamiltonien est clairement symétrique dans la réflexion (p, z) — (—p, —z),
et le potentiel a deux minima dégénérés x = +1/2. Quantiquement, H com-
mute avec 'opérateur de réflexion P :

[P, H] =0.

Les deux opérateurs P et H peuvent donc étre diagonalisés simultanément :
les fonctions propres de H sont des fonctions paires ou impaires. Comme
nous avons démontré que la fonction d’onde du fondamental peut étre choisie
positive (section 3.4), le fondamental ¢, d’énergie F., , est nécessairement
pair :

Yi(z) = ¥ (-2).
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La théorie générale nous apprend que la fonction d’onde du premier état excité
¥_(x), d’énergie E_, s’annule une fois et est donc impaire :

Y (z) = —¢_(-2).

Dans la limite A — 0, on s’attend a ce que, si ¥4 et ¢¥_ ont la méme norma-
lisation, ¥4 +¢_ solent presque entiérement localisés dans chacun des puits.

Théorie des perturbations. Les propriétés du fondamental, dans la limite
semi-classique, se déduisent de la fonction de partition Z(r/k)} dans la limite
i — 0 puis 7 — o0 (¢f. la discussion des sections 2.9 et 3.1). Elle est donnée
par l'intégrale de chemin

Z(r/h) = / [dx(t)] exp [~S(z)/A] (8.1)
z(—7/2)=z(7/2)

avec

st = [ :/; (320 + 3 (220 - 1)) at. (8.2)

Pour i — 0, 'intégrant a deux cols qui correspondent aux fonctions constantes
z(t) = £1/2, et qui, par symétrie, donnent des contributions identiques. Il
suffit donc de calculer la contribution d’un col. On peut poser, par exemple,

de sorte que P'action devient

T/2

swin= [~ [0+ 1e00-avR]a 63

—7/2 [

On développe ensuite en puissances de A. Le facteur 2, dii aux 2 cols, nous
indique simplement qu’il existe deux états d’énergie Ey dégénérés a tous les
ordres en A, et correspondant & des fonctions d’onde localisées dans chacun
des puits du potentiel.

Clivage des niveaux. La différence d’énergie E_ — E tend donc vers zéro
plus vite que toute puissance de i, et le calcul de tre~"/" ne permet pas
de la calculer facilement. Dans la double limite & — 0 puis 7 — o0, nous
trouvons en effet

tre TH/R o= TB/h o= TE- /R 9= T(E++E-)/2h cosh[r(E, — E_)/2H)
pour h — 0, 7T — oo. (8.4)
La fonction de partition est donc dominée par le développement perturbatif

de la demi-somme Ey = 1(E; + E_), et ne dépend de la différence non
perturbative entre E, et E_ qu’a ordre (E; — E_)2.
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Pour calculer la différence E, — E_, il est plus commode d’évaluer la
quantité tr Pe~"#/% Dans les mémes limites fi — 0 puis 7 — 0o, on trouve

trPe TH/R L e TE+/h _o=TE-/R | _9sinh[r(By — E_)/2h] e T(E++E-)/2h
(8.5)
Comme E, — E_ s’annule a tous les ordres en fi, 4 'ordre dominant {puisque
Ey ~ -é-h)
E, - FE_
trPe H/M o _reT/2 —ir—h—— (8.6)
1l est en fait commode de considérer le rapport entre les quantités (8.4)
et (8.5) :
trpe-TH/ /tre_TH/h ~ —%i(EJr —E.). (8.7)
La représentation par intégrale de chemin de trPe~"H/h pe differe de la
représentation de la fonction de partition que par les conditions aux limites.
En effet, en termes d’éléments de matrice

(|P|z') = 8(z + ).

En conséquence, pour tout opérateur U,

6 PU = /dy dz d(y + ) (|U]y) = /d:c (2| U |-a) -

Appliquant cette remarque a U'intégrale de chemin, on en déduit

trPe TH/A — / [de(t)] exp [~S(z)/H) (8.8)
(=7 /2)=a(7/2)

avec la méme action (8.2).

8.1.2 Instantons

Alors que l'intégrale de chemin représentant tre~7H/" est dominée par les

cols constants z(t) = +1/2, ces chemins ne contribuent pas a l'intégrale (8.8)
car ils ne satisfont pas aux conditions aux limites. Ce n’est pas trop sur-
prenant puisque nous avons montré que la différence £, — E_ s’annule plus
vite que toute puissance de A. Nous devons donc rechercher des solutions non
constantes des équations du mouvement euclidien classique. De plus, action
de ces solutions doit avoir une limite finie dans la limite qui nous intéresse :
T — 00, sinon elles ne contribuent pas. On associe a de telles solutions le nom
d’instanton comme si elles représentaient des particules.

Comme & la fois le terme cinétique et le potentiel sont positifs, cette condi-
tion impose que tous deux s’annulent pour [t| — oo. En particulier,

z(—oo) =41 et  z(+o0) = Fi-
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Le clivage entre les deux niveaux d’énergie dépend donc de Pexistence de
solutions de type instanton reliant les deux minima symétriques du potentiel.
L’équation du col, ou équation du mouvement classique en temps euclidien,

ou imaginaire, est
—i(t) + 2z(t)(2%(t) — 3) = 0. (8.9)

Dans la limite 7 — oo, cette équation a en effet deux familles de solutions
avec action finie :
z(t) = £ tanh(t — t0)/2), (8.10)

c

ol tg est une constante d’intégration liée a l'invariance par translation dans
le temps pour 7 infini.
La valeur correspondante de ’action est

S(ze) = . (8.11)

Une fois le col déterminé, il reste a calculer l'intégrale gaussienne des fluctua-
tions autour du col, un probléme assez subtil dont nous donnerons quelques
éléments importants plus loin. Notons cependant que, comme nous avons
trouvé deux familles de cols dégénérés dépendant d’un paramétre to qui pour
7 grand malis fini varie dans un intervalle de longueur 7, la somme sur tous
les cols engendre un facteur 7, en accord avec ’expression (8.7).

Le calcul complet donne alors

trPe "H/ o Qﬁre_T/z e 1/6h, (8.12)
T

Utilisant ’équation (8.7), nous trouvons le comportement asymptotique de
EL~E_pour h—0:

E-E_ = —2\/§e‘1/6ﬁ(1+0(h)). (8.13)

—

La différence décroit exponentiellement pour i — 0, et donc plus vite que
toute puissance de ki, en accord avec les arguments perturbatifs.

8.2 Minima dégénérés :
approximation semi-classique

Pour évaluer la contribution des instantons & 'ordre dominant, il est com-
mode de considérer un potentiel V' général avec les mémes propriétés : le
potentiel est une fonction réguliére, paire; il est minimum en deux points
symétriques 2z # 0 ou il s’annule :

V(z) =V(-2), V(tze)=0, V>0
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8.2.1 Instantons

Pour les raisons expliquées en section 8.1.2, nous calculons la fonction

trPe TH/R = / [da(t)) exp [-S(z)/H) (8.14)
z(1/2)=—2(~7/2)
avec /2
S(z) = /_ RESCRCOIE (8.15)

pour i — 0 et 7 — .
L’équation des cols, obtenue en variant I'action euclidienne, est identique
a l’équation du mouvement classique dans le potentiel —V (z) :

—i+V'(z)=0 (8.16)

avec les conditions aux limites z(—o0) = —x(oc0).

De nouveau, comme 4 la fois le terme cinétique et le potentiel sont positifs,
une solution d’action finie pour 7 — oo doit relier des minima du potentiel.
Dans la limite 7 — oo, pour les solutions d’action finie, I’équation s’intégre
donc en

32e(t) = V(zc(t)) = 0. (8.17)
Par ailleurs, si x.(t) est solution, z.(t — o) est solution. Pour 7 grand mais
fini, le paramétre tg varie dans un intervalle de longueur 7.
Les solutions sont donc données par

t—to == / v
—tg = _
0 V2V(y)
Par ailleurs, on déduit de 1’équation (8.17) que I'action correspondante peut
s’écrire
+o0
A :/ de?(t) > 0. (8.18)
—oo

8.2.2 Intégration gaussienne et mode zéro

Développons l'action §(z) autour d’un col, posant
z(t) = x(t) +r(t), r(v/2) = —r(-7/2).

Nous trouvons
T/2

S(xe+7)= A+ [ % [372(8) + V" (ze(8))r* ()] + O(r%).

La forme quadratique en r peut se réécrire

SRR

T/2
B(r) =/ dt [372() + LV (z. (1)) ()] =

/dtldtg T(tl)M(tl, t2)7‘(t2),
—7/2
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ol Vopérateur
52S
dxc(t1)0zc(t2)

Son action sur une fonction r(¢) est donnée par

M (t1,t2) = = [~di + V" (zc(t1))] 8(ts — t2). (8.19)

/dt M@, th)r(t) = 5;; )2(7«) = —#(t) + V" (zc(t))r(t). (8.20)
L’opérateur M a donc la forme d’un hamiltonien quantique hermitien, ¢ jonant
le role de variable de position, avec potentiel V" (x.(t)). Toutes ses valeurs
propres sont donc réelles ainsi que son déterminant.

Notons que dans la limite 7 — oo les seules trajectoires qui contribuent
a l'intégrale de chemin satisfont r(+oo) = 0 de sorte que la condition aux
limites est automatiquement satisfaite.

Naivement, l'intégrale gaussienne sur r(t) conduit alors &

o—A/k

/det(M/R)’

trPe” /" x e_A/h/[dfr(t)] exp (—X(r)) x

qu’il faut évaluer dans la limite 7 — oo.

Le mode zéro. Dérivant Péquation du mouvement (8.16) par rapport a t,
on trouve
[—df + V" (2c(t))] c(t) = 0. (8.21)
Comparant avec I’équation (8.20), on reconnait 'action de M sur &.. Comme
la fonction #.(t) est de carré sommable (équation (8.18)), cette équation im-
plique que #.(¢) est un vecteur propre de M avec valeur propre nulle :

Mi, = 0. (8.22)

=1/2 qui est

Le calcul gaussien naif donne un résultat proportionnel a (det M)
donc infini!

Ce résultat ne devrait pas trop nous surprendre : comme nous l’avons
noté plus haut, & cause de I'invariance par translation du temps, il existe une
famille & un parameétre de cols dégénérés continliment reliés. Une variation
infinitésimale de z.(t) qui correspond & une variation du parameétre ¢y, et est
donc proportionnelle 4 7., laisse I’action invariante. Le probléme que nous ren-
controns ici n’est en rien spécifique aux intégrales de chemin comme ’exemple
d’une intégrale ordinaire va le montrer. Sa solution nécessite l'introduction de
coordonnées collectives associées aux symétries de I'intégrant.

Une autre remarque trés importante s’impose également. La théorie géné-
rale des fonctions orthogonales montre que le nombre de zéros des fonctions
propres de 'hamiltonien M est directement lié & la hiérarchie des valeurs
propres : le fondamental de M n’a pas de zéro, le premier état excité a un
zéro... Dans le cas qui nous occupe, la fonction propre Z.(t) ne s’annule pas
(cf. figure 8.1) : c’est donc le fondamental, et toutes les autres valeurs propres
de M sont positives.
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F1G. 8.1 — Solution de type instanton.

8.3 Coordonnées collectives
et intégration gaussienne

Nous allons d’abord illustrer le probléme du mode zéro par ’exemple d’une
intégrale ordinaire dans lequel l'intégrant est invariant par un groupe, ici le
groupe des rotations du plan. Nous montrerons comment le probléme peut étre
résolu par I'introduction de coordonnées collectives au moyen de la méthode
de Faddeev-Popov et nous généraliserons ensuite la méthode & 'intégrale de
chemin.

8.3.1 Modes zéro dans des intégrales simples

Prenons I'exemple d’une intégrale simple de type (3.27) :
I(g) = / d*x e 5099 5(x) = —x?/2 + (x?)?/4, (8.23)

oll x est un vecteur 4 deux composantes z,, et I'intégrant ne dépend que de
la longueur du vecteur x.

Pour g — 04, cette intégrale peut étre calculée par la méthode du col.
Une approche naive est la suivante : Les cols sont solutions de I’équation

as
% = —wu(l — x2) = (. (824)
L’origine x = 0, qui correspond & un maximum relatif, n’est pas un col. Les
minima sont donnés par

x| = 1. (8.25)

A cause de Pinvariance par rotation de I'intégrant, nous trouvons ici aussi une
famille & un parameétre de cols dégénérés, appartenant & un cercle puisque
seule la longueur du vecteur x est déterminée par 1’équation du col. Si nous
isolons un col et évaluons sa contribution dans ’approximation gaussienne,
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nous sommes conduit & calculer le déterminant de la matrice

928

M, = —2
W 9x,0z,

= 2z,%,, (8.26)
x|=1

qui est le projecteur sur x et a donc une valeur propre nulle.

La solution de ce probléme est ici évidente : il est nécessaire de calculer
I'intégrale sur la variable angulaire, qui paramétre ’ensemble des cols, exacte-
ment ; seule Pintégrale sur la variable radiale peut étre évaluée par la méthode
du col.

Comme l'introduction des variables qui décrivent les cols n’est pas toujours
aussi évidente qu’ici, la méthode dite de Faddeev-Popov (qui a permis de
quantifier les théories de jauge non-abéliennes) peut souvent étre utilisée. On
part d’une fonction du vecteur qui n’est pas invariante par rotation et on
I'intégre sur le groupe des rotations. Par exemple

27
/ df §{z1 sinf + x9 cosf) = ._2_,
0 x|

ou 4 est la fonction de Dirac. On introduit cette identité dans I'intégrale
initiale sous la forme

2w

I(g) = % /dzx df|x| 6(x; sin 6 + x5 cos f) e~ 59,
0

On inverse alors P'ordre des intégrations et on fait un changement de variables
X +— ¥y qui a la forme d’une rotation :

y1 =x1c080 — osin€, y2 = x1s8inf + 2 cosh.

La fonction e=5 /g et I’élément d’intégration ne sont pas affectés. Donc

I

1 [ -
Ho)=5 [0 [ &yiylsm)esers

1 27 +oo
=5 | a8 [ aupjesors
0 —o0
+00
~on / yudyy e=S@/e,
0

qui est bien l'intégrale radiale.

8.3.2 Coordonnées collectives et intégrale de chemin

Dans le cas de 'intégrale de chemin, il est également nécessaire d’intégrer
exactement sur les variables qui paramétrent les cols, dans la solution de
P’équation (8.17) le parameétre de translation du temps. Il faut trouver un
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ensemble de variables d’intégration dans lequel le paramétre de temps apparait
explicitement. C’est la méthode dite des coordonnées collectives. Ce probléme
est un peu plus subtil que dans ’exemple 8.23 parce que le nombre de variables
d’intégration est infini.

Coordonnées collectives et méthode de Faddeev-Popov. Pour introduire une
variable d’intégration associée aux translations dans le temps (la coordon-
née collective), nous utilisons de nouveau une méthode analogue a celle de
Faddeev-Popov, adaptée & cette nouvelle situation.

Nous notons maintenant par z.(¢) une solution particuliére de ’équation
de col (8.17) correspondant & ty = 0 et la solution générale est z.(t — ¢o).

Nous partons de l'identité

e~ N/2%

1 teo
1= — dA
el

ol £ est une constante arbitraire. Nous faisons alors le changement de variables
Aty avec

A= /dta’:c(t)(m(t +t0) — z.(t)).

Nous obtenons 1'identité

1= ﬁ /dto [/dmc(t)gz(t +t0)]
><exp{—§1E [/dt:bc(t)(w(t-i-to) —mc(t))r}~ (8.27)

La constante £ a été introduite partiellement pour des raisons cosmétiques,
mais doit étre considérée d’ordre .
Nous insérons 'identité (8.27) dans Uintégrale de chemin (8.14) :

trPeTH/M _ ﬁ / dto / (dz ()] [ / dt:bc(t)a':(t—i-to)] exp [~Se(x)/H),

ou l'action totale

2
Se(z) = S(z) + 2—2 [/ dt & (t) (z(t + to) — zc(t))]

n’est alors plus invariante par translation du temps, car le temps apparait de
fagon explicite & travers la fonction z.(t).

La fonction z(t + to) peut maintenant &tre rebaptisée z(t). Ceci affecte
S(x), mais nous pouvons faire dans 'action le changement de variables t—ty —
t. De plus, pour 7 = oo, on retrouve I’action initiale car les bornes d’intégration
ne sont pas modifiées.
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L’intégrant ne dépend plus alors de la variable ¢y et 'intégrale sur t; est
immédiate. Pour 7 — o0,

T

V2ng

trPe"H/M

[ a0} [ [ asc(t)a'a(t)] exp [~S¢ (/]
avec

§:(a) = 5(@) + 3¢ [ [ atao(ate) - xc(t))r

8.3.3 Intégration gaussienne

L’équation du col devient

S I3
—— + —&(t) [ Atz (') (z(') — zc(t')) = 0. 8.28
oy + g8e(0) [ A at) e (t) — aelt) (8.28)
Cette équation a clairement comme solution x(t) = z.(t). L’opérateur dérivée
seconde au col, dont le déterminant intervient dans l'intégration gaussienne
au voisinage du col, est modifié par les termes supplémentaires :
828 528 k

— T s Mt t) = —————— + Zi(t) T ().

8zo(t1)62c(t2) (t1,t2) 5zo(tr)0zc(ts) € elti)Ee(tz)
Le terme additionnel est un projecteur sur le vecteur propre de §°S/6x 0%
correspondant a la valeur propre nulle. L’opérateur modifié a donc les mémes
vecteurs propres et les mémes valeurs propres que 'opérateur initial sauf une :
la valeur propre qui correspond au vecteur propre Z. est maintenant

1= llal?/¢ (8.20)

au lieu de 0. Le probléme de la valeur propre nulle est donc bien résolu.
Pour normaliser I'intégrale de chemin, nous la comparons & la fonction de
partition Z4(7/h) de Poscillateur harmonique :

T/2
[dz(#)] exp {——%/ dt [%(t) + 2°(1)] } .

(8.30)
qui pour 7 — 00 se réduit & e~7/2. Dans cette limite, I'intégrale gaussienne
s’exprime en terme de 'opérateur

Moty t2) = [— (e, )* + 1} 3(t1 — t2). (8.31)

Zo(T/h) = /

z(-7/2)=x(7/2)

Comme nous le montrons plus loin, ce qu’il est possible de calculer est le déter-
minant du produit des opérateurs (M +¢)(Mp +¢)7!, ol € est une constante
arbitraire. Pour & — 0, cette expression s’annule linéairement en € et nous
posons donc

1 -
lim = det (M +¢) (Mg +¢) " = det’ MMt (8.32)

e—0 g
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En réalité, ce que nous cherchons a caleuler a la forme (les facteurs A se
compensant dans le rapport des intégrales gaussiennes)

det(M + 1|0y (O)M;* = lim det (M + & + 12[0) {0]) (Mo + &),
ou |0) est le vecteur proportionnel 4 &, mais de norme unité. Alors, avec un
peu d’algébre,
det (M + ¢+ ]0)(0)) (Mo + )" =det (M +¢) (Mg +¢)"
x det (1 + [0} (O] (M + &)™)
= (14 p/e)det (M +¢) (Mo +¢)"".

Dans la limite ¢ — 0, on trouve donc
det’ MMy ||2.|1*R/¢.
Ceci conduit au facteur 1
Vol [EASe

En conclusion, U'intégration gaussienne sur les fluctuations autour du col en-
gendre le facteur

\/—;T_hﬂizcn(det’MMgl)‘l/? e7/2,

Comme attendu, la dépendance en £ a disparu.
Prenant en compte les deux familles de cols et le rapport 2 entre Zy(7/k)

et tre~"H/" pour 7 — oo, on obtient
trPe TH/M ftre~THIA o T |5 [det’M (det Mo)_l] TV e-am (333
V2rh '

et donc, utilisant le résultat (8.7), le clivage des niveaux

1 _11-1/2
E_—Ey~2y/ o el [det’M(det Mo) 1] e=A/h

8.3.4 Application au double puits

Une solution des équations classiques est
zo(t) =  tanh(t/2).

Par ailleurs (équation (8.18))

1
lzel| = VA= 75
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Enfin
3

2 cosh?(t/2)

Le potentiel de ce hamiltonien est du type Bargmann-Wigner : ’équation de
Schrodinger est explicitement soluble et la diffusion se fait sans réflexion (la
matrice S est présentée dans I’exercice 9.2 ; ses poles donnent le spectre). Le
déterminant peut étre calculé explicitement. De fagon générale, pour

M=-d2+1

2
M=y 1o AR
cosh”(wt)

on trouve F(l )1"( )

_ + 2z z
M t= 34
det (M +¢) (Mo +¢) TG At 2T (=N (8.34)

avec

z=vV1l+e/w.

Ieiw=1/2, A=2et donc z —2 ~ g,

(z=2)(z—1) £
z+1)(z+2)e—012

E_ — E+ ~ 2\/Ee_1/6h .
T
Remarques.

(i) Nous n’avons fait le calcul de la contribution de I’instanton que pour
T = 00, limite dans laquelle I’action avec conditions aux limites est invariante
par translation dans le temps. Le calcul pour 7 grand, mais fini, conduit a
quelques subtilités supplémentaires.

(ii) 1 est possible de prendre en compte les effets semi-classiques a tous
les ordres dans un développement en puissances de e~1/6%_ Cela, a conduit &
une conjecture, depuis démontrée, sur la généralisation de la formule de Bohr-
Sommerfeld au cas de potentiels & minima dégénérés. Les valeurs propres E
de I’hamiltonien sont les solutions d’une équation qui peut étre écrite dans le
cas du double puits quartique

det (M +¢)(My+¢) =

On en déduit

9\ 2B(B,R)
I%(1 - B(E,R)) (—;J e AER yor =0 (8.35)
avec

E oo
B(E,h) = —B(F,~h) = & + > b (E/R), (8.36)

k=1

1 o0
A(E.h) = —A(E, ~h) = o + > Hrag i (E/R). (8.37)

o
I
A
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Les coeflicients a(s) et bg(s) sont des polyndmes de s pairs ou impairs de
degré k.

Le développement perturbatif pour & — consiste & supposer E = O(h),
et le développement semi-classique E = O(1), ce qui revient & sommer les
termes de degré le plus élevé en F a tous les ordres en 7.

8.4 Instantons et états métastables

Nous allons maintenant étudier une autre situation ou Veffet tunnel joue
un réle : la désintégration des états métastables. On suppose une particule
quantique initialement localisée dans un puits de potentiel qui ne correspond
qu’a un minimum relatif. Un exemple d’un tel potentiel est exhibé dans la
figure 8.2, o Porigine ne correspond pas au minimum absolu du potentiel. Par
un effet purement quantique, la particule a une probabilité finie par unité de
temps de quitter le puits et ¢’est cette probabilité que nous voulons déterminer
dans la limite z — 0.

Par ailleurs, nous allons nous intéresser uniquement 4 des états initiaux
proches du pseudo-fondamental dans le puits (I’équivalent d’une particule
classique au repos). Nous allons voir que, comme dans le calcul perturbatif,
nous pouvons utiliser la fonction de partition Z(7/h) = tre~"#/% pour 1 — 0o
(¢f. sections 2.9, 3.1).

Cas métastable. Pour un potentiel du type exhibé en figure 8.2, l'origine
n’est pas le minimum absolu du potentiel. Un état correspondant & une fonc-
tion d’onde 9(t), localisée au temps initial ¢ = 0 (¢ est ici le temps physique
réel de équation de Schrédinger) dans le puits du potentiel prés de g = 0, se
désintégre par effet tunnel. Pour imaginer comment calculer le taux de désin-
tégration, nous pouvons raisonner de la maniére suivante : nous faisons varier

Vv

qo q
12087 04 102040608 1 12140618 2 22
027
041
061
08

F1G. 8.2 — Puits & états métastables.
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un paramétre du potentiel de fagon & passer contintiment de la situation ol
I'origine est un minimum absolu a la situation ou il n’est plus qu’un minimum
relatif. Dans le cas stable, la solution de I’équation de Schrédinger dépendante
du temps associée au fondamental d’énergie Ey se comporte comme

Yo(t) ~ e ot/

Aprés prolongement analytique, Ey devient complexe et donc ¢g(t) décroit
exponentiellement avec le temps :
—{Im Ep|t/h

[o(t)], e lImEnle/n.
Le parameétre |i/ Im Ey| est le temps de vie de I’état maintenant métastable
de fonction d’onde ¥(t). En réalité, la désintégration d’un état peut impliquer
aussi la partie imaginaire du prolongement de tous les états excités. Cepen-
dant, nous nous attendons pour des raisons intuitives a ce que, quand la partie
réelle de ’énergie augmente, le temps de vie décroit, ce qui peut en effet étre
facilement vérifié dans les exemples. Donc, 4 temps long, seule la composante
correspondant au fondamental survit. Nous nous proposons maintenant de
calculer Im Fy pour i — 0.

8.4.1 Une intégrale simple

Nous étudions d’abord une intégrale simple qui présente une situation
quelque peu analogue :

(o]
I(\e) = / dz e=5(),
— o0
1.2, 14,3, 1,4
S(z) = g2° + 3Ax° + ze2°.
Initialement, les deux paramétres £ et A sont positifs. Pour ¢ > A\?/4, la
fonction S(x) est minimum & z = 0. La fonction I(A, ) peut étre développée
en puissances de A :

I(\¢) = Z (—)\)k * de 3% 6—12/2—5754/4
PRI v ’
k=0 —oo
et le développement est convergent.
Chaque terme du développement a une limite finie quand € — 0 et formel-

lement

I()\,0) = Z A" /Oo dz £%% e=="/2
S 3kk!
k=0 -
_ Z X 3k—1/20(3k 4+ 1/2) (8.38)
e 32k(2k)! '
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Comme l'intégrale donnant I(A, 0) ne converge pas, on peut se demander quel
est le sens de ce développement. Notons que la série limite (8.38) ne converge
pour aucune valeur de A. On appelle une telle série une série divergente. On
parle aussi de développement asymptotique. Une série asymptotique ne définit
pas, en général, une fonction analytique unique, mais peut en constituer une
trés bonne approximation quand le parameétre de développement est suffisam-
ment petit et que 'on ne retient qu’un nombre fini de termes (cf. la formule
de Stirling (1.35) pour la fonction T').

Cependant, si au lieu de faire tendre € vers zéro par valeurs réelles positives,
on passe par des valeurs complexes

/3 < Arge < 7m/2 ou —7/2 < Arge < —7/3,
alors le contour d’intégration initial peut étre déformé dans les contours
Ci: Imz=0pour Rex >0, Argz =74 57/24 pour Rex < 0,

respectivement, et l'intégrale finale converge toujours mais définit deux fonc-
tions limites suivant le choix du contour :

I\ = %C e 12003 4y,
+

Les deux fonctions sont complexes conjuguées :

Quand A — 0, ces intégrales peuvent étre évaluées par la méthode du col. Les
cols sont donnés par

Sry=x+M*=0 => 2=0 ouz=-1/\
Les valeurs de S(z) correspondantes sont
S(0)=0, S(—1/A)=1/6)°

Pour A — 0, le col dominant est toujours z = 0, et le développement (8.38) en
puissances de A est bien le développement engendré par la méthode du col. A
tous les ordres en A, les deux fonctions ont un développement réel identique.
Le second col est sous-dominant et donne une contribution négligeable.

La différence entre les deux intégrales est purement imaginaire. Elle est
donnée par le contour C. — C_ qui peut étre déformé de fagon a ne plus
passer par lorigine. L’intégrale de contour ainsi obtenue est dominée pour
A — 0 par le second col. Les parties imaginaires ne se voient pas dans le
développement (8.38) parce qu’elles décroissent plus vite que toute puissance.
Un calcul de la contribution du col donne alors & 'ordre dominant

LA — I-(\) = 2% Im I (A) ~ iv/2r e~ /0¥



8. Effet tunnel : approximation semi-classique 225

8.4.2 Intégrale de chemin et méthode du col : instantons

Nous voulons maintenant appliquer une stratégie analogue 4 'intégrale de
chemin. Nous partons d’une situation ou dans ’hamiltonien

1
H=_—p*+V(g),
5P +Vi(a)
le potentiel a un minimum absolu a 'origine avec
V(g) = 3mw’e® + O(¢%).

Par prolongement analytique dans un paramétre de V, nous passons i une
situation ol le minimum du potentiel & ¢ = 0 n’est plus que relatif et il existe
donc des valeurs de g pour lesquelles V' < 0. Nous écartons ci-dessous le cas
particulier ot le minimum du potentiel est dégénéré. Il a déja été étudié en
sections 8.1 &4 8.3.2.

Nous calculons ici Z(7/h) = tre
prendre la forme

~TH/R pour 7 — oco. Le résultat doit

Im Z(7/h) ~ Ime~"Eo/R ~;——iImE0 e T ReFo/k

A Tordre dominant en A, nous pouvons remplacer Re Ey par sa valeur dans
I'approximation harmonique, et donc

Im Z(r/H) ~ _‘*’—hT e™~7/2Im Ey. (8.39)

Instantons. Nous cherchons des cols non triviaux de l'intégrale de chemin.
Les équations de col sont obtenues en variant I’action euclidienne

—mi+V'(g) =0 (8.40)

avec g(—7/2) = q(1/2).
Les fonctions
q(t) = gext. = constante, (8.41)

Ol @ext. correspond & un extremum du potentiel, sont évidemment des solu-
tions. Nous ne prenons pas en compte les cols avec V' < 0 pour les raisons
déja expliquées dans le cas de Pintégrale simple : le prolongement analytique
a conduit & un contour d’intégration qui évitent de tels cols. D’un autre coté,
la contribution des cols correspondant & des extrema ot V > 0 est d’ordre
e TVext./h et donc négligeable pour 7 — 0o et i < 1 puisque nous ne prenons
en compte que des niveaux d’énergie d’ordre h.

Nous devons chercher des solutions qui ont une action qui reste finie quand
T — 400, c’est-a-dire des solutions de type instanton.

Les solutions de 'équation (8.40) avec conditions aux limites périodiques
correspondent 4 des mouvements périodiques en temps réel dans le potentiel
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—V{(q). Il est clair qu’il existe des trajectoires oscillant autour des minima de
—V. Une premiére intégration de ’équation du mouvement (8.40), donne

%mq& - V(q) =6

avec € < 0. Appelant ¢_ < ¢y les deux points ol la vitesse ¢ s’annule, nous
trouvons pour la période dune telle solution

g9+ dq
r=2ym / %
0 2V

@)+ 2¢

La période 7 ne peut diverger que pour des constantes ¢ telles que V(g) + € a
un zéro double & g_ ou ¢4, ce qui implique que V’(g) s’annule. Par ailleurs,
Paction ne peut rester finie dans cette limite que si V{(g(t)) s’annule pour
|t| — oo, ainsi que ¢. Ces conditions ne sont compatibles que si ¢ et donc par
exemple g_ tendent vers zéro. La trajectoire classique s’approche de plus en
plus de l'origine. La limite gp > 0 de g4 est alors le point oil la vitesse sur la
trajectoire s’annule. Dans la limite 7 infini, la solution classique est donnée
par (tp est une constante d’intégration)

7 dyf
t—toz\/r_n/—— pour t < tp,
o V QV(q,)

\/_ Qo dq’
t—1p = m/ ———— pourt > tip.
¢ V2V(d)

Une remarque de type théoréme du viriel, intéressante car généralisable a des
exemples plus compliqués, est ici utile. Si ¢.(¢) est une solution d’action finie
sur lintervalle t € (—o0, +00), alors g.(At) a aussi une action finie. L’action
classique correspondante, aprés le changement de variables At = t/, devient

S(N) = Imx / dt(g.)* + % / dt V{g.(t)).

Comme S(g) est stationnaire pour ¢(t) = q.(t), la dérivée dS/dA doit s’annuler
a4 A =1. On en déduit

%m/dt(q};)Q = /dtV(qc(t))7

et donc 'action classique correspondante est positive :

+o0 q0
S(ge)=A= m/_ dtg2(t) = 2/0 V2V (q)dg. (8.42)

—A/R

L’instanton donne une contribution d’ordre e et donc exponentiellement

petite quand #/A — 0.
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Remarques.

(i) On peut se demander si prendre en compte des termes aussi petits a
un sens, alors que Ey a d’abord un développement & tous les ordres en /. En
fait, si 'on part d’une situation stable et que 'on procéde par prolongement
analytique, on peut obtenir deux résultats complexes conjugués. Chacun est
dominé par le méme col trivial ¢(¢) = 0, qui engendre la série des perturbations
dont tous les termes sont réels. Si, par contre, on calcule la différence entre
les deux prolongements, les contributions du col dominant se compensent et
la différence est dominée par I'instanton. Nous devons donc vérifier que la
contribution de I'instanton est imaginaire et la diviser par un facteur 2¢ pour
obtenir la partie imaginaire de Z(7/h) sous la forme (8.39).

(ii) Puisque l'action euclidienne est invariante par translation du temps,
la solution classique dépend d’'un paramétre arbitraire ¢o, qui pour 7 fini,
varie dans l'intervalle [-7/2,7/2]. Comme dans I'exemple de la section 8.2,
nous trouvons une famille & un parameétre de cols dégénérés. Le calcul de la
contribution d’un col ne dépend pas de ¢ et tous les cols donnent donc la
méme contribution.

(iii) Nous aurions pu aussi considérer des trajectoires qui oscillent n fois
autour du maximum du potentiel dans 'intervalle de temps 7. Il est facile de
se convaincre que 'action correspondante dans la limite 7 — oo devient

S(ge) = nA, (8.43)

et donne une contribution d’ordre e~/ Pour h — 0, le terme 7 = 1 domine
donc 'intégrale de chemin.

Contribution & Uordre dominant : Uapproximation gaussienne. De nouveau
les arguments de la section 8.2 s’appliquent. La méthode du col naive avec
intégration gaussienne implique le déterminant de 'opérateur

M(tl tz) = —62-8———— = [—Tnd2 + V”(q (tl))] (S(tl - tz) (8 44)
t2) = = . . .
8qc(t1)dqc(t2) "

L’opérateur hermitien M a une valeur propre nulle, avec ¢. (qui est de carré
sommable, ¢f. équation (8.42)) comme vecteur propre, comme une dérivation
par rapport au temps de 1'équation du mouvement (8.40) le montre :

[—md] + V" (g.(t))] ¢e(t) = 0. (8.45)

Cependant, une différence importante est a4 noter. La théorie générale des
fonctions orthogonales montre que le nombre de zéros des fonctions propres
de 'hamiltonien M est directement lié & la hiérarchie des valeurs propres : le
fondamental de M n’a pas de zéro, le premier état excité a un zéro... Donc la
fonetion propre ¢.(t), qui s’annule une fois et une seule pour ¢ = ¢y, correspond
au premier état excité, ce qui entraine qu’ici M a une valeur propre négative.
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8.5 Coordonnées collectives : autre méthode

11 faut donc de nouveau prendre le temps comme coordonnée collective et
n’utiliser I'approximation gaussienne que pour les modes orthogonaux a ¢..
Nous pourrions adapter la méthode de la section 8.3.2, mais pour présenter
plusieurs aspects du probléme nous choisissons ici une méthode différente.

Nous notons maintenant par ¢.(t) la solution particuliére de 'équation de
col (8.40) correspondant & to = 0 et donc la solution générale est g.(t — to).

Pour pouvoir prendre une variable associée aux translations du temps
comme variable d’intégration, nous posons

q(t) = qe(t — to) + r(t — to)V/A,

s (8.46)
r(t) =Y qufalt),

oll tp n’est plus un parameétre, mais forme, avec 'ensemble {g,}, un nouvel
ensemble de variables d’intégration. Nous imposons aux fonctions {f,} de
former une base orthonormée 4 un détail prés. Une variation infinitésimale de
to ajoute & g(t) un terme proportionnel & ¢.. Pour que notre nouvel ensemble
{to, {gn}} ne comportent que des variables indépendantes, il faut imposer une
contrainte. Nous choisissons

/cic(t — to)r(t — to)dt = 0. (8.47)

Cette condition est satisfaite si les fonctions f,(t) sont les vecteurs propres
normalisés de l'opérateur hermitien M (t1,¢2) correspondant aux valeurs
propres non nulles puisqu’ils sont orthogonaux au dernier vecteur propre ¢ et
forment avec ¢, une base compléte. Avec ce choix 'argument de ’exponentielle
dans le membre de droite prend une forme trés simple :

1 1
5 / dtydty r(t) M (tr, t2)r(t2) = 5 > magl, (8.48)

n>0

ot {m,} est 'ensemble de toutes les valeurs propres non nulles de M.

Il est utile & ce point de rappeler que la mesure fonctionnelle [dg(t)] peut
aussi étre définie dans le continu comme la mesure d’intégration euclidienne
sur les coefficients ¢, du développement de ¢(¢) sur une base orthonormée de
fonctions de carré sommable (¢f. la discussion de la section 2.7) :

q(t) = Z emgm(t), gm(t) € £27
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Le jacobien de la transformation qui fait passer de l'ensemble {¢,} &
Pensemble {to, {gr}} est donné a 'ordre dominant en k par (cf. section 8.6)

O 1 N 1/2
I~ Vil VA= 2 [ [é (t)dt] — /A (8.49)

Puisque I'intégrant ne dépend pas de tg, I'intégration sur la coordonnée collec-
tive ty donne simplement un facteur 7. L’intégration sur les variables g,, donne
(det’ M)~1/2, oit det’ M est le produit de toutes les valeurs propres non nulles
de M, ce qui est aussi le déterminant de M dans le sous-espace orthogonal

a ge.
La normalisation. Pour normaliser I'intégrale de chemin, nous la compa-

rons a sa limite & i = 0 (Voscillateur harmonique) qui, dans la limite 7 — oo,
se réduit & e~“7/2, Pour A — 0, Popérateur M tend vers Popérateur

Mo(tl,tz) = [—mdfl + mwz] 6(t1 - t2),
/dtQMo(tl,tz)f(tz) = —mf"(tl) + mwzf(tl). (8.50)

Quand nous comparons la contribution de l'instanton & une intégrale de che-
min de référence correspondant a l'oscillateur harmonique, nous devons nous
rappeler que dans le cas de I'instanton nous avons exclu un mode de l'inté-
gration gaussienne. Les deux intégrales de chemin différent d’une intégration
gaussienne. 1l faut donc diviser la contribution de 'instanton par le facteur

+o0 2
/ e X /2dx = (2m)V/2.
-0

Rassemblant tous les facteurs, on obtient

1 qa-l/2 A T _
Im Z(r/R) ~ — [det’ (M M1 V=T 2 AR
m (T/ ) 22 { € ( 0 )] mh\/ﬁe € ’

et par conséquent

1 - [ AR
ImEo ~ Z [det’(MMJl)] 12 %— efA/h. (851)

Le résultat est fini et réel puisque, comme nous I’avons montré, M a une valeur
propre négative. Il est dimensionnellement correct car une valeur propre de M
a dimension masse/temps? et nous avons supprimé une valeur propre de M.

8.6 Le jacobien

Nous calculons ici le jacobien de la transformation de ¢(t) 4 ’ensemble
{to, qn}. Pour éviter la prolifération de facteurs /i, nous faisons le changement
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q(t) — q(t)V/h de sorte que dans la suite g.(t) correspond & g.(t)/vF ou g,
est une solution particuliére de 'équation (8.40).

Nous développons ¢(t) sur un ensemble complet de fonctions réelles, pério-
diques de période 7 et orthonormées (au sens £?) :

q(t) = > cmgm(t), (8.52)
m=0

Dans 1’évaluation explicite de la section 2.4 (¢f. ’équation (2.63)), nous avons
défini la mesure fonctionnelle comme

[dg(t)] = N ﬁ dem, (8.54)

m=0

ot V est la constante de normalisation habituelle. Nous changeons maintenant
de variables :

q(t) = ge(t —to) + Y falt —to)gn, (8.55)
n=1

de telle sorte que 'ensemble {G.(t — to), fn(t —to)} forme une base orthogo-
nale, et les f,, sont normées. Les nouvelles variables sont #g et ’ensemble {g, }.
Calculons les variables ¢, en termes des nouvelles variables :

en= [ Atanaclt—t0) + 300 [dan®flt -t (550

n=1

Le jacobien de la transformation est le déterminant de la matrice

Ocm Ocm
[a—to’a—qﬂ (8.57)
avec
dcm Sy - F (¢ —
8_t0 = —/dtgm(t)qc(t to) EQn/dtgm(t)fn(t to),
= [ gt~ o) (8.58)

Parce que nous ne faisons un calcul qu’'a l'ordre dominant, nous pouvons
négliger la dépendance du jacobien dans les {gy, }. Puisque I'ensemble

)
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forme une base orthonormée, la matrice
je(t — tg
[ a0 - ) (8.59)
[+
est orthogonale et son déterminant vaut 1. Donc le jacobien de notre trans-
formation est simplement

ol = { [ a [qcof)]z}m- (8.60)

8.7 Instantons : 'oscillateur anharmonique
quartique

Nous explicitons les résultats précédents dans un cas relativement simple :
le potentiel anharmonique quartique dans lequel le signe du terme quartique
est négatif. L’hamiltonien correspondant est

H=—1(d/dg)® + 1¢% + lgq". (8.61)

Dans ce qui suit, nous posons /A = 1 parce que nous verrons que le parametre
g joue ici le role de A.

Nous calculons donc les valeurs propres de H a partir de la représentation
par intégrale de chemin de la fonction de partition

trePH = / (dq(t)] exp [~S()], (8.62)
q(—08/2)=q(B/2)
ot 8(q) est laction euclidienne :
ﬁ/2 2 1.2 1 4
S(g) = / | BPO+ 3P0+ o) 0 (8.63)
—53/2

Une généralisation des arguments applicables 4 des intégrales sur un nombre
fini de variables indique que l'intégrale de chemin (8.62) définit une fonction
de g analytique dans le demi-plan Re(g) > 0. Dans ce domaine, l'intégrale
est dominée pour g — 0 par le col g(¢) = 0. Elle peut donc étre calculée en
développant l'intégrant en puissances de ¢ et intégrant terme a terme. Ceci
conduit au développement perturbatif de la fonction de partition et donc de
Pétat fondamental Eo(g) dans la limite 8 — oo.

Remarque.
Apreés le changement

q(t) — q(t)g /%,

le paramétre g se factorise devant I'action :

S(g) = §s<q\/§>. (8.64)
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La constante de couplage g joue formellement le méme réle que # dans le
développement perturbatif.

Couplage négatif. Pour g < 01’hamiltonien n’est borné inférieurement pour
aucune valeur de g. C’est pourquoi les énergies, considérées comme fonctions
analytiques de g, ont une singularité & g = 0 et la série des perturbations est
toujours divergente.

Pour comprendre comment définir et évaluer Ey(g) pour g négatif, nous
allons de nouveau d’abord étudier ce probléme sur I’exemple d’une intégrale
simple.

8.7.1 L’intégrale simple quartique

Nous considérons Pintégrale

Y
I@):E / e=(a?/2+92%/4) 4 (8.65)

qui compte le nombre de diagrammes de Feynman contribuant a la fonction de
partition. Pour g positif et petit, 'intégrale est dominée par le col a lorigine
et donc

I{g) =1+ O(g). (8.66)

La fonction I(g) est analytique dans un plan coupé. Pour prolonger analyti-
quement l'intégrale pour g < 0, il faut faire une rotation du contour d’inté-
gration C en méme temps que I'on change la phase du nombre complexe g :

C: Argz = —1Argg (mod ),

de sorte que Re (ga*) reste positif. En conséquence, on obtient deux expres-
sions différentes 74 {g), complexes conjuguées, suivant le sens de la rotation
dans le plan :

1
pour g = — |g| + 10 : I(g) = _; i o—(2%/2+gz"/4) dz
Y +

avec Cy :  Argr = —% (mod ), (8.67)
1
pour g = — |g| —10: I_(g)= __2;/0 e—($2/2+g:c4/4) dz

avec C_ : Argz = % (mod 7). (8.68)

Pour g — 0_, les deux intégrales sont encore dominées par le col & 'origine
puisque la contribution des autres cols :

r+g2 =0=2%=—-1/g, (8.69)

est d’ordre
e—(z2/2+gz4/4) ~el/4 & 1. (8.70)
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Fi1G. 8.3 — Les contours d’intégration C., C_, C; et Ca.

Par contre, la discontinuité de I(g) & travers la coupure est donnée par la
différence entre les deux intégrales :

Ii(g) — I_(g) = 2sIm I(g ~(#*/24er' ) 4. (871

= o

Elle correspond au contour C; — C_ qui, comme la figure 8.3 le montre,
peut étre déformé dans la somme de contours C; et Cy qui passent & travers
les cols non triviaux S; et Sz : ¢ = +1/4/—g. Ceci signifie que les contributions
du col & l'origine se sont compensées et que I’intégrale est maintenant dominée

par ces cols :
Im I(g) ~ 271/2el/49, (8.72)

Donc pour g négatif et petit, la partie réelle de I'intégrale est donnée par la
théorie des perturbations, alors que la partie imaginaire, qui est exponentiel-
lement petite, est donnée par la coutribution des cols non triviaux.

Nous allons de nouveau généraliser cette stratégie a lintégrale de che-
min (8.62).

8.7.2 Intégrale de chemin

Inspiré par ’exemple précédent, nous faisons une rotation du contour dans
Pespace fonctionnel ¢(t) tout en changeant la phase de g positif & g négatif :

q(t) — g(t)e™"
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ol § est indépendant du temps. Si nous retournons & la définition de l'intégrale
de chemin comme limite d’intégrales en temps discrets (cf. chapitre 2), nous
comprenons que c’est une procédure raisonnable.

Il y a toutefois une différence importante avec le cas de l'intégrale simple :
le contour doit rester dans le domaine pour lequel Re [q'2 (t)] > 0, parce que
le terme cinétique | ¢?(t)dt, comme nous I’avons souligné en section 2.2, sé-
lectionne les chemins suffisamment réguliers et assure I'existence d’une limite
continue de l'intégrale de chemin discréte.

Pour ¢ négatif, nous pouvons alors intégrer le long du contour

1 1
Argq(t) = -9, 37 < 6 < " (8.73)
qui satisfait les deux conditions
Re [9¢*(t)] > 0, Re [¢*(t)] > 0. (8.74)

Pour g — 0, les deux intégrales de chemin correspondant aux deux prolonge-
ments analytiques sont ici aussi dominées par le col a 'origine

mais si nous calculons la différence entre les deux intégrales, ces contributions
se compensent.
La contribution des autres cols correspondant 4 des constantes :

7(t) = —1/g,

est d’ordre ef/%9 et donc négligeable pour 8 — oc.
Nous devons alors chercher des cols non triviaux, qui sont des solutions de
I’équation du mouvement euclidienne pour g < 0 ;

—G(t) +q(t) + 9¢°(t) = 0 (8.75)

avec
q(—B/2) = q(8/2). (8.76)

Nous devons chercher des solutions de type instanton qui ont une action qui
reste finie quand 3 — +o0.

8.7.3 Instantons

Les solutions des équations (8.75, 8.76) s’interprétent, du point de vue de
la mécanique classique, comme des mouvements périodiques dans le potentiel

-V(g) = —1¢® — 1gq*. (8.77)
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Il est clair qu’il existe des solutions a I’équation du mouvement qui corres-
pondent & des oscillations autour des minima de —V, g = ++/—1/g. Intégrant
une fois I’équation (8.75), nous trouvons

avec € < 0. Appelant ¢_ et g4 les points avec ¢ > 0 ou la vitesse ¢ s’annule,
nous trouvons pour la période d’une telle solution

ﬁ=2/q+ dg .
_ /q2+%gq4+26

(3 ne peut tendre vers l'infini que si la constante € et donc g tendent vers zéro.
La trajectoire classique s’approche alors de plus en plus de 'origine. Dans la
limite G infini, la solution classique devient

g t—-to)

La valeur correspondante de ’action classique est

aelt) =+ () v e (.78)

S(ge) = —;—g +0 (e /g). (8.79)

Puisque l'action euclidienne est invariante par translation du temps, la so-
lution classique dépend d’un paramétre arbitraire ¢g, qui pour § fini, varie
dans un intervalle de longueur 3. Ainsi nous trouvons deux familles de cols
dégénérés a un parameétre.

Contribution & Uordre dominant. 1.’opérateur dérivée seconde de ’action
est donné par

B 5qc(t1)5QC(t2) dt,

Nous savons qu’il a un mode zéro correspondant au vecteur propre §.. En effet,
nous vérifions explicitement que la fonction ¢.(t) est bien de carré sommable.

Prenant en compte les deux familles de cols, le mode zéro et rassemblant
tous les facteurs, nous obtenons

M(ti,t2) = ﬁ— = [— (i) +1+ 3gq§(t1)} O(t1 —t2). (8.80)

- 2 vz, B
Imtre P ~ = [det’ MM J—t—e P#/2eil3 8.81
2 [ 0 ] \/ﬂ ( )
Il se trouve enfin qu’il est facile de calculer les valeurs propres de M analyti-
quement parce que M est de nouveau I’hamiltonien d’un potentiel exactement
soluble du type Bargmann-Wigner. Le déterminant se déduit de 'expression
générale (8.34). On obtient alors

4 e4/39

Im Ey(g) = Nor e [

1+0(g)], g—0-. (8.82)
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Exercices

FEzxercice 8.1.

On considére Pintégrale
2 L 5/ o 2
Z(g)= | d*q exp “5g9 (@®-1)7,

ol g est un vecteur & 2 composantes ¢;,qs. Calculer cette intégrale pour
g — 04 par la méthode du col.

Solution. Il y a plusieurs cols &4 la méme hauteur : q = 0 et le cercle |g| = 1.
Par contre, le cercle de cols |q| = 1/3 correspond & des mimima locaux et done
ne contribue pas. Le col q = 0 reléve de la méthode du col ordinaire et donne
2mg. Pour le cercle |q| = 1, il faut passer en coordonnées polaires et on trouve
m+/271g, ce qui donne donc la contribution dominante pour g — 0.

FExercice 8.2.

Calculer la partie imaginaire de 1’énergie du pseudo fondamental de I’hamil-
tonien
2
H=—3(d/dg)" + 30 + 39¢°"
pour g négatif. On sera de nouveau amené a utiliser le résultat (8.34).

Solution. Quelques éléments de la solution sont :
(i} La solution classique

- 1 1
lgc¥ () = .

V=g cosh(V — 1)t — to)]

(ii) L’action classique
Se = A(N)/ (=g 71,

__VATIN/(N 1) - D2NV/(V - 1))
AN) = T((3N —1)/2(N - 1)) £ )F(QN/(N- 1)

(iii) L’opérateur dérivée seconde de I’action au col

N(2N ~1)
M=-d+1- ———~
¢ cosh?[(N — 1)

Les déterminants sont alors donnés par I’équation (8.34) avec
A= N/(N-1), z=v1+¢/(N-1).
On en déduit

det (M +¢) (Mo +¢) ' ~ —2-(NTD/IN=1) g(N)e,



8. Effet tunnel : approximation semi-classique 237

(iv) L’opérateur M a une valeur propre nulle associée aux translations dans le
temps. Le jacobien J provenant de I'introduction du temps comme coordonnée
collective est donné par

J? = / dt ¢*(t) = A/ (—g)/ V7D,

Utilisant Péquation (8.81) et rassemblant tous les facteurs, on obtient la
partie imaginaire de 1’énergie du pseudo fondamental métastable

Im B(g) = C(~g) ™ exp [~ A(N)/(~9)"/ V)] (8.83)

avec
91/(N=1)

B=1/p(N-1,  C="

Exercice 8.5.

Equation de diffusion classique dite de Fokker-Planck.

Un certain nombre de processus stochastiques, tels que la marche au ha-
sard, la diffusion thermique..., peuvent étre décrit par une équation du type
(¢f. section 5.5)

OP(q,t) Q0 8P+ 1 BEP)
o 20q (c’)q Qoqg )’
ol P(q,t) peut étre considéré comme une densité de probabilité et 2 > 0 est
une constante de diffusion. La forme de I’équation entraine la conservation
des probabilités

/qu(q,t) =1.

On vérifie de plus que cette équation a une solution stationnaire

By (Qa t) = eXp (_E(Q)/Q) ’

qui, si elle est normalisable, est proportionnelle & la distribution limite pour
t — +o00.

Ci-dessous, on identifiera le processus stochastique avec la diffusion d’une
particule sur un axe g € (—o0, 4-00). En section 5.5, il a été démontré que la
probabilité pour une particule qui se trouve au point xp au temps ¢ = 0 de
se trouver au point z au temps 7 > 0, que nous noterons plus explicitement
P(z, 1;20,0), est donnée par V'intégrale de chemin

P2, 7:20,0) = f [dg) exp [~S()/9)

avec

S =3 [ atf(a+ 32 0)’ - 305 (u)]

0
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et les conditions aux limites
q(0) = zg, gq(r) ==z
1. On considére maintenant la fonction
E(g) =¢* - 3¢°. (8.84)

Montrer que dans la limite 2 — 0 (faible diffusivité), I'intégrale de chemin a
la forme d’une intégrale avec potentiel & minima dégénérés. Calculer pour les
deux puits I’énergie du fondamental dans ’approximation gaussienne. Notons
que dans la limite Q — 0, on peut négliger la contribution d’ordre Q dans
I’action pour trouver les minima ou les cols.

2. Pour la méme fonction £(q), toujours pour {2 — 0 et pour 7 — 400, on
remarque que les équations de col sont de type mouvement dans un potentiel
avec minima dégénérés. De telles équations admettent des solutions de type
instantons. Quelle est ici leur interprétation ?

Solutions.

1. Développant le carré dans I’action, on vérifie qu’un terme s’intégre exac-
tement et donc

1 1 O
S(a) = 3B~ 3E@o) +3 | @[ +a01 -0 - J001 - 20)].
Dans la limite 2 — 0, les deux puits correspondant 4 ¢ = 0 et ¢ = 1 sont
dégénérés. A ordre gaussien, I’énergie € du fondamental de 'oscillateur har-
monique est dans les deux cas e = % Cependant, la valeur classique du terme
de dérivée seconde contribue au méme ordre de sorte que

€ =
€ =
Donc, au-dela de 'approximation classique, les minima ne sont plus dégénérés,
et le développement de I’énergie du fondamental est donné par le développe-
ment perturbatif & ¢ = 0. C’est tout i fait raisonnable si ’on souvient du

probléme initial : une particule a du mal & sortir par diffusion du minimum
du potentiel E(g) 4 ¢ = 0, mais pas a quitter le maximum & q = 1.

=0 pour ¢ =0,

M= N
NI= N

+s5=1pourg=1.

2. Pour §2 — 0 et 7 — 00, les instantons qui minimisent l’action satisfont
¢+ 3E'(g) = 0.
Dans le cas particulier, les solutions sont

1

qc(t) = 1 _‘_e:t(t*to) '
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La valeur de P’action classique est

S(Qc) = %(1 + 1)'

Le résultat nul correspond a la solution de la particule qui quitte ¢ = 1 &

t = —oo et atteint ¢ = 0 & ¢ = 400, processus qui a clairement une probabilité
finie méme pour {2 — 0. La valeur positive correspond a la particule qui quitte
g=04at= —o0et atteint ¢ =1 4 ¢ = +00. Elle est mathématiquement de

type effet tunnel et caractérise la probabilité d’échapper au puits ¢ = 0. Pour
Q — 0, elle est d’ordre e /32,






Chapitre 9

Evolution quantique
et matrice de diffusion

L N’EST PAS QUESTION DANS CE CHAPITRE de rappeler en détail la théorie
de la diffusion en mécanique quantique, et en particulier le calcul des ob-
servables physiques tels que les sections efficaces. Le lecteur est donc renvoyé
aux exposés classiques de mécanique quantique. Notre but ici est de montrer
comment les problémes de diffusion se posent dans le cadre de l'intégrale de
chemin.

En mécanique quantique, les états d’un systéme isolé évoluent sous I’action
d’un opérateur unitaire, comme conséquence de la conservation des probabi-
lités et donc des normes des vecteurs de l'espace de Hilbert. Nous notons
U(t",t') Popérateur correspondant a 1’évolution entre les temps ¢’ et ¢” :

Ui ot t)y=1, U, t)=1.

Par ailleurs, ’évolution quantique d’un systéme isolé est supposée marko-
vienne de sorte que l'opérateur d’évolution satisfait a la loi de groupe

U(tg, tz)U(tg, tl) = U(tg, tl).
Si U(t,t') est dérivable, il satisfait & ’équation de Schrédinger

ih%—(tj(t, tY=H@HU{,t), (9.1)
ou H(t) est un opérateur hermitien, I’hamiltonien.

Dans le cas ou H est indépendant du temps, I'opérateur d’évolution s’écrit
U(t",t') = e~tHE"=t)/h 1] appartient & une représentation du groupe abélien
des translations dans le temps dont H/h est le générateur.

A partir de 'opérateur d’évolution, on définit une matrice de diffusion ou
matrice S qui décrit comment, asymptotiquement dans le temps, 'évolution
dans un potentiel differe de ’évolution libre. Nous décrivons ici comment la
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matrice S peut étre calculée & partir de l'intégrale de chemin et comment
l'intégrale de chemin permet de retrouver simplement les approximations
semi-classiques.

9.1 Evolution de la particule libre et matrice S

En mécanique quantique, méme la particule libre subit une évolution non-
triviale; en général, le paquet d’onde s’étale. Quand on décrit des processus
de diffusion, on cherche donc & caractériser les déviations asymptotiques a
temps infini par rapport & ’évolution libre. Ceci conduit & définir une matrice
de diffusion ou matrice S.

9.1.1 L’évolution de la particule libre

Dans le cas de la particule libre, I’hamiltonien se réduit & la partie ciné-
tique :
Hy = p*/2m.

Les éléments de matrice de 'opérateur d’évolution Uy = e~ tHo(t"=t") go cal-
culent facilement. Ils peuvent, par exemple, &tre obtenus par prolongement de
Pexpression (2.9). Ils peuvent aussi étre déduit de la représentation de Fourier
qui se calcule directement. En dimension d

(@10 ) ) = s [ A e [ (@ = o) = 00" = )20
(9.2a)
m d/2 im(q’ — ql)2
= (inh(t" - t’)) P [ﬁ 2wy | O

En particulier, cette évolution est responsable de l'étalement du paquet
d’onde. Pour mettre en évidence ce phénomeéne, nous définissons la fonction
d’onde au temps initial £ = 0 par sa transformée de Fourier ¢(p) (sa représen-
tation dans la base des impulsions), dont nous supposons le support, concentré
autour d’une valeur p = po. Au temps ¢, nous trouvons

stat) = ey = [ S e [i (pra= 2 ) ] 03)

Quand t — oo, la phase dans I'intégrale (9.3) varie rapidement et donc I'inté-
grale est dominée par les points ot la phase est stationnaire :

0 P’ _ _,Dp
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L’intégrale (9.3) est donc équivalente a

¥(a,t) D(p)——— (TR Y i emt 4 it 2 (9.5)
Y2 VP a2 1] PAT™ 2mh )’ '
avec
m
PIYQ-

Comme la fonction initiale avait son support concentré autour de p = po, la
fonction d’onde 9(q, #) a son support concentré autour de q = tpg/m, c’est-a-
dire autour de la trajectoire classique. Mais en méme temps le facteur |t|=%/2
montre que le paquet d’onde s’étale. Cet étalement ne disparait que dans la
limite ot la fonction d’onde est une onde plane €’P9 /k, mais cette limite est
singuliére car cette fonction d’onde n’est pas normalisable. C’est dans cette
limite qu’il est commode de discuter la diffusion quantique, mais dans les cas
ou 'on rencontre des expressions mal définies, il faut revenir 4 la diffusion de
paquets d’onde normalisables.

9.1.2 Particule dans un potentiel et matrice S

On considére maintenant une particule dans un potentiel {toujours
dans R?), avec comme hamiltonien

H =p?/2m + V(q,1).

On suppose que le potentiel admet des situations de diffusion classique, ce
qui implique en particulier que le potentiel V{(qg(t),?) s’annule suffisamment
vite sur la trajectoire classique pour |t| — oo, pour qu’asymptotiquement la
trajectoire soit celle du mouvement libre, correspondant a "hamiltonien

HO :p2/2m.

La matrice de diffusion ou matrice .S est obtenue en comparant 1’évolution
quantique, aux temps asymptotiques ¢t — =£oo, a4 1’évolution en ’absence
de potentiel. Plus précisément, la matrice S peut étre définie comme la li-
mite de I'opérateur d’évolution dans la représentation d’interaction (¢f. équa-
tion (9.49)) :
S= lim et /Ay ¢)e tHot'/h (9.6)
t'——oc0
' — 400
La raison pour laquelle il a fallu multiplier 'opérateur d’évolution & droite
et & gauche par l'opérateur libre se comprend aisément. Méme en 1’absence
de potentiel diffuseur, Popérateur e=#o(" =) dépend du temps et n’a pas de
limite bien que, s’il agit sur les fonctions propres de 'opérateur impulsion, il
ne fait que changer leur phase, comme on I’a vu plus haut. Le facteur de droite
correspond & une évolution libre inverse du temps ¢’ au temps 0, tandis que le
facteur de gauche fait une évolution libre inverse du temps 0 au temps t”. Dans
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ces conditions, en 'absence de potentiel diffuseur, la matrice S est I'identité.
De plus, on peut montrer que si le potentiel décroit assez vite pour [t — oo
la limite existe et la matrice S peut étre définie.

Notons que dans la base oil 'opérateur d’impulsion est diagonal, la rela-
tion (9.6) entre la matrice S et I’opérateur d’évolution prend la forme

(ISP = lim & FMp U@ E)p) e F R (97)
— =00
=40
ou
E'=E@p), E'=E@P"), BElp)=p’/2m. (9.8)

Cependant, la limite doit étre comprise mathématiquement au sens des dis-
tributions (on devrait utiliser des fonctions test, en fait des paquets d’onde).

Nous rappelons enfin que les éléments de la matrice S dans cette base sont
en général paramétrés en termes de la matrice de diffusion 7 :

S=1—47, = (p"|S|p)) = @rR)*D(p" —p") —i (" |T|D"). (9.9)

Dans le cas d’un potentiel indépendant du temps, I’énergie est conservée et
on peut écrire
(p"|T|p') = —2n6(E" — E')T(p", P'). (9.10)

Dans ’équation (9.9), le terme proportionnel & la fonction é(p” — p’) cor-
respond & la partie non diffusée, et n’est pas observée dans la plupart des
situations physiques. La matrice 7 suffit donc & décrire le processus de dif-
fusion. Notons, cependant, que la situation d = 1 est singuliére de ce point
de vue puisque la conservation de I’énergie implique alors la conservation de
Pimpulsion au signe prés.

Les sections efficaces différentielles sont proportionnelles a [T(p”, p’ )|2, le
facteur de proportionnalité étant de nature cinématique.

Intégrale de chemin. Pour calculer les éléments de matrice de ’opérateur
d’évolution dans le cas, par exemple, d’'un hamiltonien de la forme

H =p*/2m+V(q,1),

on peut procéder par prolongement analytique, remplagant dans les expres-
sions du chapitre 2 toutes les variables de temps ¢ par te** (sauf dans le
potentiel) et faisant une rotation dans le plan complexe t de ¢ =04 p = 7/2
dans la direction positive.

La solution de I'équation (9.1) en termes des éléments de matrice dans la
base des positions peut s’écrire

q(t")=q"

(d"lU",¢)lg) = / [dg(t)] exp [iA(g)/A] - (9.11)

a(t")=q'
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La fonction A(g) est maintenant l'action classique usuelle, intégrale du
lagrangien :

Alg) = ft dt [3mg® — V(g t)] - (9.12)

L’expression (9.11) relie de maniére remarquable les mécaniques classique et
quantique. En quantique mécanique, tous les chemins contribuent & ’évolution
mais ils sont pondérés par un poids complexe e*A/" Les contributions les plus
grandes & l'intégrale de chemin sont celles qui sont dans un voisinage des
chemins qui rendent l’action stationnaire, c’est-a-dire proches des chemins
classiques. En particulier si la valeur de ’action classique pour les chemins
classiques est grande comparée & i, les régions de ’espace de phase proches
des chemins classiques dominent I'intégrale de chemin.

9.2 Développement perturbatif de la matrice S

Nous montrons d’abord comment calculer 1'opérateur d’évolution sous
forme d’un développement en puissances du potentiel 4 partir de l'intégrale
de chemin. Le développement perturbatif de la matrice S s’en déduit.

Le formalisme d’intégrale de chemin organise alors le développement per-
turbatif de la méme fagcon que le formalisme des opérateurs qui est rappelé
en section 9.7. Pour des raisons de simplicité, nous supposons que le potentiel
est indépendant du temps.

9.2.1 Développement perturbatif
Nous considérons donc ’hamiltonien
H :p2/2m—|—V(m). (9.13)

Les actions classiques correspondant & ’hamiltonien libre Hy et & H sont,
respectivement,

Ao(z) = /t t imi*(t)ydt,  Alz) = /t t [smi?(t) — V(z(t)])dt. (9.14)

L’intégrale de chemin (9.11), développée en puissances de V, prend alors la
forme (posant pour commodité i = 1)

z(t”):z"

@ U, )] o) = / [da(®)] exp [iA(2)] = 3 (2" UO(", ¢) |o')

z(t)=a' —0
avec
£

M rr(E) fpt oIy |y (—i)e w(t")=a iAo (x)
U ) ) = = “ [dz(t)]
. () =z’

/t lt” V(a:(t))dt]

(9.15)
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Les potentiels qui ont des états de diffusion doivent tendre vers zéro & grandes
distances, ce qui exclut les potentiels polynomiaux que nous avons considérés
jusqu’a présent. Par contre, il est raisonnable de supposer que le potentiel a
une transformée de Fourier :

V(z) = (QW)*d/ddk V(k)ete (9.16)
Introduisant alors cette représentation de Fourier dans 'intégrale de chemin,

nous réduisons la théorie des perturbations au calcul d’intégrales gaussiennes.
Le fiéme terme devient en effet

< I/I U(E)(t// " ) ) / HdTJ

z(t//):II/ t/!
x / [dz(t)] exp1 / Imd?(t)dt + Z kijz(m)| . (9.17)
€ J

(t)=z' v

L’intégrant dans 'expression (9.17) est symétrique dans les temps 7, ..., 7.
Nous ordonnons les temps t¥ > 7, > 75_1--- > 11 > t' et supprimons en
méme temps le facteur 1/4!.

L'intégrale sur le chemin z(¢) est gaussienne. A une normalisation prés,
le résultat est obtenu en remplacant z(#) par la solution de I’équation du
mouvement classique

—mE+ Y kio(t—1;)=0 = i(ry) —i(r;-) =k;/m.
)

L’intégrale de chemin donne ainsi une interprétation physique aux termes du
développement perturbatif : un chemin contribuant au fiéme ordre est une
succession de segments de droite, ot aux temps 1, . .., 7¢, 'impulsion change
par des quantités ki, ..., k. Enfin, les contributions correspondantes doivent
étre moyennées sur tous les temps et toutes les impulsions pondérées par les
facteurs V (k).

Pour obtenir 'opérateur dans la base ou 'impulsion est diagonale, il faut
encore transformer de Fourier par rapport 4 z’ et z”. Nous appelons p’ et p”
les impulsions correspondantes.

Remarque. La dépendance en z” est donnée par ’évolution libre entre 7,
et t”. La transformée de Fourier implique donc l'intégrale gaussienne

/d.’L‘” —lp”l‘”-}-im(it”—:L‘(Tg))2/2(t”—7[)'

Le résultat de l'intégration est obtenu (& la normalisation prés) en rempla-
gant z” par le minimum de 'argument de I’exponentielle :

" = x(r) +p"(t" — ) /m.
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Nous voyons alors que cela revient pour £/ — +oc & calculer lintégrale de
chemin avec des conditions aux limites de diffusion classique. De plus, le ré-
sultat complet de l'intégration est

—ip" x (1) o—ip” 2 (¢ —7e) /2m
e~ w(re) o—ip"*( 2)/ ,

. N a2 . .
faisant apparaitre le facteur e~ "*"/2™ qui compense dans la matrice S le
facteur provenant du mouvement libre.

Le méme argument s’applique a 2’, pour lequel I'intégrale est

/dJZ/ ip' o' +im(x () -2 )2 /2(r1—t) o eip'z(n) e—ip’2(-r1—t')/2m

et donce
2 =z(n)+{ —n)p'/m.

9.2.2 Calcul explicite

Le terme d’ordre zéro en V donne (27)34(p” — p’). Calculons explicite-
ment le premier ordre. Nous pouvons écrire 'opérateur d’évolution comme le
produit de deux évolutions libres de ¢’ & 7 et de 7 4 t”, en introduisant la
représentation

gik1(r1) — /ddxl 5(z1 - .Z‘(Tl)) etk

Transformant alors de Fourier par rapport a z’ et z”, nous trouvons

MU Y 1D = —i 4%k Vik ‘ d 4¢ —ip”2(t" ~1)/2m
<p| (tvt)|p>_ ¢ (271_)4 ( ) T Te
tl
% <p11|$> oikz (:L‘|p,> e—ip'Q(-r-—t')/2m ) (9.18)

L’intégration sur la variable x donne (27)¢6(k+p’ —p'). Aprés suppression des
facteurs du mouvement libre, nous trouvons alors la contribution du premier
ordre 4 la matrice S :
WISV = tim iV ) [ ar oA
t——00 ¢
t"" —+o00

Il est clair que I'intégrale n’a de limite qu’au sens des distributions :
tll ) +DO i
lim dr e = / dr €7° = 216(3).
t'——o0 t —00
t""—+o00

Nous obtenons alors une fonction § de conservation d’énergie :

<p//’ S(l) JPI> — —Z'27T5(E’/—El)f/(p"—pl), E’ =p/2/2m, Eu — p"2/2m.
(9.19)
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Termes d’ordre supérieur. Nous divisons maintenant Uintervalle [¢',t”] en
autant de sous-intervalles. Nous utilisons la représentation

explik;z(r;)] = /dd:vj §(z; — 2(75)) exp (ikjz;) .

Dans chaque sous-intervalle, la propagation est libre. Nous écrivons les élé-
ments de matrice de I’évolution libre comme une transformée de Fourier (équa-
tion (9.2a)). Nous transformons de Fourier par rapport & 2" et z”’. Nous trou-
vons alors

1 7r(8) (41 3N (oof 1V - 7 ddkj d : ddpj
@U@ O = (= | T1dnV k) Gamde [T G
j=t =2
£4+1
xexp | Y —ip3(r; — 75-1)/2m + ip;(2; — @5-1) + ikya;
i=1

avec les conventions
7 17 1 /
=1, Tep1=t, pe1=p, p1=p, To=Tey1=0.

Les intégrales sur les variables z; donnent des fonctions § qui fixent les im-
pulsions k; = p;+1 — p;. Aprés factorisation des facteurs du mouvement libre
aux deux extrémités, on peut prendre les limites t/ — 400, t’ — —oo. On
obtient

£ J4
d%p; . . - )
(#'1S® o) = (~i)f f [T an [T iz &2 V(o = po) it motim
=1  j=2

e x @RI 2M T () ) e i P n/2m (9.20)

Il reste & intégrer sur les variables 7;. Il est important de se souvenir que ces
variables sont ordonnées. On pose

Tj+1 = Tj T U5, UjZO.

L’intégrale restante sur 71, qui est conséquence de I'invariance par translation
dans le temps, donne 278( E” — E’), ce qui exprime la conservation de P’énergie.
Les intégrales sur les variables u; sur le demi-axe positif donnent (au sens des
distributions)

+00 ;
dus efE =B v — " poy =279

c’est-a-dire une distribution ou1 le terme 0 indique comment éviter le pole a
p? = p"2. Le résultat final est donc

' . d%p; V(p; —pj-1)
I (f) , _ "o_ 7 " J J J
@8O p') = ~2ixé(E" — E )/V(p Pe)l;[ @2r)4 E" 110 — E(p;)’
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Equation de Lippman-Schwinger. On observe que la série des perturbations
est une série géométrique dont la somme est solution d’une équation intégrale,
dite équation de Lippman-Schwinger. En terme de 'opérateur T'(E), ol E est
complexe, solution de

T(E)=V —VGo(E)T(E), avec Go(E)=(Hy-E)™",
la quantité T(p”, p’) qui apparait dans ’équation (9.10) est alors donnée par
T(p",p") = (p"| T(E +i0) |p) pour E = p'?/2m = p""/2m.

9.2.3 Autre méthode

Pour illustrer les méthodes de calcul d’intégrale de chemin, nous donnons
une autre version du calcul. Nous cherchons la limite de ’expression

t/l
WIS ) = (-t B [adgraty o [ Tar,
tr
J

¢ a. pet)=z" ¢
/ H d K / [dz(t)]) exp i / ima?(t)dt + Z kjz(;)
j=1 i

z(t' )=z’ t’

(9.21)

Nous faisons une translation z(t) — z(t) + 2’ de sorte que z(t') =0, z(t") =
x” —x’. Nous imposons ensuite la condition z(¢”) = =’/ — 2’ par une fonction ¢ :

5(z(t") — ' + ) X M= =" =a(t) (9.22)

Aprés ces transformations, 'intégrale de chemin porte sur tous les chemins
satisfaisant z(¢) = 0 et sans contrainte sur z(¢"). La dépendance en 2’ et z”
est maintenant explicite et les intégrales peuvent étre calculées :

/ddm’ddm" eip' ' —p"' s "+ 5 ki A (2" —2"))
= (2m)*6(x - p") ( —p =)k ) . (9.23)
Nous faisons alors le changement de variables &; — pjq1 :
ki =pjy1—pj, m=p.
Le jacobien est égal 4 un. La deuxiéme fonction ¢ dans (9.23) implique alors

1

Pe41 =D .
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Notons
e £
Z kiz(7;) Z pj+1 — p;)x(7;)
j=1 J=1
= ij —z(rj=1)) + p"z(7e) — p'z(70). (9.24)

Le choix 79 = ¢’ implique z(7p) = 0.
Nous exprimons alors toute la dépendance en z(t) en fonction de sa dérivée
i(t). Par exemple

2(r;) - 2(rj1) = / 6;(t)i(t)dt

ou 6,(t) est la fonction caractéristique de Vintervalle (7;_1,7;) : elle vaut 1
dans lintervalle (7;_1,7;) et 0 en dehors.

Le coefficient de p” vient de la contribution dans (9.22) (A = p”) et
dans (9.24) :

" (:c(n) — m(t”)) =—p” Oe 1 (B)Z(B)dE, Topq =t".
t/

L’intégrale de chemin devient alors

/ [dz(t)] exp {/ dt (3md*(t) — b(t)&(2))
z(t')=0 t’

avec
£+1

b(t) = > p;0;(t)
Jj=1
Nous faisons un changement de variables z(t) — r(t) :

() =bt)/m+7(t), =z{t)=r{t)=0.

Nous voyons que p; est 'impulsion dans I'intervalle (7;_1,7;). L’intégrale sur
r(t) correspond & un mouvement libre. Elle est donnée par 'expression (9.2b)
avec ¢ = 0 et en intégrant sur ¢”. Elle vaut 1.

Il nous reste & calculer le terme explicite issu du changement de variables

1 ¢ 1 +1
2 _ oy 2
—5 ) b*(t)dt = ~ 5 ;(TJ Ti-1)P »

oll nous avons utilisé la propriété 8;(¢)8x(t) = §,28;(¢). Tenant alors compte
des facteurs du mouvement libre, on retrouve 'expression (9.20).
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9.3 Matrice S et formalisme holomorphe

Nous nous plagons maintenant dans le cadre du formalisme holomorphe
du chapitre 6. Ce formalisme, toutefois, est surtout utile si les états asymp-
totiques sont des états propres de l'oscillateur harmonique, une situation que
I’on rencontre dans le cas de systémes de bosons tels que ceux envisagés en sec-
tion 6.6 et, comme conséquence, en théorie quantique des champs (relativiste
ou non-relativiste).

Réécrivons d’abord 'expression (6.50) et l'intégrale de chemin dans le
cas de l'évolution en temps réel. L’intégrale de chemin donnant 'opérateur
d’évolution est formellement obtenue par la rotation ¢ — #f. Alors

vz = [ |FGE 0 e liacw 7o),

ny

A(2(t),2(t)) = —iz(t)z(t) +/ dt [—iz(¢)5(t) — h(2(t),2(1))],

t/
avec les conditions aux limites z(t") = 2", z(¥') = z'.

Matrice S. De lopérateur d’évolution on déduit la matrice S. Définissant la
matrice S par 'expression (9.6), ot Hy est ’hamiltonien (6.15), nous trouvons

dz”dZ” dz'dZ' "ot ot S
FATER [ ~z"z" —2'F iwt’ /2 M dwt
S(z,2) = ,fllm_m T el e e exp (zz e )
t/ — 4 oo

x U(2", 251" ') e" ™" 2 exp (z'Ze‘i‘”t'> .
Utilisant ’équation (6.19), ou intégrant directement, nous en déduisons

S(z,2) = lim e /2y (ze™t" ze W " t)e /2 (9.25)
t o — o

t” oo

Comme dans le cas de V'intégrale sur les chemins dans 'espace réel, les configu-
rations dans 'intégrale de chemin holomorphe qui contribuent a la matrice S
sont, pour des temps grands, asymptotes aux solutions de ’équation du mou-
vement classique. Pour V'oscillateur harmonique Hy, cela signifie
1 iwt” =4 ——d
z(t )t“_r)v%oze , Z(¢ )tl_:ooze .

Une application quantique simple est ’évaluation des probabilités des transi-
tions entre états propres de Poscillateur harmonique induites par une pertur-
bation dépendante du temps qui s’annule aux temps +o0o0. Dans 'exemple de
’hamiltonien (6.34) oti nous supposons que b(t), 5(t) s’annulent & ¢t — +oo0,
Pexpression (9.25) conduit a

S(z,z) = exp [zz +1 /_+Oo dt (B(t) eiwt 5 4 5 g—iwt b(t))
- / - dtdr b(t)0(r — t)e” (T p(7)| . (9.26)
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Les coeflicients du développement de S(z, z) en puissances de z et z donnent
les éléments de matrice S,,, des transitions entre les états propres corres-
pondants de 'oscillateur harmonique, dues & une force dépendante du temps
couplée linéairement aux position et impulsion :

m mn

z

9.4 Matrice S dans la limite semi-classique

Nous montrons maintenant que la représentation de I'opérateur d’évolu-
tion par intégrale de chemin {équation (9.11)) conduit & une représentation
des éléments de la matrice S qui est particuliérement bien adaptée a 1’étude
de la limite semi-classique. Calculons les éléments de la matrice S entre deux
paquets d’onde :

(al Slin) = tim [ dgdg” (gl 00"/ ") | U ) )

t'"" — 400

x {q'| e ot /R |y (9.27)

Introduisant deux fonctions d’onde 91 (p) et 2(p), dans la base des impul-
sions, associées aux vecteurs |¢1) et |12}, nous pouvons définir :

wl(q,t)=<QIe‘iH°t/hlw1>=/( ])) 1 (p )exr)[ (p q—t—) /ﬁ]

(9.28)
et une expression similaire pour ;.
Nous avons montré que quand ¢ — oo l'intégrale est dominée par p =
mq/t (équations (9.3 & 9.5). Nous changeons alors de variables dans l'inté-
grale (9.27), posant

! "
/ t " 4 "

v =L p 9.29
q= p, q'=—p (9.29)

et obtenons

. ~ : "2 2
(Gl o) o lim [ dp'd" G (6" )i (P') exp [% (t"P— - t’p—)]

2m 2m
t'’—+4o00

x (t"p" /m|UE", ') |[t'p'/m). (9.30)

Dans cette équation, nous remplagons maintenant ’opérateur d’évolution par
son expression en terme d’intégrale de chemin (9.11). Nous trouvons

q(t”):t”p"/m

(W'D fm) U ¢) 1t fm) = / [dq(t)] exp(iA(g)/R).

(¢)=t'p’/m
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Nous en concluons que la matrice S est obtenue en calculant l'intégrale de
chemin avec des conditions aux limites de diffusion classique, c’est-a-dire en
sommant sur tous les chemins asymptotes a temps long au mouvement libre.
En particulier, si nous savons comment résoudre les équations du mouve-
ment classique avec de telles conditions aux limites, nous pouvons calculer
lopérateur d’évolution et donc la matrice S pour £ petit. Ceci conduit aux
approximations semi-classiques de la matrice S. Deux calculs dans cet esprit
sont présentés dans ce chapitre, un calcul semi-classique dans le cas unidi-
mensionnel et 'approximation eikonale. Notons, cependant, que Pexemple
unidimensionnel est, du point de vue de la diffusion, assez singulier en ce sens
qu’un obstacle ne peut pas étre contourné.

9.5 Approximation semi-classique :
une dimension

Nous considérons ’hamiltonien (m = 1)
H=1p*+V(z).

Nous supposons le potentiel V' analytique, décroissant suffisamment vite &
grande distance pour que la matrice S existe. Nous déduisons les éléments
de matrice S du calcul par intégrale de chemin de l'opérateur d’évolution.
Comme nous ’avons déja noté, dans la limite A — 0 l'intégrale de chemin
est dominée par les chemins classiques qui rendent I’action et donc I'intégrant
stationnaire. Nous cherchons donc d’abord les trajectoires classiques.

9.5.1 Diffusion vers 'avant

Nous considérons une situation dans laquelle la diffusion classique vers
I’avant est possible. Ceci implique que ’énergie du processus de diffusion est
plus grande que la valeur maximale du potentiel. Nous résolvons alors ’équa-
tion du mouvement classique. Aprés une intégration, nous trouvons

13%(r) + V(z) = Lx?

avec les conditions aux limites

Cette équation s’intégre en

B dy
= i/ Ve 2V ()

Nous posons X = 2’/ — 2/, T = 7"/ — 7'. Nous avons remarqué dans le calcul
perturbatif que les chemins pertinents sont ceux qui satisfont aux conditions
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aux limites de la diffusion classique. Une analyse non perturbative le confirme.
Ceci signifie ici que X/T = k reste fini quand 7 — —o00, 7" — 0. Dans ce
régime, la condition

(9.31)

- /z” _dz
o /K2 =2V (x)

I k
H:k+-/ dr | ————-1]+0(T7?).
T —00 ( k2 — 2V(.’L‘) > ( )
L’action de la trajectoire est alors
= Vi(z)dae _
A= %KQT—Q/V(:E)dT = %HQT—2/ ——t+ 0 (T
o VK2 —2V(x)
400
= LK'T +/ dz (\/k2 —2V(x) - k) +0(T™1).

oo

entraine

Nous transformons maintenant de Fourier par rapport 4 2’ et 2”. Comme le
résultat ne dépend que de z” — z’, nous obtenons un facteur §(k” — k') qui
exprime la conservation de I’énergie. En effet, dans ces conditions cinématiques
particuliéres, la conservation de I’énergie k"2 = k' entraine la conservation de
Pimpulsion. Dans la limite & — 0, intégrale restante sur X peut étre estimée
par la méthode du col. A Pordre dominant pour T — oo, nous n’avons besoin
de prendre en compte que les termes d’ordre T dans 'équation du col. Nous
trouvons
X=KT = K=k.

Nous observons que les termes proportionnels & T compensent les facteurs
provenant du mouvement libre dans expression (9.7) de la matrice S. Nous
en déduisons I'expression semi-classique

InS, (k) = ,—’i / ™ e (\/k2 oV (a) - k) . (9.32)

—0o0

Le résultat est une pure phase, |S. (k)| = 1, S4 (k) = e?*+ (k). La diffusion
n’entraine qu'un déphasage dans cette limite semi-classique, puisqu’il n’y a
pas de réflexion.

9.5.2 Diffusion vers ’arriére

Nous supposons maintenant au contraire que I’énergie est plus petite que
la valeur maximale du potentiel de sorte que, classiquement, il y a réflexion
totale. Nous supposons aussi que la particule diffusée vient de —oo. Alors, un
calcul similaire au cas précédent nous donne 'action de la trajectoire classique

A= % (2 +2" — 2m0)° +2/ " dz (\/kZ -2V (x) — k) +0(T™),

— o0
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oil zg est le point de réflexion défini par k* = 2V (zp), et k = (229 —2' —2")/T.

Puisque le résultat ne dépend que de la combinaison z’ 4+ z”, nous trou-
vons aprés transformation de Fourier un facteur 6(k” + k') qui exprime la
conservation de 'énergie. L’intégrale restante sur X = =’ + z”, calculée par
la méthode du col, donne

200 — X =kK'T, kK =k,
et done

2i fre

=7 N

27,k$0
h

In S_(k) dz ( K2 — 2V (z) — k) +
Ici encore, puisqu’il y a classiquement réflexion totale, S_(k) est une pure
phase.

9.5.3 La région interdite

Il semblerait que seules les situations de diffusion classiquement permises
soient accessibles au calcul semi-classique par cette méthode, alors que nous
savons qu’il existe une diffusion & travers une barriére de potentiel par effet
tunnel quantique. Toutefois, nous observons que nous obtenons des résultats
non triviaux si nous prolongeons analytiquement les expressions obtenues dans
la région interdite. L’ambiguité de signe dans le prolongement analytique est
fixée par la condition que |S1| < 1.

Prenons le cas de la diffusion vers Vavant. Si k?/2 est inférieur a la valeur
maximale de V, iIn S, aura une partie réelle correspondant & une trajectoire
réelle et une partie imaginaire correspondant 4 la trajectoire dans la région
classiquement interdite. Supposons, par exemple, que [z_, 2] soit I'intervalle
dans lequel V(z) > k%/2. Alors I'expression (9.32) devient

lnS+(k):%/dec( k2—2V(w)—k)+%/:oodx( k2—2V(x)—k)

—o0

. B ot
_ ﬁc_(f’:*h—m“_) _ %/ dz\/2V (z) — k2.

Nous pouvons alors nous demander si ce résultat formel est raisonnable. Nous
notons que 'amplitude obtenue est tout & fait analogue & ce que nous aurions
obtenu par un calcul BKW de la fonction d’onde. De plus, la forme de I’effet
tunnel est cohérente avec les résultats obtenus au chapitre 8. Par ailleurs,
le résultat est physiquement raisonnable puisque nous retrouvons un effet
d’onde évanescente comme attendu. Enfin, on peut se demander comment un
résultat non nul est compatible avec 'unitarité de la matrice S puisque S_ est
de module unité. Mais nous remarquons que S, se comporte comme e~%0nst-/%
et donne donc une contribution & la relation d'unitarité invisible & tous les
ordres du développement en puissances de 7.
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Effet tunnel et propagation en temps imaginaire. Revenant aux équations
du mouvement classique, nous observons que la traversée de barriére corres-
pond & un temps imaginaire dans 'intégrale (9.31). De plus, la partie imagi-
naire de l'action, qui décrit P’effet tunnel lui-méme, c’est-a-dire la probabilité
de traversée de barriére, est entiérement déterminée par la propagation en
temps imaginaire. Nous trouvons donc une nouvelle application de I'intégrale
de chemin en temps imaginaire, que nous avons introduite pour d’autres rai-
sons : elle permet de traiter les problémes d’effet tunnel. En particulier, elle
peut étre utilisée pour calculer le temps de vie d’états métastables qui se
désintégrent, par effet tunnel comme nous ’avons montré au chapitre 8.

9.6 Approximation eikonale

De la représentation de la matrice S par intégrale de chemin, il est facile de
déduire une approximation pour 'amplitude de diffusion bien connue, valable
& haute énergie et petit transfert d’impulsion : Papproximation eikonale. Du
point de vue de l'intégrale de chemin, cela correspond & une situation ot le
terme cinétique est grand par rapport au terme de potentiel, une situation
assez semblable 4 celle envisagée en section 3.2.1.

9.6.1 Approximation eikonale

En ’absence de potentiel, 'opérateur d’évolution est donné par une inté-
grale de chemin gaussienne que nous pouvons calculer comme d’habitude en
résolvant d’abord ’équation du mouvement classique. La solution qui satis-
fait aux conditions aux limites de la représentation (9.11) et qui correspond

4 ’hamiltonien libre )

ngp—, avec p € R?
2m

est
t—t

- )
Translatant les variables d’intégration q(t) par la solution classique (9.33),
nous nous ramenons alors a une intégrale de normalisation que nous pouvons
déterminer en la comparant au résultat exact (A= 1)

m /2 1 2
<ql/| U(t,lat/) |q/> — (———_tl)> exp lllg‘@—i%rz—} . (934)

qt)=d +(qd" - q) (9.33)

(" (t"
L’approximation eikonale correspond au régime d’impulsion
P=p-k/2, p'=p+k/2, p’-ooo, P'>K.

Dans ces conditions, la partie cinétique de I’action domine le potentiel. Nous
calculons alors 'intégrale de chemin comme dans le cas libre, développant les
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chemins autour des trajectoires classiques (des lignes droites) du mouvement
libre (9.33). Le calcul de 'opérateur d’évolution 4 'ordre dominant est simple.
Posant 4" — ¢’ = s, (@” + q')/2 = x, nous obtenons

P+k/2IUE" ') |p—k/2) ~ /dsdm exp[—i (p-s+k-x)+ iA(s, x)],

(9.35)
ol l'action classique est maintenant
im 82 Y s t—t
A(S,X)Z"é*{l,—_—tl-vl/; dtV(X——-z“I'tl—I:?S). (936)

La normalisation dans I'équation (9.35) est déterminée par comparaison au
résultat (9.34) du mouvement libre.

Prenant la limite des grands temps et négligeant la contribution du po-
tentiel, nous trouvons que lintégrale sur s est dominée par le col

s=({t"—t)p/m. (9.37)

Aprés la substitution (9.37) et les changements de variables t— (¢ +t")/2 — t,
et donc |¢| < (#” — t'})/2, 'argument du potentiel devient x + tp/m. Nous
supposons que le potentiel décroit assez vite pour que I'intégrale dans {9.36)
ait une limite 4 grand temps t” — ¢ — oo. La contribution du potentiel a
I’action prend alors la forme

+o0
Az'/ dtV(x +tp/m).
— 00

Une fois cette limite prise, nous pouvons faire une translation arbitraire sur
la variable d’intégration ¢. Nous pouvons donc translater le vecteur x, dans
I’argument du potentiel V', par un vecteur arbitraire proportionnel & p. Nous
choisissons ce vecteur de telle sorte que V ne dépende que de la composante
b de x orthogonale & p :

b=x-p(x-p/p*). (9.38)

L’intégrale sur la composante de x le long de p peut alors étre effectuée et
implique p - k = 0. Dans les conditions de ’approximation eikonale, cette
équation exprime la conservation de I’énergie.

Nous obtenons alors

(p+k/2/UR"t')|p—k/2) ~d(p- k)N (p) / dé-1p e~k

X exp [—i / v (%t + b)] (9.39)

—00
avec

N(p) ~ exp [z’(t” - t’)p—;J . (9.40)
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L’équation (9.39) donne, aprés transformation de Fourier, les éléments de
matrice de 'opérateur de diffusion T dans la base des impulsions (défini par
I’équation (9.9)) :

dd—lb i
(p+k/2|T|p—k/2) ~ - eikb

ool [ Ta (B0 ) o

Cette expression peut étre réécrite en introduisant la transformée de Fourier
du potentiel

Vig) = /dds el Y (s).

On en déduit

+o0 N +oo )
/ dtV( +b> / dis V(s) f dt e(pt/m+b)s

L’intégrale sur le temps peut maintenant étre effectuée et réduit l'intégrale
sur s & une intégrale sur les composantes de s orthogonales & p :

+o0
/ dtV(p—t )_2 —/ddsé ) eV (s).
— oo m

Cette expression fait apparaitre la transformée de Fourier de V mais dans
I’espace aux d — 1 dimensions orthogonales & p.

Notons finalement que si nous développons ce résultat au premier ordre
en V nous trouvons

(p+k/2|T|p—k/2) = V(k),

c’est-a-dire le terme de Born exact (cf. section 9.2).

9.6.2 Application au potentiel de Coulomb

Appliquons I'approximation eTkonale & I’évaluation de 'amplitude de dif-
fusion pour un potentiel en 1/¢ du type potentiel de Coulomb. Dans ce cas,
Pintégrale sur le potentiel n’a pas de limite & temps infini parce que le po-
tentiel décroit trop lentement. Il est nécessaire d’intégrer sur un intervalle de
temps fini. Nous paramétrons le potentiel sous la forme

(9.42)

Alors ( 12
t
/ AtV (p—t + x) ~ 2%— In((¢" — #')p/mb). (9.43)
(

t'—f/”)/2 m
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L’apparition de cette phase infinie a le sens suivant : comme le potentiel
de Coulomb décroit trop lentement & grand distance, la trajectoire classique
tend trop lentement vers un mouvement libre qui, avec notre définition de la
matrice S, a été pris comme mouvement de référence. Dans un potentiel de
Coulomb, seules les sections efficaces sont bien définies, et non les amplitudes.

Factorisant la phase infinie, nous pouvons achever le calcul de I'amplitude
de diffusion. Intégrant sur le vecteur b, nous obtenons

ard=1)/2 am
r[id-1)-9] (k2 [0+(1-d)/2]
0 = —iam/p. (9.45)

A trois dimensions, I'expression (9.44) coincide avec le résultat exact. Elle
contient aussi, pour a < 0, les énergies F,, des états liés du potentiel de
Coulomb, qui sont données par les poles de 'amplitude de diffusion :

2 20°m

d—1 P
=" = o — = e A
b 2 tn =E 2m (d—142n)? (946)

On reconnait le résultat exact.

Enfin, 'approximation eikonale a une généralisation relativiste qui de nou-
veau donne des expressions remarquablement intéressantes (mais non exactes)
pour ’énergie des états en électrodynamique quantique. Elle est obtenue dans
ce cas par une sommation approximative des diagrammes de Feynman en
échelles et échelles croisées.

9.7 Théorie des perturbations et opérateurs

Pour illustrer les différences avec la formulation d’intégrale de chemin,
nous rappelons ici la base de la théorie des perturbations dans le formalisme
des opérateurs en mécanique quantique.

Le calcul de la matrice S peut se déduire, par exemple, du développement
de l'opérateur (cf. 'équation (9.6))

O(t) = etHot g=tHE (9.47)
ou Hy est I’hamiltonien non perturbé et
V=H- HO

la perturbation.
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L’opérateur Q(t) satisfait ’équation
Qt) = —Vi(H)Q¢) (9.48)
avec la condition aux limites
Q0)=1.
L’opérateur Vi(t) est la perturbation en représentation d’interaction :
Vi(t) = etflol 7 e tHot (9.49)

Il est facile de vérifier que la solution de I’équation (9.48) peut étre formelle-
ment développée sous la forme

o0

Q) = Z(—i)"/dtl dts ... dbai(tn)Viltnot) - Vit )VA(EL),  (9.50)

n=0
le domaine d’intégration dans le membre de droite étant
0<t; <te ... <t &t

Si nous introduisons maintenant le produit chronologique défini en section 4.6,
le produit des facteurs qui apparait dans le membre de droite devient un pro-
duit symétrique dans les arguments de temps. Nous pouvons alors symétriser
le domaine d’intégration & condition de diviser par un facteur de comptage n! :

Q) =>_ % [)QN dty dty ... de, T[Vi(t)Vi(te) ... Vi(t)].  (9.51)
n=0 . 1<i<n

Cette expression peut étre formellement réécrite

Qt)="T [exp (—i /Ot d’ I/}(t'))] . (9.52)

Nous pouvons en particulier appliquer ces résultats & un hamiltonien H per-
turbé par un terme linéaire en ¢. Nous pouvons en paralléle écrire une in-
tégrale de chemin correspondant & la fonction de partition. Comparant le
développement de l'intégrale de chemin en puissances de la perturbation avec
Pexpression (9.51), nous retrouvons la relation entre fonctions de corrélation
et T-produits établie en section 4.6 (équation (4.34)).

Exercices

FExercice 9.1.

Calcul de la matrice S : le potentiel 6(x). Sommer le développement pertur-
batif de la matrice S dans le cas du potentiel

V(z) = Aé(x),

ol la constante A paramétre le potentiel.
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Solution. Ce potentiel a une représentation de Fourier
d(x) = L /dp er®
27 ’

ce qui montre que V est une constante. L’expression (9.17) se simplifie alors
beaucoup. En fait, dans ce cas la représentation de Fourier n’est guére utile;
l'intégrale sur k; redonne le potentiel initial et implique z(r;) = 0. Nous
utilisons maintenant 'expression (9.2b) (pour & =m = d = 1) et trouvons

g

(.’E”[ U(Z)(t//’t/) I$/> — (_i/\)ﬁ/ Hde eix"2/2(t”—rg) eiz’2/2(r1-—t’)
t .

7

£+1 1
< || ———,
jl;Il V2 (T — Tj-1)

ou les temps 7, sont ordonnés et 19 = ¢/, 741 = t'. Nous transformons de
Fourier

t//
<p//l U® (t”, t/) ’pl> - (—Z)\)é/ H de e—ip”2(t”—n)/2 eip'2(t'—‘r1)/2
t ,
£
1
X —_—
1.1212 V2iw(ry — T521)

Cela donne Ia contribution

’" S(E) / dT ezp 2ry/2—ip’?r /2
wISTR) = H H | =

a la matrice S. Nous changeons alors de variables :
Tiv1 =T; +u;, u; =0.
L’intégrale résiduelle sur 7, donne la fonction é de conservation de 1’énergie :
E() =p"?/2=E@") =p""/2.
Les intégrales sur les u; ont toutes la forme

du eip"zu/2 _ 1

0 V2iTu V2E

Donc

@"| S |p') = 2x8(E(p") — EW')) (—iA)* (2B) "¢ D/2.
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Les contributions perturbatives forment une série géométrique qu’il est facile
de sommer :

(p"| S 1p') = 2mé(p’ —p") - 2 S(E®") — E(p)).

i
W——
1+i)\/V2E
A une dimension, la conservation de I’énergie implique p” = +p’. En effet,
1
(SE,/—EI: 6!/_l+511+l,
(E(") - E()) Jop B = #) + 80" +4)]

les deux cas correspondant & la transmission et 4 la réflexion. Appelant Sy
les éléments de matrice S correspondants, nous trouvons

. AWV2E . MVZE
SelB) =t e W= T VeE

La conservation des probabilités est bien vérifiée puisque
IS4l2+1S_2 =1

FExercice 9.2.

Limite semi-classique. Utiliser I'expression (9.30) pour obtenir une approxi-
mation semi-classique pour la matrice S du potentiel a une dimension V' (¢) =
A/ cosh? . Comparer avec les résultats exacts (qui peuvent étre trouvés par
exemple dans Newton [21]) pour les éléments de la matrice S, Sy et S_ qui
correspondent & la diffusion et la réflexion, & I'énergie E = k2/2 :

_Td+al(a+1-d) g _ sinmd D(d+ o)l (e + 1 —d)

S T1+a)(a) T sinma {1+ a)D(a)

avec

d=1(1-v1-28)) a=—ik, k>0.



Chapitre 10

Intégrales de chemin
dans ’espace des phases

Dans ce chapitre, nous allons étendre la construction de I'intégrale
de chemin du chapitre 2 a4 des hamiltoniens qui sont des fonctions
générales H(p, q) des variables d’espace de phase p, g. Nous obtiendrons une
intégrale de chemin dans laquelle I'action prend sa forme hamiltonienne et I'in-
tégration porte sur des trajectoires {p(t), ¢(t)} dans I’espace de phase. Notons
que ce formalisme a de nombreuses similitudes avec le formalisme holomorphe
du chapitre 6.

Nous examinerons de fagon détaillée 'exemple important des hamiltoniens
quadratiques dans les variables d’impulsion. Nous vérifierons d’abord que dans
les cas plus simples examinés dans les chapitres 2 et 5, I'intégration explicite
sur les moments conjugués p(t) redonne 'intégrale de chemin usuelle.

Des hamiltoniens plus généraux se rencontrent dans la quantification du
mouvement sur des variétés riemanniennes. Nous illustrerons cette analyse par
la quantification du mouvement libre sur la sphére (ou hypersphére) Sy_;.

Mais avant cela, quelques rappels de mécanique analytique classique sont
utiles.

10.1 Quelques rappels de mécanique analytique
classique

Dans toute cette section le temps est réel. Nous nous plagons dans un cadre
ou les équations du mouvement classique peuvent se déduire d’un principe
d’action. L’action est l'intégrale d’un lagrangien :

Afg) = / dt L(g, 4;1), (10.1)
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ol les variables ¢;(t) caractérisent, par exemple, la position d’une particule
au temps ¢. Les équations du mouvement classique montrent que l'action est
stationnaire par rapport aux variations de la trajectoire q(¢) :

dA 0 d oL oL

e " T Wag  oa (102)

10.1.1 Symétries. Lois de conservation

Aux symétries continues de action correspondent des quantités conser-
vées dans le mouvement classique. La stratégie générale pour obtenir ces lois
de conservation est de faire des transformations du groupe de symétrie qui
dépendent du temps et d’exprimer la stationnarité de action.

Supposons, par exemple, que le lagrangien ait une symétrie de rotation,
C’est-a-dire soit invariant par toute transformation

qi(t) — Z Rijq;(t),

oll R est une matrice orthogonale RT R = 1, de déterminant 1 (un élément du
groupe SO(N) pour les rotations de I’espace & N dimensions) :

L(q,4;t) = L(Rq, Rq;t).

On exprime alors que si ¢;(t) est une solution classique, 1’action est station-
naire par rapport a toute variation de g;(¢) et donc, en particulier, par rapport
& une variation qui a la forme d’une rotation infinitésimale dépendante du
temps

Rij(t) = bi5 + 7 (2)-
Puisque la matrice R;; est orthogonale, 7;; est antisymétrique : 75, = —73;.
Les variations correspondantes de la trajectoire sont

Sq:(t) =D (g (t) = 06:(t) =3 [r()g; (1) + 7 ()gs(1)] . (10.3)
J J
Si 7 est indépendant du temps, la variation de I’action s’annule & cause de la
symétrie. La variation de l’action au premier ordre en 7 ne provient donc que
de la dérivée de 7, c’est-a-dire de ¢ :

s4@) = [ dtizj*w(t)%“)%ft)'

Annuler la variation de ’action, c’est écrire que la dérivée du coeflicient de
7 s’annule, et donc que le coefficient de 7 est constant. Comme la matrice 7
est antisymétrique, seule la partie antisymétrique de son coefficient en ij doit
s’annuler. Nous définissons

oL oL
L = qic‘)—qj - Qjéa' (10.4)
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Alors
Lij =0.

A la symétrie par rotation sont associées des constantes du mouvement L;;
en correspondance biunivoque avec les générateurs du groupe des rotations.

En dimension 3, la représentation antisymétrique du groupe SO(3) est
isomorphe & la représentation vectorielle. Les constantes du mouvement cor-
respondent au vecteur moment cinétique

1
Li=35 E €k Lijk,
ik

ou €55 est le symbole complétement antisymétrique avec €123 = 1, ou en
notation vectorielle :
oLC
L=qx —.
q aq

10.1.2 Invariance par translation dans le temps.
Formalisme hamiltonien

Un autre exemple (un peu singulier) est fourni par les lagrangiens ne dé-
pendant pas explicitement du temps. Si ¢.(¢) est une trajectoire classique, cal-
culons I'action correspondant & g.(t+€(t)), ¢’est-a-dire résultant d’un change-
ment de paramétrisation du temps. Si nous développons alors pour €(t) petit,
le premier ordre en € s’annule & cause des équations du mouvement. Notons
d’abord

dige(t + €(t)) = (1 + €)4c(t + €(2)).
Faisons ensuite dans ’action le changement de variable
t'=t+e(t) = dt' =(1+é)dt.

Aprés ce changement, les variations de I'action viennent de la dérivée, de la
mesure et de la dépendance explicite de £ dans la variable de temps :

6A=/dt [é(qg—?—ﬁ)—e%}-

Nous intégrons alors par parties et annulons le coefficient de €(t) :

/oL .\ __9L
at \ 755 T
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Nous en déduisons que si un systéme est invariant par translation dans le
temps, ce qui implique que 8L£/0¢ s’annule, la quantité
oL
H=¢—-L
est une constante du mouvement, dans laquelle on reconnait I’énergie.
Plus généralement, il est utile d’introduire cette quantité H et de I'expri-
mer en fonction de

oL
t) = — 10.5
n(t) = 5 (10.5)
appelé moment conjugué 4 ¢. On obtient ainsi ’hamiltonien
H(p,g;t) = p(t)q(t) — L{4,q; 1), (10.6)

qui, comme conséquence de Péquation (10.5), est la transformée de Legendre
du lagrangien. L’équation (10.5) exprime que le membre de droite de 1'équa-
tion (10.6) est stationnaire par rapport a ¢, & p, ¢ fixés. La transformation de
Legendre est involutive : £ et ¢ jouent un role symétrique & H et p. En effet,
en variant ’équation par rapport & p (3 ¢ fixé), ¢ étant considéré comme une
fonction de p par (10.5), on trouve

_0H

q(t) = S

ce qui est la premiére équation du mouvement dans le formalisme hamiltonien.
Par ailleurs, & cause de ces conditions de stationnarité, la dérivée de H + L par
rapport & n’importe quelle variable qui ne participe pas a la transformation
de Legendre s’annule. En particulier,

oH 0L _

B + B 0.

Combinant cette équation avec ’équation du mouvement (10.2), on obtient la
deuxiéme équation du mouvement dans le formalisme hamiltonien. On trouve

done oH SH
g(t) = B p(t) = ~ (10.7)

des équations que ’on peut appeler aussi équations du mouvement dans 'es-
pace de phase (p, q). Ces équations s’obtiennent aussi & partir d’un principe
d’action, en exprimant que P’action

Alp,q) = /dt [p(t)g(t) — H(p(t), q(t); )] (10.8)

est stationnaire A la fois par rapport aux variations de p(t) et de ¢(t).
Sous cette forme, la conservation de I'énergie quand H ne dépend pas
explicitement du temps est immédiate.
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Par ailleurs le terme
[ atwttrite) = $ (10.9)

ne dépend que de la trajectoire dans ’espace de phase mais pas de la vitesse sur
la trajectoire. En fait, il est égal & ’aire comprise entre la trajectoire et Paxe
p = 0 (a plusieurs variables & la somme des aires). On peut antisymétriser
en p et ¢. Dans la terminologie mathématique, il est 'intégrale d’une 2-forme,
la forme symplectique w =}, dp; Adg;. Ce point de vue est particuliérement
utile quand l'espace de phase a une topologie non triviale (comme dans la
quantification du spin).

Les quantités conservées (10.4) associées & une symétrie de rotation (dans
I'espace & N dimensions le groupe SO(N)) prennent alors la forme

Li; = qip; — pigj- (10.10)

10.1.3 Transformations canoniques

Les transformations canoniques sont les transformations de Pespace de
phase {g;,p:} — {Q:, P;} qui laissent la forme symplectique invariante. Elles
ont une structure de groupe. Un ensemble de transformations triviales corres-
pond & ajouter & p; un gradient 9;F(q). Cette transformation est induite par
Iajout aun lagrangien d'un terme de dérivée totale par rapport au temps. 1l
est facile ensuite de caractériser les transformations infinitésimales qui n’ont
pas cette forme. On trouve

Qi=‘h‘+5§7¥ﬂ Pizpi—EM, (10.11)
Di 0q;
ot T(p,q) est arbitraire. On reconnait les équations du mouvement si T" est
Ihamiltonien. Donc ’ensemble des transformations canoniques est associé a
I’ensemble des hamiltoniens : Papplication qui associe la position dans I’espace
de phase au temps t & la position au temps initial est une transformation
canonique.

On en déduit la forme intégrée de ces transformations. On se donne une

fonction génératrice S(g, Q) ('action classique de la trajectoire qui relie g &

Q) et on pose 95 )
S
pi= 5 P; 50, (10.12)
On vérifie directement 'invariance de la forme en faisant le changement en
deux étapes {g;,p;} — {q, @} puis {g;, @:} — {Q:, P;}. Par la méme mé-
thode on vérifie que ce changement laisse aussi invariante la mesure de Liou-
ville [T, dg;dp;. Ceci justifie en particulier la cohérence du choix de la mesure

thermique
dpdg e PH .9

en mécanique statistique classique.
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10.1.4 Crochets de Poisson

Il est commode d’introduire les crochets de Poisson, limite semi-classique
des commutateurs de la mécanique quantique

8AOB 8B A
{A(p,q), B(p,9)} = Z e 9.~ 9o B (10.13)

Plus précisément, si A(p, ), B(#, §) sont deux opérateurs hermitiens

{A(p.0), B, )} = m —[A(p,d), B(5,d)

p—p,d —q

Avec cette définition, {g;,p;} = d;; et une transformation canonique infinité-
simale (10.11) agissant sur toute fonction de A de p, g s’écrivent

A(P,Q) = A(p,q) +€{A, T} (10.14)

Comme les transformations canoniques forment un groupe, les crochets de
Poisson induisent une structure d’algébre de Lie. Cela signifie qu’ils satisfont
a la propriété cyclique

{4,{B,C}} +{B,{C, A} + {C, {4, B}} =0. (10.15)
En particulier, la dérivée par rapport au temps de toute fonction de p, ¢ devient
diF(p,q) = {F, H}- (10.16)

On en déduit I'invariance canonique des crochets de Poisson {g;(t),p;(¢t)}.
Par ailleurs les quantités conservées forment une algébre de Lie. En effet
on vérifie que si A(p, q) et B(p, ¢) sont deux constantes du mouvement

{A,H}={B,H}=0, = {{A,B},H} =0,

et donc { A, B} lest aussi. En particulier, I’algébre de Lie correspondant a une
symeétrie continue de l'action est représentée en termes de crochets de Poisson.
Par exemple, L2, le carré du moment cinétique (10.10),

L?=}> L =p’q® - (p-q)? (10.17)
ij

commute, au sens des crochets de Poisson avec tous les générateurs L;; et
correspond au Casimir du groupe.

10.2 Intégrale de chemin dans ’espace de phase

Si nous connaissons ’hamiltonien quantique explicitement et s’il contient
au plus des termes quadratiques en p, nous pouvons généraliser la stratégie de
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la section 2.2 et calculer 'opérateur statistique quantique, pour des intervalles
de temps infinitésimaux, en résolvant ’équation de Schrédinger. Toutefois,
le probléme a souvent une formulation différente : nous ne connaissons que
I’hamiltonien classique et nous voulons le quantifier. Bien entendu la solution
de ce probléme n’est pas unique puisque I’hamiltonien quantique dépend de
lordre des opérateurs. Dans les exemples pratiques, la situation est un peu
moins mauvaise car on cherche un hamiltonien quantique qui respecte les
symétries de I'hamiltonien classique.

10.2.1 Intégrale de chemin

Nous considérons donc un hamiltonien quantique local général obtenu par
une régle de quantification & ce point non spécifiée & partir d'un hamilto-
nien classique H(p, ¢,t). Par une suite d’arguments heuristiques un peu naifs,
nous allons construire une représentation sous forme d’intégrale de chemin de

I'opérateur statistique quantique solution de

h%—(t](t,t’) — CHOUY),  UE.)=1.

Nous partons de nouveau de 'expression (2.6) en termes d’éléments de matrice
dans la base ou Popérateur position ¢ est diagonal :

n—1 n
@10 Ol = [T da T] @0t lan (019
k=1

k=1

avec les conventions

1

tr =t + ke, t" =t + ne,
9 =4, an =4

Dans la limite n — oo, £ — 0, nous ramenons ainsi le calcul des éléments de
matrice de l'opérateur U(t", ') 4 'évaluation des éléments de matrice {g|U (¢t +
&,t)|¢’) dans la limite des intervalles de temps infinitésimaux. Au premier ordre
en g, nous pouvons exprimer l'opérateur U(t, ¢ — £) en terme du hamiltonien :

Ult,t — ) = exp [fsfl(ﬁ, gt — e/2)/h] +0(2), (10.19)

ou H est un hamiltonien quantique qui a H comme limite classique.

Nous exprimons alors cette équation en termes d’éléments de matrice dans
la base oli 'opérateur de position est diagonal. Puisque ’hamiltonien H est
local, Popérateur du membre de droite de I’équation (10.19) n’a pour € — 0
d’éléments de matrice notables que pour [¢g—¢’| < 1. Il est alors raisonnable de
remplacer ¢ par une valeur moyenne § qui tend vers la valeur ¢ dans la limite
g = ¢'. Dans cette approximation, H ne reste fonction que du seul opérateur p
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et le probléme de Pordre des opérateurs disparait. Les éléments de matrice de
Vopérateur U(t,¢ — €) sont obtenus par transformation de Fourier :

{g| U(t, t —¢) |q /—— xp{ [zp(q q)—aH(p,q, 6/2)}}

(10.20)

Si Phamiltonien quantique est hermitien, et si l'on néglige sa dépendance

dans le temps, alors U est également hermitien. Cette derniére condition n’est

satisfaite dans l'estimation (10.20) que si § est une fonction symétrique de g, ¢'.

Le probléme de quantification se réduit maintenant au probléme suivant :

la connaissance du seul hamiltonien classique H ne détermine pas la valeur

de § pour ¢’ # ¢, mais ne donne que H(p,§ = ¢) & ki = 0. Un choix de
quantification est donc nécessaire. Notons que les équations

7(¢,9) =a q(a,9") =a(d,q)
ont pour conséquence
7(g,q") = 3(a+d)+0(a—d)?). (10.21)

La prescription dite de Wigner, qui a la propriété minimale d’associer a un
hamiltonien classique réel un hamiltonien quantique hermitien correspond a
prendre H = H et § = % (¢+¢).

Ce n’est que dans le cas particulier des hamiltoniens de la forme p? + V(q)
que le résultat final est indépendant de ce choix de quantification, comme nous
I’avons vu en section 2.2. En théorie quantique des champs, la situation est
en un sens plus favorable, puisque pour des hamiltoniens locaux les commu-
tateurs des opérateurs conjugués sont divergents et doivent étre éliminés par
renormalisation. La régularisation dimensionnelle est particuliérement utile
dans ce contexte.

L’équation (10.18) prend alors la forme

(@U@ ¢)|d) = lim / Hd’;’;‘f’* Gn — ¢")exp|=Se(p,q) /B, (10.22)

ot S (p, q) est donné par
Z —ipi(qk — qr—1) + €H Pk, @(qk> Go-1), 3k + te—1))] . (10.23)
k=1

Introduisant une trajectoire dans 'espace de phase {p(t), ¢{t)} qui interpole
entre les temps discrets :

p(te) = ok,  q(tx) = &,
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nous pouvons prendre la limite formelle du temps continu ¢ — 0, n — oo.
Dans cette limite §(gx, gk—1) = qx = q(¢x). Nous obtenons alors l'intégrale de
chemin dans I’espace de phase

q(t"):q”

@) U@y = / dp(O)dg®) exp[-Sp,a)/H]  (10.24)

q(t')=q'

qui s’exprime en terme de 'action classique en temps euclidien ou imaginaire,
écrite dans le formalisme hamiltonien,

Spa)= [ dt (i) + Hphaw.0)]. (1023

Notons que dans cette limite formelle, toute trace du choix de quantification
a disparu.

10.2.2 Discussion

L’expression {10.24) est trés esthétique puisqu’elle ne fait intervenir que
laction classique et la mesure invariante de Liouville sur I'espace de phase.
Elle est en particulier formellement invariante par les transformations cano-
niques (10.12) définies en section 10.1.

Remarquons que bien que nous ayons calculé 'opérateur euclidien la me-
sure n’est pas réelle. La partie imaginaire provient de la forme symplectique
dont nous avons vu qu’elle ne dépend que de la trajectoire et non de la fagon
dont elle est parcourue. Cette contribution est donc la méme que le temps
soit réel ou imaginaire.

Remarquons aussi que si 'espace de phase est compact (cas de la quanti-
fication des variables de spin), I'intégrale de la forme symplectique est définie
modulo 'aire totale, et ceci implique des propriétés de quantification : I'aire
totale doit étre un multiple de 277 pour que l'intégrale de chemin soit bien
définie.

L’espace d’intégration. Quand on essaie de préciser ’'espace des trajectoires
qui contribuent & l'intégrale de chemin (10.24), on rencontre une premiére dif-
ficulté. Le terme qui connecte les différents temps dans Pexpression (10.23) est
maintenant ¢pr(qr —qr—1). Il engendre des oscillations dans 'intégrale (10.22)
qui supprime les trajectoires qui ne sont pas assez réguliéres. L’échelle typique
de la différence (g —qx_1) pour des trajectoires qui contribuent est donnée par
les valeurs typiques de pi. Par exemple si, comme dans la section 2.2 ’hamil-
tonien est quadratique en p, les valeurs typiques de py dans U'intégrale (10.22)
sont d’ordre 1/4/z et on trouve que (gr — gk—1) est d’ordre /¢, un résultat
cohérent avec l'analyse de la section 2.2. De méme, si nous réécrivons l'ex-
pression (10.23) pour transformer le terme ipx(qr — gr—1) en ige(Pkx — Pr—1)
(« intégration par parties »), nous trouvons les conditions de régularité im-
posées & la fonction p(t). Elles se déduisent des valeurs typiques de ¢ dans



272 Intégrale de chemin en mécanique quantique

Pintégrale (10.22). Considérant de nouveau 'exemple d’un hamiltonien de la
forme p? + V(g), nous voyons que si par exemple V (q) croit comme ¢?~ pour
lg| — oo, les valeurs typiques de gx sont telles que ¢¢* est d’ordre 1, et donc
la différence (py — px—1) doit étre d’ordre '/2V. Pour un hamiltonien général
la discussion devient évidemment assez compliquée.

Remarque. L’invariance canonique apparente ne peut étre réelle que pour
une classe trés restreinte de transformations. En effet, on peut montrer que
dans le cas unidimensionnel, un hamiltonien H & un seul degré de liberté peut
toujours étre ramené par une transformation canonique 4 un hamiltonien libre

. 1
pg— H— PQ — — P2
2m

On pourrait en conclure alors un peu naivement que 'approximation semi-
classique est exacte. Il est facile de produire des exemples contraires. La forme
discréte (10.23) montre Porigine de la difficulté. Une variable py est associée
a une paire (qgx, gx—1), et la forme discréte n’est pas invariante.

L’intégrale de chemin dans ’espace de phase est donc plus difficile & ma-
nipuler que 'intégrale dans 'espace des positions, définie précédemment, et
a trouvé peu d’applications pratiques jusqu’a présent. Pour chaque exemple
non standard il est nécessaire de retourner a la forme discréte (10.22) et de
faire une analyse séparée.

De nouveau, 'extension a un nombre quelconque de degrés de liberté est
immédiate. Exprimée en termes de Paction classique et de la mesure de Liou-
ville, 'intégrale de chemin donnant opérateur statistique a la méme forme
que dans ’équation (10.24).

10.2.3 Evolution quantique

Dans le cas de l’évolution quantique, ce qui correspond a l'opéra-
teur e~ /" quand P’hamiltonien est indépendant du temps, la représenta-
tion (10.24) est remplacée par

@O 1) = [ apodlen (3A6.9) . (10.26)

L’action euclidienne S dans Vintégrale de chemin est remplacée par A(p, q),
laction classique (10.8) du formalisme hamiltonien :

’

Am@:[ p(d(t) — H(p.q,t))dt. (10.27)

Méme dans cette situation générale I'évolution quantique est obtenue en som-
mant sur tous les chemins pondérés par le poids complexe e*A/%, (Pest pour-
quoi les chemins proches des extrema de ’action, qui sont les chemins clas-
siques, donnent encore les contributions principales a I'intégrale de chemin.
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10.3 Lagrangiens quadratiques dans les vitesses

Nous avons expliqué les difficultés auxquelles on se heurte quand on essaie
de définir une intégrale de chemin dans ’espace de phase. Pour montrer que
Pexpression (10.25) a toutefois, au moins une valeur heuristique, examinons
le cas d’un hamiltonien général quadratique dans les impulsions.

10.3.1 Vérifications

Vérifions d’abord que dans le cas des hamiltoniens de la forme

p’
H=—+V

nous retrouvons le résultat (2.22) a partir de ’expression (10.24) en intégrant

sur p(t).
L’action classique est

t/l 2
S = [ dt|-ini+ 24 V(@) (10.28)
t/

Dans 'expression (10.24), I'intégrale sur les variables d’impulsion p est gaus-
sienne. Suivant la stratégie expliquée dans le chapitre 2, nous changeons de
variables :

p(t) = imqg(t) + ). (10.29)
L’action devient
S@) = [ at|grt© + gmi V(@) (1030

L’intégrale de chemin se factorise donc dans une intégrale sur r(t) :

2
N, t") = /[dr(t)] exp [—%/ﬂ E%dt}’ (10.31)

qui ne dépend plus du potentiel V(g) et ne donne qu’une normalisation A/
fonction de ¢’ et ¢, et une intégrale sur g(¢) :

q(t")=g"

(U@t =N [dg(t)] exp [—%/ dt(3mg® + V(q))} :
q(t')=q’ ¥
(10.32)

Le facteur de normalisation peut étre calculé & partir de 'expression (10.22) :

N = (27:';16)"/2. (10.33)
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Nous avons donc vérifié explicitement que l'expression {10.24) est cohérente
avec l’expression (2.22).

Champ magnétique. Considérons maintenant un systéme couplé a4 un
champ magnétique. L hamiltonien peut s’écrire (équation (5.10))

H=_—[p+eAlQ) + V(q). (10.34)

2m
Pour éliminer le terme linéaire en p dans l’action, nous changeons maintenant
de variables, posant

p(t) = imq(t) — eA(q(t)) +r(t). (10.35)

Aprés intégration sur r(t}, nous obtenons une intégrale sur le chemin q(¢) avec

I'action
tll

St = [ dt (hme? + ieAt@)-a-Via.

ol nous reconnaissons 'action classique euclidienne (5.12).

10.3.2 Lagrangien quadratique général

Dans le cas général, la forme quadratique dans les moments conjugués p
du hamiltonien dépend des positions. Comme les problémes nouveaux sont
liés & la partie quadratique, nous nous limitons & des hamiltoniens purement
quadratiques.

Notation. Dans cette partie, dans un souci de compacité, nous utilisons
la notation des sommations implicites : on somme sur toute paire d’indices

répétés haut-bas. Ainsi
%Yy = Z %Yq,-
o

L’hamiltonien quadratique dans les impulsions le plus général peut étre obtenu
& partir d’un lagrangien général quadratique dans les vitesses. En fait, dans
tous les problémes de quantification de ce type que 'on rencontre usuellement,
la donnée initiale est le lagrangien classique.

Nous partons donc du lagrangien en temps réel

£(4,9) = 24 9ap(9)d®, (10.36)

ol gog(g) est une matrice positive.
Nous utiliserons aussi la notation traditionnelle g®? pour la matrice inverse
de Gap -
9av(2)9"(a) = 63,
oti 67 est le & de Kronecker, parce que les exemples les plus intéressants
correspondent & la mécanique quantique sur des variétés riemanniennes. Le
tenseur g.3(q) est alors le tenseur métrique.
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L’hamiltonien classique correspondant est obtenu par transformation de
Legendre. Le moment conjugué est

_0Ld,q) _ 4
Pa = e = gap(q)4".

Nous obtenons alors I'hamiltonien
H(p,q) = pad® — L£(d,9) = 3Pag** (a)ps. (10.37)

De nouveau 'intégration sur p(t) est gaussienne et peut étre effectuée. Tou-
tefois une difficulté surgit avec 'évaluation du déterminant résultant de 'in-
tégration gaussienne et nous intégrons donc sur p(t) d’abord la forme dis-
créte (10.20). L’expression (10.20) pour ’hamiltonien (10.37) s’écrit

{@Ut,t-e)ld) = / 2 exp {E E; (@=¢)" pa— %pag"ﬁ(c‘l)pe} } :

2rh h
(10.38)
L’intégration sur p, donne
(@ Ut t—e)|a) = [2rhe det g(@)]"/* exp [-S(q,q’;)/A)
o @, oa=d
S 1(@—-4)° _(g—q
Z -3 P 9o (@) c | (10.39)

et oll g dénote la matrice d’éléments g.g3.

Retournant a l'expression (10.22) et prenant la limite continue formelle,
nous vérifions que argument de I'exponentielle devient & nouveau ’action
euclidienne S, intégrale du lagrangien classique (10.36) ou le temps est main-
tenant imaginaire :

t/l
S(q) = / dt 14°gap(a)d’. (10.40)
t(

Ce n’est pas surprenant puisque, pour intégrer sur les moments p,, on résout
d’abord ’équation du mouvement classique pour pg.-

Toutefois, & la différence des deux exemples précédents, 'intégration a
engendré une normalisation A'(q) qui a une dépendance non triviale en g(t) :

@'t ld) = / [dg(t)] N (q) exp [~S(a) /] (10.41)

avec .
N(@) ~ (2rhe)™? ] [det g(@)]'*. (10.42)

i=1

Nous trouvons donc une correction quantique (elle n’a pas de facteur 1/F)
infinie 4 action classique de la forme

N(q) x exp [2% /t’ Indet g [q(t)] dt] , (10.43)
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ou de facon équivalente utilisant I'identité, Indet g = trlng,

N(q) ox exp {%/ﬂ tring[q(t)) dt] . (10.44)

Un calcul formel, partant de Pexpression (10.24), donne un résultat similaire
avec 1/e remplacé par 6(0) (§ étant la fonction § de Dirac). La difficulté que
nous rencontrons ici est directement liée au probléme de ’ordre des opérateurs
en mécanique quantique. Dans un développement de Uintégrale de chemin
en puissances de k& (développement semi-classique), les contributions (correc-
tions quantiques) venant de l'action classique seule sont divergentes & partir
de 'ordre A. Ces divergences sont compensées par les contributions venant de
la mesure (10.44). Toutefois, dans le formalisme continu la compensation est
formelle et la partie finie restante ambigué. Il est nécessaire de revenir a la
forme discréte (10.22), qui refléte un choix de quantification, pour la calcu-
ler. Une autre fagon directe de comprendre cette ambiguité est de remarquer
que, puisque dans 'expression (10.42) la différence |q — ¢’| est génériquement
d’ordre /€, un changement de quantification qui affecte g & 'ordre (g — ¢’)?
(équation (10.21)) modifie § par une quantité d’ordre ¢. Dans ces conditions,
g(g) ainsi que trln g varient également par une quantité d’ordre ¢. La modi-
fication de A'(g) engendre alors une correction quantique finie (d’ordre h) a
Paction classique, typique de la commutation des opérateurs d’impulsion et
position.

Une fois de plus, nous trouvons une relation entre ordre des opérateurs
quantiques et ambiguités de la limite continue. Dans la situation générique
(c’est-a-dire en I'absence de symétries), les différentes limites continues dif-
féerent ici par un potentiel arbitraire, c’est-a-dire par un nombre infini de
paramétres.

Remarque. Dans le cas ou g.g est le tenseur métrique sur une variété
riemannienne, le facteur (10.42) reconstruit formellement la mesure covariante
sur la variété. Montrons en effet I'invariance de forme de 'intégrale de chemin
par changement de coordonnées dans ’espace des positions. Posons

a2 o g ! oy 7 8f0¢
q* = f*(q), Tg(q):aq—,ﬁ, detT # 0.
Alors
L =13d"94p(d)"
avec

9ns(d) = TAT39,s(a).

En méme temps, la mesure fonctionnelle est multipliée par le jacobien du
changement de variable :
dg = detT'dq’.
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Nous notons alors
VdetgdetT = +/detg’.

Avec ces définitions la forme de l'intégrale de chemin est restée invariante.

10.4 Mouvement libre sur la sphére
ou rotateur rigide

Pour illustrer la discussion de ’hamiltonien général quadratique dans les
impulsions, nous quantifions maintenant le mouvement libre sur la sphére, ce
qui équivaut & quantifier un rotateur rigide avec symétrie O(N) (ce modéle
est aussi le modéle ¢ non-linéaire O(N) & une dimension). L’exemple N = 2
a déja été traité en section 5.6.

Le lagrangien quadratique dans les vitesses, décrivant le mouvement libre
sur la sphére Sy _1, et donc invariant par rotation, a nécessairement la forme

1
L= §R2/dt 2(t),
oll R est une constante, et r un vecteur de longueur unité :

ri(t) =1. (10.45)

10.4.1 Hamiltonien

Pour passer a ’hamiltonien, il faut soit imposer la contrainte (10.45) par
un paramétre de Lagrange, soit paramétrer la sphére en termes de variables
indépendantes g*. Dans ce dernier cas, ’hamiltonien prend la forme

H = 1 (q)paps, (10.46)

ol gap(q) est Pinverse du tenseur métrique sur la sphére.
D’aprés la discussion de la section 10.3, les éléments de matrice de e #H#
sont alors donnés par 'intégrale de chemin

8
(q"|e P |q) = / [ Q(Q(t))dQ(t)] exp {—% /0 dtgaﬁ(q(t))q"dﬁ],

(10.47)
ol g(q) est le déterminant de la matrice gog, engendrant la mesure invariante
sur la sphére.

Pour paramétrer la sphére, nous pouvons, par exemple, choisir les ¥V — 1
premiéres composantes ¢¢ du vecteur r comme paramétres. Cette paramé-
trisation est évidemment singuliére, comme toute autre paramétrisation glo-
bale de la sphére pour N > 2 (il faut au moins deux cartes). Localement

rs(q,\/l_—?).
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On en déduit

=+ (VT @) =4+ (a0 /(- )
La métrique g,g sur la sphére dans cette paramétrisation s’écrit

9ad3
1-q?

9ap(q)/R® = bap + (10.48)

L’hamiltonien est caractérisé par la matrice inverse g®? :
R2gaﬂ = Jaﬁ — qaqd3;

et donc
1
H=—[p*—(p-9?].
gz P~ (P )]

Sous cette forme, il est possible de reconnaitre le carré du moment ciné-
tique (10.17) car le carré du vecteur position r est 1, et une composante
de r est contrainte et n’a pas de moment conjugué. En effet, les variations de
¢o dans une rotation infinitésimale (10.3) prennent la forme

6‘]0 = ZTaﬁ(Jﬁ + TanV1— q2~
a

Les quantités conservées (10.4, 10.10) sont alors

Laﬁ = qaPs — 48P Lon =+1- q2 Pa-

On en déduit

L2=) 12,4+ L2y =p*—(p-q)?
a<f e

En conséquence, 'hamiltonien correspondant & la quantification du mouve-
ment, libre sur la sphére Sy .1 prend la forme

1 oo

H = 52517,

(10.49)

ou le vecteur L est I'opérateur moment cinétique qui représente 1’ensemble
des N(N — 1)/2 générateurs de l'algébre de Lie du groupe SO(N) agissant
sur ’espace de Hilbert.

L’hamiltonien quantique du rotateur rigide O(/N) peut aussi étre obtenu
en partant de 'hamiltonien libre dans RV, en passant en variables radiale et
angulaires, et en figeant la variable radiale.
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10.4.2 Le spectre du rotateur rigide : intégrale de chemin

Intégrale de chemin. Pour écrire I'intégrale de chemin, nous avons encore
besoin du déterminant du tenseur métrique (10.48) :

detg = RN /(1 — ¢).

On note alors que la mesure d’intégration dans l'intégrale de chemin peut se
réécrire en introduisant le vecteur initial r. En effet
dN —1
L —aVrs(1-1?).
V1-qg2
Sous cette forme, I'invariance formelle par rotation de I'intégrale de chemin est
explicite. Nous pouvons alors réécrire I'intégrale de chemin (10.47) en termes
d’un vecteur r de RY de longueur unité 1 :
1 B
——R2f dei?(t)| .
2 0

(10.50)

Le spectre : calcul semi-classiqgue. Nous présentons maintenant une appli-
cation de ce formalisme et un exemple supplémentaire de calcul semi-classique.
Nous considérons 'hamiltonien (10.49) pour R =1 :

r{g)=r"

(x| e PH |r") = / [dr(£)s (1 — r?(t))] exp

(0)=r'

H =112 (10.51)

ot le vecteur L est le moment cinétique. L’intégrale de chemin (10.50) devient
alors

r(B)=r" 1 @
(x| e PH | :f [dr(®)é (1 — r*(t))] exp [———/ dt i‘z(t)}
r(0)=r’ 2 0
(10.52)
Appelons 6 'angle entre r’ et " :
cosf=r"-r", 0<0<m. (10.53)

Nous introduisons maintenant la matrice R(¢) qui agit sur r(t) et applique
par une rotation dans le plan (r’,r”) v’ sur r” en un temps (3. Sa restriction
au plan (r',r”) a le forme

cos(0t/B) sin(6t/3) . (10.54)
—sin(0t/B) cos(0t/3)

Elle est l'identité dans le sous-espace orthogonal au plan (r’,r”).
Nous changeons alors de variables, posant

r(t) = R(t)p(t). (10.55)
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Appelons u et v les deux composantes de p dans le plan (r/,r”), u étant la
composante e long de r’, et pr la composante dans le sous-espace orthogonal.
Avec cette notation, nous trouvons

p(B)=r"
ety = [* 7 ap)s (1= )] ewl=S(0) (1050)

p(0)=r’
avec
1 [# 62 0
S(p) = = / dt (p% + 4% 4+ 92 + @(uz +0%) + QB(i)u - uv)) . (10.57)
0

Nous utilisons alors

u? o+ p2 =1, (10.58)
pour réécrire Paction
162 1 [? 62 6
S =——+-/ dt('2——2+u2+i)2+2—i}u—dv). 10.59
(p) 35132, P = gt 6( ) ( )

A la différence du cas abélien oii le calcul était exact, nous ne pouvons faire ici
qu’un développement pour § petit (haute température). Ceci correspond a la
limite semi-classique BKW, qui est valable dans la limite des grands nombres
quantiques. Nous négligeons donc les contributions exponentiellement petites
en 87!, A l'ordre dominant, seules les petites fluctuations autour de la so-
lution classique sont importantes. Nous éliminons donc la variable u de ac-
tion (10.59) en utilisant 'équation (10.58) :

u=(1-22—p2)"%, (10.60)

et développons l’action en puissances de pr et v. Le résultat a I'ordre domi-
nant est donné par Papproximation gaussienne et ne dépend que des termes
quadratiques. En particulier, le terme linéaire en 8 dans (10.59) ne contribue
pas & cet ordre, l'intégrale sur v(t) est donc indépendante de 8 et ne contribue
qu’a la normalisation. La fin du calcul est similaire & celle de la section 2.4, qui
conduit au résultat (2.33). Les composantes de pr deviennent des variables
indépendantes et 'intégrale sur pr est la (IV — 2)iéme puissance de l'intégrale
sur une composante. Puisque chaque composante satisfait les conditions aux
limites

nous pouvons utiliser le résultat (2.37) de l'oscillateur harmonique pour ¢’ =
¢"=0,h=m=1et w=10/8 et donc

e ) K@) () eneas (10.61)
r 2r3siné '
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ol la constante de normalisation K (3) est indépendante de 6 :
K(B) = (2nB)~"/2.

Pour extraire les valeurs propres de H, nous projetons cette expression sur
les polyndmes orthogonaux P}¥(cos6) associés au groupe SO(N) :

/ dé (sin )Y 2P (cos 8) P (cos 8) = &y (10.62)
0

1ls sont proportionnels aux polynémes de Gegenbauer CI(N_Q)/ %, Pour 8 — 0,
nous n’avons besoin que des deux premiers termes du développement des
polynémes PY 40 =0:

I{l+N~-2)
2(N -1)
Si nous supposons qu’a chaque valeur de | ne correspond qu’une valeur propre

E; de H, avec la dégénérescence

T(I+N—2)(N+20-2)

PN(cost) = PN (1) (1 — 6*+0 (04)> : (10.63)

e (S N (ES
nous pouvons écrire
e~ 51(1N) (27rﬂ)(1N_2)/2 / db PN (cos ) (0sin ) N ~P/2 e=0%/20)
=e PP (1-1(1+ N -2)8+0(8%)) (10.64)
et donc
E =Eo+ Y1+ N~2)+0(p). (10.65)

Puisque E; est indépendant de (3, nous déduisons de ce calcul le résultat
exact, & une constante additive Ey prés. Les corrections d’ordre au moins 3
s’annulent nécessairement.

Un commentaire s’'impose maintenant au sujet de ce résultat : nous avons
expligué en section 10.3 que I'intégrale de chemin (10.47, 10.52) est mal définie
parce que la mesure donne formellement des contributions divergentes. Nous
avons affirmé que ces divergences étaient compensées par des divergences de
la théorie des perturbations. En conséquence, les expressions résultantes sont
ambigués et ces ambiguités reflétent le probléme de ’ordre des opérateurs dans
la guantification de I’hamiltonien classique. Cependant, nous obtenons ici un
résultat bien défini. La raison en est qu’a chaque étape du calcul nous avons
imposé la symétrie par le groupe SO(N). Ceci choisit implicitement parmi
toutes les discrétisations possibles de 'intégrale de chemin une sous-classe qui
correspond aux quantifications respectant la symétrie. L’étude générale du
modéle ¢ non-linéaire montre qu'un tel hamiltonien est entiérement déterminé
4 une constante additive prés. Les ambiguités de la quantification sont donc
entiérement contenues dans Ejy.
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Exercice

Un hamiltonien quartique en p. Pour illustrer les résultats obtenus dans
ce chapitre on considére un hamiltonien quantique de degré 4 en p :

H = —3(p" +w¢") + A" +w¢")?,

avec A > 0.
Le spectre s’obtient immédiatement & partir du spectre de ’oscillateur
harmonique :

By =—w(k+3) +2? (k+ 1)
Calculer la fonction de partition par l'intégrale de chemin de ’espace des
phases. En déduire le spectre.

Solution. La fonction de partition pour cet hamiltonien est

B
- Jlamdexs [ a i) - Hpw.aw)]. (1050

ou les chemins sont des chemins périodiques.
Nous allons faire le changement de variables p,q — p, 6 :

p(t) = p(t)cosb(t), q(t) = +/p(t)siné(t)/w.
La mesure de Liouville devient
dpdg = dpdf8/2w.

Aprés une intégration par parties,

1
/ pgdt = % / pddt,

= /dt [—z’pé/Qw —1p+ %/\pz] .

I’action peut s’écrire

L’intégrale sur p est gaussienne mais nous avons la contrainte p > 0. Cepen-
dant dans la limite A — 0, le col domine l'intégrale & des corrections d’ordre
e~1/4X prés. Négligeant ces corrections nous pouvons intégrer sur p et trouvons
une action pour la variable angulaire § :

1
S6) = I dt (1 + zG/w)
Nous pouvons alors adapter la méthode du modéle O(2) (section 5.6). Nous
sommons sur les contributions des trajectoires périodiques qui décrivent le
cercle n fois :

Zexp [ (1 + 2nim/wf) }
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Nous utilisons ensuite

Z e-an2+ingp — mze(w*zrrlﬁ/éla .
l

n

Nous en déduisons le spectre
E =M1 - lw.

Comparant au résultat exact nous trouvons que k + % a été remplacé par [.
Par ailleurs, ce résultat n’est valable que E; <« 0, c’est-a-dire pour [ autour
du minimum ! ~ 1/2wA ou E; est d’ordre —1/A.

Nous notons donc que ce résultat n’est correct qu’a un demi-entier prés, en
particulier pour / ou k grand. Ceci n’est pas surprenant parce que les termes
d’ordre k dépendent du choix de Pordre des opérateurs.






Appendice A

Rappels minimaux
de mécanique quantique

NE DIFFERENCE FONDAMENTALE entre la mécanique quantique et la

mécanique classique est le principe de superposition : les états physiques

sont associés a des vecteurs d’un espace vectoriel complexe, et les prédictions
physiques sont liées & des valeurs moyennes d’opérateurs dans ces états.

A.1 Espace de Hilbert et opérateurs

Espace de Hilbert. Une construction possible de la mécanique quantique
utilise le concept d’espace de Hilbert complexe que nous rappelons briévement.

On considére 'espace vectoriel des suites complexes {,} muni d’un pro-
duit scalaire, généralisation du produit scalaire des vecteurs complexes de CV.
Le produit scalaire (v, 1) de deux suites {¢n} et {1, } est donc

(@)= Pt
n=1

ou ¢* dénote le complexe conjugué de .
Ce produit scalaire définit une norme, et ’espace de Hilbert est 1’espace
vectoriel complexe H des vecteurs de norme finie

o0
D lenl® < 00
n=1

Dans cet espace vectoriel on peut introduire une base de vecteurs v¥), N € N
définie par les suites

V=1, M =0Vn#£N.
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Tout élément 1 de H peut donc se réécrire
oo
Y= Z "/]nv(n)-
n=1

On peut interpréter ces vecteurs, par exemple, comme les vecteurs propres
normalisés de loscillateur harmonique quantique (¢f. section 6.2).

Notation : bras et kets. Dirac a introduit une notation commode : les
vecteurs de 'espace de Hilbert sont notés |1)), les vecteurs complexes conjugués
(¢] et le produit scalaire

(10, %) = (el = ((Yl))” -

Notons, par simplicité, |n) le vecteur v(™ de la base. Le vecteur complexe
conjugué (n| correspond ici & la méme suite. La propriété que la base est
orthonormeée, s’exprime alors par 1’équation

{nlm) = dmn .

Opérateurs. Sur les vecteurs de 'espace de Hilbert, agissent des opérateurs,
qui sont des applications linéaires internes. La représentation d’un opérateur
O agissant sur une suite p = {¢,} généralise action des matrices sur un
vecteur :

Dans la représentation des bras et kets, I'action d’un opérateur O sur un
vecteur [¢) se note O |¢).

Le conjugué hermitique O' est représenté par les éléments O?,,. On vérifie
alors

(ol Ot [y) = ((¥] O |@))" .

Interprétation physique. En mécanique quantique, 1'état d’un systéme est
caractérisé par un vecteur de Pespace de Hilbert. Si [¥) est un vecteur de

norme unité :
2
Wlp) =Y lnl? =1,
n
les quantités |, |2 ont une interprétation probabiliste : la probabilité de trou-
ver, dans une mesure, le systéme quantique dans ’état n.

De fagon générale, pour toute observable physique et pour un systéme
quantique dans un état donné v, la mécanique quantique ne prédit que la
moyenne des valeurs mesurées.

Quantiquement, une observable physique est associée & un opérateur her-
mitien,

0 = Ot,
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et la valeur moyenne des mesures est égale a la valeur moyenne {(/{O]¢) de
l'opérateur dans ’état 1 normalisé. L’hermiticité de U'opérateur assure que la
valeur moyenne est réelle.

Plus précisément, un opérateur hermitien est diagonalisable, a des valeurs
propres réelles et des vecteurs propres orthogonaux. Supposons, par simplicité,
son spectre discret et notons |pn) les vecteurs propres et Oy les valeurs
propres correspondantes. L'opérateur peut alors s’écrire

0= Onlen) {pnl.

N=1

Pour I’état correspondant au vecteur |¢) normalisé & (¢})) = 1, les quantités
[{¢n]1)|? ont de nouveau une interprétation probabiliste : la probabilité de
trouver la valeur Oy dans une mesure de 'observable associée & O pour un
systéme quantique dans I’état 1. Pour un opérateur O et un état ¥, la quantité

@Oy , (A.1)

est donc la valeur moyenne des mesures de 'observable associée & O dans
Iétat 1. Les opérateurs doivent étre bornés pour que les valeurs moyennes
soient finies pour tout vecteur de l'espace de Hilbert.

Notons, enfin, qu'un vecteur de I’espace de Hilbert peut étre multiplié par
un nombre complexe de module 1 sans que ceci n’affecte aucune mesure. Un
état quantique n’est donc pas vraiment associé & un vecteur de 'espace de
Hilbert, mais seulement & un vecteur & une phase prés.

A.2 Evolution quantique,
symétries et matrice densité
Evolution quantique. L’évolution quantique des états est déterminée par

Paction d’un opérateur d’évolution. Le vecteur d’état au temps t” se déduit
du vecteur au temps t' par

(")) = UW, ¢) |9(t')) et donc UF,t)=1.

Comme la norme des vecteurs a une interprétation probabiliste, elle doit étre
conservée au cours du temps : la probabilité totale doit rester égale & 1 dans
I’évolution. La transformation U(¢#”,t') doit donc conserver la norme et par
suite les produits scalaires des vecteurs, et donc étre unitaire :

U, Uttty =1.

Par ailleurs, I’évolution d’un systéme quantique isolé est supposée marko-
vienne, ce qui se traduit par la loi de composition

U(tg,tQ)U(tz,tl) = U(tg,tl).
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Si opérateur U(t, ') est dérivable, il satisfait 4 'équation

ih%%(t,t’) = HU(t,t), (A.2)
ot Vopérateur hermitien H (t) est Phamiltonien. La constante de Planck A
apparait ici pour des raisons dimensionnelles.

Dans le cas ou H est indépendant du temps, U(t",¢/) =
et les opérateurs d’évolution appartiennent & une représentation du groupe
des translations dans le temps dont H /h est le générateur. De plus, la va-
leur moyenne de H dans tout état est indépendante du temps, propriété qui
correspond, en mécanique quantique, & la conservation de I’énergie.

Notons que si 'opérateur d’évolution est borné, ce n’est pas nécessairement
le cas de ’hamiltonien, qui n’est défini, en général, que dans un sous-espace
dense de Pespace de Hilbert. L’équation (A.2) n’a donc de sens que dans le
sous-espace des états d’énergie finje.

Aprés une mesure, le vecteur [¢)) est projeté sur le vecteur propre cor-
respondant & la valeur propre trouvée de Vopérateur associé, une opération
appelée réduction du paquet d’onde. Cette évolution n’est pas unitaire parce
que le systéme n’est plus isolé : la réduction du paquet d’onde résulte de
I'interaction entre ’appareil de mesure macroscopique (qui correspond & un
nombre essentiellement infini de degrés de liberté) et le systéme mesuré.

e—iH({E 1) /h

Représentation de Heisenberg. Comme fonction du temps, la valeur
moyenne d’'un opérateur O peut donc s’écrire

MO w()) = ((to)| U (t,10)OU(t, t0) [3(20)) -
Introduisant la représentation de Heisenberg de 'opérateur O,
O(t) = U'(t,t0)OU (t, to),
on peut transférer I’évolution dans le temps des états aux opérateurs

(W] O (1)) = {&(to)] O(t) [%(ta)) -
L’opérateur O(t) satisfait alors & une équation d’évolution

ih%—? = [O(t), UT(t, to)H(H)U (¢, t0)).

Groupes de symétries. A cause de la condition de préservation de la norme,
les groupes de symeétrie sont représentés dans lespace de Hilbert par des
groupes d’opérateurs unitaires (ou anti-unitaires, c’est-a-dire unitaire suivi
d’une conjugaison complexe).

Un systéme physique a une symétrie si S, 'opérateur correspondant, com-
mute avec ’hamiltonien :

[S,H]=0.
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Dans le cas de groupes continus, cela conduit, comme en mécanique classique,
& des quantités conservées dans le temps : ce sont ici les valeurs moyennes des
générateurs (choisis hermitiens) du groupe.

Matrice densité. Pour les besoins de la mécanique statistique, il est encore
nécessaire d’introduire la notion de matrice densité. Si 'on n’a d’un systéme
quantique qu’une connaissance partielle, I’état de I'espace de Hilbert est rem-
placé par un mélange statistique qui peut étre représenté par une matrice
densité p, hermitienne et positive, et de trace unité pour que la probabilité
totale soit 1 :

p:pT, p>0, trp=1.

Ces conditions se comprennent simplement si 'on diagonalise la matrice den-
sité qui s’écrit alors

pP=" pnltn) (¥nl,

{|¢on)} étant les vecteurs propres et {p,} les valeurs propres correspondantes.
Les p, doivent alors étre interprétés comme les probabilités statistiques (et
non quantiques) d’étre dans ’état n. Ils sont donc positifs et se somment a 1.

La valeur moyenne d’une observable associée & I’opérateur O devient alors

(O)y=trpO.

L’expression {A.1) correspond 4 la situation certaine ol toutes les valeurs
propres de p sont nulles sauf une — on parle alors d’état pur — et p est un
projecteur : p? = p.

L’évolution temporelle de la matrice densité se déduit de celles des vecteurs
d’état. On trouve donc

., Op .
p(t) = U(t,0)p(0)U'(£,0) = th—=r = [H(t), p(t)]-
Dans le cas d’un systéme a P’équilibre thermique 4 la température kg7 = 1/
(kp est la constante de Boltzmann qui est prise égale 4 1 dans le texte), la
matrice densité doit commuter avec I’hamiltonien. Des arguments heuristiques
conduisent a la conclusion

p=ePH2(8), Z(8)=tre .

Algébre d’opérateurs. Dans le cas d’un état pur, la matrice densité est in-
variante par la multiplication de la fonction d’onde par une phase et donc la
relation entre état physique et matrice densité est biunivoque. Cette remarque
conduit naturellement 4 un formalisme de la mécanique quantique basé entie-
rement sur une algébre d’opérateurs bornés avec conjugaison hermitienne et
une opération de trace. Une telle description de la mécanique quantique est
formellement plus satisfaisante, mais peu intuitive.
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A.3 Position et impulsion.
Equation de Schrédinger

Opérateurs position et impulsion. Deux opérateurs hermitiens jouent un
r6le important : 'opérateur position q et 'opérateur moment conjugué p, qui
dans les cas les simples est Popérateur impulsion (¢f. section 5.1 pour plus de
détails), dont les valeurs moyennes dans un état caractérise alors les position
et impulsion moyennes, respectivement. Ces opérateurs ne commutent pas :

[qaaﬁﬂ} = Zh(saﬂ ‘

Les observables usuelles peuvent s’exprimer en termes de ces deux opérateurs
(pour des particules sans spin ou autre nombre quantique, ce que nous allons
supposer ci-dessous).

De nouveau, ces opérateurs non bornés ne sont pas définis dans tout les-
pace de Hilbert et, de facon plus soigneuse, on peut définir d’abord les groupes
unitaires dont ils sont les générateurs : les opérateurs T(a) = ePa/? et
V(k) = e7@k/2 oy a et k sont deux vecteurs constants, représentent les
groupes abéliens des translations et des changements d’impulsion, respective-
ment.

Les relations de conmutation deviennent

T(a)V (k) = e @Ky (k)T(a).

Il est alors commode d’introduire les vecteurs propres de ces opérateurs. Ce-
pendant, ils n’appartiennent pas & l'espace de Hilbert. Ainsi, les vecteurs
propres de V' (k) correspondent a des états localisés dans 1'espace, qui sont
des limites singuliéres de vecteurs de 'espace de Hilbert : un état strictement
localisé au point qo dans R? peut étre obtenu comme
2

lim ———— e~ (@=a0)" /¢ — §(qy —

El—>0 (7T€)d/2 (q qO)’
qui est une distribution ¢ de Dirac dont la norme est infinie. Néanmoins, ces
vecteurs forment une base orthogonale,

/ddqd(q —qo)é(q — @) = (a1 — qo),
et compléte puisque
/ d%0 8(q — 40))d(d’ — a0) = 8(a - ).

Si nous notons (g — qo) — |qo) un vecteur de la base, ces relations prennent
la forme

(qola:) = o(qo —qu), /ddqo |qo) {@o] = 1.
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Dans cette base 'opérateur position, générateur des changements d’impulsion,
est diagonal :
&0} = qo|qo) ,

Tout vecteur |1) de 'espace de Hilbert peut se décomposer sur la base :

¥(q) = (aly),

et la fonction 1(q), ’ensemble des composantes, est appelée fonction d’onde.
Les fonctions d’onde correspondant aux vecteurs de lespace de Hilbert,
forment un espace de Hilbert de fonctions de carré sommable, en effet

/ A (@) = / A (b1} (alv) = @) < oo

Le produit scalaire de deux vecteurs |¢) et |¢) s’écrit alors

Wle) = [ dau* (@la).
L’action de 'opérateur position prend la forme

(al 4l¥) = alaly) = ay(q).

L’opérateur position agit sur les fonctions d’onde par multiplication.
Agissant sur des fonctions d’onde, Popérateur impulsion est représenté par

(al B 1) = Vv (),

puisque les opérateurs multiplication par q et dérivée satisfont
{qa,a/aqg] = T0ag -
Enfin, une autre base généralisée est fournie par les ondes planes
Yp(q) = PV,

qui sont les vecteurs propres de l'opérateur impulsion :

h
;qup(Q) = P7/)p(Q)a

et correspondent aux états invariants par translation. Elles forment aussi une
base orthogonale compléte

[ty eimartam it — miys(ps - ),

/ddp e~ P/l gipq’/h _ (27h)*6(q — o).
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Les représentations des vecteurs dans les deux bases sont reliées par une trans-
formation de Fourier. Définissant, de facon abstraite, les vecteurs propres
de p: .
plp) = plp),

et donc _ .

eV — (q |p),
on trouve

/ddq 'IP/% |q) = |p).

Définissant alors . _

{pl ¥) = ¥(p),

on obtient

¥(a) = (ald) = sz [ A% 5P/ (p).

Particule libre. L’hamiltonien H, de la particule libre est un hamiltonien
invariant par translation

(Ho,T(a)] =0 = [Ho,p]=0.

L’impulsion est alors une quantité conservée et ’hamiltonien s’exprime donc
en fonction des générateurs p. Pour un systéme invariant par rotation, Hy est
une fonction de p? et & petite impulsion il peut donc s’écrire

- 1

Hy = —p?
0 2mp’

ol m est la masse de la particule.

Particule de masse infinie. L’hamiltonien de la particule de masse infinie
est invariant par changement d’impulsion :

[H, V(K)| =0 = [H1,4] =0.

La position de la particule est une quantité conservée et 'hamiltonien Hy est
une fonction de 'opérateur position

Hy = V(q),
ou V est appelé potentiel.

Eguation de Schrédinger. Toute une classe d’hamiltoniens peut s’écrire
comme une somme de ces deux termes :

N 1
H=-—"—p? q).
5P +V(a)

L’évolution temporelle de la fonction d’onde se déduit alors d’'une équation
aux dérivées partielles

L0 K2
tho(@,t) = —5—Vau(a,t) + V(ajw(a, 1),

appelée équation de Schrédinger.
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