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Introduction

CE LIVRE EST ISSU DU COURS Mecanique Quantique Avancee enseigne
depuis 1'automne 1996 a Paris dans le cadre du Magistere Interuniversi-

taire de Physique. II est partiellement inspire de plusieurs chapitres de 1'ou-
vrage de Zinn-Justin [26].

Son but est de familiariser le lecteur avec un outil, 1'integrale de chemin,
qui off re un point de vue alter natif sur la mecanique quantique, et surtout
qui, sous une forme generalisee, est devenu essentiel a une comprehension
profonde de la theorie quantique des champs et de ses applications, qui vont
de la physique des interactions fondamentales, a la mecanique statistique des
transitions de phase, ou aux proprietes des gaz quantiques.

L'integrale de chemin est un objet mathematique qui peut etre consider e
comme une generalisation a un nombre infini de variables, represente par des
chemins, des integrales ordinaires. Elle partage les proprietes algebriques des
integrales ordinaires, mais presente des proprietes nouvelles du point de vue
de 1'analyse.

L'integrale de chemin est un outil puissant pour 1'etude de la quantique me-
canique, car elle met en correspondance de fagon tres explicite les mecaniques
classique et quantique. Les quantites physiques s'obtiennent en moyennant
sur tous les chemins possibles, mais dans la limite semi-classique H —> 0 les
chemins dominant 1'integrale se trouvent dans un voisinage du chemin clas-
sique. Ainsi 1'integrale de chemin permet-elle une comprehension intuitive et
un calcul simple des effets semi-classiques tant du point de vue de la diffusion
que des proprietes spectrales ou de 1'effet tunnel.

De plus la formulation de la mecanique quantique basee sur 1'integrale de
chemin, si elle peut paraitre plus compliquee du point de vue mathematique,
puisqu'elle se substitue a un formalisme d'equations aux derivees partielles,
est bien adaptee a 1'etude de systemes a un nombre grand de degres de liberte
ou un formalisme de type equation de Schrodinger est beaucoup moins utile.
Elle permet ainsi une transition aisee entre la mecanique quantique a un petit
nombre de particules et la theorie quantique des champs ou la mecanique
statistique.

Dans ces notes, nous presenterons en premier lieu 1'integrale de chemin
dans une formulation dite euclidienne. Ceci signifie que nous discuterons les
elements de matrice de 1'operateur statistique quantique, c'est-a-dire de la
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matrice densite a 1'equilibre thermique e"^, H etant 1'hamiltonien quantique
et ft 1'inverse de la temperature (mesuree en unites ou la constante de Boltz-
mann ks vaut 1), plutot que 1'operateur d'evolution quantique e~lHt/h. Ainsi,
nous pourrons egalement faire le lien avec la mecanique statistique quantique
et, ce qui est peut-etre moms evident, classique.

Un avantage de la formulation euclidienne est qu'il est en general plus facile
de definir rigoureusement 1'integrale de chemin representant 1'operateur e~@H

(la formule de Feynman-Kac) que Q-lHt/h.
L'operateur statistique (ou matrice densite), dont la trace est la fonction

de partition quantique

decrit « 1'evolution » en temps imaginaire, et dans ce sens la plupart des pro-
prietes algebriques qui seront demontrees, s'appliqueront aussi a 1'operateur
d'evolution en temps reel, les expressions explicites pouvant etre obtenues par
prolongement analytique ft i—> it/H.

Notons toutefois une propriete specifique de 1'operateur statistique : il
fournit un outil pour determiner la structure de 1'etat fondamental d'un sys-
teme quantique. Par exemple si H est borne inferieurement, 1'energie EQ du
fondamental est donnee par

Si, de plus, le fondamental est unique et isole, e~@H projette, quand ft —> +00,
sur 1'etat fondamental |0) :

L'integrale de chemin euclidienne conduit ainsi souvent a une comprehension
simple et intuitive de la structure du fondamental de systemes a un grand
nombre de degres de liberte,

L'effet tunnel quantique peut etre interprete dans 1'approximation semi-
classique en termes de trajectoires classiques parcourues en temps imaginaire.
L'integrale de chemin euclidienne est done naturellement adaptee a ce pro-
bleme.

Par ailleurs, elle souligne les relations profondes entre la theorie quantique
des champs et la mecanique statistique des systemes critiques et transitions de
phase. Enfin 1'integrale euclidienne est directement liee aux processus de dif-
fusion, par exemple 1'equation de Fokker-Planck a la forme d'une equation de
Schrodinger en temps imaginaire. Cette classe de problemes contient comme
exemple le plus simple le mouvement brownien qui a motive la construction
de la premiere integrale de chemin ou integrale de Wiener.

L'inconvenient principal de la formulation euclidienne de la mecanique
quantique est que les expressions classiques ont des formes quelque peu in-
habituelles puisque le temps y est imaginaire. Nous parlerons d'action et de
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lagrangien eudidiens, ainsi que de temps euclidien (qui a en fait une dimension
d'energie inverse). Par ailleurs, le calcul d'amplitudes de diffusion exige alors
un prolongement analytique.

Le chapitre 1, contient un rappel des proprietes generales des integrales
gaussiennes ordinaires, la demonstration du theoreme de Wick et la methode
du col, dans la mesure ou toutes ces notions se generalisent aux integrales de
chemin. En outre quelques methodes fonctionnelles sont deja introduites.

Dans le chapitre 2, nous construisons 1'integrale de chemin associee
a 1'operateur statistique e~~@H pour des hamiltoniens de la forme simple
p2/2m + V(q). Nous calculons ensuite explicitement 1'integrale de chemin
correspondant a 1'oscillateur harmonique couple a une force exterieure de-
pendante du temps. Ce resultat permet de reduire 1'evaluation des integrales
de chemin dans le cas de potentiels analytiques a la theorie des perturbations.
Nous appliquons ces resultats au calcul de la fonction de partition tr e~@H, par
des methodes perturbatives et semi-classiques. Le chapitre 3 exploite alors ces
resultats pour determiner le spectre de certains hamiltoniens dans differents
schemas d'approximation.

Dans le chapitre 4, comparant la mecanique statistique classique des sys-
temes unidimensionnels et la mecanique statistique quantique a une particule,
nous motivons 1'introduction de fonctions de correlation et discutons leur si-
gnification en mecanique quantique.

Dans le chapitre 5, nous construisons 1'integrale de chemin pour des ha-
miltoniens plus generaux lineaires dans les impulsions comme 1'hamiltonien
d'une particule dans un champ magnetique. Nous relions le probleme du choix
de 1'ordre des operateurs quantiques aux ambigui'tes de 1'integrale de chemin.
Nous discutons certains processus de diffusion decrit par une equation de
Fokker-Planck et qui conduisent a des integrales de chemin analogues.

Dans le chapitre 6, nous introduisons la representation holomorphe de la
mecanique quantique, parce qu'elle permet d'etudier les proprietes de sys-
temes de bosons du point de la mecanique statistique quantique (dans un
formalisme dit de seconde quantification). L'integrale de chemin prend alors
la forme d'une integrate sur des trajectoires de 1'espace de phase dans une
parametrisation complexe. Un formalisme parallele, base sur 1'integration sur
des variables de type anti-commutant ou de Grassmann, que nous presentons
dans le chapitre 7, permet alors de traiter les fermions de maniere analogue
aux bosons.

Le chapitre 8 est consacre a 1'effet tunnel dans la limite semi-classique, un
probleme pour lequel le formalisme euclidien est particulierement bien adapte.
Nous y considerons le clivage quantique entre des minima classiques degeneres
et la disintegration d'etats metastables. La notion d'instanton y joue un role
important.

Dans le chapitre 9, passant a 1'evolution quantique (c'est-a-dire au temps
reel), nous construisons la representation par 1'integrale de chemin de la ma-
trice de diffusion ou matrice S et en deduisons son calcul perturbatif en
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puissances du potentiel. Differentes approximations de type semi-classique
sont presentees.

Enfin le chapitre 10 contient quelques resultats complementaires, comme la
definition de 1'integrale de chemin dans 1'espace des phases, et les problemes
lies a la quantification des lagrangiens avec potentiel quadratiques dans les
vitesses.

Nous voulons souligner que dans tout ce cours notre demarche est lar-
gement empirique; la rigueur mathematique, par exemple, ne sera pas un
objectif essentiel. Notre but est plus de type pedagogique : comprendre 1'inte-
grale de chemin, ses proprietes et son interet du point de vue de la physique.
L'ouvrage ay ant egalement une visee pratique, les methodes de calcul auront
une large place.

Enfin ce cours suppose des connaissances minimales en mecanique quan-
tique, comme 1'equation de Schrodinger, la notion d'espace de Hilbert et d'ope-
rateurs agissant sur les vecteurs de 1'espace de Hilbert. Nous utiliserons fre-
quemment la notation des bras et kets de Dirac pour indiquer les vecteurs de
1'espace de Hilbert et leurs conjugues complexes. A toutes fins utiles, certaines
notions de base de la mecanique quantique sont rappelees dans 1'appendice A.

Breve historique et bibliographic. Le concept d'integrale de chemin semble
avoir ete introduit par Wiener [25], dans le but de decrire les proprietes sta-
tistiques du mouvement brownien, a la suite des travaux d'Einstein. Le mou-
vement brownien peut etre considere comme la limite continue d'une marche
au hasard markovienne en temps discrets. Le mouvement au temps t (t en-
tier) est determine par la probabilite p(x' — x] d'aller du point x au point x'.
En consequence, partant du point XQ la probabilite Pn(xn^xo) d'atteindre le
poin xn au temps n est donnee par

L'ensemble des integrations sur les variables Xi peut s'interpreter comme une
somme ponderee sur tous les chemins {xi} qui vont de XQ a xn dans un temps
qui ne prend que des valeurs entieres 0 ,1 , . . . , n.

Asymptotiquement cependant, pour n —» oo, la nature discrete du temps
ne joue plus de role. Par ailleurs, comme consequence du theoreme de la limite
centrale de la theorie des probabilites, la distribution p(x' — x} peut alors etre
remplacee par une distribution gaussienne de la forme Q~(X~X ) /2D. Ce pro-
cessus limite conduit a une integrate de chemin : les proprietes statistiques du
mouvement brownien s'expriment en termes de sommes sur tous les chemins
possibles fonctions d'un temps continu et obeissant a une loi de probabilite
gaussienne.

Si les travaux de Wiener sont bien connus, un article plus oublie de
Wentzel de la meme periode [24] dans le cadre de 1'optique quantique intro-
duit les notions de somme sur des chemins avec une phase d'interference entre
des chemins qui ne satisfont pas aux equations du mouvement classique, et
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1'interpretation de la somme comme une probabilite d'amplitude de transition.
Dirac [5] ecrit la premiere expression de 1'operateur d'evolution quantique qui
ressemble a un integrale de chemin, mais il en reste a une version approchee
en terme d'intervalles de temps discrets. Neanmoins sa remarque est tres im-
portante du point de vue de la physique relativiste, puisqu'il montre ainsi
que les elements de matrice de 1'operateur d'evolution dans un intervalle de
temps St court peuvent etre calcules en terme du lagrangien, et done de fagon
covariante, sous la forme el£-5t/h.

Bien entendu, 1'histoire moderne de 1'integrale de chemin commence avec
les articles de Feynman [10] qui formule 1'evolution quantique en terme de
sommes sur un ensemble de trajectoires ponderees par ez<s/R, ou S est la valeur
de 1'action classique (integrale du lagrangien) correspondant a la trajectoire.
II interprete en particulier les equations du mouvement classique comme re-
sultant de 1'application de la methode de la phase stationnaire a 1'integrale de
chemin. Lorsque pour un systeme physique les valeurs de Faction sont grandes
par rapport a h, seuls les chemins proches du chemin classique contribuent.

Cependant, malgre 1'interet conceptuel de cette reformulation de 1'evo-
lution quantique et de son utilite pour 1'etude de la limite semi-classique,
1'integrale de chemin doit son importance dans la physique moderne a sa
generalisation a des systemes a un nombre tres grand de degres de liberte,
comme la theorie quantique des champs. En particulier, la quantification des
theories de jauge non-abeliennes par Faddeev et Popov (1967) et DeWitt au-
rait ete presque impossible dans la formulation usuelle de la theorie quantique
en termes d'operateurs et d'equations de champs quantiques. Dans la mesure
ou les theories de jauge non-abeliennes sont a la base de la description de
toutes les interactions fondamentales sauf la gravitation, on mesure mieux la
signification de ce resultat.

De meme, 1'integrale de chemin a mis en evidence les relations mathe-
matiques profondes entre la theorie quantique des champs et la mecanique
statistique des transitions de phase, qui auraient ete tres difficiles a percevoir
autrement. Ces relations ont joue un role essentiel dans notre comprehension
des phenomenes critiques depuis Wilson.

Du point de vue mathematique, 1'integrale de chemin liee a 1'evolution
quantique est souvent difficile a definir parce que elS/h est de module unite
pour tout chemin et done la contribution variable des chemins est un phe-
nomene d'interference. Kac [14] remarqua que si 1'on remplagait 1'operateur
d'evolution e~ltH/h par 1'operateur statistique e~f3H (et done 1'equation de
Schrodinger par une equation de type diffusion ou de la chaleur), on obtenait
une integrale de chemin avec une mesure positive, generalisant 1'integrale de
Wiener, bien plus facile a definir rigoureusement [11]. Une strategic qui a en-
suite ete poursuivie par de nombreux auteurs a ete de definir 1'integrale de
chemin correspondant a 1'evolution quantique par prolongement analytique
sur la variable de temps [20]. C'est la demarche que nous suivrons aussi dans
ce cours.
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Dans le domaine de la physique, plusieurs generalisations de 1'integrale de
chemin initiale se sont revelees utiles. L'integrale sur des chemins complexes
associee a la representation holomorphe de la mecanique quantique [15] per-
met de discuter les proprietes des systemes de bosons dans le formalisme dit
grand canonique. L'integrale sur des chemins grassmanniens [1, 18] permet de
traiter les systemes de fermions par un formalisme tout a fait parallele. L'in-
tegrale sur les chemins dans 1'espace de phase [2, 6, 9] a permis plus tard de
retrouver simplement les regies d'integration pour des chemins appartenant a
des varietes courbes [19] comme par exemple des spheres.

Enfin, dans ce cours nous ne traiterons pas le probleme de la quantification
de systemes contraints et renvoyons a la litterature pour ce sujet [7].

Differents articles ont insiste sur le fait que, dans ces cas plus generaux,
1'integrale de chemin ne quantifie pas, c'est-a-dire que dans les situations ou
le passage de 1'hamiltonien classique a 1'hamiltonien quantique pose des pro-
blemes d'ordre des operateurs, 1'integrale de chemin n'est pas uniquement
definie [3, 8].

L'integrale de chemin permet de retrouver par des methodes plus intuitives
nombre d'approximations semi-classiques. Par exemple, on deduit de 1'appro-
ximation semi-classique de 1'operateur devolution [19] des estimations semi-
classiques des amplitudes de diffusion [22], comme des approximations pour
le spectre du hamiltonien [13].

Sa version en temps imaginaire (Feynman-Kac) permet d'etudier 1'effet
tunnel dans 1'approximation semi-classique [17]. L'integrale de chemin est
alors dominee par des solutions de type instantons [4] et le calcul de leurs
contributions implique 1'introduction de coordonnees collectives [12]. Le com-
portement aux grands ordres de la theorie des perturbations autour de 1'ap-
proximation harmonique est obtenu par un calcul analogue a celui de 1'effet
tunnel [16].

Enfin, quelques livres consacres aux integrates de chemin ont un interet
historique ou presentent d'autres points de vue et contiennent nombre de
references supplement air es [8, 23].
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Chapitre 1

Quelques preliminaires
mat hernat iques

AVANT D'ENTRER DANS LE VIF DU SUJET, nous rappelons quelques resul-
tats mathematiques, surtout de nature algebrique, et introduisons

quelques notions importantes pour la suite.

Nous trouverons souvent commodes d'utiliser les fonctions generatrices des
valeurs moyennes par rapport a une mesure ou une distribution de probabilite.
Celles-ci se generalisent en fonctionnelles generatrices dans le cas d'une mesure
sur des chemins tels que 1'integrale de chemin la fournit.

La mesure gaussienne joue un role essentiel dans des domaines varies : la
theorie des probabilites a cause du theoreme de la limite centrale, la mecanique
quantique comme nous allons le montrer, et done la theorie quantique des
champs et la mecanique statistique des transitions de phase. Nous rappelons
done quelques proprietes des valeurs moyennes gaussiennes. Nous demontrons
le theoreme de Wick, un resultat simple mais d'un grand interet pratique.
Nous expliquons la methode du col, une methode qui permet le calcul approche
de certaines integrales en les ramenant a des integrales gaussiennes. Enfin nous
definissons les derivees fonctionnelles et nous decrivons une identite utile pour
le calcul de determinants d'operateurs.

Notation. Dans les paragraphes qui suivent, nous utilisons des caracteres
gras pour indiquer des matrices ou des vecteurs, et les caracteres italiques
correspondants pour indiquer les elements de matrice ou les composantes de
vecteurs.
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1.1 Fonction generatrice
Soit Q ( x i , X 2 , . . . ,xn} une mesure positive ou une distribution de proba-

bilite definie dans tout W1 et normalisee. Nous notons

ou dnx = nr=i dxi, la valeur moyenne d'une fonction F(XI, ... ,xn). Par
definition (1) = 1.

II est souvent commode d'introduire la transformee de Fourier de la distri-
bution, qui est aussi une fonction generatrice de ses moments. Ici nous consi-
derons une classe particuliere de distributions qui admettent une transformee
de type Laplace :

Dans ce cas, considerer une transformee de type Laplace plutot que la trans-
formee de Fourier a un avantage : 1'integrant est encore une mesure positive.

La fonction 2(b) est alors une fonction generatrice des moments de la
distribution, c'est-a-dire des valeurs moyennes de polynomes. En effet on re-
connait, apres developpement de 1'integrant en puissances des variables 6fc, la
serie

Les valeurs moyennes peuvent done etre obtenues en derivant la fonction -Z(b)
par rapport a ses arguments. Derivant les deux membres de 1'equation (1.1)
par rapport a 6^, on obtient

Derivant de fagon repetee et prenant la limite b = 0, on trouve done

Cette notion de fonction generatrice est tres utile et sera etendue en section 1.7
a la limite ou le nombre de variables est infini.

1.2 Valeurs moyennes gaussiennes.
Theoreme de Wick

A cause du theoreme de la limite centrale, les distributions de probabilites
gaussiennes jouent un role important en theorie des probabilites comme en
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physique. De plus, elles ont des proprietes algebriques remarquables que nous
aliens maintenant rappeler. Comme la plupart de ces proprietes algebriques
se generalisent a toutes les integrates gaussiennes, nous nous plagons dans ce
cadre plus general.

Considerons d'abord 1'integrale gaussienne

ou la matrice A d'elements AIJ est une matrice symetrique complexe dont
la partie reelle a des valeurs propres non negatives, et qui n'a pas de valeur
propre nulle :

Diverses methodes permettent de demontrer

Nous demontrons ici ce resultat pour des matrices reelles. En section 1.8, nous
donnerons deux demonstrations pour des matrices complexes.

1.2.1 Matrices reelles
Nous partons de 1'inteerale sinrole (a > 0}

Toute matrice symetrique reelle peut etre diagonalisee par une transformation
orthogonale, et done la matrice A peut etre ecrite

oii la matrice O est orthogonale et la matrice D d'elements DIJ diagonale :

Changeons alors de variables, x H-> y, dans 1'integrale (1.4) :

dont le jacobien est J = |detO)| = 1. Nous sommes alors ramenes a une
integrale factorisee

La matrice A est positive; ses valeurs propres a^ sont done positives, chaque
integrale converge et se deduit du resultat (1.6). Nous concluons
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1.2.2 Integrate gaussienne generate

Considerons maintenant une integrale gaussienne generale

Pour calculer Z(A,b), on cherche le minimum de la forme quadratique :

En terme de la matrice inverse de A :

la solution pent s'ecrire

Apres le changement de variables xi >—> yi,

1'integrale devient

Ce changement de variables reduit le calcul a 1'integrale (1.4). On en deduit

Remarque. L'integrale gaussienne a une propriete remarquable : si 1'on
integre 1'exponentielle d'une forme quadratique sur un sous-ensemble de va-
riables, le resultat est encore 1'exponentielle d'une forme quadratique. Cette
stabilite structurale explique la stabilite des distributions de probabilite gaus-
siennes. Elle est egalement reliee a certaines proprietes de 1'oscillateur harmo-
nique qui seront discutees en section 2.6.
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1.2.3 Valeurs moyennes gaussiennes
et theoreme de Wick

Dans le cas ou la matrice A est reelle et done positive, nous pouvons
considerer la fonction gaussienne comme une mesure positive sur W1 ou une
distribution de probabilite et calculer des valeurs moyennes de fonction des
variables X{ :

ou la normalisation J\f est choisie de telle sorte que {!} = !:

La fonction (1.8) est alors une fonction generatrice des moments de la dis-
tribution, c'est-a-dire des valeurs moyennes gaussiennes de polynomes (cf.
section 1.1). En effet

Les valeurs moyennes peuvent done etre obtenues en derivant 1'expression (1.8)
par rapport aux variables bi :

et, remplagant Z(A,b) par son expression explicite (1.12),

De fagon gene-rale, si F(x) est une serie entiere dans Pensemble des va-
riables Xi, nous trouvons 1'identite

Theoreme de Wick. L'identite (1.14) conduit au theoreme de Wick. Chaque
fois qu'une derivee agit sur 1'exponentielle du membre de droite, elle engendre
un facteur b. Une autre derivee devra agir ulterieurement sur ce facteur, sinon
le terme correspondant s'annulera dans la limite b = 0. Nous en concluons que
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la moyenne du produit x/Cl . . . Xke avec le poids gaussien exp(—^XiAijXj] est
obtenue de la maniere suivante : on considere tous les appariements possibles
des indices ki,..., kt (I doit done etre paire). A chaque paire kpkq, on associe
1'element Akpkq de le matrice A = A"1. Alors

Les equations (1.16, 1.17) sont des proprietes caracteristiques de toute mesure
gaussienne centree ((xi) = 0). Elles sont connues sous le nom de theoreme de
Wick et sont, dans une forme adaptee a la mecanique quantique ou a la theorie
quantique des champs, la base de la theorie des perturbations. La simplicite du
resultat ne doit done pas cacher sa grande importance pratique. Notons aussi
que la demonstration est purement algebrique et s'etend done aux integrales
complexes. Seule 1'interpretation des fonctions gaussiennes comme mesure ou
distribution de probabilite disparait alors.

Exemples. On trouve alors successivement :

Plus generalement, la valeur moyenne d'un produit de 1p variables est la
somme de (2p — l)(2p — 3) . . . 5 x 3 x 1 termes distincts.

Une identite utile. Considerons maintenant la valeur moyenne gaussienne
du produit x^F(x) :

Nous notons

Nous utilisons alors cette identite dans (1.18) et integrons par parties :
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ce qui se resume dans line identite qui peut se demontrer aussi en appliquant
le theoreme de Wick :

1.3 Mesure gaussienne perturbee.
Contributions connexes

Meme dans les cas favorables ou le theoreme de la limite centrale s'ap-
plique, la mesure gaussienne n'est qu'une distribution limite. II est done inte-
ressant d'etudier les corrections a la distribution gaussienne.

1.3.1 Mesure gaussienne perturbee

Nous considerons une distribution plus generale normalises e~A(x>x) /Z(X)
ou la fonction A(x, X) est la somme d'une partie quadratique et d'un polynome
XV (x) dans les variables Xi :

le parametre X caracterisant 1'amplitude de la deviation a la distribution gaus-
sienne.

La normalisation Z(X) est donnee par 1'integrale

Pour la calculer, nous developpons 1'integrant en serie formelle de X et inte-
grons terme a terme :

o u s i g n i f i e valeur moyenne gaussienne avec la mesure
exp[— ^ i - X i A i j X j / 2 ] . Chaque terme du developpement, qui est la va-
leur moyenne gaussienne d'un polynome, s'obtient alors en utilisant le
theoreme de Wick (1.16).
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Utilisant 1'equation (1.15) avec F = e~Ay, nous en deduisons aussi une
representation formelle de la fonction (1.21) :

Exemple. Considerons la perturbation

A 1'ordre A2 on trouve (AA = 1)

Une verification simple des facteurs est obtenue en specialisant au cas d'une
seule variable. Alors

Notons aussi que les deux premiers termes de 1'expression (1.25) s'exponen-
tient de telle sorte que In Z n'a plus que des termes connerces, c'est-a-dire des
termes qui ne peuvent pas se factoriser en un produit de sommes :

1.3.2 Diagrammes de Feynman. Contributions connexes

II est possible d'associer a chaque contribution perturbative un graphe
appele diagramme de Feynman. Chaque monome contribuant a V(x) est re-
presente par un point (un vertex) d'ou partent un nombre de lignes egal au
degre du monome, et chaque appariement est represente par une ligne joignant
les vertex auxquels appartiennent les variables correspondantes.

Nous venons d'introduire la notion de contribution connexe. A cette no-
tion correspond une propriete des graphes. Une contribution connexe est
une contribution correspondant a un diagramme connexe. Nous utilisons ci-
dessous 1'indice c pour indiquer la partie connexe d'une valeur moyenne. Dans
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ces conditions par exemple

De fagon generale, a 1'ordre k on trouve

Un terme non connexe est un produit de la forme

avec un poids l/kl venant du developpement de 1'exponentielle multiplie par
un facteur combinatoire correspondant a toutes les fagons de regrouper k
objets en sous-ensembles de k\ + k^ + • • • + kp objets, si tous les ki sont
distincts. On trouve

Si m puissances ki sont egales, il faut diviser par un facteur combinatoire
supplementaire 1/ra! car le meme terme a ete compte m! fois.

On remarque alors que le developpement perturbatif peut etre reecrit

1.4 Valeurs moyennes. Fonction generatrice.
Cumulants

Nous calculons maintenant les valeurs moyennes de polynomes avec la
distribution e~A(x'A) /Z(X) ou A(x, A) est le polynome (1.20) :

Les valeurs moyennes (x^Xi2 ... Xie)\, que nous appellerons aussi fonctions a
i points, sont donnees par le rapport
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1.4.1 La fonction a deux points
Considerons, par exemple, la fonction a deux points (xi1Xi2)x. II faut cal-

culer 1'integrale

Dans 1'exemple (1.24) a 1'ordre A2, nous trouvons

Nous devons encore calculer le rapport

Dans la division des deux series, les terrnes non connexes disparaissent et nous
trouvons

En termes de diagrammes de Feynman, la contribution d'ordre A est repre-
sentee par le diagramme de la figure 1.1 et les diagrammes de la figure 1.2
representent les contributions d'ordre A2.

FlG. 1.1 - La fonction a deux points a 1'ordre A.

Nous pourrions calculer de meme la fonction a quatre points, c'est-a-
dire les valeurs moyennes des monomes de degre quatre. Nous trouverions
un grand nombre de contributions. Mais les resultats se simplifient notable-
ment si nous calculons directement les cumulants de la distribution. Pour
cela, il est commode de definir d'abord une fonction generatrice des valeurs
moyennes (x^x^ ... xip)x.
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FlG. 1.2 — Contributions d'ordre A2 a la fonction a deux points.

1.4.2 Fonctions generatrices. Cumulants
Nous generalisons la fonction (1.8) de 1'exemple gaussien sous la forme

La fonction Z(b, X)/Z(X) est la fonction generatrice des valeurs moyennes
(section 1.1)

Introduisons maintenant la fonction

Dans 1'interpretation probabiliste, W(b, A) est la fonction generatrice des
cumulants de la distribution. Comme consequence de 1'equation (1.26), le
developpement perturbatif des cumulants est beaucoup plus simple puisqu'il
ne contient que des contributions connexes. Notons que dans le cas gaussien
W(b) se reduit a une forme quadratique en b.

Remarque. Dans le cadre de la physique statistique, les valeurs moyennes
(xi1Xi2 ... Xie)x sont appelees fonctions de correlation a i points et les cumu-
lants

fonctions de correlation connexes.

Exemples. Developpant la relation (1.30) en puissances de b, on trouve que
les fonctions a un point sont identiques

Pour les fonctions a deux points, on trouve
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C'est done la fonction a deux points de la variable a laquelle sa valeur moyenne
a ete soustraite.

Dans le cas d'une perturbation paire V(x) = V(—x), comme dans
1'exemple 1.24,

La fonction connexe a quatre points, qui s'annule exactement pour une mesure
gaussienne, donne une premiere evaluation de 1'ecart a la mesure gaussienne.

Dans 1'exemple 1.24, on trouve alors a 1'ordre A2 :

1.5 Methode du col

Pour evaluer des integrates de contour dans le domaine complexe, on peut
parfois utiliser la methode du col, qui reduit leur evaluation a une somme
(infinie) d'integrales gaussiennes.

Nous decrirons d'abord la methode dans le cas d'une integrale reelle puis
complexe. Nous generaliserons ensuite a un nombre quelconque de variables.

1.5.1 Integrale reelle

Considerons 1'integrale

ou la fonction A(x) est une fonction reelle, analytique dans un voisinage du
segment (a, 6), et A un parametre positif. Nous voulons evaluer cette inte-
grale dans la limite A —> 0+. Dans cette limite, 1'integrale est dominee par
les maxima de 1'integrant et done les minima de A(x). Deux cas peuvent se
presenter.

(i) Le minimum de A(x) correspond a un bord du domaine d'integration.
On developpe alors A(x] au voisinage du minimum et on integre. Ce n'est pas
le cas qui nous interesse ici.
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(ii) La fonction A(x] a un ou plusieurs minima sur 1'intervalle (a, 6). Les
minima correspondent a des points xc caracterises par

ou generiquement A"(xc) > 0 (les cas ou A"(xc) — 0 exigent une analyse sepa-
ree). Pour des raisons qui apparaitront plus tard, ces points sont appeles des
cols (cf. exemple (ii)). S'il y a plusieurs solutions, la contribution dominante
sera donnee par le minimum absolu de A(x).

Par ailleurs, si nous negligeons des corrections d'ordre exp[—const./A],
nous pouvons restreindre 1'integration a un voisinage fini (xc — e, xc + e] de
xc, mais avec e arbitrairement petit. En effet, les contributions hors de cet
intervalle sont bornees par

ou nous avons utilise la propriete e <C 1 de sorte que

Plus precisement, le domaine qui contribue est d'ordre \/A- H est done com-
mode de changer de variables, x i—> y \

Le developpement de la fonction A s'ecrit alors

On voit qu'a 1'ordre dominant il suffit de garder le terme quadratique. A cause
du caractere negligeable des contributions loin du col, on peut alors integrer
sur [—00, +00]. On est ramene a une integrale gaussienne :

Pour calculer les corrections d'ordre superieur, on developpe 1'exponentielle
en puissance de A et on integre terme a terme. Par exemple a 1'ordre suivant

Exemples.
(i) Un exemple classique est 1'evaluation asymptotique de la fonction
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pour 5 —>• +00. L'integrale n'a pas telle quelle la forme canonique (1.33) mais
un changement de variable lineaire la lui donne : x = (s — l)x', et on pose
s - I = I/A. Alors

et done A(x] = x — Inx. La position du col est donnee par

La derivee seconde au col est A"(xc] = 1. Le resultat a 1'ordre dominant
est done

une evaluation aussi appelee formule de Stirling. Notons que grace a la me-
thode du col complexe que nous expliquons maintenant, ce resultat s'etend a
s complexe avec | args| < TT.

(ii) Evaluons la fonction de Bessel modifiee

(= JQ(IX}} pour x —» +00 (la fonction est paire).
Cette integrate a la forme canonique pour 1'application de la methode du

col (x = I/A), et 1'integrant est une fonction entiere.
Les cols sont donnes par

Pour x —> +CXD le col dominant est 9 = 0. Nous developpons au voisinage du
col

La region contribuant a 1'integrale est d'ordre 0 = O(l/T,/x). Done

Justifions, sur cet exemple, 1'appellation methode du col. Pour cela il faut
examiner la fonction cos 9, qui apparait dans 1'integrant, dans le plan complexe
au voisinage du col 0 = 0. Les courbes de module constant de 1'integrant sont
les courbes Re cos 9 constant. Nous notons que ces courbes se croisent au col
(cf. figure 1.3) et le module de 1'integrant a done une structure de col au sens
geographique.
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FlG. 1.3 - Fonction /o : courbes de niveaux du module de 1'integrant dans le
voisinage du col 9 = 0.

1.5.2 Integrate de contour complexe
Considerons 1'integrale

ou la fonction A(x) est line fonction analytique de la variable complexe x et A
un parametre reel positif. Le contour C va du point a an point b du plan
complexe, et est contenu dans le domaine d'holomorphie de A. Comme cas
limite, on peut considerer la situation ou les points a et b s'eloignent a 1'infini
dans le plan complexe.

On veut evaluer 1'integrale pour A —> 0+. On pourrait penser a priori que
1'integrale est alors dominee par les points ou le module de 1'integrant est
maximum et done la partie reelle de A(x) est minimum. Cependant la contri-
bution du voisinage de tels points peut se compenser parce que la phase varie
rapidement (un argument qui conduit a la methode de la phase stationnaire).

La methode du col consiste a deformer le contour C de toutes les manieres
possibles dans le domaine d'holomorphie de A (sans evidemment franchir de
singularite ce qui changerait la valeur de 1'integrale) de fagon a ce que le
module maximum de 1'integrant soit minimum, c'est-a-dire que le minimum
de ReA(x) sur le contour soit maximum.

S'il est possible de deformer le contour C en un contour equivalent
sur lequel ReA(x) est monotone, alors 1'integrale est dominee par une des
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extremites du contour. Dans le cas contraire la partie reelle passe par un
minimum. Sur le contour optimal le minimum ne peut etre du qu'a une sin-
gularite de la fonction ou enfin, et c'est la situation qui nous interesse ici, a
un point regulier ou la derivee de A s'annule :

A'(x) = 0.

Un tel point xc est un col au sens des courbes de niveaux de HeA(x) (fi-
gure 1.3). La structure de 1'integrant se comprend mieux si Ton se souvient
que les courbes Re A et ImA constant forment deux ensembles de courbes
bi-orthogonales. Les seuls points doubles de ces courbes sont des singularites
ou des cols. En effet developpons la fonction au voisinage de xc :

ou les coordonnees reelles w, v sont definies par

Au voisinage du col, on peut choisir le contour deforme pour qu'il suive une
courbe ImA constant, et done la phase de 1'integrant reste constante. II n'y
a plus de compensations. L'integrale est dominee, a des contributions plus
petites que toute puissance de A pres, par le voisinage du col. Le reste de
1'argument et du calcul sont les memes que dans le cas reel precedent.

Exemple. Considerons la representation integrate de la fonction de Bessel

ou le contour C est un contour ferme simple contenant 1'origine a son interieur
et parcouru dans le sens positif. Evaluons par la methode du col 1'integrale
pour x reel tendant vers +00.

Posons

L'equation des cols est

Les deux cols contribuent. Pour le col z = i posons z = i + e3i7r/4 s. Alors

La contribution du col est

Le deuxieme col donne le conjugue complexe. On trouve alors
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1.6 Methode du col a plusieurs variables.
Application aux fonctions generatrices

Considerons 1'integrale generale sur n variables

ou pour simplifier nous supposons la fonction A entiere et 1'integrale porte
sur tout W1.

Dans la limite A —* 0, 1'integrale est dominee par les cols solutions de :

Dans le cas ou il existe plusieurs cols, il faut classer les cols par la valeur
de Re A. Le col dominant sera souvent celui qui correspond a Re A minimum.
Toutefois, tous les cols ne contribuent pas necessairement et il faut proceder
par deformation du domaine d'integration initial. Dans le cas de plusieurs
variables, il peut ne pas etre simple de reconnaitre quels cols contribuent.

Pour calculer la contribution dominante du col xc, nous changeons de
variables, posant

Nous developpons alors A(x.) en puissances de A (et done de y] :

Apres le changement de variables, le terme quadratique en y est independant
de A. L'integrate devient

Nous developpons alors 1'integrant en puissances de \/A : a chaque ordre le
calcul est ramene a une moyenne gaussienne de polynomes. A 1'ordre dominant
on trouve
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ou A^2) est la matrice des derivees partielles secondes :

1.6.1 Fonction generatrice et methode du col
Nous introduisons la fonction generatrice des valeurs moyennes (1.28)

ou A(x.) est maintenant une fonction reguliere des Xi. Definissons

Les valeurs moyennes de polynomes avec le poids e~A<^\

peuvent etre obtenues a partir de derivees de 2, (cf. equation (1.29)) :

Methode du col. Calculons les contributions des deux premiers ordres de
la methode du col a 1'integrale (1.44). L'equation du col est

Nous developpons -A(x) autour du col xc comme explique en section 1.5 et
utilisons le resultat (1.43). Introduisons maintenant W(b), la fonction genera-
trice des cumulants de la distribution qui sont aussi les fonctions de correlation
connexes (equation (1.30)) :

Utilisant le resultat (1.43) et 1'identite (1.52) : IndetM = trlnM, valable
pour toute matrice M, nous trouvons

Les derivees successives par rapport a b (se rappelant que xc est une fonction
de b a travers 1'equation (1.46b)) calculees a b = 0 sont les fonctions de
correlation connexes.
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1.7 Techniques algebriques fonctionnelles

Dans la discussion des proprietes algebriques des fonctions de correlation
les concepts de fonctionnelle generatrice, generalisation de la fonction genera-
trice introduite en section 1.1, et de derivee fonctionnelle sont extremement
utiles.

1.7.1 Fonctionnelle generatrice. Derivee fonctionnelle
Soit {F(n\xi,..., xn)}, n = 0 ,1 , . . . , une suite de fonctions symetriques de

leurs arguments. Nous introduisons une nouvelle fonction d'une variable f(x]
et considerons la serie formelle en / suivante :

On appelle J-(f] la fonctionnelle generatrice de la suite de fonctions F^.
En fait, nous admettrons plus generalement pour les F^ des distribu-

tions. Dans ce cas, la fonction f ( x ) doit appartenir a la classe des fonctions
test correspondante et done etre consideree implicitement comme continue ou
meme indefmiment differentiate.

Par la suite, nous aurons a calculer des fonctions de correlation du type

ou q(i] est la position d'une particule au temps t dans un processus alea-
toire et {•) veut dire valeur moyenne. On pourra alors introduire la fonction
generatrice de fonctions de correlation

Derivee fonctionnelle. Pour calculer une fonction F^ a partir de f ( f ] ,
nous avons alors besoin du concept de derivee fonctionnelle S/6f(x). La de-
rivee fonctionnelle est definie par les proprietes qu'elle satisfait aux regies
algebriques habituelles de toute derivation :
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et de plus

ou 6(x) est la fonction (plus exactement distribution) 8 de Dirac.
La derivee de ̂ (/), par exemple, est

Si Ton derive maintenant p fois et si Ton prend la limite / = 0, on trouve

Remarque. Ce formalisme s'applique aussi lorsque les F^ ne sont pas des
fonctions au sens strict mais des distributions. Par exemple

Ainsi il est possible d'obtenir les equations du mouvement classique asso-
ciees a un lagrangien, en annulant la derivee fonctionnelle de Faction. Consi-
derons, par exemple, 1'action

Sa derivee fonctionnelle est

L'equation 6S/Sq(r) = 0 est done 1'equation du mouvement.

1.7.2 Determinants d'operateurs

Par fois nous aurons a calculer le determinant d'un operateur qui, si ne-
cessaire apres quelques transformations, peut etre ramene au calcul du deter-
minant d'un operateur de la forme M = 1 + K. A condition que les traces
de toutes puissances de K existent, 1'identite suivante, valable pour toute
matrice M,
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developpee en puissance du noyau K :

peut se reveler utile. Dans le cas ou les operateurs M et done K sont repre-
sentes par des noyaux M(x,y) = S(x — y] + K(x,y), les traces successives
s'ecrivent explicitement

Remarque. Le determinant d'une matrice de taille finie n x n, de la forme
1 -f AK est un polynome en A de degre n. Si on le calcule par 1'identite prece-
dente, on trouve une serie infinie. Exprimant que tous les termes a partir de
1'ordre n + I s'annulent, on trouve des identites entre les traces des puissances
de la matrice K.

Une application. Soit HQ un hamiltonien quantique avec un spectre discret
de valeurs propres En et vecteurs propres |n). Considerons 1'hamiltonien
perturbe H = HQ + V. Nous aliens calculer le spectre de H au second ordre
dans la perturbation V en utilisant le developpement precedent. Nous posons

Nous partons de 1'identite

Nous developpons maintenant les deux expressions en puissances de V. Au
premier ordre

Identifiant les residus des poles a E = En , nous concluons

Au second ordre nous posons
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Par ailleurs,

Cette expression doit etre comparee a

On remarque que les poles doubles se compensent entre les deux membres.
De nouveau on identifie les residus des poles simples. On substitue

On en deduit le resultat classique de la theorie des perturbations au second
ordre :

1.8 Integrale gaussienne : matrices complexes

En section 1.2, nous n'avons demontre le resultat general (1.5) que dans
le cas de matrices reelles. Nous etendons ici la demonstration a des matrices
complexes.

La demonstration par diagonalisation, utilisee dans le cas des matrices
reelles, peut se generaliser au cas complexe. Toute matrice complexe syme-
trique A peut en effet se mettre sous la forme

ou la matrice U est unitaire et la matrice D diagonale positive. Dans 1'inte-
grale (1.4), nous changeons alors de variables x i—> y :

Ce changement de variables est une generalisation complexe de la transfor-
mation orthogonale (1.7). L'integrale (1.4) se factorise alors et le resultat est
le produit de 1'integrale par le jacobien (ici non trivial) du changement de
variables. Done
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Mais par ailleurs

Nous en deduisons le resultat (1.5).

Representation de matrices complexes. L'existence de la representation (1.54)
n'est peut etre pas universellement connue; comme un exercice nous en rap-
pelons la demonstration.

(i) Decomposition polaire. Toute matrice complexe M a une decomposition
« polaire » :

Si la matrice n'a pas de valeur propre nulle, la preuve est simple. La represen-
tation (1.55) implique une relation entre matrices hermitiennes :

On choisit pour H la matrice (M+M)1/2 avec valeurs propres positives. On
verifie alors immediatement que la matrice U = MH"1 est unitaire :

Cette decomposition en implique une autre equivalente. Une matrice hermi-
tienne peut etre diagonalisee par une transformation unitaire, et done nous
pouvons ecrire

et Dij = hi§ij, hi > 0. Ceci implique

ou dans une notation plus simple

ou Ui et U2 sont deux matrices unitaires.

(ii) Matrices unitaires symetriques. Nous allons maintenant demontrer une
representation des matrices unitaires symetriques. Soit une matrice U satis-
faisant

Nous decomposons U en partie reelle et imaginaire :

Les matrices X et Y sont deux matrices symetriques reelles qui satisfont,
comme consequence de la relation d'unitarite,
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Deux matrices symetriques reelles qui commutent peuvent etre diagonalisees
simultanement. Les valeurs propres correspondantes (qui sont reelles) {xj,yj}
satisfont

que nous parametrons comme

Appelant O la matrice orthogonale commune qui diagonalise X et Y, et
done U, nous trouvons

avec

Nous pouvons aussi poser

et trouvons

Nous allons generaliser cette representation aux matrices symetriques com-
plexes quelconques.

(iii) Matrices complexes symetriques. Nous considerons maintenant des
matrices complexes symetriques quelconques :

La representation (1.56) doit alors satisfaire

ou * signifie conjugue complexe. Introduisant la matrice unitaire

nous en deduisons la contrainte

Nous multiplions le membre de droite de la deuxieme equation par le membre
de droite de la premiere (dans cet ordre). Nous trouvons
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La derniere forme de 1'equation en termes des composantes s'ecrit

(sans sommation sur les indices), et done

Supposons d'abord que toutes les valeurs propres de D sont simples. Alors W
est une matrice unitaire diagonale :

Introduisons ce resultat dans la representation (1.56), eliminant U2 au profit
de W, nous trouvons

Posant finalement

nous trouvons la representation d'une matrice symetrique complexe en fonc-
tion d'une matrice diagonale positive D et d'une matrice unitaire UQ :

Si D a une valeur propre multiple, d'apres (1.56) dans le sous-espace corres-
pondant, la matrice M est proportionnelle a une matrice unitaire symetrique.
Nous utilisons alors le resultat (1.57) et montrons que la decomposition (1.58)
est generale.

Exercices
Exercice 1.1.

Soient deux variables aleatoires x,y correlees dont on suppose la loi de pro-
babilite gaussienne. On trouve les cinq valeurs moyennes suivantes

En deduire les valeurs moyennes
utilisera le theoreme de Wick).

Quelle est la distribution gaussienne qui conduit a ces valeurs ?

Solution.

La distribution gaussienne est
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Exercice 1.2.

Solent trois variables aleatoires x,y,z correlees dont on suppose la loi de
probabilite gaussienne. On trouve les neuf valeurs moyennes suivantes

En deduire en fonction de a, 6, c les valeurs moyennes (x4), {#6}, {x3?/},
(x2y2), (x2yz).

Quelle est pour a = 2 , f e = l , c = 01a distribution gaussienne qui conduit
a ces valeurs ?

Solution.

Pour a = 2 , 6 = l , c = 0, la distribution gaussienne qui conduit a ces va-
leurs est

Exercice 1.3.

Demontration du resultat (1.5) par methode iterative. Le determinant d'une

matrice complexe quelconque A^ n x n, d'elements A™ peut etre calcule
de fagon recursive en soustrayant a toutes les lignes un multiple de la derniere
ligne de fagon a annuler la derniere colonne (supposant Ann ^ 0, sinon il faut
prendre une autre ligne et colonne). Cette methode conduit a la relation entre
determinants

ou A.(n~1^ est une matrice (n — 1) x (n — 1) d'elements

Utiliser le resultat (1.6) pour retrouver cette identite.

Solution. Nous considerons maintenant 1'integrale (1.4). Nous integrons
sur la variable xn (supposant Re Ann > 0), utilisant le resultat (1.6) :
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L'integrale gaussienne restante devient une integrate sur n — 1 variables :

Comparant avec 1'identite (1.59), nous remarquons que nous sommes en train
de calculer l/\/det A. Nous concluons

Exercice 1.4-

Evaluer par la methode du col 1'integrale suivante

avec /3 = I — a, a > 0, /? > 0, dans la limite n —» oo.

Solution. Le col est xc = a, et done

Exercice 1.5.

On considere 1'integrale

oil le vecteur q a deux composantes Qi,q2- Calculer cette integrate pour g —> 0+
par la methode du col (cet exercice contient un point subtil).

Solution. Pour plus d'information, voir section 8.3.1 :

Exercice 1.6.

Les polynomes de Her mite, qui apparaissent dans les fonctions propres de
1'oscillateur harmonique, ont une representation integrate de la forme

Evaluer ces polynomes pour n —> oo et z reel par la methode du col.
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Solution. Les polynomes H,n(z} sont pairs ou impairs

Nous pouvons done nous restreindre a z > 0.
Posons

Les cols sont donnes par

Par ailleurs

II faut alors distinguer les deux cas 0<z<2etz>2(z = 2 exige un
traitement special).

(ii) z > 2. II est commode de poser z = 2 cosh 9 avec 0 > 0. Alors

II est facile de se convaincre en deplagant le contour que le col pertinent est
s_ (le col s+ est un col entre le trou a s = —iz et 1'autre col s_) et done

Au contraire pour \z\ < 2, les deux cols contribuent. Posant z = 2cos0, on
trouve

Exercice 1.7.

Evaluer par la methode du col 1'integrale

en fonction du parametre reel a dans la limite n —» oo. On pourra exprimer
le resultat sous forme parametrique en fonction de la position du col.

Solution. On observe qu'on peut ecrire 1'integrale
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La position du col est donnee par

et

Cette equation a done une solution unique x(o) pour tout a. II est commode
de parametrer le resultat en fonction de x(o). On substitue

Au col

et done

On note que la methode du col ne s'applique pas pour a = 0 ou f " ( x ) s'annule
au col. II faut alors developper f(x) jusqu'a 1'ordre x4 et integrer directement.
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Chapitre 2

L'integrate de chemin
en mecanique quantique

LE FORMALISME D'lNTEGRALE DE CHEMIN que nous allons developper dans
le cadre de la mecanique quantique conduit a representer les quantites

physiques comme des moyennes avec un poids approprie (reel ou complexe)
sur un ensemble de chemins ou trajectoires. Ainsi il donne un sens assez
concret a la notion de fluctuations quantiques. En fait nous pourrions definir
la mecanique quantique directement a partir de 1'integrale de chemin, un
point de vue qui ne serait pas sans vertu, mais qui ferait dependre 1'etude
de la mecanique quantique a un petit nombre de particules d'un formalisme
mathematique plus complexe que les equations aux derivees partielles. Notons
cependant que quand le nombre de degres de liberte augmente, comme en
mecanique statistique ou en theorie quantique des champs, les merites de
1'integrale de chemin finissent par 1'emporter largement.

Ici, pour des raisons pedagogiques, nous supposons au contraire que cer-
taines notions de base de la mecanique quantique sont deja connues, tels que
la notion d'espace de Hilbert (la notation des bras et kets etant utilisee pour
les vecteurs), sur lequel agissent des operateurs correspondant aux differentes
observables, tels que les operateurs de position, d'impulsion, devolution ou
la matrice densite. Par ailleurs, 1'evolution des fonctions d'onde est gouvernee
par 1'equation de Schrodinger.

Nous allons d'abord decrire une strategic generale qui conduit a une
representation des elements de matrice (dans une base particuliere) d'un ope-
rateur devolution par des integrales de chemin. L'existence d'une telle repre-
sentation est basee sur deux proprietes fondamentales :

- Une evolution markovienne, c'est-a-dire sans memoire, une propriete ca-
racteristique de systemes isoles ou sans influence sur leur environnement.
La localite de 1'evolution pour des intervalles de temps courts, une pro-
priete que nous expliquerons plus loin.
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Ces deux proprietes sont satisfaites a la fois par 1'operateur unitaire
Q-itu/h ^ ff egj. un hamiltonien independant du temps) qui decrit 1'evolution
en mecanique quantique et 1'operateur statistique e~@H qui est la matrice den-
site a 1'equilibre thermique. Mais elles sont aussi partagees par des processus
aleatoires de type diffusion qui n'ont rien de quantique, comme le mouvement
brownien qui est a 1'origine de la notion d'integrale de chemin (integrale de
Wiener).

Nous appliquerons ensuite cette strategic a 1'exemple le plus simple, le
calcul des elements de matrice de 1'operateur statistique pour des hamiltoniens
de la forme H = p2/1m + V(q), ou q,p sont respectivement les operateurs de
position et impulsion.

2.1 Processus markoviens locaux

Nous definissons maintenant dans le cadre de la mecanique quantique les
proprietes d'evolution markovienne et de localite.

2.1.1 Evolution markovienne
Soit U(t,t'), t > t', un operateur borne de 1'espace de Hilbert, qui decrit

une evolution du temps t' au temps t et qui satisfait une propriete de Markov
dans le temps :

Cette propriete, caracteristique aussi de certains processus aleatoires, comme
nous le montrerons en section 5.5, signifie que 1'evolution associee a 1'opera-
teur U est sans memoire, c'est-a-dire que 1'evolution du temps t" au temps t
ne depend que de 1'etat du systeme au temps t" mais pas de 1'evolution ante-
rieure.

Nous supposons de plus U ( t , t f ) derivable a derivee continue. Nous posons

ou h est un parametre reel, qui sera identifie plus loin avec la constante de
Planck ce qui en justifiera 1'utilite. Nous derivons alors 1'equation (2.1) par
rapport a t et prenons la limite t" = t. Nous trouvons

Quand 1'operateur H est independant du temps, 1'equation se resout formel-
lement : U(t,t') = e-(*-*')H/R.

La propriete de Markov (2.1) permet d'ecrire U(t",t') comme un produit
de n operateurs pour des intervalles de temps £ = (t" — t')/n arbitrairement
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petits :

Le produit (2.3) est ordonne dans le temps comme dans 1'equation (2.1).
Quand H est independant du temps, U(t + e,i) = Q~eHln et on reconnait la
formule de Trotter.

Notons que les operateurs U(t + e, t) jouent un role analogue aux matrices
de transfert de la mecanique statistique classique (cf. chapitre 4).

2.1.2 Elements de matrice et localite
Operateur position et elements de matrice. Nous introduisons maintenant

une base qui joue un role privilegie, la base dans laquelle 1'operateur de posi-
tion q est diagonal. C'est dans cette base que nous supposons 1'evolution locale
au temps court. Utilisant la notation des bras et kets usuelle en mecanique
quantique, nous notons \q} le vecteur propre de q avec la valeur propre q :

A tout observable comme la position est associe un operateur hermitien et
done les vecteurs propres de q sont orthogonaux :

(Comme dans le cas des ondes planes, c'est une base generalisee puisque les
vecteurs n'appartiennent pas a 1'espace de Hilbert.) Par ailleurs la base est
complete, ce qui s'ecrit

En termes d'elements de matrice dans cette base, 1'identite (2.1) pour
les temps £3 > t2 > *i prend alors la forme

ou nous avons utilise la decomposition de 1'identite (2.5). Generalisant cette
identite nous pouvons reecrire 1'equation (2.3)

avec les conventions
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Dans cette expression, nous pouvons prendre la limite n —* oo, ou e —> 0,
ramenant 1'evaluation de 1'expression (2.6) a 1'evaluation asymptotique (avec
une precision suffisante) des elements de matrice (q\U(t + e,t)\q') pour des
intervalles de temps infinitesimaux.

Localite de devolution aux temps courts. Si V operateur H est local dans la
base ou I'operateur de position q est diagonal, ce qui signifie que les elements de
matrice (qi\H(t)\q2) ont un support reduit a qi = q<2, nous pouvons construire
a partir de 1'identite (2.3) une integrale de chemin donnant les elements de
matrice (q"\U(t",t')\qf). En effet, dans cette limite, comme consequence de
la localite de H, seuls les elements de matrice avec \q — q'\ <C 1 contribuent
de fagon appreciable a 1'expression (2.6). Cette propriete est satisfaite quand
I'operateur H(t) s'exprime en termes des operateurs habituels d'impulsion
et de position p et q de la mecanique quantique : H(t) = H(p,q;t), et est
un polynome en p. De fagon equivalente, H agit sur les fonctions d'onde
(q\4>} = ^>(q) comme un operateur differentiel.

L'operateur H. Dans ce cours nous rencontrerons trois types d'operateurs.
Si I'operateur U decrit 1'evolution quantique dans le temps, il est unitaire

et I'operateur H est anti-hermitien, H = iH, ou H est un operateur de
type hamiltonien quantique. La localite de 1'evolution quantique est alors en
correspondance directe avec la localite de 1'evolution classique. Cette situation
sera abordee au chapitre 9.

Dans ce chapitre, c'est I'operateur H lui-meme qui est hermitien et
1'interpretation est differente. Par exemple, si H est un hamiltonien inde-
pendant du temps, I'operateur U(h/3,0) est I'operateur statistique quantique
ou matrice densite d'un systeme statistique quantique a 1'equilibre a la tem-
perature T = 1//3 (1'equilibre pouvant etre induit par un couplage faible a un
bain thermique). Nous appellerons neanmoins la variable t temps (ou temps
euclidien), quoique du point de vue de 1'evolution quantique ce soit un temps
imaginaire. En effet, si 1'on change le temps t en it on obtient I'operateur d'evo-
lution ordinaire de la mecanique quantique. Le meme prolongement permet
aussi de transposer la partie algebrique des calculs qui suivent a 1'evolution
quantique.

Enfin, en section 5.5, H sera 1'hamiltonien de Fokker-Planck associe a une
equation de diffusion qui est reel mais pas en general hermitien.

2.1.3 Exemple : evolution libre ou mouvement brownien

Nous illustrons ces remarques par 1'exemple de I'operateur statistique cor-
respondant a la particle libre de masse ra, qui est aussi 1'exemple du mouve-
ment brownien (section 5.5). Nous supposons maintenant que I'operateur q
est un vecteur a d composantes (q 6 Rd).

Pour etudier ce probleme, il est utile d'introduire I'operateur d'impul-
sion p. Les composantes de q ont des relations de commutation canonique
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avec les d composantes de 1'operateur impulsion p :

L'hamiltonien du mouvement libre peut alors s'ecrire

Pour calculer les elements de matrice de 1'operateur U(t,tr) — e~(t~t ^H°lh \\
est commode d'introduire aussi la base dans laquelle p est diagonal, qui est
reliee a la base des positions par transformee de Fourier.

Transformation de Fourier : convention. Notant |p) les vecteurs dans la
base dans laquelle 1'operateur impulsion p est diagonal, nous definissons la
transformee de Fourier par

Les elements de matrice de 1'operateur identite dans cette base sont alors

En consequence, dans un produit d'operateurs en representation d'impulsion
la mesure d'integration est ddp/(2irfi)d :

Par ailleurs, de cette normalisation decoule pour les fonctions d'onde ^(q) =
(q|^> =

Hamiltonien libre. On peut maintenant resoudre 1'equation (2.2) en utili-
sant la representation mixte impulsion-position :

La solution est
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Inversant la transformee de Fourier, on en deduit

Ce resultat met clairement en evidence la propriete de localite : quand t — t'-+
0 le domaine ou (q| £/"(£, £')|q') n'est pas negligeable se reduit a |q — q'| =
O(Vt^t').

2.2 Solution de 1'equation d'evolution
aux temps courts

Dans la suite de ce chapitre, 1'operateur H(i) qui apparait dans 1'equa-
tion 2.2 est identifie a un hamiltonien quantique de la forme

(ou p,q sont des vecteurs a d composantes). De tels hamiltoniens sont lo-
caux, comme tous les hamiltoniens polynomiaux en p. Des hamiltoniens plus
generaux seront discutes aux chapitres 5 et 10.

Nous evaluons alors 1'expression (2.6) dans la limite n —>• oo, s —^ 0 a ne
fixe.

En termes des elements de matrice des operateurs H et U dans la base |g),
1'equation (2.2) devient une equation aux derivees partielles qui formellement
est une equation de Schrodinger pour un operateur d'evolution quantique en
temps imaginaire :

avec la condition aux limites

Pour resoudre 1'equation (2.11) dans la limite t — t' —> 0, il est commode de
poser

L'equation (2.11) devient alors
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Nous savons par la solution (2.9) du cas libre que la solution est singuliere
pour t — t' —> 0. Si 1'on suppose que les termes singuliers ne dependent pas
du potentiel, on est amene a poser

Les derivees partielles de a qui apparaissent dans 1'equation (2.12) de-
viennent alors

Introduisant ces expressions dans 1'equation (2.12), on verifie que la fonction
a\ est d'ordre t — t'. Les termes dominants de 1'equation, qui sont d'ordre
\t — t'\°, se reduisent a

ou les termes negliges sont au moins d'ordre t — t'. De fagon plus suggestive
cette equation peut s'ecrire

Introduisons alors un parametre A et la fonction de 0(A) obtenue en substi-
tuant t*-+t' + \(t — t'), q i—> q' + A(q — q') dans a\. Elle satisfait 1'equation

Integrant, on en deduit

Faisons dans 1'integrale le changement de variable A i—> T :

et introduisons la fonction q(r) qui correspond a la trajectoire rectiligne qui
relie q' a q a vitesse constante :
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La solution de 1'equation (2.14) s'ecrit alors

La contribution libre peut aussi etre exprimee en fonction de q(r) (4 =
dq/dr] :

On verifie enfin que la forme (2.13) entraine que la limite de ( q \ U ( t , t f ) q'}
pour t — t' —» 0 est bien 6^(q — q'). On en deduit

avec

Notons que quand le potentiel ne depend pas du temps, on peut aussi
utiliser la remarque (e — t — t')

ou le terme d'ordre e2 est proportionnel au commutateur [p2,V(q]] (formule
de Baker-Hausdorf). Prenant les elements de matrice de deux membres, on
obtient le resultat recherche, pourvu que le commutateur ne soit pas trop
singulier.

Remarque fondamentale. Le terme le plus singulier dans le developpe-
ment pour £ = t — t' —>• 0 est (q — q')2/£ (qui est independant du potentiel).
Ceci implique que le support de I'element de matrice (q [£/"(£' + £,£') q') cor-
respond a des valeurs |q' — q| = O(\/£), une propriete typique du mouvement
brownien. De plus pour |q' — q| = 0 (•</£), nous trouvons

si le potentiel est differentiable. Ainsi le remplacement dans le developpe-
ment (2.13) de a\ par (t — £')V(q, t), par exemple, ne modifie a que par des
termes d'ordre (t — t')3/2 qui, comme nous le montrons ci-dessous, sont negli-
geables. Plus generalement, pour que les trois expressions soient equivalentes,
le potentiel doit etre au moins continu, des potentiels plus singuliers exigeant
une analyse particuliere.
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2.3 Integrate de chemin

Nous introduisons maintenant la trajectoire rectiligne par morceaux definie
par (figure 2.1)

qui interpole en temps les variables q/c = q(£fc).

FlG. 2.1 - Un chemin contribuant a 1'integrale (2.19).

Combinant alors 1'evaluation aux temps courts (2.17, 2.18) et 1'equa-
tion (2.6), nous obtenons (e = (t" — t'}/n)

avec

L'integrale sur les variables q/e est done equivalente a une integration sur
les points d'un chemin rectiligne par morceaux du genre represente dans la
figure 2.1.

Nous observons que les termes negliges dans 1'expression (2.20) sont
d'ordre ne2. Dans la limite n —> oo, £ —> 0 avec ne = t" — t' fixe, ils tendent
done vers zero. Quand e —» 0, <S(q, e] a comme limite Faction euclidienne
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qui est 1'integrale du lagrangien euclidien associe a 1'hamiltonien. L'action
euclidienne se distingue de 1'action usuelle de la mecanique classique par le
signe relatif entre le terme cinetique et le terme de potentiel. Du point de vue
formel, 1'action euclidienne decrit un mouvement en temps imaginaire, ce qui
explique le signe.

Nous prenons alors la limite formelle de 1'expression (2.19) :

et Pappelons integrate de chemin puisque le membre de droite implique une
somme sur tous les chemins satisfaisant aux conditions aux limites prescrites,
avec un poids exp [-S/H].

Nous notons par la suite [dq(£)j (avec des crochets) la mesure d'integration
pour distinguer les integrales de chemin des integrales ordinaires.

Remarque. Dans le symbole [dq(i)j est cachee une normalisation

qui est infinie mais qui ne depend pas du potentiel. C'est pourquoi, dans
les calculs explicites, nous normaliserons toujours les resultats en divisant
1'integrale de chemin par une integrale de chemin de reference dont la valeur
est deja connue (le mouvement libre V = 0 par exemple).

Generalisation. La generalisation de la construction precedente a un sys-
teme de plusieurs particules correspondant a 1'hamiltonien

est immediate et conduit a une integrale de chemin ou apparait 1'action eu-
clidienne correspondante

Discussion. Dans Faction (2.21), les deux termes jouent des roles tout a
fait differents. Le potentiel determine la contribution des chemins en fonction
de la valeur de q(t) a chaque temps, et determine les proprietes physiques de
la theorie.

Le terme cinetique Jdtq2 determine pour sa part Fespace des chemins
qui contribuent a 1'integrale et est ainsi essentiel a Fexistence meme de Fin-
tegrale de chemin. II selectionne les chemins suffisamment reguliers, c'est-
a-dire comme nous le voyons sur Fexpression (2.20), ceux pour lesquels
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[q(t + £•) — q(£)j /£ reste fini quand £ tend vers zero. Ces chemins sont
typiques du mouvement brownien ou de la marche au hasard. Le terme
cinetique fait en realite partie de la mesure d'integration. D'ailleurs, 1'ecri-
ture explicite faisant intervenir q est quelque peu formelle puisque les chemins
typiques qui contribuent a 1'integrale de chemin sont continus (ils satisfont a
une condition de Holder d'ordre 1/2) mais ne sont pas derivables.

Cependant, une notation mathematiquement plus correcte serait peu
intuitive. En particulier, il est clairement apparent sur 1'expression (2.22)
que les maxima de 1'integrant correspondent aux chemins qui minimisent
Faction (2.21), c'est-a-dire qui satisfont

au sens des operateurs. Ce sont done des solutions des equations du mouve-
ment classique, ici euclidien (ou en temps imaginaire), qui sont derivables.
Cette observation est particulierement pertinente pour h —> 0 ou ces solutions
classiques sont des cols, au sens de la methode du col appliquee a 1'integrale de
chemin. L'integrate de chemin est toujours dominee par des chemins non de-
rivables, mais dans la limite semi-classique h —»• 0 ces chemins sont concentres
au voisinage des chemins classiques qui eux sont derivables.

2.4 Evaluation explicite : integrates de chemin
gaussiennes

Nous avons defini 1'integrale de chemin comme une limite formelle d'in-
tegrales avec des intervalles de temps discrets. On pourrait done craindre
qu'il ne faille toujours retourner aux temps discrets pour la calculer. II n'en
est rien; beaucoup de calculs peuvent etre menes a bien sans faire reference
au processus limite, ce qui fait Futilite de cet objet mathematique nouveau.
C'est ce que nous allons illustrer ici d'abord avec le mouvement libre puis avec
1'exemple de 1'oscillateur harmonique.

2.4.1 Le mouvement libre

Dans le cas du mouvement libre V = 0, Faction euclidienne se reduit a
une forme quadratique en q(t) :

et conduit done a une integrate de chemin (2.22) gaussienne. Pour la calculer
explicitement, il suffit d'adapter la methode expliquee en section 1.2. Le role de
la matrice A de 1'integrale (1.4) est joue ici par Foperateur differentiel — mdf,
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comme une integration par parties du terme (q)2 le montre. Comme c'est
un operateur differentiel, le determinant, ainsi que 1'inverse, dependent des
conditions aux limites, et ceci constitue la difference principale par rapport
au calcul avec un nombre fini de variables.

Pour calculer Pintegrale, nous changeons de variables q(t) i—>• r(i) (une
translation a chaque temps t) :

ou la fonction qc satisfait aux conditions aux limites

L'action devient

Le terme lineaire en r peut se reecrire

ou, dans 1'integration par parties, les conditions aux limites (2.24) ont ete
utilisees. Le terme lineaire s'annule done si la fonction qc(t) est une solution
de 1'equation du mouvement classique libre

La solution qui satisfait aux conditions (2.24) est

On en deduit

Comme le changement de variables est une translation, le jacobien de la trans-
formation est egal a 1 et [dq(t]} = [dr(i)j. Nous obtenons done

ou

avec r(t') = r(t"} = 0. Comme la normalisation A/" est independante de q', q",
1'expression est coherente avec le resultat exact (2.9). L'integrale de chemin J\f
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est la valeur de (q"\e~^ ~l ^ /2mh\q'} pour q' = q" = 0. Pour la determiner,
il faut soit revenir a des intervalles de temps discrets, soit utiliser une infor-
mation independante.

En presence d'un terme de potentiel, on ne peut plus faire le calcul exact
en general. Cependant, aux temps courts, le terme cinetique est dominant.
Dans le terme de potentiel, a 1'ordre dominant on peut remplacer q(t) par la
trajectoire classique qc(t). On retrouve alors exactement la forme (2.18) de
Faction.

2.4.2 L'oscillateur harmonique
Nous considerons maintenant 1'hamiltonien de 1'oscillateur harmonique

L'action euclidienne correspondante est

qui est encore une forme quadratique en q(t). En consequence, 1'integrale de
chemin (2.22)

est encore gaussienne. Le role de la matrice A de 1'integrale (1.4) est joue ici
par Foperateur differentiel ra(—d^ +o;2). II est de nouveau utile de decomposer
le calcul en plusieurs etapes. La partie la plus simple et la plus utile du calcul
est la determination de la dependance explicite dans les conditions aux limites,
c'est-a-dire en q',q".

Nous changeons de variables q(t) >-» r(t) (une translation) :

ou la fonction qc satisfait aux conditions aux limites 2.24. L'action devient

Dans le terme lineaire en r nous integrons par parties (equation (2.25)). Nous
choisissons la fonction qc(t) solution de 1'equation

de sorte que le terme lineaire en r(t) s'annule. On reconnait que qc(t) satisfait
1'equation du mouvement classique associee a Faction «So, c'est-a-dire a un
potentiel harmonique inverse — ̂ muj2q2 (le signe — est du au temps euclidien).
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L'action 2.28 se reduit alors a la somme de deux termes :

ou <So(qc) est 1'action classique de la trajectoire. L'integrale de chemin devient

avec

ou les trajectoires satisfont aux conditions aux limites (2.24) : r(t') =
r(t"} = 0.

L'action classique. Nous calculons maintenant <$o(<?c) explicitement. Po-
sant r = t" —t', nous pouvons ecrire la solution

Une integration par parties,

combinee avec 1'equation du mouvement (2.31), simplifie le calcul de <So(qc).
On trouve

Normalisation. L'integrale gaussienne restante sur r(t) ne depend plus
de q',q" et n'engendre qu'une normalisation. Comme le calcul direct fait ap-
paraitre un facteur infini, et pour des raisons essentiellement pedagogiques,
nous n'acheverons le calcul qu'en section 2.7.

Le resultat explicite est

2.5 Fonction de partition.
Fonctions de correlation

Dans les sections qui suivent, nous discuterons d'abord une des quantites
les plus simples : la fonction de partition quantique. Nous introduirons ensuite
les fonctions de correlation associees a la mesure e~s/ti.
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Le potentiel, dans cette section, est independant du temps.

Fonction de partition quantique. La fonction de partition quantique
Z(/3) = tre~PH (j3 est 1'inverse de la temperature) a une representation sous
forme d'integrale de chemin qui se deduit immediatement de la representation
des elements de matrice de 1'operateur statistique e~@H. En effet

Nous utilisons maintenant pour (q"\U(hj3,0)\q'} la representation par integrate
de chemin (2.22). La fonction 6 et les deux integrates sur q' = q(0) et q" =
q(hj3] impliquent que 1'integration porte sur tous les chemins satisfaisant aux
conditions aux limites periodiques <?(0) = q(hff), et sur toutes les valeurs
de q(Q) :

De fagon equivalente, cela signifie que la sommation porte sur tous les che-
mins fermes sans restriction, ou sur toutes les fonctions q(t) periodiques de
periode h(3.

L'action (2.21) depend maintenant implicitement de h :

Changeant t en t/h, nous pouvons la reecrire

Limite de basse temperature. Dans la limite (3 —* CXD (basse temperature), la
fonction de partition pour un systeme avec fondamental isole fournit 1'energie
EQ du fondamental :

Nous utiliserons cette remarque plus systematiquement au chapitre 3.
Notons que dans I'integrale de chemin on peut imposer les conditions aux

limites at — ±(3/2 aussi bien qu'a t = 0 et t = (3. Comme 1'action est
invariante par translation du temps, les resultats sont identiques. Cependant,
dans la limite (3 —>• oo, dans un cas nous sommes amenes a integrer sur tous les
chemins avec t > 0 et la condition initiale g(0) = 0, alors que dans le second
cas nous obtenons un formalisme explicitement invariant par translation dans
le temps. Le second formalisme est clairement plus simple.

Fonctions de correlation. L'integrant e~s^/fl dans I'integrale de che-
min (2.38) definit une mesure positive sur les chemins periodiques. A cette
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mesure correspondent des valeurs moyennes

avec q((3/2) = q(—/3/2), ou la division par la fonction de partition correspon-
dante Z(/3) assure que (1) = 1. Une interpretation physique de ces valeurs
moyennes appelees fonctions de correlation sera donnee au chapitre 4.

Une fonction de correlation qui depend de n temps differents sera appelee
par la suite fonction d n points.

II est possible bien sur de definir des fonctions de correlation correspondant
a des conditions aux limites differentes, mais pour des raisons pedagogiques
nous ne les etudierons pas, les expressions explicites dans le cas des integrates
gaussiennes etant nettement plus compliquees.

2.6 Calcul de 1'integrate de chemin gaussienne
generale

En section 1.2 nous avons montre comment deduire de 1'integrale gaus-
sienne avec terme lineaire toutes les valeurs moyennes avec poids gaussien
(expression (1.8)). Nous allons maintenant generaliser cette methode.

2.6.1 Integrate de chemin gaussienne generale

Nous considerons 1'integrale de chemin

avec conditions aux limites periodiques : q(r/2) = q(—r/2) et

L'integrale est une fonctionnelle de b(t). Pour la calculer, nous eliminons
d'abord le terme lineaire de SG (5,6). Nous faisons de nouveau un change-
ment de variables q(t) H-> r ( t ) (translation) :

ou la fonction qc(t) va etre determinee ci-dessous. Alors
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Dans le terme lineaire en r nous integrons par parties :

Tenant compte des conditions (2.43) : r(r/2) = r(—r/2), nous voyons que le
coefficient du terme lineaire en r s'annule si la fonction qc(t) est solution de
1'equation du mouvement classique

avec gc(r/2) = qc(—r/2}. La solution satisfaisant aux conditions aux
limites (2.43) peut s'ecrire

ou la fonction A(£) est solution de 1'equation

avec les conditions aux limites periodiques

On trouve

La fonction A(t), qui joue un role essentiel dans les developpements pertur-
batifs autour de 1'oscillateur harmonique (cf. section 2.8), est aussi appelee
propagateur. Elle a une limite simple quand T -+ oo,

qui est la transformer de Fourier de la fonction l/(s2 + w2) et la solution de
1'equation (2.45) avec des conditions de decroissance a 1'infini.

L'equation (2.44) est 1'analogue continu de 1'equation (1.9). Le noyau
A(ti — 1 - 2 ) est 1'inverse de 1'operateur —d2 +o;2 avec conditions aux limites pe-
riodiques. II ne depend que de la difference t-z—ti parce que les conditions aux
limites periodiques sont invariantes par translation, 1'intervalle [0, r\ pouvant
alors etre identifies a un cercle et le temps a une variable de type angulaire.
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Nous en deduisons

L'integrale residuelle sur le chemin r(t) donne une normalisation qui est egale
a la fonction de partition tre~TH°/h (equation (2.27)) :

Substituant r = H(3, nous trouvons

ou Zo(0) est la fonction de partition de 1'oscillateur harmonique (2.27) qui se
deduit de 1'expression (2.37), mais que nous allons calculer directement plus
loin (equation (2.55)).

2.6.2 Fonctions de correlation gaussiennes,
theoreme de Wick

La fonctionnelle Zs(f3,b} engendre les fonctions de correlation (equa-
tion (1.48)) correspondant a la mesure gaussienne [dq\e~s°(q'>/fi (equa-
tion (2.28)). En effet, si nous appliquons Pidentite (la definition de la derivee
fonctionnelle a ete donnee en section 1.7)

a 1'integrale de chemin (2.41), nous trouvons

et, plus generalement, par derivations successives
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Dans la limite 6 = 0, nous pouvons ainsi engendrer toute fonction de correla-
tion :

ou {•)0 signifie valeur moyenne avec la mesure e~so/h.
Plus generalement, un operateur differentiel F(h6/6b) engendre dans le

membre de droite la valeur moyenne de la fonctionnelle F(q) :

Dans le membre de gauche de 1'equation (2.49b), nous remplagons maintenant
Zo,(b, (3) par le resultat explicite (2.48) et obtenons

En particulier, la derivee seconde donne la fonction de correlation a deux
points

Plus generalement, Faction de la derivee fonctionnelle sur Pexponentielle de
la forme quadratique fait apparaitre un facteur b :

Les arguments de la section 1.2 s'appliquent alors directement. Les seuls
termes qui survivent dans la limite 6 = 0 correspondent a des appariements
de toutes les derivees fonctionnelles. Nous retrouvons une propriete caracte-
ristique de la mesure gaussienne. Comme nous 1'avons deja explique, toutes
les fonctions de correlation s'expriment en termes de la fonction a deux points
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ainsi que le montre le theoreme de Wick :

ou P {1, 2 , . . . 1} sont tous les appariements possibles de {1, 2, . . .£}.

Regularite des chemins generiques. Les resultats precedents nous per-
mettent de calculer la valeur moyenne de la quantite

Pour £ —> 0, nous trouvons

Ce resultat confirme que la trajectoire generique n'est pas derivable (mais
cependant continue), et que le comportement de q(t + e) — q(t} pour e —>• 0
ne depend pas du potentiel mais seulement du terme cinetique de 1'action.
II implique aussi que Faction moyenne (<S(q)) est infinie, a cause de la diver-
gence du terme cinetique. Une demonstration plus generale, valable pour tout
potentiel, est donnee en section 4.5.2.

2.7 Oscillateur harmonique :
la fonction de partition

Nous sommes maintenant en mesure de completer le calcul de la fonction
de partition 2o(/3) de 1'oscillateur harmonique qui donne la normalisation.
Nous commengons par determiner sa dependance dans le parametre uj. De-
rivant 1'integrale de chemin (2.29) avec conditions aux limites (2.38), nous
trouvons

avec q(j3/2) — q(—(3/'2}. Divisant les deux membres par 2o((3), nous obtenons,
par definition de la valeur moyenne gaussienne avec poids e~s°(q^ti,
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ou la forme explicite (2.46) a ete utilisee. Done

Pour des raisons dimensionnelles, A/"' est un nombre pur. II peut etre obtenu
en prenant la lirnite (3 —>• oo, ou on doit trouver e~PE°. Le resultat complet
est done

ou nous reconnaissons en effet la fonction de partition de 1'oscillateur harmo-
nique.

Normalisation de I'integrale gaussienne. L'equation (2.33) permet de relier
la normalisation de I'integrale de chemin a la fonction de partition Zo(0) de
1'oscillateur harmonique. Prenant la trace de Uo(h,fl, 0), on trouve

Ceci complete le calcul de la normalisation dans 1'expression (2.37).

2.7.1 Calcul direct de la fonction de partition gaussienne
II est utile, surtout en vue de developpements semi-classiques (solitons,

instantons), d'introduire une methode de calcul plus directe. Toutefois, comme
nous nous attendons a des problemes de normalisation infinie dans ce cas, nous
faisons d'abord le calcul en utilisant des intervalles de temps discrets. Nous
posons ici h = ra = 1. Alors

ou un choix possible de 1'action avec intervalles de temps discrets est

L'utilisation de la forme (2.18) aurait donne

ce qui est equivalent dans la limite e —> 0 et \qk — Qk-i\ — O(-^e).
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La fonction <5>o est une forme quadratique dans les variables qk, qu'il est
particulierement simple de diagonaliser. En effet, les conditions aux limites
periodiques impliquent 1'invariance par translation. Nous introduisons done
un developpement en series de Fourier, posant

avec les conditions de realite

Alors

ou les relations d'orthogonalite

ont ete utilisees. Ces relations montrent aussi que la transformation est uni-
taire et le jacobien du changement de variables est une phase.

L'integrale a maintenant la forme (6.5), mais la relation (2.60) implique
que seule une moitie des variables complexes est independante. On trouve

Le produit peut etre calcule explicitement. Posant

on obtient

identite qu'on peut verifier en comparant les racines des deux polynomes en
cosh# ainsi que leurs comportements asymptotiques.

Dans la limite £ —> 0 avec ne = (3 fixe, nd —>• j3ui et done

On retrouve la fonction de partition de 1'oscillateur harmonique.
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2.7.2 Calcul avec temps continu
Le calcul avec intervalles de temps discrets suggere comment faire un calcul

directement dans le continu. Nous suivons en fait directement la methode de
la section 1.2, et calculons le determinant de 1'operateur differentiel A =
—dt -f-u;2 avec des conditions aux limites appropriees. Dans la limite continue,
le changement de variables (2.59) devient un developpement du chemin sur
une base de fonctions periodiques sur (—/3/2,/3/2) de carre sommable :

et orthonormees pour que le jacobien soit trivial :

L'action devient

L'integration est immediate et donne

Une difficulte apparait cependant : le produit infini du membre de droite
de 1'equation (2.64) est divergent. Cette divergence est liee au facteur in-
fini contenu dans la mesure d'integration : comme nous 1'avons plusieurs fois
souligne, il est necessaire de diviser 1'integrale de chemin par une integrate
de reference pour obtenir un resultat fini. Nous ne pouvons pas choisir ici
1'integrale du mouvement libre parce que la fonction de partition est infinie
dans ce cas. Par centre, nous pouvons comparer les integrales de chemin pour
differentes valeurs de ui ou prendre la derivee :

ce qui est le resultat (2.54).

Autre methode de calcul. De fagon a montrer la robustesse du calcul avec
temps continu, nous faisons le meme calcul par une autre methode (pour
uj = 1). Nous eliminons d'abord la valeur a t = ±/3/2. Appelons A cette
valeur :

La solution qc de 1'equation
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avec les conditions aux limites (2.65) est

Changeons alors de variables q(t) i—> r ( t ) :

Nous trouvons

Nous devons maintenant chercher les valeurs propres de A agissant sur les
fonctions s'annulant aux extremites de 1'intervalle [—/3/2,/?/2]. Soit f ( t ) une
fonction propre avec une valeur propre a :

Nous n'integrons que sur les fonctions qui satisfont la condition aux limites
/(/?/2) = f(-(3/2) = 0. Les solutions sont

pour tout entier t > 1.
A une normalisation pres, le resultat de 1'integrale de chemin est le resultat

de 1'integration sur A et du produit des valeurs propres :

Du calcul discret, nous savons qu'une normalisation doit etre factorisee et que
la partie non triviale est

Alors

Le resultat est done proportionnel a l/sinh(/?/2), qui est bien le resultat de
1'oscillateur harmonique.

2.8 Oscillateur harmonique perturbe

Considerons 1'hamiltonien
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ou nous supposons que la perturbation

est un polynome dans la variable g, meme si certains resultats se generalisent
au cas de toute fonotion developpable en puissances de q.

La fonction de partition correspondante est donnee par (dans cette section
nous posons h = 1)

avec g(-/3/2) = g(/?/2).
L'integrant (2.67) peut etre developpe en puissances de V\(q), ce qui

conduit a

ou (•)0 signifie moyenne par rapport a la mesure gaussienne e~s°/h (equa-
tion (2.28)) avec conditions aux limites periodiques. Les arguments donnes en
section 1.2 s'appliquent immediatement ici aussi. Si Vi(q) est un polynome, les
termes successifs du developpement peuvent etre calcules systematiquement
en utilisant le theoreme de Wick (1.17) sous la forme (2.52). Ceci fournit la
base de la theorie des perturbations.

Expression formelle. Une generalisation des identites (1.21, 1.23) conduit
a une representation formelle du developpement perturbatif. L'application de
1'identite (2.50) avec

conduit a la representation

ou la fonctionnelle -2c(&, /?), qui correspond a 1'action (2.42), a ete calculee en
section 2.6. En terme du resultat explicite (2.48), on trouve
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Theorie des perturbations et minimum du potentiel. A toute decomposition
du potentiel en une somme d'un terme quadratique et d'un reste V\(q) est as-
socie un developpement perturbatif. Toutefois, Fintegrant est maximum dans
le voisinage des chemins qui minimisent Faction. Clairement, les fonctions pe-
riodiques qui minimisent Faction sont les fonctions constantes q(t) ~ QQ, pour
minimiser le terme cinetique, dont la valeur go minimise le potentiel V(q)
et done

La decomposition optimale consiste alors a poser

Des problemes particuliers sont associes a la degenerescence du minimum du
potentiel.

2.9 Developpement perturbatif
en puissances de H

Dans cette section, nous retablissons la constante de Planck H. Nous consi-
derons un hamiltonien general de la forme

ou le potentiel V(q) est un polynome avec un minimum unique a q = 0 tel
que

Nous avons deja discute en section 2.8 le calcul perturbatif de la fonction de
partition dans un developpement en puissances de 1'interaction V\(q} et sou-
ligne 1'utilite de developper le potentiel autour de son minimum. II existe une
maniere naturelle d'organiser un tel developpement perturbatif comme un de-
veloppement en puissances de H. II se distingue du developpement perturbatif
simple des que le potentiel perturbant V\ n'est pas un monome.

Tout developpement en puissances de h peut etre qualifie de semi-classique.
Mais en fait le developpement deer it plus loin en section 2.10 correspond mieux
a 1'idee d'une approche semi-classique.

Nous considerons la fonction de partition 2(0) et posons (3 = r/h. Alors

ou S(q) est Faction euclidienne :



2. L'integrate de chemin 57

Nous calculons maintenant 1'integrale de chemin dans la limite formelle h —>
O a r fixe. Du point de vue semi-classique, cette limite correspond bien a
h —> 0, mais en meme temps j3 = r/h —> oo, c'est-a-dire de fagon correlee la
temperature tend vers zero, ce qui privilegie les petites oscillations autour du
minimum classique et les excitations proches du fondamental quantique.

Dans cette limite, 1'integrale de chemin a exactement la forme qui permet
Putilisation de la methode du col (cf. section 1.5). Comme q = 0 est le mini-
mum absolu et non degenere du potentiel V, 1'integrale de chemin est dominee
pour h —» 0 par le col q(t) = 0 qui minimise a la fois le potentiel et le terme
cinetique. Les termes les plus importants de 1'integrant peuvent etre identifies
en faisant le changement d'echelle sur les chemins q(t) H-> ^/hq(t). Alors

Comme V\(q\fh}/h est au moins d'ordre \fh, 1'ordre dominant est la fonction
de partition de 1'oscillateur harmonique. Aux ordres suivants, 1'integrale peut
etre calculee en developpant 1'integrant en puissances de V\ et integrant terme
a terme. Ceci conduit a un developpement perturbatif de Z(r/K) qui peut etre
reorganise comme un developpement en puissances de h. Notons que les termes
de degre qn du potentiel ne contribuent qu'a 1'ordre hn/2~l. En particulier,
il devient alors possible de definir un developpement perturbatif pour tout
potentiel analytique, car a tout ordre fini en h, seul un nombre fini de termes
du developpement en serie de Taylor de V\(q] contribue.

2.10 Developpement semi-classique

Par contraste, dans la limite formelle h —> 0 a (3 fixe, on s'attend a ce que
la fonction de partition quantique tende vers la fonction de partition classique.
C'est ce que nous allons montrer en calculant le terme principal et la premiere
correction du developpement semi-classique de la fonction de partition 2.38.
En particulier, comme H a une dimension, le parametre de developpement doit
etre de la forme h divisee par une action. Le calcul va permettre d'identifier
le parametre sans dimension du developpement.

La fonction de partition est donnee par

ou les chemins satisfont maintenant a des conditions aux limites periodiques :
g(0) = q(fi) et (equation (2.39))
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Pour h —> 0, le terme dominant de Faction est le terme cinetique. Les trajec-
toires dominantes sont done celles pour lesquelles q = 0, c'est-a-dire toutes les
trajectoires constantes. Au sens de la methode du col, on trouve done une fa-
mille a un parametre de cols degeneres. Pour tenir compte de cette propriete,
il est commode de calculer d'abord Felement de matrice diagonal

auquel un seul col contribue : q(t} = QQ. Apres la translation q(t) H->• q(t) + go>
1'integrale de chemin devient

avec

Avec ces conditions aux limites, q(t) est formellement d'ordre /I, et on peut
done developper le potentiel en puissances de q(i) :

et calculer les contributions correspondantes perturbativement. On developpe
done 1'integrant dans 1'integrale (2.76) :

ou {•)0 signifie valeur moyenne avec la mesure correspondant a 1'action libre
SQ(q) = \m$Atq2(t}/h.

Les differentes contributions font intervenir la fonction a deux points
A(i, u) correspondant a Faction libre avec les conditions aux limites g(0) =
q((3] = 0 :
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La normalisation est donnee par

c'est-a-dire 1'expression libre (2.9) dans laquelle il faut remplacer t — t' par h/3
(et ici d = 1).

II reste maintenant a determiner la fonction a deux points A(t ,w).

La fonction a deux points. La fonction a deux points peut etre obtenue en
calculant 1'integrale de chemin

Un calcul tres semblable a celui presente en section 2.6 donne

ou A(£,w) — A(w, t) est la solution de 1'equation

On trouve

Fonction de partition. Utilisant cette fonction a deux points, on peut eva-
luer les moyennes explicitement :

\A.OA)

On peut verifier le resultat (2.82) en developpant la fonction (2.37) de 1'oscil-
lateur harmonique avec V(q) = ^mu}2q2 pour q' = q" — q,r = hj3 :
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Enfin, la fonction de partition prend la forme d'une integrate simple corres-
pondant a 1'integration sur go :

ou la deuxieme expression est obtenue apres integration par parties du terme
proportionnel a V'2.

Colcul alternatif. Une fagon alternative de faire ce calcul consiste a develop-
per q(t) en serie de Fourier sur la base des fonctions periodiques orthonormees
sur 1'intervalle [0, /3] :

Nous avons distingue le mode qo parce qu'il disparait dans la derivee et n'est
done pas contraint par la limite h —> 0. Au contraire les coefficients an et bn

et done 6q(t) sont d'ordre h. II est done possible de developper le potentiel en
puissance de 6q(t) :

Nous integrons sur t et utilisons 1'orthogonalite des fonctions de base. Nous
voyons en particulier que le terme d'ordre 6q s'annule. L'action devient alors

Ainsi que nous 1'avons discute dans 1'exemple de 1'integrale gaussienne en
section 2.7 (equation (2.63)), nous pouvons alors remplacer 1'integrale sur les
chemins q(t) par 1'integrale sur les coefficients du developpement de g(t), ici
sur (?o (ce mode n'est pas normalise, mais le jacobien est une constante), et sur
{an,6n}. Les integrales gaussiennes sur les coefficients an et bn sont simples.
Nous normalisons les integrales en divisant par 1'integrale pour V"(q) = 0.
Dans ces conditions
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Sommant sur n (et utilisant ^n 1/n2 = 7T2/6), on trouve la fonction de parti-
tion, a une normalisation pres. La normalisation A/"(/3), qui est independante
du potentiel, peut etre obtenue en remarquant qu'avant integration sur QQ,
ce que nous avons calcule est un element diagonal de la matrice densite de
la forme (q e~@H \q). Pour V = 0 il est donne par 1'expression (2.78). On
retrouve alors le resultat (2.83).

Discussion.
(i) La contribution dominante pour h —> 0 est la fonction de partition

classique avec le poids de Boltzmann obtenu en integrant sur p le poids de
Boltzmann dans 1'espace de phase Q"^H(P^ , ou H est 1'hamiltonien classique.
En effet, pour le hamiltonien H = p2/2,m + V(q), les deux formes de M(/3}
dans les equations (2.78), conduisent a 1'identite

(ii) Introduisant une longueur d'onde thermique

et une echelle typique des variations du potentiel (que nous supposons carac-
terise par une seule echelle)

nous voyons que le rapport entre le terme classique et la premiere correction
quantique peut etre caracterise par le rapport A th./^pot.- A haute temperature
T = 1//5, et done ft petit, la longueur thermique est faible et le comporte-
ment statistique est classique. Au contraire, a basse temperature les effets
quantiques finissent par devenir dominants.

Dans cette analyse, nous avons suppose implicitement que le potentiel est
suffisamment regulier, en fait au moins deux fois derivable. Les potentiels
idealises, du genre puits carre, qu'on utilise parfois en mecanique quantique,
exigent une etude particuliere.

(iii) Nous observons que, du point de vue formel, le passage a la limite
classique conduit a un phenomene de reduction dimensionnelle. La fonction
de partition quantique correspond a une integrale sur des chemins, c'est-a-dire
a des objets unidimensionnels. La fonction classique se reduit a une integrale
sur le mode zero (au sens des series de Fourier), qui est un point, et done de
dimension zero.

2.11 Integrale de chemin
et principe variationnel

Inegalite de convexite. De nombreux principes variationnels en physique
sont bases sur la propriete de convexite de la fonction exponentielle, qui dans
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sa forme la plus simple s'ecrit

De fagon plus generale, notons par (•} la moyenne de • par rapport a une
mesure positive normalisee. Alors, pour toute fonction F, on obtient 1'inegalite
de convexite

Nous allons appliquer cette inegalite au cas ou la mesure est gaussienne et F
un polynome dont la valeur moyenne se calcule done par le theoreme de Wick.

Principe variationnel. Supposons que nous voulions estimer 1'integrale
sur Rn :

ou V(x) est un polynome dans les variables X{. Nous introduisons la mesure
gaussienne normalisee e~A(x) /Zo, ou la fonction A(x) est un polynome du
second degre :

Nous choisissons

Nous trouvons alors

qui peut se reecrire

De cette inegalite, on tire un principe variationnel dans la mesure ou la ma-
trice A et le vecteur b sont arbitraires : la meilleure approximation de 1'in-
tegrale Z est obtenue en cherchant le maximum du membre de droite sur
tout A et b. Comme le membre de droite peut se calculer explicitement par
le theoreme de Wick, ce probleme est purement algebrique.

Integrals de chemin. Nous considerons la fonction de partition (H = 1)
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ou les chemins maintenant satisfont a des conditions aux limites periodiques :
q(Q) = q(j3] et (equation (2.39))

Nous choisissons la mesure gaussienne correspondant a

ou uj et qo sont deux parametres variationnels. La quantite F est ici

II est commode ici de changer q(t) — qo en q(i). En terme de la fonction
de partition Z0 de 1'oscillateur harmonique (equation (2.55)), 1'inegalite de
convexite s'ecrit alors

avec

ou {•}0 signifie valeur moyenne par rapport a la mesure gaussienne associee
a 1'oscillateur harmonique, et la fonction a deux points est donnee par les
expressions (2.51, 2.46).

On remarque que 1'inegalite s'exprime naturellement en terme de 1'energie
libre qui est proportionnelle a In 2.

Le cas particulier

permet une verification elementaire de la methode. Pour des raisons de syme-
trie on peut se limiter a QQ — 0- Dans ces conditions, la fonction de partition
variationnelle dans le second membre devient

ou nous avons pose s = ujfl/2. Derivant, on verifie que le maximum est atteint
pour s = flv/2, et on trouve alors le resultat exact.
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Un exemple plus interessant est fourni par le potentiel

On trouve toujours QQ = 0 par parite. Comrne la solution des equations pour
(3 quelconque est un peu compliquee, considerons la limite (3 —>• cxo qui donne
le fondamental du hamiltonien correspondant. Alors

La valeur variationnelle fournit maintenant une borne superieure a 1'energie
E du fondamental. Son minimum est donne par uj = (g/4)1/3, et on trouve

ce qui fournit une borne et une estimation de 1'energie qui ne peut evidemment
pas etre obtenue par la theorie des perturbations puisque le potentiel est
quartique au voisinage du minimum.

Notons, cependant, que comme d'habitude, les methodes variationnelles
peuvent fournir de tres bonnes estimations, mais qu'il est ensuite difficile de
les ameliorer.

Exercices
Exercice 2.1.

Fonction de partition. Reproduire le calcul de la section 2.7 avec la forme
discrete (2.58) de Faction.

Exercice 2.2.

Le puits carre. Utiliser le resultat obtenu pour 1'operateur statistique e~@H

de 1'oscillateur harmonique pour retrouver le spectre du puits carre attractif
H =p2/2 + V(x), avec

(exercice exigeant un peu de reflexion).

Solution. L'idee est de calculer le determinant D(V,E) de 1'operateur H —
E, dont les zeros donnent le spectre. Celui-ci peut etre calcule par une integrale
de chemin gaussienne
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Cette integrate gaussienne peut etre evaluee explicitement de plusieurs fagons.
Une methode est la suivante. D'abord il est commode de considerer 1'integrale
comme la limite pour (3 —•> oo de la fonction de partition en temps euclidien (3
(c'est-a-dire temperature 1//3), qui est obtenue en imposant des conditions
aux limites periodiques q(—0/2) = q(0/2) :

avec

Nous decoupons alors 1'intervalle [ — { 3 / 2 , 0 / 2 } en trois sous-intervalles dans
lesquels le potentiel est constant : [—(3/2, —a/2], [—a/2,a/2], [a/2,0/2}. Nous
ecrivons ensuite U(0) comme le produit des operateurs statistiques correspon-
dants a ces differents intervalles. Dans chaque intervalle, 1'integrale de chemin
correspond a 1'operateur statistique d'un oscillateur harmonique. Pour ce qui
suit nous introduisons la notation

Appelons U\ et t/2 les operateurs correspondant a wi et ct»2, respectivement.
Alors

ou nous avons utilise la cyclicite de la trace. Dans la limite 0 —> oo, 1'operateur
C/i devient un projecteur sur 1'etat fondamental de 1'oscillateur correspondant:

II ne reste plus qu'a utiliser le resultat explicite (2.33) et a efFectuer les deux
integrations gaussiennes sur q' et q". On trouve

Pour obtenir un resultat qui a une limite finie, il faut normaliser le determinant
en le divisant par sa valeur en 1'absence de potentiel. On en deduit
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Nous avons fait le calcul avec V — E > 0. Le determinant ne peut s'annuler
que si E > V. Nous posons done LO^ = ix>2- L'equation qui donne 1'energie des
etats lies peut alors s'ecrire

une equation qu'il est facile de retrouver en resolvant directement le puits
carre et en combinant les deux equations correspondant aux fonctions d'onde
paires et impaires.



Chapitre 3

Fonction de partition et spectre
d'hamiltonien

U NE DES APPLICATIONS DIRECTES dii calcul de la fonction de partition est
la determination du spectre d'un hamiltonien (que nous supposons pour

simplifier purement discret). En effet

En particulier

C'est ce que nous aliens illustrer en mettant en oeuvre les differentes methodes
de calcul de 1'integrale de chemin introduites au chapitre 2.

Notons cependant que nous n'allons considerer que des situations ou les
valeurs propres de Fhamiltonien ne sont pas degenerees. Les cas de degeneres-
cence, qui en general correspondent a des symetries de 1'hamiltonien, exigent
une analyse plus detaillee.

3.1 Calcul perturbatif

La theorie des perturbations introduite en section 2.8 permet d'obtenir le
developpement perturbatif du niveau fondamental, et plus generalement des
niveaux de nombre quantique fini, correspondant a tout potentiel qui peut etre
decompose dans la somme d'un potentiel harmonique et d'une perturbation
reguliere. En effet, considerons un potentiel de la forme (2.66) (nous faisons
ici m = 1)
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Pour V\ petit, les niveaux d'energie Ek sont proches de ceux de 1'oscillateur
harmonique :

Le developpement de la fonction de partition va done prendre la forme

Nous voyons que les corrections perturbatives aux niveaux d'energie peuvent
etre obtenues de la maniere suivante : on calcule perturbativement en puis-
sances de V\ la fonction de partition. On developpe chaque terme pour (3
grand, et on extrait le coefficient de -fte-(k+l/2^U}h.

Exemple. Soit le potentiel

Get exemple est algebriquement analogue a celui traite en section 1.3.
La fonction de partition a 1'ordre A est donnee par (dans ce calcul nous

posons h = 1)

ou nous avons utilise le resultat (2.46).
On verifie les deux identites algebriques

et, derivant deux fois par rapport a /3,

Posant

on trouve pour la fonction de partition
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Identifiant le coefficient de A, on en deduit

On remarque que si Ton ne s'interesse qu'au niveau fondamental, on peut
negliger tous les termes qui decroissent exponentiellement pour /3 —>• oo, et les
expressions se simplifient beaucoup :

A 1'ordre suivant, on trouve (cf. equation (1.25))

ou la periodicite de A(t) a ete utilisee. Prenant le logarithme (qui correspond
a 1'energie libre), on verifie que le terme non connexe disparait (section 1.3) :

Pour (3 —>• oo, on peut remplacer la fonction A par sa forme asympto-
tique (2.47) car les corrections sont exponentiellement petites. De plus, on
peut integrer sur t £ (—oo, +00) avec de nouveau des erreurs exponentielles
car A(t) decroit exponentiellement pour t —> oo. L'expression initiale pour
Z(P) contenait des termes d'ordre (3 et d'ordre /32. Le terme proportionnel
a /52 correspondait a une contribution non connexe. Dans le logarithme, les
termes en f32 se sont compenses de sorte que 1'expression obtenue a une limite
pour (3 —*• oo.

On en deduit

Soulignons toutefois que 1'integrale de chemin ne fournit pas la methode la
plus efficace pour calculer des ordres eleves en A dans le cas particulier d'un
systeme a une particule en mecanique quantique. En general il vaut mieux
partir de 1'equation de Schrodinger et la transformer en equation de Riccati.

Developpement en puissances de H. Nous avons note en section 2.9 que
quand le potentiel V\ n'est pas un simple monome, il est possible de definir
deux types de developpements, en puissances de Vi ou en puissances de H.
Examinons ici comment ces developpements se traduisent pour les niveaux
d'energie.
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Le point de depart est maintenant le developpement en puissances de H
par la methode du col de

avec

Nous supposons que le potentiel V a un minimum absolu et non degenere a
q = 0 ou il s'annule, de sorte que 1'integrale de chemin est dominee pour h —> 0
par le col q(i) = 0. Elle peut done etre calculee en developpant 1'integrant en
puissances des termes du potentiel de degre plus grand que deux et integrant
terme a terme. Ceci conduit a un developpement de Z(r/h] en puissances de
h, et done, en developpant ensuite pour T —> oo, des niveaux d'energie.

Puisque EN, la (N + l)ieme valeur propre de H, satisfait

le developpement perturbatif prend la forme

Nous en deduisons que le coefficient de Hk est un polynome de degre k en r,
que EN peut etre calcule a partir du coefficient de e~(Ar+1/2)a;'r.

Remarque. Notons la difference entre le developpement perturbatif et
le developpement semi-classique ou BKW que nous allons decrire en sec-
tion 3.2.1. Le developpement perturbatif s'applique aux niveaux dont 1'energie
tend vers le minimum du potentiel quand h —* 0. Au contraire, le develop-
pement BKW (cf. section 2.10) est valable pour des niveaux dont 1'energie
ne tend pas vers le minimum du potentiel quand h —> 0, ce qui correspond a
une energie classique finie. L'ordre k du niveau tend alors necessairement vers
1'infmi.

3.2 Developpement semi-classique ou BKW

Nous allons montrer dans cette section comment calculer le spectre d'un
hamiltonien dans la limite semi-classique ou BKW, a partir du developpement
semi-classique de la fonction de partition obtenue en section 2.10.
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3.2.1 Spectre et poles de la resolvante
Nous supposons de nouveau que 1'hamiltonien a un spectre discret, et done

la fonction de partition s'ecrit

avec EQ < EI < E2 < ....
La transformer de Laplace de Z({3), qui est aussi la trace de la resolvante

de H, est alors

ou le resultat de droite est obtenu par prolongement analytique dans tout le
plan complexe a partir des valeurs de la variable d'energie telle que Re E < EQ.
Le spectre de 1'hamiltonien est done donne par les poles de G(E).

Notons que la somme sur les Ek ne converge pas toujours. Cette difficulte
se signale par une divergence de 1'integrale (3.7) pour (3 —> 0. On precede
alors de la maniere suivante : on derive 1'integrant un certain nombre de fois
par rapport a E jusqu'a ce que 1'integrale converge. On obtient ainsi

On definit alors G(E) en integrant sur E m fois. Differentes definitions de
G(E] different par un polynome de degre m — 1 en E. Elles ont done les
memes poles avec les memes residus.

Pour la suite, il est utile d'introduire la primitive de G(E] :

Dans 1'expression de L(E), nous supposons que la fonction In z est coupee sur
1'axe reel negatif.

Notons que la fonction

s'annule sur le spectre de H et est done une version regularisee du determinant
de Fredholm det(H - E).

Calculons maintenant la limite (e reel positif)

Pour toutes les singularites correspondant a EI, 0 < I < fc, on trouve la
discontinuity 2zvr de la fonction logarithme. Pour la singularite E — Ek '•
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On en conclut

C'est de cette expression que nous allons nous servir pour determiner le spectre
dans 1'approximation semi-classique.

3.2.2 Approximation semi-classique
Nous nous limitons dans ce qui suit a des systemes unidimensionnels, avec

un hamiltonien de la forme

Nous approximons maintenant la fonction de partition

par la fonction de partition classique Zc\.(/3), terme dominant du developpe-
ment semi-classique (2.83) :

Nous trouvons

ou les problemes de convergence eventuels pour j3 —> 0 sont transformes en
problemes a \q\ —> oo.

Nous avons choisi de couper la fonction y^ sur 1'axe reel negatif (\/z ± ie =
±i^/^z pour z reel negatif).

Nous observons qu'au lieu de poles, la fonction GC\_(E] a une coupure
sur 1'axe reel a droite du minimum de V(q). Ceci se comprend de la maniere
suivante : dans cette approximation semi-classique, h —* 0 mais 1'energie E
reste finie ce qui implique que le nombre quantique k tend vers I'infini. Par
centre, les differences Ek+i — E^ tendent vers zero, ce qui explique que le
spectre limite soit continu.

Une integration donne la primitive (3.8) :

On en deduit la discontinuity
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ou 0(x] est la fonction saut (9(x > 0) = 1, 0(x < 0) = 0). L'equation (3.9) se
reduit done a la condition de quantification de Bohr-Sommerfeld :

Remarques.
(i) Un calcul alternatif est base sur 1'expression (2.84). On trouve alors

ou H est 1'hamiltonien classique : H(p,q) = p2/2m + V(q). L'integrale de
contour sur E donne 0 ou 1 suivant que les valeurs de H sont a 1'exterieur ou
interieur du contour. On en deduit une forme equivalente de 1'equation (3.10) :

(ii) Le membre de gauche de 1'equation (3.10) etant fini pour h —> 0, nous
verifions en efTet que cette approximation est une approximation de grands
nombres quantiques Ek = 0(1), kh = 0(1), alors que la distance entre deux
energies propres tend vers zero avec h, Ceci est en accord avec le domaine de
validite de 1'approximation (2.83) dont nous avons vu que c'etait une approxi-
mation de haute temperature ou les quantites physiques sont dominees par
les valeurs propres grandes.

Premiere correction. Les termes suivants du developpement semi-classique
de la fonction de partition corrigent ce resultat. Par exemple, a 1'ordre h2 nous
avons trouve (equation (2.83))

Nous pouvons utiliser

La premiere correction a GC\_(E] peut alors s'ecrire

Une primitive de G^l\E] est donnee par
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On en deduit la discontinuity de L^l\E] sur 1'axe reel :

et, done, la premiere correction a la formule de Bohr-Sommerfeld (3.10).
Remarquons qu'on ne peut pas deriver directement 1'integrant par rap-

port a E. En effet, si E — V(q) s'annule lineairement, la singularite de
[E — V(q)}~ ' n'est pas integrable.

3.2.3 Examples
L'oscillateur harmonique. Dans 1'exemple du potentiel harmonique V(q) —

^muj2q2, la fonction G(E] definie par 1'equation (3.7) n'existe pas puisque la
somme sur n ne converge pas. Par centre la fonction G'(E) a un developpe-
ment convergent :

ou ^(z] est la derivee logarithmique de la fonction T(z). Dans ces conditions
on peut choisir

Evaluons alors les premiers du developpement semi-classique dans ce cas.
Apres un changement de variables simples, la fonction Gc\. (E) devient formel-
lement

Cette integrale ne converge pas pour \x —> oo. II faut deriver une fois par
rapport a, E, ce qui donne

Des primitives possibles sont

La discontinuite de ln (—E) sur sa coupure est 2i?r et done a 1'ordre semi-
classique dominant

ce qui se trouve etre identique au resultat exact. II s'agit la d'une propriete
caracteristique de 1'oscillateur harmonique quantique.



3. Fonction de partition et spectre d'hamiltonien 75

La premiere correction a G(E) est facilement deduite des resultats precedents
et 1'on trouve

Ces formes peuvent etre verinees a partir du resultat exact (3.11) en rem-
plagant la fonction 'ip(z) par 1'approximation deduite de 1'approximation de
Stirling pour la fonction F(z) :

Mais la fonction L^l\E] n'a pas de discontinuity et ne contribue done pas au
spectre. Ce resultat se generalise a tous les ordres, ce qui explique pourquoi la
formule de Bohr-Sommerfeld a 1'ordre dominant est exacte pour 1'oscillateur
harmonique.

Autre exemple. Considerons le potentiel homogene V(q) = q2N et posons
h = m = I . Nous trouvons alors a 1'ordre dominant

Ce resultat reflete la propriete que le terme dominant dans 1'equation (3.9) est
proportionnel a J5ll/2+1/27V. La correction est proportionnelle a E~l/2~l/2N.
Le developpement semi-classique du membre de droite de (3.9) dans ce cas
est aussi un developpement pour E —*> oo.

3.2.4 Approximation BKW et equation de Schrodinger

A titre de comparaison, nous expliquons comment les memes resultats
peuvent etre obtenus a partir de 1'equation de Schrodinger. C'est pour des
potentiels analytiques que 1'analyse est la plus complete. Nous supposons done
que le potentiel V(x] est analytique dans une bande autour de 1'axe reel
| Imx| < 8. En consequence les fonctions d'onde sont aussi analytiques.

Nous partons de 1'equation de Schrodinger independante du temps

Cette equation peut etre exprimee en terme de la derivee logarithmique de
</?(x). Nous posons

ce qui entraine
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L'equation de Schrodinger se transforme alors en equation de Riccati :

Cette equation peut etre developpee systematiquement en puissances de h, a E
fixe, avec a 1'ordre dominant S(x) = U l / 2 ( x ) . II est commode de decomposer
S(x) en parties paire et impaire en h, posant

L'equation de Riccati se decompose en

ou a 1'ordre dominant S+ — U1/2 et S- = 0. La deuxieme equation permet
d'exprimer la fonction propre (p en terme de S+ seulement :

On demontre par ailleurs que la fonction propre associee au fcieme etat ex-
cite s'annule exactement k fois. Le spectre peut done etre determine par la
condition

ou k est le nombre de nceuds de la fonction propre et C un contour complexe
qui les entoure.

Cette equation se reecrit

Dans la limite semi-classique, C entoure la coupure de U1^2(x) qui joint les
deux points tournants solutions de U(x] = 0. La contribution de S- peut etre
evaluee explicitement, au moins a tous les ordres en h. On verifie en effet que
seul 1'ordre dominant contribue, de sorte que

En terme de 5+, 1'equation (3.20) devient

Si nous substituons pour S+ son developpement en puissances de h, nous
trouvons, en resolvant, le developpement BKW ou semi-classique des niveaux
d'energie.
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3.3 Le potential quartique avec symetrie O(7V)
pour N —» oo

Pour illustrer par un autre exemple 1'utilite de 1'integrale de chemin, nous
etudions maintenant un systeme a N dimensions d'espace, dans la limite TV —>
oo. Dans cette limite, 1'integrale de chemin suggere une methode simple et
intuitive pour resoudre les modeles qui ont une symetrie orthogonale, ce qui
fournit un schema d'approximation alternatif a la theorie des perturbations
qui peut se reveler utile dans certaines situations.

La position q et 1'impulsion p sont done des vecteurs a N composantes.
Nous choisissons un hamiltonien de la forme

ou p2,q2 sont les carres des longueurs des vecteurs p, q, respectivement. Le
potentiel U est radial, et polynomial dans les exemples qui vont nous interesser
plus particulierement.

Nous savons qu'un tel hamiltonien quantique commute avec les N(N—l}/2
generateurs du groupe orthogonal SO(N) (rotations dans 1'espace a N dimen-
sions), ce qui permet de ramener 1'equation de Schrodinger a une equation
radiale. Mais, de nouveau, cette methode est specifique a la mecanique quan-
tique a une particule. La methode que nous decrivons ici est plus generale,
meme si nous ne faisons les calculs explicites qu'en mecanique quantique dans
1'exemple d'une perturbation quartique de Poscillateur harmonique

Autre interpretation physique. Le hamiltonien (3.22) dans le cas du poten-
tiel (3.23) a une autre interpretation possible : on peut considerer les qi comme
des variables attachees a TV sites d'un reseau. Alors le potentiel (3.23) cor-
respond a la somme d'une interaction de particules independantes en chaque
site et d'une interaction de paires entre tous les N sites du reseau :

Un tel systeme n'a en general pas de limite thermodynamique N —> oo car
1'energie potentielle croit comme le nombre de paires, et done comme le carre
du « volume » TV. Le choix d'un potentiel dependant du nombre de sites comme
dans 1'expression (3.22) garantit une limite thermodynamique.

Fonction de partition. La fonction de partition est donnee par 1'integrale
de chemin
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q(0) = q(/3), avec comme action

La symetrie orthogonale de 1'action est manifeste puisqu'elle ne depend que
des carres scalaires.

La limits N —> oo. La methode que nous presentons ici permet le calcul de
la fonction de partition et done aussi du spectre de 1'hamiltonien (3.22) dans
la limite N —> oo avec U(c?} fixe et, plus generalement, comme un developpe-
ment en l/N. Dans le cas du potentiel quartique (3.23), cette methode donne
une information complementaire a la theorie des perturbations qui conduit
a un developpement en puissances de g. L'idee centrale des calculs dans la
limite N —> oo, et plus generalement du developpement en l/N, est la meme
que celle du theoreme de la limite centrale en theorie des probabilites. On
s'attend a ce que pour N —>• oo, les quantites invariantes par le groupe O(N}
comme

s'auto-moyennent et de ce fait fluctuent peu (ce qui suppose que les variables
qi sont faiblement correlees, une propriete qu'il reste a verifier). Par exemple,
on s'attend a ce que

De ce fait, il par ait judicieux de prendre q2(£) comme variable dynamique
plutot que q(t). Techniquement, nous pouvons mettre cette idee en ceuvre
par une suite de transformations simples, que nous expliquons d'abord dans
1'exemple d'une integrale ordinaire.

3.3.1 Une integrale ordinaire pour TV —^ oo

Nous voulons evaluer, pour ./V —> oo, Pintegrale

ou U(p) est un polynome que, par simplicite, nous supposons croissant a
derivee croissante pour p > 0 :

La complication principale de ce probleme provient de ce que la dependance en
N est partiellement implicite, a travers le nombre TV de variables d'integration.
La methode naturelle ici est de passer en variables radiale et angulaire :
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ou SN-I est la surface de la sphere :

II est aussi commode de poser q2 /N = p, ce qui conduit a

avec

L'evaluation de 1'integrale pour N —>• oo releve clairement de la methode du
col. Les cols sont donnes par

Avec les conditions imposees a C/(p), cette equation a une solution unique. Le
calcul se poursuit alors en suivant la methode exposee en section 1.5.

Quoique cette methode soit simple dans le cas de 1'integrale (3.27), elle
ne se generalise pas et nous introduisons done une autre methode qui peut
paraitre plus compliquee mais qui n'a pas le meme defaut.

Methode generale. Nous reecrivons d'abord 1'integrale

Nous remplagons ensuite la fonction 6 de Dirac par sa representation de
Fourier :

II est commode pour la suite de poser // = i\/1 de sorte que la representation
prend la forme

mais il faut se souvenir qu'initialement A est imaginaire pur. Apres cette
substitution, 1'integrale (3.27) devient

L'integrale sur q est maintenant gaussienne et peut etre effectuee apres une
translation du contour d'integration en A qui respecte la condition Re A > 0 :
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Dans la limite N —»• oo, cette integrale peut maintenant se calculer par la
methode du col complexe standard a deux variables. Les equations de col,
obtenues en derivant successivement sur A et p, sont

Notons que le col en A est reel mais que le contour d'integration en A est
parallele a 1'axe imaginaire. Nous laissons la fin du calcul en exercice. On
verifiera que le resultat est le meme que celui obtenu par un passage direct en
coordonnees radiale et angulaires.

3.3.2 Integrale de chemin
L'identite (3.31) se generalise a un nombre quelconque de variables et done

a une integrale de chemin. Dans le cas de 1'integrale (3.25), il faut introduire
deux chemins p(t},X(t), periodiques parce que nous calculons la fonction de
partition : p(/3) = p(0), X((3) = A(0). L'integrale de chemin transformer est
obtenue en multipliant 1'integrant par

ou la normalisation N(/3) depend de la discretisation mais pas du chemin q(£),
et en remplagant q2/7V par p dans le potentiel U.

La fonction de partition est alors donnee par

(ou le facteur de normalisation est maintenant sous-entendu) avec

Nous remarquons que 1'integrale sur q(t) est encore gaussienne et peut etre
effectuee. Comme

nous obtenons le produit de TV integrales identiques :

L'operateur differentiel —d2 + A a la forme d'un hamiltonien quantique a une
dimension, —df etant le terme cinetique et \(t) le potentiel. Le determinant
de 1'operateur differentiel depend des conditions aux limites.
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Nous trouvons done

avec (tr In = In det)

ou, instruit par 1'experience, nous savons que le determinant doit etre norma-
lise et nous 1'avons done divise par le determinant pour A = 0.

L'integration a rendu la dependance de la fonction de partition en TV ex-
plicite. Nous remarquons maintenant que si nous prenons la limite N —> oo a
U fixe, et supposons que 1'integrale est dominee par des chemins p, A = O(l),
1'action est proportionnelle a N. Dans la limite N —> oo, nous pouvons done
calculer 1'integrale de chemin par la methode du col (ici complexe).

Du fait de 1'invariance par translation du temps sur le cercle [0, {3} (un
cercle du fait des conditions aux limites periodiques), un col (A(t),p(t)} est
soit degenere si X ( t ) , p ( t ) dependent explicitement du temps (une solution
et toutes celles obtenues par translation), soit unique si les fonctions sont
constantes. On se convainc que la situation la plus simple est realisee et que
le col n'est pas degenere.

Quoique les calculs puissent etre poursuivis avec un potentiel general U(p),
nous nous restreignons maintenant a 1'exemple (3.23). Nous remarquons alors
que 1'integrale sur p est gaussienne. Le minimum de la forme quadratique en
p est obtenu pour

Apres translation de p, 1'integration sur p engendre un determinant qui est
une constante, et qui peut done etre absorbee dans la normalisation. Apres
integration, nous trouvons

avec

VO.CM;
Comme nous cherchons un col avec A(£) constant, nous posons

et developpons au premier ordre en /j,(t) pour obtenir 1'equation du col. D'une
part
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Par ailleurs (c/. equation (1.53) et suivantes),

Dans cette derniere expression nous avons pris en compte que //(£) est un
operateur diagonal et que les elements de matrice diagonaux de A, 1'inverse
de —d2+r2 avec conditions aux limites periodiques, sont constants (c/. (2.46)) :

Annulant le coefficient de f p,(t}dt dans Faction, nous obtenons 1'equation
de col

L'action fait intervenir le determinant de —d2 + r2 avec conditions aux limites
periodiques que, comparant avec 1'integrale (3.33), nous relions directement a
la fonction de partition de 1'oscillateur harmonique. Done

ou nous avons choisi r > 0.
On verifie qu'en derivant par rapport a r, on retrouve 1'equation du col.

Apres division par 67V/?/<?, 1'equation s'ecrit

Utilisant la solution, nous trouvons, a 1'ordre dominant pour TV —» oo,

L'integrate de chemin n'est connue qu'a une normalisation pres, qui peut etre
fixee en comparant au resultat pour g = 0. Comme r — uj + O(g), nous
obtenons bien la fonction de partition de 1'oscillateur dans cette limite.

Ce resultat represente la fonction de partition dans la limite thermodyna-
mique dans 1'interpretation (3.24). Divisant le volume N et multipliant par
la temperature T = 1//3, on en deduit la densite d'energie libre (avec notre
convention de signe)
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3.3.3 Energie du fondamental
Si nous ne nous interessons qu'a 1'energie du fondamental de 1'hamilto-

nien (3.22) avec le potentiel (3.23), nous pouvons prendre la limite de tempe-
rature nulle j3 —>• oo. Nous obtenons 1'equation algebrique du troisieme degre

qui a une solution unique. En fonction de la solution nous trouvons alors pour
TV -> oo :

ou encore, eliminant g entre E0 et 1'equation de col,

Pour g —> 0, nous trouvons r = uj + g/(24u;2) + O(g2) et done

ce qui est coherent avec le resultat perturbatif

Pour g —*• oo, nous trouvons r ~ (g/12)1/3 et E0(g) exhibe done le comporte-
ment en g1/3 que Ton peut demontrer pour tout TV fini :

Ce resultat est aussi la valeur de EQ pour uj = 0. II ne peut done pas etre
obtenu par un calcul perturbatif.

Enfin, le calcul pour TV —>• oo est possible meme si le coefficient du terme
harmonique est negatif. Changeant uj i—> zu;, on trouve

Par exemple, pour g —» 0, r est d'ordre g et on obtient

Ce resultat peut aussi etre obtenu par des methodes perturbatives, mais plus
elaborees que celles que nous avons utilisees jusqu'a present car le potentiel
est minimum sur toute une sphere.

En developpant les expressions (3.40, 3.41) pour /3 —> oo, il est egalement
possible de calculer la difference entre 1'energie du fondamental et les energies
des etats suivants.
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Les termes successifs du developpement en puissances de l/N sont en-
suite donnes par les corrections successives a la methode du col. On fait le
changement de variables

ou 1'integrale porte sur des valeurs de /j, imaginaires, et on developpe 1'inte-
grant en puissances de n(t], gardant le terme quadratique dans 1'exponentielle.

La premiere correction est donnee par 1'integration gaussienne. En parti-
culier, le calcul du terme quadratique en p, permet de verifier que la solution
des equations du col choisie est bien un col, c'est-a-dire un maximum local du
module de 1'integrant sur le contour. Le calcul du terme quadratique implique
le developpement de

Appelant <S^ (p) la forme quadratique en p :

nous trouvons

ou A(t) est la fonction a deux points gaussienne (2.46) :

Pour trouver le spectre du noyau K(t\ — £ 2 ) , on peut le diagonaliser par trans-
formee de Fourier. Pour simplifier, nous nous restreignons au fondamental et
prenons la limite (3 -» oo. Alors

Nous voyons que les valeurs propres K(K) sont strictement positives quel
que soit AC. Compte-tenu du fait que p est imaginaire, la partie quadratique
de Faction est positive, et nous avons done bien identifie un col. L'integrale
gaussienne donne alors (detff)^1/2 qui peut etre calcule explicitement.

Remarque. L'equation du col (3.42) a une solution jusqu'a une valeur gc

negative de g :

Ce resultat est assez surprenant puisque pour g < 0 le potentiel n'est pas
borne inferieurement. Classiquement, il est evidemment possible de mettre une
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particule ail repos dans le minimum relatif du potential, mais quantiquement
1'etat correspondant est instable et se desintegre par effet tunnel. On montre
cependant que dans la limite N —>• oo telle qu'elle est prise ici, la probabilite
de traversee de barriere tend vers zero pourvu que la condition g > gc soit
satisfaite.

3.4 Hamiltonien : unicite du fondamental

L'unicite ou au contraire la degenerescence de 1'etat fondamental de
1'hamiltonien quantique jouent un role essentiel dans la structure d'une theo-
rie. En particulier, au sens de la physique statistique, les transitions de phase
sont liees au passage d'une situation ou le fondamental est unique a une si-
tuation ou il est degenere.

Dans ce chapitre et dans le chapitre 4, nous ne considerons que des hamil-
toniens quantiques reels correspondant a un nombre fini de degres de liberte.
Dans ce cas, 1'etat fondamental est unique et les transitions de phase sont
done impossibles. C'est ce que nous aliens montrer pour tout hamiltonien de
la forme

avec potentiel borne sauf peut-etre a 1'infini (mais le resultat se generalise
a des potentiels peu singuliers). De plus, nous allons supposer que 1'energie
du fondamental correspond a un point isole du spectre, de telle sorte que les
fonctions d'ondes propres associees sont de carre sommable.

Notre analyse est basee sur un principe variationnel : 1'energie EQ du fon-
damental satisfait 1'inegalite

avec

ou 1'egalite n'est possible que si ift(q) est la fonction d'onde du fondamental.
Pour justifier 1'unicite, nous allons d'abord montrer que la fonction d'onde

i/j(q) du fondamental, que nous pouvons choisir reelle, ne peut pas s'annuler.
Considerons, dans un premier temps, 1'exemple unidimensionnel (d = 1)

et supposons par commodite que la fonction d'onde du fondamental s'annule
a 1'origine. Puisque le potentiel est borne, de la solution locale de 1'equation
de Schrodinger, nous obtenons
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Considerons alors la fonction d'onde

La fonction (p(q) correspond a la meme energie EQ puisque dans (3.44) a la
fois le numerateur et denominateur sont inchanges. Au voisinage de 1'origine,
(p(q) se comporte comme (^o lk l - Modifions la fonction (p(q) localement au
voisinage de 1'origine pour \q\ < TJ -C 1, en remplagant \q\ par ^/e2 + q2,
0 < e <C TJ. Les variations des denominateur et numerateur dues au voisinage
de 1'origine sont alors

La variation du numerateur est negative et d'ordre e, alors que la variation
du denominateur n'est que d'ordre e2. On voit done que le rapport (3.44) a
diminue, en contradiction avec I'hypothese que i^(q) etait la fonction d'onde
du fondamental.

Nous concluons que la fonction d'onde du fondamental est strictement
positive.

Si le fondamental est degenere, on trouve deux fonctions d'onde stricte-
ment positives qui peuvent etre choisies orthogonales puisque H est hermitien.
Mais le produit scalaire de deux fonctions strictement positives est strictement
positif, d'ou contradiction.

Nous en concluons que 1'etat fondamental est unique.
Le raisonnement se generalise a des potentiels singuliers avec des singula-

rites plus faibles que l/q2.
Le raisonnement se generalise aussi simplement a une dimension quel-

conque. Si ip(q) s'annule a 1'origine

II suffit alors de raisonner sur la composante du vecteur q sur le vecteur Vt/>(0).

Exercices

Remarque. Dans tous les calculs qui suivent, on suppose ra = H = I.
Bien entendu, pour tous ces calculs on utilisera le formalisme de 1'integrale de
chemin.

Exercice 3.1.

Soit I'hamiltonien
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ou p, q sont les operateurs impulsion et position :

Ecrire la fonction de partition comme line integrale de chemin. Pour N = 6, 8
en deduire la correction d'ordre A a 1'energie du fondamental, puis de tous les
etats en utilisant le theoreme de Wick, generalisant la methode de la section 3.

Solution. Pour N = 6 et N = 8 les energies propres sont, respectivement,

Exercice 3.2.

Soit 1'hamiltonien

Ecrire la fonction de partition comme une integrale de chemin, et en deduire
la correction d'ordre g a 1'energie EQ du fondamental en utilisant le theoreme
de Wick.

Solution.

Exercice 3.3.

On se propose de generaliser 1'exercice precedent au cas ou

et q et p sont des vecteurs a N composantes (1'exercice precedent correspon-
dant a TV = 2).

Comme exercice preparatoire, calculer, en utilisant le theoreme de Wick,
la valeur moyenne

ou q est un vecteur a N composantes.
Calculer ensuite 1'energie du fondamental EQ au premier ordre en g.

Solution.
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Exercice 3-4-

Calculer 1'energie du fondamental du hamiltonien

ou 7 une constante arbitraire, a 1'ordre A2.

Solution.

Exercice 3.5.

Calculer les niveaux d'energie Ek de 1'hamiltonien (noter la difference de nor-
malisation de A par rapport a la section 3.1)

a 1'ordre A2 en generalisant la methode de la section 3.1.

Solution. Posant v = k + |, on trouve

Exercice 3.6.

Generaliser le calcul a 1'ordre A2 au potentiel

ou ui , t>2 sont deux constantes arbitraires. Inverser la relation entre v et E.

Solution. On trouve un developpement qui peut s'ecrire le plus simplement
sous la forme

Exercice 3.7.

Utiliser la methode variationnelle de la section 2.11 dans le cas de 1'hamilto-
nien (3.22) avec le potentiel (3.23) pour uj = 0 :

ou q et p sont des vecteurs a TV composantes. En deduire une estimation de
1'energie du fondamental et comparer avec le resultat (3.43) pour N —> oo.



Chapitre 4

Mecaniques statistiques quantique
et classique

LE BUT PRINCIPAL DE CE CHAPITRE est de fournir une interpretation
physique simple a la limite continue formelle qui a conduit, d'une in-

tegrale sur des variables de position correspondant a des temps discrets, a
1'integrale de chemin. Nous aliens montrer comment 1'integrale correspondant
aux temps discrets peut etre consideree comme la fonction de partition d'un
systeme de mecanique statistique classique a une dimension d'espace. La li-
mite continue correspond alors a une limite ou la longueur de correlation,
qui caracterise la decroissance des correlations a grande distance, tend vers
1'infini. Cette limite a des proprietes d'universalite en ce sens que, comme
nous 1'avons remarque, des formes discretes differentes conduisent a la meme
integrate de chemin.

Dans ce cadre, les fonctions de correlation introduites en section 2.5 appa-
raissent comme des limites continues de fonctions de correlation de modeles
statistiques classiques sur reseau unidimensionnel.

A travers 1'integrale de chemin, nous mettons ainsi en evidence une relation
entre mecanique statistique classique sur la droite et mecanique statistique
quantique de la particule ponctuelle a 1'equilibre thermique. Ceci constitue
un cas particulier d'une observation plus gene-rale, a savoir qu'il existe des
relations entre la mecanique statistique quantique a D dimensions et la me-
canique statistique classique a D + 1 dimensions.

Notons que cette relation entre mecaniques statistiques quantique et clas-
sique est tout a fait differente de la limite classique de la fonction de partition
quantique que nous avons etudiee en section 2.10, qui fait correspondre les
particules ponctuelles quantique et classique.

Dans tout le chapitre le potentiel est independant du temps.
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4.1 Fonction de partition classique.
Matrice de transfert

Nous considerons le reseau unidimensionnel des points de coordonnees
entieres. A chaque point k du reseau est associee une variable aleatoire qk
(par exemple la deviation d'une particule de sa position d'equilibre dans un
cristal). Pour simplifier les notations et expressions, nous nous limitons au cas
d'une seule variable qk par site.

Dans un premier temps nous nous restreignons a un reseau fini 0 < k < n.
Par ailleurs, nous supposons. par commodite dans tout ce chapitre, des condi-
tions aux limites periodiques. Le reseau appartient alors a un cercle et nous
identifions qn — q^.

A un ensemble de valeurs des variables (?&, nous associons un poids de
Boltzmann e~5, exponentielle d'une energie de configuration

Cette energie de configuration definit un modele statistique classique avec
interaction de proches voisins, comme dans la version la plus simple du modele
d'Ising. Le parametre de controle £ joue ici une role analogue a la temperature
(il est strictement equivalent a la temperature dans des cas particuliers, cf.
section 4.3).

Nous remarquons alors que S(q,£] est identique jusqu'a 1'ordre £ pour
£ —>• 0 a Faction (2.18) (pour t' = t + e] dans le cas d = 1, m = 1.

Par ailleurs, il est commode d'integrer avec la mesure dq/\/27i£. La fonc-
tion de partition classique avec conditions aux limites periodiques, qo — <?n5

de ce modele classique s'ecrit alors

Sous cette forme, la fonction de partition classique Z(n,£] est aussi une ap-
proximation discrete de la trace de 1'expression (2.19), c'est-a-dire de la fonc-
tion de partition quantique tre~^ (cf. 1'expression (2.67)), correspondant a
1'hamiltonien quantique

pour h = 1.
Dans 1'expression (4.2), les deux termes ont maintenant 1'interpretation

classique suivante : le terme de potentiel determine la distribution des va-
riables qk a chaque site. Pour que la distribution soit normalisable, il est ne-
cessaire que 1'integrale J dq e~eV^ converge pour tout £ > 0. Ceci entraine,
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en particulier, que V(q) —» +00 pour q —> oo et done que 1'hamiltonien H a
un spectre discret.

Le terme cinetique correspond a une interaction attractive (elle favorise
tous les qk egaux) de proches voisins sur le reseau. En diminuant le para-
metre £, on augmente 1'interaction.

Notation. Dans la suite, il est commode d'introduire les notations de bras
et kets de la mecanique quantique, ainsi que la base complete dans laquelle
1'operateur position q est diagonal (equations (2.4, 2.5)) :

Nous distinguerons done plus loin la notation {•} qui signifie valeur moyenne
de • par rapport au poids statistique e~s et (q"\U\q') qui signifie element de
matrice de 1'operateur quantique U dans la base des positions.

Matrices de transfert. Le noyau

definit, par ses elements de matrice dans la base des positions, un operateur
symetrique reel T qui est appele la matrice de transfert du modele statistique.
Avec la condition de croissance imposee a V, il a un spectre discret. En termes
des operateurs position q et impulsion p de la mecanique quantique, la matrice
de transfert s'ecrit :

ce qui montre en particulier que T est un operateur positif.
Utilisant la definition (4.5), on peut facilement exprimer la fonction de

partition 2(n, e] du modele statistique en fonction de la matrice de transfert :

et done, introduisant les valeurs propres (discretes, reelles positives) tfc(e) de
la matrice de transfert to > \t\\ > • • ••>

Limite thermodynamique. La limite thermodynamique est la limite de vo-
lume infini, et done ici n —> oo. Dans cette limite, la fonction de partition est
dominee par la valeur propre la plus grande de la matrice de transfert (dont
on montre qu'elle n'est pas degeneree) :
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En particulier, nous verifions que 1'energie libre W = InZ (omettant un
facteur de temperature sans interet ici) est une quantite extensive, c'est-a-
dire proportionnelle au volume n. La densite d'energie libre est donnee par

4.2 Fonctions de correlation

Nous introduisons maintenant les fonctions de correlation des variables q^.
La fonction a m points est definie par

4.2.1 Fonctions de correlation et matrice de transfert
Dans le cas d'une interaction de proches voisins comme dans 1'energie de

configuration (4.1), les fonctions de correlation peuvent etre reexprimees en
terme de la matrice de transfert.

La fonction a un point est la valeur moyenne de Qk :

L'integrale peut s'ecrire

Introduisant la matrice de transfert (4.5) et 1'operateur position q, et utilisant
(equation (4.4))

nous pouvons reecrire

De la meme maniere, considerons la fonction de correlation a deux points,
valeur moyenne du produit des valeurs de q en deux points /c, / du reseau :



4. Mecaniques statistiques quantique et classique 93

L'application repetee de la meme methode, par exemple pour k < I, conduit
a 1'identite

/o^

Alors que la fonction Zn (k,l) est symetrique en k <-> Z, son expression en
terme de la matrice de transfer! ne Test pas.

De fagon generale, cette methode permet de montrer que la fonction a ra
points, dans le secteur 0 < ii < 12 • • • < im < n, peut s'ecrire

4.2.2 Limite thermodynamique et cornportement
a grande distance

Nous notons |0), |1}... les vecteurs propres de T associes aux valeurs
propres to > t\ > —

Pour n —> oo, T est domine par les valeurs propres les plus grandes :

Pour n —> CXD, la fonction a un point a done pour limite

Plus generalement, la fonction a m points dans le secteur 0 < i\ < i % . . . <
im < n a comme limite

La fonction a deux points a grande distance. La fonction a deux points
dans la limite thermodynamique devient

Examinons maintenant son comportement a grande distance \l — k\ —>• oo :

Le terme dominant est une constante, le carre de la valeur moyenne (qk} =
(0\q\0). Introduisons alors la fonction a deux points connexe (cf. section 1.4.2) :
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Le terme dominant disparait et

(Si (0|g 1} = 0 il faut prendre le terme suivant.) La fonction a deux points
connexe decroit done exponentiellement pour |/ — k\ —>• oo :

ou nous avons introduit la longueur de correlation

Remarque. Comme note plus haut, la fonction de correlation connexe est
identique a la fonction a deux points de la variable obtenue en eliminant la
valeur moyenne par une simple translation q^ i—> q'k :

La valeur moyenne {#&) n'a done, en general, pas de signification physique
particuliere, puisqu'il suffit d'une translation de 1'origine des positions pour
la supprimer. Cependant, dans certains cas le point q = 0 est privilegie, par
exemple quand le systeme est invariant par la reflexion q i—>• —q. Dans ce cas,
une valeur moyenne non nulle a un sens de brisure spontanee de symetrie.
En reprenant les arguments precedents, on verifie que ceci implique que le
vecteur 0) n'est pas symetrique et done que la valeur propre to est degeneree.
II est possible de demontrer que cette situation ne se rencontre jamais en
mecanique quantique pour un systeme a un nombre fini de degres de liberte
(cf. section 3.4).

4.3 Modele classique a basse temperature :
un exemple

Nous avons montre que 1'approximation discrete de 1'integrale de chemin
a une interpretation naturelle en terme de mecanique statistique classique a
une dimension sur reseau. Nous illustrons ce resultat par un exemple simple.
Considerons la fonction de partition

ou qi caracterise la configuration au point i d'un reseau unidimensionnel (par
exemple, la deviation d'une particule de sa position d'equilibre), n est la taille



4. Mecaniques statistiques quantique et classique 95

du reseau, T la temperature, dp(q) la distribution de la variable q et E(qi)
1'energie de configuration que nous choisissons de la forme particuliere (inter-
action de proches voisins)

(J caracterise 1'intensite de 1'interaction). Enfin nous imposons par commodite
des conditions aux limites periodiques '. qn — Qo-

Nous posons

L'exemple le plus simple correspond a une fonction v(q) avec un minimum
unique a q = 0 ou elle est reguliere,

On peut imaginer ce terme comme du a une force de rappel effective qui ra-
mene une particule a sa position d'equilibre et dont on suppose la dependance
dans la temperature negligeable.

Pour T —» 0, la configuration dominante est obtenue en minimisant 1'ener-
gie (4.13) et correspond a tous les qi egaux. Alors pour n —> oo, seul le
voisinage de la configuration qi = 0, qui a le poids le plus grand, contribue
a la fonction de partition. Dans ces limites, apres le changement de variable
qi i—s- T1/4^, la fonction de partition est donnee par

avec

Comparant a 1'expression (2.37) pour h = a; = 1, nous trouvons pour T —> 0 :

ou H est 1'hamiltonien de 1'oscillateur harmonique :

avec

La limite continue qui conduit a 1'integrale de chemin, correspond a e oc \/T —>
0, c'est-a-dire a une limite de basse temperature.
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Le comportement a longue distance de la fonction a deux points est lie a
la difference entre les deux premieres valeurs propres de H. Si Ton definit la
longueur de correlation £ par

on deduit de 1'equation (4.12) que pour T —* 0 :

L'integrate de chemin est obtenue dans une limite ou la longueur de corre-
lation diverge, une propriete que nous discutons dans un cadre general en
section 4.4.1.

4.4 Limite continue et integrate de chemin

Nous examinons maintenant de fagon plus generale la limite du pas de
temps £ —> 0 qui, formellement, fait passer de 1'integrale avec des temps
discrets a 1'integrale de chemin. Nous montrons que la limite continue est liee
a la divergence de la longueur de correlation du modele statistique classique.

4.4.1 Limite continue
La representation (4.6) montre que

ce qui est coherent avec la discussion de la section 2.2 qui conduit a

Ces relations se traduisent par une relation entre valeurs propres de la matrice
de transfert et valeurs propres Ek de H (qui a un spectre discret et dont le
fondamental n'est pas degenere, cf. section 3.4) :

Ainsi, dans la limite e —>• 0, les differences entre les valeurs propres de la
matrice de transfert tendent vers zero.

Divergence de la longueur de correlation. Dans la limite e —* 0, la longueur
de correlation (4.12) devient
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La limite £ —> 0, qui conduit a 1'integrale de chemin avec temps continu,
correspond done dans le langage statistique a une limite ou la longueur de
correlation diverge. Une echelle de longueur grande par rapport a la maille du
reseau est ainsi engendree dynamiquement.

Fonction de partition dans la limite continue. Considerons la fonction de
partition classique

En section 2.3, nous avons introduit la limite double n —> oo, e —>• 0 avec ne =
j3 fixe. Bien que le volume n —>• oo, ce n'est pas la limite thermodynamique
qui elle correspond a n —> oo avec e fixe. Par centre, cette limite conduit a la
representation par integrate de chemin de la fonction de partition quantique :

Nous pouvons maintenant donner a cette limite, appelee limite continue
puisque le reseau a disparu, une interpretation dans le cadre du modele sta-
tistique classique : la limite double n —> oo, £ —> 0 a, 0 = ne fixe est une limite
ou la longueur n du systeme est fixee en unite de longueur de correlation

Au sens de la mecanique statistique classique, /3 est done la longueur du sys-
teme exprimee en unite de longueur de correlation et la limite de temperature
mille, /3 —> oo, du systeme quantique est la limite thermodynamique du sys-
teme classique. Dans cette limite

L'energie libre du systeme classique W = \nZ(f3] est extensive, elle croit
comme le « volume » dans la limite de grand volume, et est proportionnelle a
1'energie du fondamental du systeme quantique.

Dans le modele classique la dependance en /3 est appelee effet de taille
finie.

Limite continue et universalite. Dans la limite continue, une physique non
triviale a I'echelle £ emerge, qui ne depend plus de la structure initiale de
reseau. L'existence d'une limite continue reflete des proprietes d'universalite,
c'est-a-dire d'independance des proprietes a longue distance de la structure
detaillee du modele microscopique (en particulier, comme la discussion de la
section 2.2 1'a montre, nous aurions pu choisir une forme plus generale que
1'expression (4.2)).

Le phenomene que nous observons ici a un sens profond : de fagon ge-
nerale, dans un modele statistique une limite continue n'existe que quand la
longueur de correlation diverge. Cette divergence caracterise souvent un point
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de transition de phase continue ou du second ordre. Ce phenomene explique
pourquoi les transitions de phase continues (c'est-a-dire avec divergence de
longueur de correlation) peuvent etre decrites par des theories statistiques
des champs euclidiennes. A une dimension d'espace, avec interaction de courte
portee, la longueur de correlation ne peut diverger qu'a temperature nulle, ce
qui explique le role de la limite £ —» 0.

4.4.2 Fonctions de correlation et limite continue

Nous avons montre que la fonction a ra points, dans le secteur 0 < i\ <
i<2 ... < im < n, peut s'ecrire (equation (4.10))

Introduisons les variables

et la trajectoire q(t) telle que q(ke) = qk (cf. section 2.3) et done q(tk) = qik-
La limite continue est maintenant une limite e —>• a j3 et tk fixes : les distances
sont fixees en prenant comme echelle de distance la longueur de correlation
au lieu de la maille de reseau ou de 1'echelle microscopique. Dans cette limite,
nous pouvons exprimer la matrice de transfert en fonction de 1'hamiltonien
quantique :

En meme temps, les integrales multiples tendent vers des integrales de chemin

Dans la limite continue, les fonctions de correlation du modele statistique
tendent vers les fonctions de correlation definies par 1'integrate de chemin.
Dans cette limite, les fonctions de correlation ont done egalement des proprie-
tes d'universalite : elles s'expriment en termes d'integrales de chemin ou toute
trace du reseau initial a disparu.

Limite thermodynamique. La limite thermodynamique du modele classique
unidimensionnel correspond maintenant a (3 —> CXD, c'est-a-dire a la limite de
basse temperature d'un modele de mecanique statistique quantique a zero
dimension (une seule particule). Dans cette limite, les fonctions de correlation
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deviennent

ou |0) est le fondamental du hamiltonien.

Mecaniques statistiques quantique et classique. Nous avons done montre
comment un modele de mecanique statistique quantique avec une particule
etait obtenu comme limite continue d'un modele de mecanique statistique
classique unidimensionnel. Cette relation s'etend aux dimensions superieures
(D dimensions pour le modele quantique, D + 1 dimensions pour le modele
classique), le caractere quantique correspondant classiquement a une dimen-
sion supplementaire de taille /3 avec conditions aux limites periodiques.

Notons, cependant, que 1'analogie entre mecaniques statistiques classique
et quantique n'est pas complete dans la mesure ou seules les fonctions de
correlation a temps egaux ont une interpretation quantique directe, comme
moyennes statistiques a temperature finie de puissances de la position q.

Par centre, en dimensions superieures, il existe dans le cas classique des
fonctions de correlations a temps egaux qui ont des analogues quantiques.

Par ailleurs, apres prolongement analytique a des temps reels t i—»• it (mais
pas sur (3!), les fonctions de correlation classiques deviennent des fonctions de
correlation quantiques thermiques dependantes du temps.

Re-marques.
(i) D'autres processus aleatoires conduisent a des integrates de chemin et

ont les fonctions de correlation correspondantes comme observables. Ainsi la
marche au hasard correspond a un hamiltonien libre. L'equation de Fokker-
Planck (section 5.5) qui decrit de tels processus peut etre resolue en terme
d'integrale de chemin.

(ii) Quand Faction euclidienne n'est pas reelle (comme dans le cas de
1'hamiltonien en champ magnetique, cf. section 5.1), les moyennes de la
forme (4.19) n'ont plus d'interpretation probabiliste. Pour des raisons qui
apparaissent dans 1'etude de 1'evolution en temps reel, elles restent pourtant
des quantites utiles a etudier, et par extension nous les appellerons encore
fonctions de correlation.

Fonctionnelles generatrices. Theorie des perturbations. Nous avons montre
en section 2.8 comment calculer 1'integrale de chemin perturbativement pour
tout hamiltonien de la forme p2/2m + V(q) en terme de 1'integrale de che-
min (2.41). L'argument se generalise immediatement aux fonctions de correla-
tion correspondantes. En fait, en ajoutant au potentiel un terme de couplage
a une force exterieure arbitraire, on construit une fonctionnelle generatrice
des fonctions de correlation. Definissons
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On verifie alors

On peut maintenant facilenient combiner cette expression et le developpement
perturbatif.

Enfin, la fonctionnelle W(6) = In Z(b) est la fonctionnelle des fonctions de
correlation connexes (cf. section 1.4.2).

Equation du mouvement quantique. De 1'expression (4.21), on peut deduire
des relations entre fonctions de correlation, en exprimant que 1'integrale sur
tout 1'espace d'une derivee s'annule :

ou plus explicitement :

On remarque alors que q(t) dans 1'integrale peut etre remplace par une derivee
fonctionnelle a 1'exterieur, ce qui conduit a 1'equation

Dans 1'integrale restante, nous reconnaissons la fonctionnelle generatrice 2(b).
L'equation peut done se reecrire

Cette equation fonctionnelle pour 2(6), appelee equation de Schwinger-Dyson
en theorie des champs, a comme solution 1'integrale de chemin initiale. Si
on developpe cette equation fonctionnelle en puissances de b, on trouve un
ensemble infini d'equations reliant les fonctions de correlation entre elles.

4.5 La fonction a deux points :
calcul perturbatif, representation spectrale

La fonction de correlation a deux points joue un role important en theorie
quantique des champs et en mecanique statistique. Dans le cadre de la meca-
nique quantique, nous allons d'abord la calculer perturbativement au premier
ordre non gaussien, ce qui permettra d'illustrer certains aspects de 1'analyse
des sections precedentes. Nous etablirons ensuite 1'existence et les proprietes
de sa representation spectrale.
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4.5.1 Calcul perturbatif
Nous calculons maintenant la fonction a deux points (q(t)q(u)}x corres-

pondant a 1'action

a 1'ordre A, et dans la limite (3 —> oo. Nous faisons le calcul avec des conditions
aux limites periodiques.

L'algebre est la meme qu'en section 1.4.1. Le developpement a 1'ordre A
peut s'ecrire

ou la fonction de partition Z(/3, A) a ete calculee a cet ordre en section 3.1 et
A(t) est donnee en (2.46).

L'application du theoreme de Wick entraine

Nous reconnaissons dans la premiere contribution le produit de la fonction a
deux points gaussienne par la correction a la fonction de partition. Ce terme
disparait dans le rapport

et done

Dans la limite j3 —> oo on trouve, en particulier,

On a montre que pour \t — u -^ oo

Les niveaux d'energie E^ ont ete calcules en section 3.1. On en deduit la
difference
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On voit done que le terme proportionnel a \t — u e~l*~u l provient du develop-
pement de 1'exponentielle

On conclut que la fonction a deux points peut, a cet ordre, s'ecrire

On verifie en particulier que cette expression satisfait a 1'ordre A la rela-
tion (4.27) (h = m=l)

4.5.2 Representation spectrale

Nous partons de la representation (4.20) de la fonction a deux points

Nous supposons que 1'hamiltonien H est hermitien, borne inferieurement et,
pour simplifier les notations, a un spectre discret. Dans la base ou H est
diagonal, la fonction de correlation a deux points peut etre ecrite

ou les quantites |n) et en sont, respectivement, les fonctions propres et les
valeurs propres de H. Comme consequence de 1'hermiticite de H, les valeurs
propres sont reelles et les exponentielles dans le membre de droite ont des
coefficients positifs. La transformer de Fourier de la fonction a deux points

a done la representation

Deux proprietes de la transformer de Fourier de la fonction a deux points
s'en deduisent : sauf pour une possible partie distributive a u; = 0, elle est
une fonction analytique de u;2 avec poles uniquement sur 1'axe red negatif.
De plus, les residus des poles sont tous positifs; on en deduit que Z^ (u>) ne
peut pas decroitre plus vite que l/uj2 quand u;2 tend vers 1'infini.
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Un resultat plus precis peut meme etre demontre. Calculons la limite
quand t —>• 0+ de la derivee de

a (3 fini. Alors

A cause de la propriete cyclique de la trace

Pour un hamiltonien quadratique dans la variable d'impulsion H = ^p2 +
O(j5), les commutateurs peuvent etre evalues explicitement :

Appliquant ce resultat dans la limite (3 —» oo a 1'expression (4.25), nous trou-
vons

Nous concluons

Ce resultat utile n'est pas surprenant. Le comportement pour uj —> cxo est relie
a 1'evolution a temps court et nous avons vu que la partie la plus singuliere
de 1'operateur d'evolution est alors determinee par l'hamiltonien libre.

Enfin, quand le spectre de H a une partie continue, la somme dans (4.26)
est remplacee par une integrale, les poles sont remplaces par une coupure avec
une discontinuity positive et les conclusions sont les memes. La generalisation
relativiste de la representation (4.26) est appelee representation de Kallen-
Lehmann.

Regularite des chemins. Le calcul precedent implique

ce qui generalise le resultat (2.53) (ici t a les dimensions d'une energie inverse
au lieu d'un temps). Ce resultat demontre qu'aux temps courts les chemins
typiques qui contribuent a 1'integrale de chemin ont les proprietes des chemins
browniens, independamment du potentiel.
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4.6 Formalisme d'operateurs.
Produits chronologiques

Utilisant la definition de 1'integrale de chemin comme limite d'integrale
avec temps discrets, nous avons deja montre que les fonctions de correlation
pouvaient dans la limite continue se calculer par integrate de chemin (ex-
pression (4.19)), mais pouvaient aussi etre exprimees en termes d'operateurs
quantiques (expression (4.18)). Nous aliens a present montrer que ce resultat
peut etre obtenu directement dans le continu.

Ordonnons n temps t\,t2,---,tn de telle sorte que

Nous decomposons alors 1'intervalle (0,/3) en n + 1 sous-intervalles (0,£i),
(£1,^2)5 ••••>(tn>0)- L'action totale est la somme des contributions correspon-
dantes :

Nous reecrivons 1'integrale (4.19) en utilisant 1'identite

L'integrale de chemin se factorise alors en un produit d'integrales de chemin
correspondant aux differents sous-intervalles de temps. Retournant a la defini-
tion meme de 1'integrale de chemin (equations (2.21, 2.22)), nous remarquons
que le numerateur de 1'expression (4.19) avec 1'ordre (4.28) est exactement (se
souvenant de 1'ordre (2.1))

en accord avec les equations (4.18, 4.19).
Introduisant la representation de Heisenberg de 1'operateur q (prolongee

analytiquement it i—> i)

(pour t reel Q(t) n'existe pas necessairement et la definition est alors quelque
peu formelle), nous pouvons ecrire

Produits chronologiques. L'ecriture des fonctions de correlation dans le
formalisme d'operateurs oblige a choisir un ordre dans le temps alors que les
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fonctions sont symetriques. Un formalisme commode permet de retablir cette
symetrie, basee sur la notion de produit chronologique d'operateurs.

Nous introduisons maintenant 1'operation T qui ordonne les temps : aux
operateurs A\(t\),..., Ai(ti), consideres comme fonctions du temps, elle associe
le produit ordonne dans le temps (T-produit ou produit chronologique) de ces
operateurs. Par exemple, pour / = 2,

Nous pouvons alors reecrire 1'expression (4.31), sans tenir compte de 1'ordre
entre les temps t i , . . . , tn,

Enfin, si H a un fondamental unique et isole |0), dans la limite (3 —> oo les
fonctions de correlation prennent la forme (4.20) qui peut se reecrire

Ces produits chronologiques sont les prolongements analytiques en temps ima-
ginaire des produits chronologiques que Ton introduit dans la formulation en
temps reel de la theorie quantique des champs. Apres prolongement analy-
tique, ils engendrent les fonctions de Green a partir desquelles on peut, par
exemple, calculer les amplitudes de diffusion. Cependant, toutes les theories
physiquement raisonnables du point de vue des fonctions de Green ne corres-
pondent pas necessairement a des actions euclidiennes reelles et done leurs
prolongements analytiques ne sont des fonctions de correlation que dans un
sens formel.

Fonction genemtrice. En termes de produits chronologiques, la fonction
generatrice (4.21) s'ecrit aussi

Cette representation est directement reliee a 1'expression du developpement
perturbatif (9.52) de la section 9.7.

Exercices

On se propose d'appliquer la methode de la matrice de transfert a la
fonction de partition (4.15) du modele gaussien de la section 4.3, reecrite sous
la forme
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avec

et conditions aux limites periodiques.

Exercice 4-1-

Fonction de partition et valeurs propres. Verifier que la matrice de transfert
T(g, q'} du modele peut etre mise sous la forme

avec

II est aussi commode de parametrer les coefficients a, b en termes de para-
metres p, 9 :

Verifier par le calcul explicite que la matrice de transfert satisfait alors

ou T(6) est 1'operateur de noyau T(q,q') et parametre 9.
En deduire la fonction de partition 2n(T) et les valeurs propres de la

matrice de transfert.

Solution.

Les valeurs propres tk sont done

ou pour T —> 0 :

Exercice 4-2.

Vecteurs propres de la matrice de transfert gaussienne. Les expressions ci-
dessus montrent que le spectre de la matrice de transfert est lie au spectre de
1'oscillateur harmonique. Trouver les vecteurs propres correspondants par des
methodes algebriques semblables, c'est-a-dire en identifiant des operateurs de
type annihilation et creation.
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Solution. En termes des operateurs impulsion p et position q,

nous definissons alors deux operateurs de type annihilation et creation,

Determiner la relation de commutation de A et AT et demontrer

Solution. La relation de commutation de A et A^ est

Agissant alors sur un vecteur \ip) quelconque, on en deduit

et

Nous en deduisons les relations de commutation (4.40) (la deuxieme etant
impliquee par conjugaison hermitienne).

Exercice 4-3.

Retrouver les valeurs propres et en deduire les vecteurs propres de la matrice
de transfert.

Solution. Les relations de commutation permettent de retrouver le spectre
et determiner les vecteurs propres. Nous connaissons deja le spectre. Du
spectre et de ces relations nous deduisons
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Ceci implique que A"*" |m) est un vecteur propre de T avec valeur propre
e~e rm = Tm+i- Le meme raisonnement s'applique avec A. Done

Comme il n'y a pas de vecteur propre avec valeur propre plus grande que TO,
la deuxieme relation appliquee pour ra = 0 ne peut donner qu'un vecteur nul:

Notant que q est proportionnel a A + At, nous en deduisons q |0) oc |1). Utili-
sant les representations de A, Q dans la base #), nous trouvons explicitement

Exercice 4-4-

Generaliser le calcul a la fonction a deux points de la section 4.5.1 a

ou q est un vecteur a N composantes (i,j = 1 - - - T V ) , q(—/?/2) = q(/3/2),
2(/3) est la fonction de partition et 1'action est

On notera que Faction a le groupe O(TV) (rotations-reflexions de 1'espace a
TV dimensions) comme groupe de symetrie. En deduire la difference entre les
deux premiers niveaux d'energie.

Solution. A cause de la symetrie par le groupe O(AT), la fonction a deux
points a la forme

La fonction W(i) a alors un developpement tout a fait analogue au cas TV = 1.
La seule modification concerne le coefficient devant la contribution d'ordre A.
On en deduit

Exercice 4-5.

Completer le calcul de la fonction a deux points de la section 4.5.1 pour j3 fini.
Montrer en developpant Z^ en serie de Fourier que le resultat peut s'ecrire

avec
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Exercice 4-6.

Deduire, par derivation fonctionnelle de 1'equation (4.22), une relation entre
les fonctions a deux et quatre points dans 1'exemple de Faction (4.23).

Solution. D'abord

L'equation (4.22) s'ecrit alors

Derivant alors 1'equation par rapport a b(u) et prenant la limite b = 0, on
trouve

Exercice 4-7.

Retrouver la fonction a deux points (4.24) a partir de 1'equation ainsi obtenue.

Solution. A 1'ordre zero on retrouve Z^\t^u) = A(t — u). Pour 1'ordre
suivant, on a besoin de la fonction a quatre points gaussienne qui est donnee
par le theoreme de Wick :

et done

II suffit alors de resoudre 1'equation differentielle

avec conditions de decroissance a Tinfini pour retrouver le resultat. On peut
aussi proceder par transformation de Fourier.
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Chapitre 5

Integrates de chemin
et quantification

DANS LE CHAPITRE 2, nous avons construit une representation de 1'opera-
teur e~@H sous forme d'integrale de chemin dans le cas d'hamiltoniens

de la forme p2/2 + V(q). Ces hamiltoniens ont la propriete d'etre la somme
d'une fonction de p et d'une fonction de q. Dans cette situation, pour passer
de 1'hamiltonien classique a 1'hamiltonien quantique, il suffit de remplacer les
variables reelles p et q par les operateurs quantiques correspondants. Dans ce
chapitre. nous allons etendre cette construction a des hamiltoniens qui sont
lineaires dans les impulsions, et done des actions lineaires dans les vitesses.
Nous prendrons deux exemples : un systeme quantique couple a un champ
magnetique et la diffusion decrite par 1'equation de Fokker-Planck. Dans ces
exemples, 1'apparition de produits d'operateurs qui ne commutent pas pose
le probleme de la quantification. Le principe de correspondance ne suffit plus
et 1'ordre des operateurs est determine par des conditions supplementaires,
comme 1'hermiticite ou la conservation des probabilites. Nous montrerons que
le calcul de 1'integrale de chemin presente alors des ambiguites directement
liees a ce probleme de quantification, c'est-a-dire au choix d'ordre des opera-
teurs position et impulsion. La limite continue n'est plus unique, mais depend
de la fagon dont elle est atteinte.

Dans la derniere partie de ce chapitre, nous nous interesserons a une si-
tuation ou 1'espace a une topologie non triviale, en 1'occurrence un cercle, et
nous montrerons comment ceci influence le calcul de 1'integrale de chemin.

5.1 Transformations de jauge

Avant de discuter la quantification en presence d'un champ magnetique, il
est utile de rappeler quelques notions de mecanique classique.
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Transformation de jauge classique. Comme il est bien connu, les equa-
tions classiques du mouvement qui sont obtenues en variant 1'integrale d'un
lagrangien £, sont insensibles a 1'addition au lagrangien d'une derivee totale :

En effet, 1'action correspondante devient

et done

Cette addition au lagrangien affecte par centre le moment conjugue

et done 1'hamiltonien

On voit que le nouvel hamiltonien est egal a 1'ancien hamiltonien dans lequel
la variable p est remplacee par p — VQ(q). Cette transformation qui n'affecte
pas la physique, mais uniquement la description, est appelee transformation de
jauge. Notons toutefois que pour un systeme invariant par translation d'espace
un choix est plus simple que les autres, celui qui correspond directement aux
quantites conservees. C'est la cas de 1'hamiltonien libre H = p2/2m.

Transformation de jauge quantique. Nous decrivons maintenant les ana-
logues quantiques des transformations (5.2, 5.3) et leur interpretation. Dans
ce qui suit, nous notons q, p, H les operateurs correspondant aux quantites
classiques q, p, H. Aux transformations (5.2, 5.3) de la mecanique classique
correspond, en mecanique quantique, une transformation unitaire engendree
par Poperateur

En effet,

Le nouveau moment conjugue est obtenu par une transformation unitaire
qui laisse 1'operateur position q invariant. On verifie de plus que la meme
transformation unitaire relie les hamiltoniens quantiques H et HQ :
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A 1'addition d'une derivee totale au lagrangien correspond en mecanique
quantique une transformation unitaire, qui laisse done egalement la physique
invariante. Dans cette transformation unitaire, les fonctions d'onde -0(q) sont
multipliees par une fonction de la position q de module 1 (un element du
groupe C/(l)) :

Par ailleurs, 1'operateur U(t",t'}, solution de 1'equation (2.2), se transforme en

et done ses elements de matrice deviennent

En mecanique quantique aussi la transformation que nous venons de decrire,
et qui s'appelle une transformation de jauge, est sans implication physique et
tous les choix de definitions des variables conjuguees p sont a priori equiva-
lents. Cependant, dans les cas des lagrangiens de la forme ^mq2 — V(q), il
existe un choix plus simple que les autres.

5.2 Couplage au champ magnetique :
invariance de jauge

Nous allons maintenant rappeler comment 1'introduction d'un champ ma-
gnetique engendre une symetrie particuliere appelee symetric de jauge.

5.2.1 Invar iance de jauge classique

L'action, correspondant a une particule dans un potentiel et couplee a un
champ magnetique, est 1'integrale d'un lagrangien qui peut s'ecrire

ou A(q) est un potentiel vecteur dont derive le champ magnetique B et e
la charge qui n'est introduite ici que pour respecter les conventions usuelles.
L'equation du mouvement correspondante est

ou

et nous avons utilise la notation 9M = d/dx^.
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En dimension 3, le tenseur antisymetrique F^v peut se parametrer en terme
d'un vecteur, le champ magnetique B, par

ou e^p est le tenseur completement antisymetrique dans ses trois indices et
€123 = 1- Alors

ce qui, en notation vectorielle, peut aussi s'ecrire

avec

Les equations du mouvement sont toujours insensibles a 1'addition d'un terme
de derivee totale au lagrangien :

Mais maintenant, une derivee totale peut etre compensee par une transfor-
mation de jauge correspondante du potentiel vecteur :

En presence d'un terme de potentiel vecteur, la transformation de jauge a
une implication nouvelle : puisque 1'equation du mouvement est invariante
par les transformations de jauge (5.1), elle est egalement invariante dans la
transformation (5.9), ce que Ton verifie immediatement puisque le champ
magnetique B est invariant de jauge. La transformation (5.9) definit done des
classes d'equivalence de potentiels vecteurs.

L'hamiltonien classique correspondant est

Reciproquement, si Ton veut construire un lagrangien invariant dans 1'addition
d'un terme de derivee totale ou un hamiltonien invariant dans la transforma-
tion (5.3) :

on voit que 1'addition d'un terme de potentiel vecteur fournit une reponse.
Dans le formalisme hamiltonien cela correspond a la substitution

Ce principe d'invariance a regu le nom de symetrie de jauge et conduit a
1'introduction d'un champ de jauge, ici le potentiel vecteur.

Bien sur, en mecanique classique seules les equations du mouvement sont
physiques, et le potentiel vecteur n'apparait que comme un outil mathema-
tique commode. II n'en est pas tout a fait de meme en mecanique quantique.
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5.2.2 Invariance de jauge quantique
Pour passer de Phamiltonien classique (5.10) a Phamiltonien quantique H,

il faut faire un choix d'ordre des operateurs dans le produit p • A(q). Dans le
cas du champ magnetique, la condition d'hermiticite determine 1'hamiltonien

On peut aussi raisonner en termes d'invariance de jauge quantique. On parle
d'invariance de jauge si les hamiltoniens correspondant a des potentiels vec-
teur A(q) relies par une transformation de jauge (5.9) sont unitairement equi-
valents. La symetrie de jauge entrame que 1'hamiltonien ne peut dependre de
1'operateur p qu'a travers la combinaison p + eA(q). En effet, dans les trans-
formations (5.5, 5.9)

Les conditions d'hermiticite et d'invariance de jauge conduisent done a la
meme quantification.

Un autre choix de quantification conduirait a ajouter un terme propor-
tionnel au commutateur

a 1'hamiltonien, c'est-a-dire une correction quantique qui a la forme d'un po-
tentiel imaginaire violant a la fois 1'hermiticite et 1'invariance de jauge.

La combinaison

est appelee derivee covariante. Ses composantes satisfont la relation de com-
mutation

5.2.3 Invariance de jauge et integrate de chemin
Montrons que le principe de symetrie de jauge determine aussi dans une

large mesure la forme de 1'integrale de chemin donnant les elements de matrice
de 1'operateur U(t",t') (equation (2.2)).

Ces elements se transforment de fagon multiplicative comme indique par
1'equation (5.7). Nous pouvons ecrire la phase comme 1'integrale d'une derivee
totale :
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Du point de vue de 1'integrale de chemin (2.22), la transformation (5.7) peut
done etre interpretee comme une modification de 1'action (2.21) :

Cette variation peut alors etre compensee en ajoutant un terme supplemen-
taire au lagrangien dependant d'un potentiel vecteur A(q),

qui se transfer me comme (equation (5.9))

L'action euclidienne (5.12) correspond alors bien au lagrangien (5.8).
Un calcul direct, base sur la solution de Fequation devolution aux temps

courts (cf. section 5.4), confirme que 1'integrale de chemin ne fait en effet
intervenir que 1'action euclidienne classique (5.12) :

comme c'est le cas en 1'absence de champ magnetique.
Notons que Faction euclidienne ainsi obtenue n'est plus reelle et ne definit

done plus une mesure positive. C'est une consequence de la propriete suivante :
en presence d'un champ magnetique, Fhamiltonien est toujours hermitien mais
n'est plus reel symetrique. Du point de vue du passage du lagrangien reel au
lagrangien euclidien, on voit aussi qu'un terme lineaire en q acquiert un facteur
i supplementaire.

Par ailleurs, le terme (imaginaire) de champ magnetique a une propriete
remarquable : il ne depend que de la trajectoire, mais pas de la fagon dont
elle est parcourue. En effet

Cette propriete a des consequences variees en mecanique quantique, comme
la quantification de la charge du monopole magnetique, ou plus generalement
des proprietes de quantification quand Fespace n'est pas simplement connexe.

5.3 Quantification et integrate de chemin

L'integrale de chemin (5.13) ne depend apparemment que de Faction clas-
sique et pourtant elle decrit un objet quantique. On peut done se demander
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a quel choix de quantification elle correspond. La reponse est qu'elle ne
correspond a aucun choix comme nous aliens le montrer un peu plus loin
par un calcul explicite : sans contrainte supplementaire, Fintegrale de chemin
n'est pas completement definie.

5.3.1 Temps discrets et limite continue
La nature de Fambigui'te peut etre comprise en revenant aux temps discrets

et a Foperateur devolution pour t" — t' = £. Alors, pour des chemins continus,
pour £ —>• 0,

A priori il semblerait que ces deux termes, qui ne different que par 1'argument
q' ou q" de A(q), correspondent a des actions discretes equivalentes du point
de vue de la limite continue, puisqu'ils sont equivalents dans la limite £ —> 0.
Ce n'est pas le cas. En effet, la difference entre A(q") et A(q') est d'ordre
q" — q' et done, compte-tenu du facteur q" — q' deja present, elle induit une
modification de Faction discrete d'ordre

Cette modification est d'ordre e parce que les chemins typiques sont tels que
|(q" — q')| = O(^/e). Or, comme nous 1'avons montre en section 2.3, les termes
d'ordre e de Faction discrete contribuent a la limite continue.

Nous remarquons maintenant que Foperateur e~eH/h est hermitien comme
consequence de Fhermiticite de H. Done ses elements de matrice sont inva-
riants par les transformations conjugaison complexe et echange q' <-» q".
Cette condition impose de prendre une fonction symetrique de q", q' comme
A((q" + q')/2).

Le choix precis est ensuite indifferent parce que deux fonctions symetriques
different a Fordre (q" — q')2, ce qui ne donne qu'une contribution d'ordre £3/2

a Faction.
De meme, Finvariance de jauge est satisfaite en prenant Faction continue

et en approximant le chemin q(t) par un mouvement rectiligne uniforme. On
retrouve alors une forme symetrique equivalente a la forme precedente. Nous
montrons en section 5.4 que c'est la forme obtenue par un calcul direct de
Foperateur devolution pour des intervalles de temps infinitesimaux a partir
de Fhamiltonien (5.11).

Cependant, cette subtilite n'est plus visible dans Fexpression formelle de
Fintegrale de chemin. A la difference du cas sans champ, il existe en realite une
famille a un parametre de limites continues qui dependent de la forme speci-
fique de Faction discrete. Notons toutefois que le concept de limite continue
reste un concept utile dans la mesure ou un seul parametre survit.
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On peut suppleer a cette deficience en iniposant que 1'integrale de chemin
donne les elements de matrice d'un operateur ayant les bonnes proprietes de
transformation de jauge ou hermitien. Nous trouvons la un exemple particu-
lier d'un probleme plus general : les difficultes de quantification sont souvent
resolues en imposant que la theorie quantique preserve certaines proprietes
de symetrie. Nous rencontrerons a nouveau ce probleme dans les sections 5.5,
6.2, 7.9 ou au chapitre 10.

5.3.2 AmbiguYte et calcul perturbatif
Pour illustrer la discussion de la section 5.3.1, nous allons maintenant

examiner comment ce probleme d'anibigu'ite, dans la definition de 1'integrale
de chemin, se manifeste dans un calcul perturbatif et comment le resoudre.

Prenons 1'exemple du calcul de 1'energie du fondamental a partir de la
fonction de partition (nous faisons ici H = 1) correspondant a Faction

ou nous supposons A(q) polynomial.
Dans un developpement en puissances de la charge e, au premier ordre on

trouve (cf. section 2.8)

ou {•} veut dire valeur moyenne par rapport a la mesure de 1'oscillateur har-
monique. Considerons un monome contribuant a A. II faut calculer

La moyenne peut etre calculee par le theoreme de Wick (2.52). Le facteur
q doit etre apparie de toutes les fagons possibles a un facteur q. Tous les
appariements donnent le meme resultat d'ou un facteur p. Ensuite les autres
facteurs q doivent etre apparies. On verifie que le resultat peut alors s'ecrire

On en deduit que la valeur moyenne dans (5.15) peut se mettre sous la forme
(cf. equation (1.19))
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La fonotion a deux points gaussienne, dans la limite (3 —> oo, est donnee par
1'equation (2.47) :

Le probleme nouveau est lie a 1'apparition de la valeur moyenne (qi(t)qj(i)}.
En derivant Ajj(t — i'), nous trouvons

ou e(t) = 1 pour t > 0, e(£) = —1 pour t < 0. Clairement, e(0) n'est pas defini.
Le resultat est ambigu, et I'ambigui'te au premier ordre en e est proportion-
nelle a

et done correspond a 1'addition d'un terme de commutateur a 1'action, exac-
tement conime la discussion precedente le laissait prevoir. Notons cependant
que

est bien defini. Si nous voulons que derivee et valeur moyenne commutent,
nous trouvons pour i = j

ce qui n'est compatible qu'avec e(0) = 0. C'est justement cette propriete de
commutation pour des produits d temps egaux qui est necessaire pour demon-
trer directement 1'invariance de jauge du terme d'ordre e dans 1'expression
perturbative (5.15). En effet, dans la transformation de jauge (5.9), la contri-
bution se transforme en

Si valeur moyenne et derivee commutent, la variation devient

a cause des conditions aux limites periodiques.
Par ailleurs, un autre choix de quantification conduit a ajouter un terme

proportionnel a iV • A a 1'hamiltonien, c'est-a-dire un terme de potentiel
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imaginaire. Celui-ci se distingue dans Faction classique du terme zq • A de la
maniere suivante : iq-A ainsi que le terme de potentiel reel sont invariants par
la double transformation conjugaison complexe et renversement du temps, a
la difference de iV • A. En particulier, cela conduit a faire un choix symetrique
par renversement du temps et done a poser e(0) = ^(e(0+) + e(0_)) = 0 pour
satisfaire cette fois a la propriete d'hermiticite.

Notons que souvent, au lieu de la fonction signe e(t), on introduit la fonc-
tion saut 0(t) : e(t) = 20(t) — 1. Le choix correspond alors a 9(0) = ^.

5.4 Champ magnetique : calcul direct

Calculons maintenant directement (pour ra = h — 1) les elements de
matrice de 1'operateur U = e~tH pour

a partir de 1'equation (2.2) sous une forme generalisee de Pequation (2.11), en
d dimensions et pour t —> 0.

Notation. Dans ce calcul, pour des raisons de compacite, quand 1'indice (JL
est repete deux fois, la sommation sur toutes les valeurs de n est supposee
implicitement. De plus, 9M = d/dq/j,.

En termes d'elements de matrice, 1'equation s'ecrit

Nous posons

L'equation (5.16) prend la forme

La fonction a admet pour t —» 0 un developpement de la forme

Done

On en deduit
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L'ordre t"1 donne la premiere equation non triviale :

qui a comme solution

Elle a les proprietes de transformation de jauge attendues :

On en deduit

ou F^y est le tenseur magnetique :

Le terme d'ordre t° donne

Comme \q — q'\ — O(\/£), nous n'avons besoin que de a\(q,q}.
L'equation (5.20) montre que «9Mcr0 — ieA^(q) est d'ordre q — q' et peut

done etre neglige. De plus

et done s'annule aussi pour q = q'. Nous en deduisons

Done en terme de la trajectoire rectiligne uniforme

la contribution supplemental a 1'action due au champ magnetique s'ecrit

qui est une expression symetrique en q et (/, en accord avec la discussion de
la section 5.2.2.
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5.5 Diffusion, rnarche au hasard,
equation de Fokker-Planck

Nous considerons maintenant des processus markoviens decrivant des
phenomenes de diffusion classique, de marche aleatoire ou de mouvement
brownien. Nous nous limitons a des processus dans 1'espace et le temps conti-
nus, mais les equations que nous ecrivons decrivent aussi des processus sur
reseau avec temps discrets dans la limite asymptotique des temps grands et
des grandes distances.

Nous notons P(q", q'; t", t') la densite de probabilite que la variable alea-
toire q qui prenait la valeur q' au temps t' prenne la valeur q" au temps
ulterieur t". Un processus est markovien si la distribution de probabilite pour
la variable q au temps t ne depend que de sa valeur au temps t — dtet pas de
1'histoire anterieure. Introduisant un operateur P dont les elements de matrice
sont les densites de probabilite :

nous pouvons exprimer cette propriete par la loi de semi-groupe

Nous reconnaissons dans 1'equation (5.21) la relation (2.1) satisfaite par
1'operateur statistique.

Cependant, P satisfait deux contraintes supplementaires. Par definition

et de plus la probabilite totale est conservee au cours du temps :

On pourra verifier que ces contraintes sont compatibles avec la loi de semi-
groupe.

Nous supposons maintenant que P est une fonction derivable du temps et
posons

Faisant tendre £3 —» £2 dans 1'equation (5.21), nous retrouvons une equation
de type (2.2) :

ou, par analogic avec la mecanique quantique, nous appellerons H 1'hamilto-
nien de Fokker-Planck.
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5.5.1 Un exemple simple : marche au hasard
ou mouvement brownien

Nous considerons une dynamique, independante du temps, isotrope,
invariante par translation de type done marche au hasard. Ceci signifie que la
distribution de probabilite est de la forme

et done 1'operateur H de 1'equation (5.23) est independant du temps. Formel-
lement

II est alors naturel d'introduire la transformee de Fourier de la distribution
p( |q>*) =

Dans cette base, les operateurs P et H sont diagonaux et done

ou nous avons note h(k.) les elements de matrice de H.
La fonction p est une fonction reelle ne dependant que de |k|. De plus, la

positivite de p( q|, t) et sa normalisation entraine

Enfin, la borne superieure n'est atteinte que pour k = 0. On en deduit

Nous supposons maintenant une dynamique de courte portee, c'est-a-dire que
p(|q , t) decroit suffisamment vite pour |q| —>• oo. Nous retrouvons ici la condi-
tion de localite deja imposee a Fhamiltonien quantique. Techniquement, il
suffit que le second moment de la distribution existe. Alors

et

ou D est une constante. La distribution est obtenue en inversant la transfor-
mation de Fourier :
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Pour t —> oo, 1'integrale est dominee par le minimum unique de h qui est
atteint pour k = 0. On peut done remplacer h par son comportement a
k ^ O :

Ce resultat est en particulier celui de la marche au hasard. On aura reconnu
1'analogie entre ces arguments et la demonstration du theoreme de la limite
centrale.

Nous reconnaissons que p(q;t), dans cette limite asymptotique, est de la
forme (2.9). Nous en deduisons aussi que p(q;£) a une representation par
integrale de chemin, avec comme action

c'est-a-dire Faction de la particule libre en mecanique quantique.

5.5.2 Equation de diffusion generate
Comme dans le cas de 1'operateur devolution, la loi (5.21) permet de

deduire P(t", t'} de sa forme aux intervalles de temps courts, P(t+e, t ) , £ —> 0.
Nous supposons que la diffusion est toujours dominee aux temps courts par
le terme brownien, mais nous autorisons de plus une anisotropie dependante
de la position, de sorte qu'aux temps courts P(q, q'; t, t') prenne la forme

La conservation de la probabilite implique

Apres integration sur q, on trouve exp(|-DeA2 + B) ce qui implique

Done

Utilisant la meme strategic qu'au chapitre 2, on en deduit une representation
par integrale de chemin :
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avec

et les conditions aux limites q(t') = q' et q(t") = q".
L'integrale de chemin donne une representation de la distribution de pro-

babilite P qui est evidemment positive et obeit a la loi de semi-groupe.

Ambiguites de quantification. La forme de 1'integrale de chemin suggere
que la distribution P dans le cas plus general satisfait encore a une equation
de type Schrodinger, appelee equation de Fokker-Planck, avec un hamiltonien
lineaire dans les impulsions mais non-hermitien. Celle-ci peut etre obtenue
par transformation de Fourier sur q de 1'expression (5.25) :

On en deduit les elements de matrice dans la representation mixte position-
impulsion de I'hamiltonien correspondant :

Apres transfermee de Fourier sur p, on trouve les elements de matrice de
I'hamiltonien dans la base des positions. On en deduit que -P(q, q'; t) satisfait
une equation analogue a 1'equation (2.11) :

appelee equation de Fokker-Planck. Le membre de droite a la forme d'une
divergence ce qui garantit la conservation des probabilites.

Si Ton ne se donnait que la forme « classique » de I'hamiltonien, on serait
done confronte a une ambigui'te de quantification. Dans ce contexte, la forme
de I'hamiltonien est fixee par la condition de conservation des probabilites qui
implique que P ait la forme d'une divergence.

De nouveau, on s'attend done a retrouver ce probleme dans la definition
de 1'integrale de chemin. La nature du probleme a deja ete exhibee par les
developpements (5.14) et (5.15). Si nous remplagons dans 1'equation (5.24)
(q — q') • A(q') par (q — q') • A(q), deux expressions qui ont la meme limite
continue formelle, nous savons du developpement (5.14) que la limite de 1'in-
tegrale sur des temps discrets est modifiee car pour un chemin brownien la
difference entre ces deux termes est d'ordre e.

De nouveau, les multiples choix correspondent a des valeurs differentes de
e(0). Dans le cas de difficultes, il vaut mieux retourner a la forme discrete
pour lever les ambiguites. En particulier, si 1'on veut avoir un formalisme
symetrique dans le temps (avec e(0) = 0), on decouvre apres un peu d'algebre
qu'il faut prendre dans 1'integrale de chemin 1'action
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Equation de Fokker-Planck dissipative. Si le vecteur A est lui-meme un
gradient,

on verifie que 1'hamiltonien de Fokker-Planck est equivalent a un operateur
hermitien et positif. De plus, e~E(^/D est une solution stationnaire de 1'equa-
tion de Fokker-Planck. Si e~E(ci)/D est une distribution normalisable, elle est
la distribution limite pour t —>• oo, appelee distribution d'equilibre. Dans Fac-
tion (5.28), le terme lineaire dans la vitesse est alors une derivee totale et peut
s'integrer. L'action devient

Cependant, pour que cette integration reste licite dans 1'integrale de chemin,
il faut que derivee et valeur moyenne commutent ce qui impose la convention
e(0) = 0.

5.6 Le spectre du rotateur rigide
avec symetric O(2)

Nous allons discuter le spectre de 1'hamiltonien quantique du rotateur
rigide plan invariant par rotations-reflexion en utilisant 1'integrale de chemin.
Nous rappelons que le groupe abelien (ou commutatif) des rotations du plan
est note 50(2) et le groupe orthogonal du plan (rotations-reflexions) 0(1}.

Get exemple est particulierement simple et peut etre traite exactement. II
fournit cependant une illustration des particularites de 1'integrale de chemin
quand 1'espace des positions a, comme le cercle, une topologie non triviale,
ainsi qu'une illustration explicite du probleme de la quantification des hamil-
toniens quadratiques dans les impulsions, probleme qui sera discute dans sa
generalite en section 10.3.

Nous considerons done un systeme plan invariant par rotation et qui peut
etre simplement caracterise par un angle 0(t). Le lagrangien classique prend
alors la forme du mouvement libre sur un cercle

II a la meme forme que le lagrangien du mouvement libre sur la droite. La
difference entre ces deux dynamiques n'apparait que dans le caractere angu-
laire de la variable 0 qui n'est definie que modulo 2?r. La variable conjuguee
a 9 est le moment cinetique
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et 1'hamiltonien classique correspondant s'ecrit

La quantification ne pose aucun probleme et conduit a 1'hamiltonien quantique

La symetrie SO(2} est explicite puisque 1'operateur moment cinetique

qui est proportionnel au generateur de 1'algebre de Lie du groupe 5O(2),
commute avec 1'hamiltonien (5.30) (la reflexion correspond a 9 i—>• —9).

L'hamiltonien quantique a egalement la forme du hamiltonien libre. Mais
comme 9 est une variable angulaire, les fonctions d'onde ifr(9) sont des fonc-
tions periodiques de periode 2?r qui ont un developpement en serie de Fourier :

au lieu d'une transformee de Fourier. Ceci conduit a la quantification du
spectre :

5.6.1 Integrate de chemin

Les elements de matrice de 1'operateur e~@H sont donnes par I'integrale
de chemin

avec a = mR2/h2.
Notons que cette integrale de chemin decrit aussi le mouvement brownien

sur le cercle.
L'integrale de chemin est gaussienne et nous la calculons comme d'habi-

tude en resolvant d'abord 1'equation du mouvement classique pour determiner
la dependance en 9' et 9". Le caractere cyclique de la variable 9 intervient
alors de la maniere suivante : comme 9' et 9" sont des angles, nous devons
prendre en compte toutes les trajectoires qui vont de 9' a 9" modulo 27r. Elles
sont donnees par
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En effet, le nombre n de tours est un nombre topologique en ce sens que
deux trajectoires faisant un nombre de tours different ne peuvent pas etre
deformees de fagon continue 1'une dans 1'autre. L'integrale sur les fluctuations
autour d'une trajectoire de n donne ne contient done pas les contributions des
trajectoires de n differents. A la difference du mouvement libre sur la droite,
1'integrale de chemin (5.31) devient une somme de contributions.

Pour une valeur de n fixee, nous faisons le changement de variables 0(t) i—>
u ( t ) :

II en resulte

ou nous avons factorise la normalisation

parce qu'elle est independante de n. La normalisation est aussi independante
de 0',0" et pour des raisons dimensionnelles ne depend done que du rapport
f3/a. Puisque 1'integration sur u(i) somme les fluctuations autour de la tra-
jectoire classique, on s'attend a ce que le caractere angulaire de u(t) ne joue
pas de role et done

mais cela n'est pas evident dans la mesure ou Ton ne veut sommer que sur
des configurations du secteur topologique zero. On ne peut done exclure des
corrections d'ordre e~27r a/<3. Avec cette hypothese, on trouve

Parce que toutes les trajectoires On ont ete prises en compte, nous avons
obtenu une expression qui est periodique en 0' et 9".

5.6.2 Spectre de 1'hamiltonien
L'expression (5.35) n'est fonction que de 9" — 9'. Elle peut done etre de-

veloppee en series de Fourier sous la forme
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Nous avons identifie les coefficients de la serie de Fourier avec les valeurs
propres de e~PH parce que les fonctions eiee /(27T)1/2 forment une base ortho-
normee et done 1'operateur e~@H est ainsi directement diagonalise.

Les coefficients de la serie de Fourier peuvent enfin etre obtenus a partir
de 1'expression (5.35) en utilisant la formule de Poisson.

Formule de Poisson. Soit une fonction g(0) continue et a decroissance
suffisamment rapide pour \9\ —» oc. On lui associe la fonction periodique, de
periode 27r,

Une fonction periodique peut etre developpee en serie de Fourier :

et done

Inversant sornme sur n et integration et changeant de variables, 9 + 2mr i—> 0,
on trouve alors

Ces identites peuvent aussi etre resumees sous la forme

Application. Nous appliquons maintenant la formule de Poisson (5.37) a 1'ex-

pression (5.35) (0 = 0" - 0'} avec

Comparant avec le developpement (5.36), nous obtenons

Ce resultat confirme la normalisation (5.34) et donne le spectre
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ce qui est en effet le resultat exact. II a ete possible de faire un calcul exact
parce que le groupe SO(2) des rotations du plan est abelien. La discussion
du rotateur rigide avec symetrie O(N) (le groupe orthogonal ou rotations-
reflexions de 1'espace a N dimensions) gene-rale ou du mouvement libre sur la
sphere SN-I est plus compliquee (cf. section 10.4.2).

5.6.3 Autre parametrisation
Puisque la parametrisation du cercle par un angle est en un sens redon-

dante, on peut songer a d'autres parametrisations. Introduisons une variable
periodique q(0), mais monotone sur [0, 2?r[ et done discontinue a 0 = 2mr,
pour decrire le systeme. Alors le lagrangien classique prend la forme

avec

Comme fonction q(0) on pourrait songer a 2Rtan(9/2) qui est inversible sur
] — TT, TT[ mais singulier a 0 = ±?r (un point singulier est inevitable). Par
centre la fonction RsinO est reguliere, adequate au voisinage de 9 = 0, mais
globalement n'est pas inversible sur [—TT, ?r[.

Dans ce type de parametrisations, apres passage a 1'hamiltonien :

un probleme de quantification du a 1'ordre des operateurs apparait. La forme
de 1'hamiltonien quantique H est fixee ici par 1'invariance SO(2) et la condi-
tion que H doit commuter avec 1'operateur moment cinetique L, generateur
de 1'algebre de Lie de 5O(2). Dans cette parametrisation

La commutation impose alors

L'hamiltonien quantique est done determine a une constante additive pres.
Du point de vue de 1'integrale de chemin, le changement de variables

conduit a une mesure d'integration qui pour des temps discrets prend la forme

et done
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Ceci introduit un terme additionnel dans Faction mais avec un coefficient
divergent dans la limite continue :

Ce terme est une correction quantique puisqu'il n'a pas de facteur l/h. Dans le
developpement perturbatif de la theorie continue, on observe alors des com-
pensations formelles de divergences et le resultat qui est la partie finie est
ambigue. C'est 1'invariance par rotation qui determine la forme des parties
finies. Ce probleme sera discute plus en detail en section 10.3.

On voit que la parametrisation du rotateur plan choisie initialement, dans
laquelle Faction du groupe SO (2) est triviale et Fordre des operateurs evident,
est beaucoup plus simple. Une telle parametrisation n'existe pas en dimen-
sions superieures parce que les spheres ont une courbure locale (au sens de la
geometric Riemannienne).

Exercices

Exercice 5.1.

Utilisant Fexpression (5.12), calculer les elements de matrice de Foperateur
statistique U(j3) = e~@H pour A(q) = ^B x q, B constant, c'est-a-dire pour
un champ magnetique constant et V(q) = 0.

Solution. Nous considerons d'abord 1'effet d'une translation sur Foperateur
statistique. Dans 1'integrale de chemin nous changeons de variables, posant

ou a est un vecteur constant. Les conditions aux limites deviennent alors

L'effet de la translation est d'ajouter au terme de champ magnetique de Fac-
tion la contribution |zeB x a(q" — q'), ce qui conduit a la relation

Nous pouvons utiliser cette relation pour a = q' pour simplifier le calcul. Le
facteur de phase devient alors |ieB • (q; x q").

II reste a calculer {q" - q' \U((3}\ 0).
Nous resolvons done Fequation du mouvement classique. Le mouvement

parallele a B etant libre, nous nous restreignons au plan perpendiculaire a B.
Nous trouvons
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Nous evaluons ensuite le determinant resultant de 1'integration gaussienne.
Nous devons calculer les valeurs propres de 1'operateur differentiel

avec comme conditions aux limites que les fonctions propres s'annulent a
±/?/2. Apres transformation de Fourier cet operateur prend la forme

ou (jj est la frequence correspondante. Les valeurs propres sont done

chaque valeur propre etant doublement degeneree. Le produit des valeurs
propres divise par la valeur en champ nul se calcule au moyen de 1'identite

Normalisant par rapport a 1'hamiltonien libre, nous obtenons enfin

Exercice 5.2.

Ajouter a 1'action precedente un terme de potential harmonique

et calculer a nouveau les elements de matrice de 1'operateur statistique.

Solution. L'action classique devient alors

ou

L'integration gaussienne engendre le facteur
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Exercice 5.3.

Equation de Fokker-Planck.

1. Calculer la distribution probabilite P(x,r;xo,0) solution de 1'equation
de Fokker-Planck

a partir de 1'integrale de chemin (5.26) avec Faction (5.29) pour la fonction

On pourra se ramener a Poscillateur harmonique et utiliser le resultat corres-
pondant. En deduire la distribution limite pour r —> +00.

2. Calculer pour XQ = 0 1'integrale de chemin pour la fonction

Que se passe-t-il dans la limite r —>• +00 ?

Solutions.

1. Dans le cas de la fonction

on peut se ramener a 1'oscillateur harmonique et utiliser le resultat correspon-
dant :

La distribution limite pour r —>• +00 est alors

2. Dans le cas de la fonction

pour XQ = 0 1'integrale de chemin donne

Dans la limite r —>• +00 la distribution devient uniforme et tend vers zero en
tout point. Ce resultat est la consequence de la propriete que la distribution
Q-E(q)/D n'es£ pas normalisable et ne peut done pas etre une distribution
d'equilibre.
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Chapitre 6

Integrate de chemin
et formalisme holomorphe

N OUS ALLONS MAINTENANT INTRODUIRE une description de la mecanique
quantique en terme d'un espace de Hilbert de fonctions analytiques de

carre sommable et construire la representation de 1'operateur statistique par
integrate de chemin correspondante. Ce formalisme holomorphe est particu-
lierement simple dans 1'exemple de 1'oscillateur harmonique et est done bien
adapte aux oscillateurs harmoniques perturbes.

On peut se demander, neanmoins, s'il est bien utile de construire une
nouvelle representation de 1'oscillateur harmonique, que le formalisme de 1'in-
tegrale de chemin ordinaire a deja permis d'etudier en detail. La raison prin-
cipale est a rechercher du cote des problemes a N particules quantiques (on
parle aussi de probleme a N corps). Elle est basee sur une propriete carac-
teristique de 1'oscillateur harmonique, a savoir que son spectre est additif :
1'energie du niveau N de 1'oscillateur harmonique est la somme de 1'energie
du fondamental (le vide) et de N fois le niveau un. C'est exactement 1'ener-
gie totale de TV particules identiques et independantes. Les perturbations de
1'oscillateur harmonique correspondent alors a 1'interaction entre particules.

Ceci permet de comprendre intuitivement pourquoi les generalisations de
1'integrale de chemin holomorphe conduisent a des representations de la fonc-
tion de partition du gaz de Bose quantique et, en theorie quantique des
champs, de la matrice de diffusion ou matrice S.

Au chapitre 7, nous montrerons comment construire un formalisme pa-
rallele pour les fermions. Pour cela, il faut remplacer les variables complexes
par des variables de Grassmann, c'est-a-dire sur des elements d'une algebre
antisymetrique qui permet de prendre en compte les proprietes statistiques
des fermions.

Avant de decrire le formalisme holomorphe, quelques rappels sur un certain
type d'integrales de variables complexes sont utiles.
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6.1 Integrates complexes et theoreme de Wick

Considerons une integrale sur In variables reelles {xa} et {ya}, a —
1,... ,n, et dans laquelle I'integrant est invariant par une rotation simulta-
nee identique dans tons les plans (xa,ya}. II est alors naturel d'introduire,
dans chaque plan, une parametrisation complexe sur laquelle les rotations
agissent par multiplication.

Soit done 1'integrale

Si / est une fonction holomorphe, nous pouvons plonger le plan R2 dans C2,
et considerer les variables x, y comme des variables complexes, le domaine
d'integration initial etant le domaine Im x — Im y — 0. Dans C2 nous pouvons
alors faire un changement de variables lineaire (re, y) i—> (2, z') defini en termes
d'une matrice unitaire :

Le domaine d'integration est maintenant defini par z' = z :

Par ailleurs, une rotation agissant sur le vecteur (x, y} se traduit par

En particulier, si la fonction / est invariante par rotation, c'est-a-dire n'est
qu'une fonction de or2 +y2, apres le changement de variable elle n'est fonction
que du produit zz''.

Conjugaison complexe formelle. Notation. Nous allons maintenant intro-
duire une notation tres utile, quoique un peu dangereuse : nous notons z' i—»• z.
Soulignons que les variables complexes z et z restent des variables d'inte-
gration independantes et ne sont conjuguees que formellement. En effet, les
integrales sur les variables x et y peuvent parfois etre deformees dans le plan
complexe et done ces variables prendre elles-memes des valeurs complexes. Le
symbole dzdz correspond a une integrale sur une surface de dimension reelle
deux plongee dans C2.

Cette notation est motivee par 1'utilite de la notion de conjuguee complexe
formelle qui correspond a la reflexion y i—> — y combinee avec une conjugaison
des coefficients

Dans les variables 2, z ceci s'ecrit formellement de fagon tres simple f ( z , z ) H->
f ( z , z ) .

Dans ce chapitre, consacre a la representation holomorphe de la mecanique
quantique, les variables complexes z et z correspondent a une pararnetrisation
de 1'espace de phase alternative aux variables position-impulsion.
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6.1.1 Integrates gaussiennes

L'integrale gaussienne la plus simple dont 1'integrant est invariant par
rotation est

ou 1'integrale initiale sur les variables (x, y) porte sur tout le plan reel et nous
avons suppose Re a > 0.

Plus generalement, considerons des integrates gaussiennes de la forme

ou A(z,z] est la forme quadratique

Nous supposons que le determinant de la matrice complexe A d'elements Aij
ne s'annule pas. On notera 1'absence de termes de type zz et zz, de sorte que
1'integrale est invariante dans le changement de variables

Si A est une matrice hermitienne positive, elle peut etre diagonalisee par une
transformation unitaire :

ou U est une matrice unitaire et D la matrice diagonale des valeurs propres
ai > 0. Le changement de variables

a comme jacobien | detU|2 = 1, ce qui ramene 1'integrale a

Remarque. A la difference de 1'integrale gaussienne reelle, le resultat est une

fonction algebrique des elements de la matrice et peut done etre etendu par
prolongement analytique a toute matrice complexe. D'ailleurs, du point de
vue purement algebrique, il est possible de faire un changement de variables
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asymetrique comme AijZj — z[ dont le jacobien est I/ det A, sans toucher aux
variables z. On obtient alors

ce qui confirme

6.1.2 Integrate gaussienne generale

L'integrale gaussienne generale

engendre toutes les valeurs moyennes avec le poids e~A(z^. Comme d'ha-
bitude, cette integrate peut etre calculee en eliminant d'abord les termes li-
neaires en Zi et Zi par une translation :

L'integrale gaussienne restante sur les variables i;, v est simplement 1'inte-
grale (6.4) et done

Valeurs moyennes gaussiennes. Ce resultat permet de calculer les valeurs

moyennes gaussiennes avec le poids gaussien (6.4) :

(6.8)
A cause de la symetrie (6.3), seuls les monomes avec un nombre egal de
facteurs z et z ont une moyenne gaussienne non nulle. En effet, faisons le
changement de variables z^ i—> el° Z{, zi i—> e10 Z{. L'element d'integration et
A(z,z) sont invariants et done
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Theoreme de Wick. Les valeurs moyennes gaussiennes (6.8) sont obtenues
a partir de 1'expression (6.5) en derivant par rapport a b et b. Utilisant le
resultat (6.7) on trouve

Pour obtenir une contribution qui ne s'annule pas dans la limite b = b = 0, il
faut apparier les derivees par rapport a b avec les derivees par rapport a b de
toutes les fagons possibles. On trouve done

6.2 Representation holomorphe

L'idee a la base du formalisme holomorphe est 1'association des variables
classiques (complexes) 2, z aux operateurs de creation et annihilation of, a, tels
qu'ils apparaissent par exemple dans le traitement algebrique de 1'oscillateur
harmonique.

6.2.1 Espace de Hilbert des fonctions analytiques
On considere 1'espace vectoriel complexe des fonctions analytiques entieres

et on le munit d'un produit scalaire pour lui donner une structure d'espace
de Hilbert.

Le produit scalaire de deux fonctions entieres / et g est defini par

ou z est la variable formellement complexe conjuguee de z. Le carre scalaire
(/,/), s'il existe, definit une norme positive ||/|| = (/, f ) 1 / 2 . Les fonctions
entieres de norme finie forment un espace de Hilbert 9).

Cette description de la mecanique quantique est appelee representation
holomorphe.

Notons qu'une condition necessaire pour que la norme soit finie est qu'il
existe une constante C telle que
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Base orthonormee. Les monomes zn j\fn\ forment une base orthonormee
de 1'espace de Hilbert $). En effet

Ce resultat peut etre aisement verifie, soit en appliquant le theoreme de
Wick (6.9), soit directement en changeant de variables z,z \-+ p,0, ou p et
6 sont respectivement les module et argument du nombre complexe z. En
effet

Enfin la norme d'une fonction

exprimee dans cette base, est finie si

ce qui implique aussi la condition (6.11).

Fonction 6. Dans le formalisme holomorphe, le role de la fonction S de
Dirac est jouee par la fonction

En effet, comme consequence des relations d'orthogonalite,

Cette remarque sera utile en section 6.3.

6.2.2 Oscillateur harmonique
et representation holomorphe

II nous faut maintenant representer les operateurs de la mecanique quan-
tique agissant sur 1'espace de Hilbert £). Dans ce but, nous montrons que les
operateurs 2, agissant par multiplication, et d/dz peuvent etre associes aux
operateurs de creation et d'annihilation a^, a qui permettent de diagonaliser
1'hamiltonien de 1'oscillateur harmonique

de faQon algebrique.
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Operateurs de creation et annihilation. Nous rappelons que les operateurs
de creation et annihilation a^ et a, associes a 1'hamiltonien (6.15), sont definis
par (dans ce chapitre h = 1 sauf en sections 6.8 et 6.9)

En terme de a,a^, 1'hamiltonien prend la forme simple

avec (jj > 0, une convention de signe que nous adoptons dans tout le chapitre.
Les etats propres \k) de cet hamiltonien sont alors construits a partir de

1'etat fondamental |0) qui satisfait

en faisant agir de fagon repetee 1'operateur de creation a^ :

et les valeurs propres correspondantes sont Ek = (k + l/2}u). Nous omettons
par la suite, en general, le deplacement global d'energie u)/2.

Representation holomorphe. L'operateur a^ est represente par la multipli-
cation par la variable complexe z :

L'operateur a est alors represente par 1'operateur derivee d/dz

qui avec z satisfait les relations de commutation (6.16) :

Par ailleurs, considerons le produit scalaire de g(z) et d f ( z ) / d z = f ' ( z ] et
integrons par parties :
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Cette identite demontre que par rapport au produit scalaire (6.10), z
et d/dz sont des operateurs hermitiens conjugues, une convention coherente
avec les proprietes des operateurs o^ et a. En consequence, un hamiltonien
hermitien H(a\a) reste bien hermitien par rapport a ce produit scalaire.

La representation holomorphe de la mecanique quantique est done iso-
morphe a la representation habituelle.

Oscillateur harmonique. L'hamiltonien HQ = ua^a est alors represente par

II est clair que la representation holomorphe est particulierement bien adaptee
a 1'etude de 1'oscillateur harmonique. En effet,

et done les monomes zn sont les fonctions propres de 1'hamiltonien. Nous
avons deja vu que les monomes zn sont orthogonaux (equation (6.12)) par
le produit scalaire (6.10), ce qui est coherent avec la propriete d'hermiticite
de HQ.

L'action de 1'operateur statistique quantique

est alors

et done pour toute fonction de z :

ce qui peut se verifier directement en derivant par rapport a t les deux
membres.

6.3 Noyaux d'operateurs

De la base orthonormee {zn/^/n\}, on deduit une representation de 1'iden-
tite sous forme de noyau :
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ce qu'un calcul direct permet de verifier. En effet

comme consequence de la representation (6.14) de la fonction 6.
L'identite (6.21) conduit a une nouvelle representation de tout operateur

fonction des a et aX Avec 1'aide de la relation de commutation (6.16), tout
operateur peut etre developpe sur une base de produits ecrits de fagon cano-
nique avec tous les operateurs a a droite (ordre dit normal)

Faisons alors agir 1'operateur dans sa representation holomorphe sur 1'equa-
tion (6.21). Nous trouvons

A tout operateur O ecrit sous forme normale,

est done associe le noyau

Pour rendre les expressions plus suggestives, nous utilisons aussi ci-dessous
une notation formelle d'elements de matrice avec bras et kets :

sans essayer de definir trop precisement les vecteurs correspondants.
L'action d'un operateur O avec noyau O(z, z) sur un vecteur f ( z ) est alors

donnee par

Le noyau associe au produit de deux operateurs s'en deduit :
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Par ailleurs, la trace de 1'operateur O est donnee par

Utilisant 1'expression (6.24), on verifie que cette definition satisfait bien a la
condition de cyclicite trOiO? = \xO^O\.

Remarques.
(i) La propriete que z et d/dz sont hermitiens conjugues entraine que la

conjugaison hermitienne est representee par la conjugaison complexe formelle :

(ii) A un operateur O qui a des elements de matrice Omn dans la base de
1'oscillateur harmonique, est associe le noyau Y^m nOmn(zm/vrn^)(zn/vn\)-
La definition (6.25) de la trace entraine le resultat attendu :

(iii) Les elements de matrice des operateurs dans la representation holo-
morphe sont analogues aux elements de matrice dans la representation mixte
position-impulsion. Ces derniers sont obtenus a partir des elements de matrice
(q\ O q') d'un operateur dans la base des positions par une transformation de
Fourier sur 1'argument de droite :

Dans la limite classique, les variables (p,q) et ( z , z ) parametrent respective-
ment, de fac.on reelle et complexe, 1'espace de phase (cf. section 10.1).

Hamiltonien et operateur statistique. Les elements de matrice de 1'hamil-
tonien (6.17) et de 1'operateur statistique (6.18) sont, respectivement,

ou nous avons utilise la forme (6.19). On verifie que (z\Uo(t)\z) satisfait bien

Par ailleurs, utilisant la propriete (6.26), on verifie directement que HQ et
Uo(t) sont hermitiens.

La fonction de partition Zo(fl) correspondant a HQ est la trace de Uo((3).
Utilisant les equations (6.25, 6.27), on obtient le resultat attendu :
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6.4 Integrate de chemin :
1'oscillateur harmonique

Nous construisons maintenant une representation par integrale de che-
min de 1'operateur statistique quantique basee sur le formalisme holomorphe.
Comme dans le cas des coordonnees reelles, nous considerons d'abord 1'oscil-
lateur harmonique et ensuite des systemes plus generaux.

Integrale de chemin. Les elements de matrice de 1'operateur statis-
tique (6.18) sont donnes en (6.27) et done, au premier ordre en t,

La propriete de groupe Uo(t) = UQ^/U] permet alors de calculer Uo(t) a
temps fini. Utilisant 1'equation (6.24) iterativement pour calculer les elements
de matrice du produit, nous obtenons

avec

ou e = (t" — t'}/n est 1'intervalle de temps et les conditions aux limites sont

Dans la limite formelle n —> oo, nous obtenons une integrale de chemin don-
nant les elements de matrice de Uo(t",t') :

avec les conditions aux limites z(t") = z", z(t') = z'. La symetrie de 1'action
entre temps initial et final, qui n'est pas explicite, peut etre verifiee par une
integration par parties du terme zz :

Notons, cependant, que cette integration suppose que derivee et valeur
moyenne pour des produits a temps egaux commutent.

Enfin, dans le cas de 1'integrale de chemin holomorphe, la discussion de
1'existence d'une limite continue est compliquee et de nature semblable a celle
de 1'integrale sur 1'espace des phases (cf. section 10.2.1).
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6.4.1 Integrate gaussienne generate
L'expression (6.33) se generalise immediatement a un systeme couple

lineairement a des sources externes b(t) et b(t). A 1'hamiltonien

sont associes 1'operateur differentiel et le noyau

A 1'ordre e 1'operateur statistique correspondant Uc(t + £, t) — 1 — eH(t) et
done

L'action correspondante est

^u.<juy

Pour calculer 1'integrale de chemin gaussienne

explicitement, on procede de la maniere habituelle.
On resout d'abord les equations classiques obtenues en variant z(t) et z ( t ) :

Les solutions satisfaisant aux conditions aux limites sont

L'action classique correspondant a cette solution est alors
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Le resultat de Fintegration prend la forme

ou jV est une normalisation qui, comme dans le cas de 1'integrale de chemin
conventionnelle, ne peut etre entierement determinee que par comparaison
avec une integrate de chemin de reference.

6.4.2 Fonctions de correlation gaussiennes

La trace de 1'expression (6.37) (equation (6.25)) fournit, a une normalisa-
tion pres, une fonctionnelle generatrice de fonctions de correlation 2, z avec
poids gaussien e~s° et, comme on le verra, conditions aux limites periodiques.
Posant (3 = t" — t', on trouve

avec

L'integration donne

ou Zo(fl) — tre~^H° est la fonction de partition qui est obtenue sous la forme

et le propagateur

(e(t) = 1 pour t > 0, e(£) = — 1 pour t < 0) est la solution de 1'equation
differentielle

avec conditions aux limites periodiques sur 1'intervalle [—/3/2, /?/2] (nous rap-
pelons qu'au sens des distributions e(i) = 26(t)}.



148 Integrals de chemin en mecanique quantique

Dans la limite /3 —» oo, le propagateur A se reduit a

ou 9(t] — (1 + e(i))/2 est la fonction saut.
Notons que, malgre la fagon non triviale dont la trace est definie, le resultat

obtenu est le meme que celui qu'aurait donne une integrate de chemin avec
conditions aux limites periodiques :

avec z(-/3/2) = z(/3/2), z(-(3/2) = z(P/2) et

Avec un peu de soin, ces conditions aux limites peuvent aussi etre obtenues
en prenant directement la trace de 1'expression initiale (6.33).

La fonctionnelle generatrice des fonctions de correlation avec conditions
aux limites periodiques, qui est determinee par la condition {1} = 1, est alors

L'expression initiale (6.36), montre que la derivee par rapport a b et b prise
pour b = b = 0 est la fonction a deux points, et done

6.4.3 Fonction de partition
La derivee par rapport a a; de 1'integrale de chemin (6.43), prise pour

b = b = 0, est la derivee de la fonction de partition, et done

Comme A(0) contient e(0), le resultat n'est clairement pas defini et depend
d'une convention sur la valeur de e(0). Examinons les cas extremes. Si nous
choisissons e(0) = 0, un choix dont nous avons souligne les merites dans le cas
des integrales de chemin usuelles, nous trouvons

Utilisant la propriete que le fondamental n'est pas degenere, ce qui fixe la
normalisation qui est un nombre, nous concluons
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Ce resultat correspond a I'hamiltonien symetrique HQ = |o;(aa^ + a^a). Un
choix different comme A(0) = A(0_) conduit a

ce qui correspond a 1'ordre normal HQ = ujo^a. Enfin A(0) = A(0+) corres-
pond a I'hamiltonien HQ = uiaa^. Dans tous les cas N((3] = e~@E° ou EQ est
1'energie du fondamental.

Cette ambigui'te, qui se manifeste par 1'apparition de la quantite e(0), est
liee au probleme de 1'ordre des operateurs a et a^ qui n'est plus apparent dans
la limite continue formelle. Des problemes analogues ont deja ete rencontres
en sections 5.3 et 5.5.2. Differents choix de A(0) correspondent a differents
choix de quantification.

Nous avons cependant deja souligne en section 5.1 les difficultes liees a un
choix autre que e(0) = 0 et nous allons de nouveau 1'illustrer ici. Calculons la
valeur moyenne

Seul le choix symetrique e(0) = 0 et done (equation (6.40))

assure la continuite de cette fonction quand 6 tend vers zero. Alors les valeurs
typiques de z(t + 6} — z(t) et z(t + 6) — z(t) sont d'ordre l/\/5 dans le cas de
1'oscillateur harmonique.

6.5 Integrate de chemin : hamiltoniens generaux

Nous construisons maintenant une representation par une integrale de che-
min basee sur le formalisme holomorphe de 1'operateur statistique pour un
hamiltonien general. En section 10.2.1, nous defmirons une integrale sur des
chemins dans 1'espace de phase position-impulsion. Les integrales de chemin
holomorphe et sur 1'espace de phase (10.24) sont en fait reliees par un simple
changement de variables de la forme (6.16) (les operateurs quantiques etant
remplaces par les variables classiques correspondantes), mais avec des condi-
tions aux limites et des termes de bord differents.

6.5.1 Integrale de chemin
Les elements de matrice de 1'operateur statistique satisfont 1'equation
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Un hamiltonien general peut etre mis sous la forme

Nous considerons un hamiltonien independant du temps et done 1'operateur
statistique U(t) = e~tH. Utilisant la forme (6.48) de 1'hamiltonien, on peut
integrer 1'equation (6.47) pour les elements de matrice de U(t) a 1'ordre t :

Une generalisation simple des arguments de la section 6.4 montre que 1'inte-
grale de chemin prend alors la forme

avec 1'action euclidienne

et les conditions aux limites z(t") = z", z(t') = z'.

Expression perturbative. Decomposons 1'hamiltonien en la somme d'un
terme d'oscillateur harmonique et un reste appele interaction :

Les resultats de la section 6.4, et en particulier le theoreme de Wick, per-
mettent alors de calculer 1'integrale de chemin comme un developpement en
puissances de HI. Formellement

Fonction de partition. La fonction de partition se deduit des elements de
matrice de U(f3] en prenant la trace et done

Combinant le resultat (6.43) avec 1'expression perturbative (6.51), on verifie
que 1'operation de trace induit des conditions aux limites periodiques dans
1'integrale de chemin. On trouve alors
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avec

et les conditions 

6.5.2 Discussion
Ordre des operateurs et ambiguites de I'integrale de chemin. Les difficultes

liees a 1'ordre des operateurs augmentent evidemment dans le cas de hamil-
toniens quantiques plus generaux dans la mesure ou, dans la plupart des
exemples interessants. les interactions contiennent des monomes impliquant
a la fois des a et des aJ. Dans H(z,z), un facteur en (zz}p va engendrer des
ambiguites equivalentes a un polynome en zz de degre p — 1, ce qui rend
difficile une discussion de fonctions H(z, z) qui ne sont pas des polynomes de
degre faible. Nous laissons en exercice de verifier qu'en effet, dans le calcul
perturbatif de I'integrale de chemin, la quantite A(0) apparait comme resul-
tat des auto-contractions des produits ( z z ) p , engendres par les produits des
operateurs a, a* qui ne commutent pas.

Formalisms holomorphe et espace de phase position-impulsion. En sec-
tion 10.2.1, nous montrons comment construire formellement une integrate de
chemin ou les chemins sont des trajectoires dans 1'espace de phase position-
impulsion. Si dans le formalisme holomorphe on passe en variables reelles avec
le changement de variables

on trouve Faction classique euclidienne dans le formalisme hamiltonien, ex-
primee en termes des variables d'espace de phase (equation (10.25)) :

aux termes tous integres pres, ainsi que la mesure de Liouville dans 1'integra-
tion. Par contre, les conditions aux limites dans 1'integration sont differentes,
ce qui est normal puisque les elements de matrice sont differents.

Fonctions de plusieurs variables complexes. II est facile de generaliser tout
ce formalisme holomorphe aux fonctions entieres de N variables complexes Zi.
Le produit scalaire de deux fonctions s'ecrit alors

En termes du developpement en serie de Taylor
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ou les coefficients /i1;...,ife sont symetriques dans les k indices, le carre scalaire
s'ecrit

Les fonctions de norme finie engendrent un espace de Hilbert dont 1'utilite
apparaitra dans 1'etude des systemes de bosons en section 6.6.

6.5.3 Oscillateur harmonique : perturbation reelle
Montrons, a titre d'exercice, comment retrouver le developpement pertur-

batif de la fonction de partition (2.69) autour de 1'oscillateur harmonique dans
1'exemple d'un hamiltonien de la forme

L'operateur position s'exprime par les relations (6.16) en termes des opera-
teurs a, a^ :

Verifions que 1'action de 1'integrale de chemin holomorphe correspondante est
alors

Le developpement perturbatif en V\ peut alors etre exprime en termes des
derivees fonctionnelles agissant sur 1'integrale de chemin de 1'oscillateur har-
monique perturbe par un terme de source couple lineairement a z + z, sous
une forme analogue a 1'expression (2.69). II suffit pour cela de considerer
1'integrale gaussienne (6.35) avec une source reelle : b(t) = b(t). Done les ex-
pressions (6.37) et (6.40) peuvent etre symetrisees dans le temps. Changeant
aussi b(i) i—>• b(t)/\/2uJ, on trouve

avec (cf. equation (6.37))
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De la meme maniere, 1'equation (6.39) peut etre reecrite

ou D(t) s'exprime en fonction de A(£) (equation (6.40)) :

resultat en accord avec 1'equation (2.46).

6.6 Systemes de bosons : seconde quantification

Nous aliens maintenant etudier la mecanique quantique de systemes de
bosons, dans un formalisme dit de seconde quantification. Dans un premier
temps, nous supposons que ces bosons ne peuvent occuper qu'un nombre fini
d'etats, par exemple en ne prenant en compte que des etats de spin, ou parce
qu'ils appartiennent a un reseau spatial fini.

6.6.1 Etats de bosons et hamiltonien
Etats a une particule. L'etat a un boson est defini par un vecteur que nous

notons t/>i et qui appartient a un espace vectoriel complexe Sji de dimension
finie N.

Etats a n particules. Un etat a n particules est decrit par un vecteur
i/Jiii2...in

 ou les indices i^ prennent N valeurs. Cependant, le principe de Pauli
applique aux bosons implique 1'invariance du vecteur ipi^...^ par toute per-
mutation P des indices {i i , . . . , in} :

Les vecteurs ipi1i2...in sont des tenseurs symetriques a n indices et appar-
tiennent a un espace vectoriel complexe f)n de dimension ( +

T^~1)-

Hamiltonien de particules independantes. L'hamiltonien a un corps ou a
une particule H^1) est defini par son action sur un etat a une particule : il est
alors represente par une matrice hermitienne NxN qui peut etre diagonalisee.
Notons Ui ses valeurs propres. Alors

Son action sur un etat a n particules est additive :
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Si 1'hamiltonien total a cette forme, les bosons sont sans interactions mu-
tuelles : on parle alors de particules independantes.

Interaction a deux corps. Une interaction a deux corps oil interaction de
paires H^2-* est determines par son action sur un etat a deux particules, et

(2)done par une matrice H^ • • qui satisfait
•* *l t2,jrlJ2 A

ce qui en fait une application interne de 1'espace vectoriel f)2 des tenseurs
symetriques. Quand elle n'agit que sur des tenseurs symetriques, on peut la
symetriser en lui imposant de plus

II est evidemment possible, sur le meme modele, de construire des interactions
a trois corps, mais nous nous limitons a cet exemple pour des raisons de
simplicite.

L'action de H^2) sur un etat a n particules prend la forme

6.6.2 Vecteurs d'etat :
fonction generatrice et hamiltonien

Nous considerons maintenant Fensemble des vecteurs d'etat d'un nombre
quelconque de particules, qui appartiennent a 1'espace 0n^n5 i = 0 ,1 , . . . , oo.
Nous introduisons un vecteur complexe Zi G C^ et la fonction de TV variables

qui est une fonction generatrice des vecteurs d'etat. Notons qu'il est essentiel
que les tenseurs soient symetriques pour qu'ils puissent etre determines par
la donnee de ^(z).

Les fonctions ^f(z) normalisables par rapport au produit scalaire (6.54)
appartiennent a 1'espace de Hilbert des fonctions entieres de TV variables, ce
qui explique la terminologie de formalisme de seconde quantification.

Nous remarquons alors
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L'operateur

represente done 1'hamiltonien a un corps agissant sur le vecteur ^(z).
Un calcul analogue montre que 1'interaction de paires est representee par

1'operateur

L'hamiltonien total

a done exactement la forme des hamiltoniens discutes dans le cadre de la
representation holomorphe, generalisee a N variables complexes.

Operateur nombre de particules. L'hamiltonien H conserve le nombre de
particules, ce qui se traduit explicitement par 1'egalite entre le nombre de
facteurs z et d/dz dans chaque terme. II est alors utile d'introduire 1'operateur
nombre de particules N, qui, agissant sur ^(z), a comme representation

comme on le verifie immediatement. L'operateur N commute done avec H :

Noyaux associes. Le noyau associe a 1'identite, generalisation du
noyau (6.20), est maintenant

L'hamiltonien (6.59) et 1'operateur nombre de particules sont alors represen-
tes, respectivement, par

Enfin, 1'interaction a deux particules (6.60) a comme representation
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6.7 Fonction de partition

Du point de vue de la mecanique statistique, le formalisme precedent
conduit a la formulation grand canonique. II existe en effet deux strategies
pour etudier la limite thermodynamique d'un systeme de particules quan-
tiques : on peut soit travailler a nombre de particules n fixe et ensuite prendre
la limite n —> oo, soit considerer la somme directe des espaces de Hilbert 0fjn,
n = 1, ...,oo, et imposer la contrainte du nombre de particules en moyenne
a 1'aide du potentiel chimique (physiquement, cela suppose le couplage a un
reservoir de particules equivalent du bain thermique pour la temperature).
C'est dans ce cadre que nous nous plagons ici.

Potentiel chimique. L'existence d'une loi de conservation, comme la conser-
vation du nombre de particules, correspond du point de vue statistique a une
brisure d'ergodicite. Dans cette situation, il faut ajouter a 1'hamiltonien un
multiple de 1'operateur qui commute avec 1'hamiltonien. Ici on remplace H
par 1'operateur

ce qui revient simplement a modifier H^1). Le parametre /j, couple a 1'operateur
nombre de particules N est appele potentiel chimique. II permet de faire varier
le nombre moyen de particules.

Fonction de partition. Pour calculer la fonction de partition

on utilise maintenant le formalisme holomorphe introduit dans la premiere
partie du chapitre. La fonction de partition est alors donnee par une integrale
de chemin (cf. equation (6.52))

avec une action de la forme

et des conditions aux limites periodiques

Dans le cas de 1'hamiltonien (6.61), le noyau associe peut s'ecrire
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ou X est defini en (6.63), et H(z, z) se deduit des expressions (6.64, 6.65). On
trouve alors

La conservation du nombre de particules se traduit par une symetrie U(l) ~
5O(2) de Faction, puisque seuls des monomes avec un nombre egal de facteurs
z et z apparaissent :

Bien entendu, le meme formalisme permet aussi de traiter des situations ou
1'hamiltonien ne conserve pas le nombre de particules et ou cette symetrie
n'est done plus presente (le potentiel chimique est alors sans objet).

Equation d'etat. L'equation d'etat est la relation entre nombre moyen de
particules, temperature et potentiel chimique. Elle se deduit de la fonction de
partition par la relation

Utilisant 1'integrale de chemin, on obtient

a cause de 1'invariance par translation dans le temps.

Ordre des operateurs. Dans tout calcul explicite de 1'integrale de chemin,
des ambiguites, dont nous savons qu'elles sont reliees au probleme de 1'ordre
des operateurs, apparaissent de nouveau. Les produits qui figurent dans les
expressions (6.59, 6.60) sont naturellement dans 1'ordre normal. Si nous choi-
sissons la convention symetrique e(0) = 0, nous devons done modifier H^1) et
lui ajouter un terme constant pour que 1'energie du fondamental s'annule.

6.8 Condensation de Bose-Einstein

Nous allons d'abord discuter 1'exemple d'un systeme de particules indepen-
dantes. Dans ce cas, bien sur, nous n'avons pas besoin d'un formalisme aussi
elabore. Mais cela va nous servir de transition avec la section 6.9, et nous
permettre d'evoquer la condensation de Bose-Einstein.

Dans ce cas de bosons independants, la fonction de partition se factorise en
un produit de fonctions de partition d'oscillateurs harmoniques correspondant
a chaque niveau d'energie, un resultat que 1'on retrouve evidemment a partir
de 1'integrale de chemin (6.66).
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En 1'absence d'interactions, utilisant la fonction de partition ou directe-
ment 1'equation (6.69) avec la fonction a deux points gaussienne (6.40) (avec
e(0) = —1), on obtient 1'equation d'etat

ou (rii) est le nombre moyen d'occupation correspondant a 1'etat i.
Cette expression peut aussi s'ecrire en termes de 1'hamiltonien a une par-

ticule

Notons que le systeme de bosons n'est stable que pour fj, < inf u^.

De I'espace vectoriel a I'espace de Hilbert. Jusqu'ici nous avions suppose
que les etats a une particule appartenaient a un espace vectoriel de dimension
finie. Nous pouvons maintenant generaliser le formalisme a la situation ou
les etats a une particule appartiennent eux-memes a un espace de Hilbert.
C'est ce que nous montrons de fagon plus systematique en section 6.9. Ici,
comme introduction, nous etudions 1'equation d'etat pour des particules in-
dependantes. Son expression formelle n'a pas change mais HA1) est maintenant
un operateur hamiltonien.

6.8.1 Potentiel harmonique
Etudions d'abord 1'exemple de particules dans un puits harmonique iso-

trope dans I'espace a d dimensions. L'hamiltonien a une particule H^1) prend
la forme

Une application simple du formalisme semi-classique de la section 2.10 permet
d'evaluer le nombre moyen de particules a haute temperature (grande par
rapport a la separation fiw des niveaux d'energie et done pour j3fiw <C 1). On
deduit alors de 1'equation (2.84) :

Le nombre moyen de particules est une fonction croissante de [i. Dans cette
approximation semi-classique, \JL doit etre negatif ou nul. Nous notons alors
que pour d > 1,1'integrale a une limite finie pour u, = 0, que 1'on peut calculer
explicitement :

ou £ est la fonction de Riemann. Ce resultat semble conduire a un paradoxe
si 1'on baisse la temperature a nombre moyen de particules fixe. On trouve
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une temperature limite

En realite, ce phenomene signale d'abord une deficience de 1'approximation
semi-classique puisque, pour un hamiltonien avec spectre discret, (N) diverge
quand ^ tend vers 1'energie du fondamental.

Examinons de fagon plus precise ce qui se passe pour les niveaux d'energie
proches du fondamental quand, a /3 ou T = Tc fixe, (N) augmente d'une
quantite SN macroscopique, c'est-a-dire SN = O((N)) = O((fajjf3}~d.

Le potentiel chimique tend alors vers 1'energie EQ = dhuj/1 du fonda-
mental. Pour tous les etats autres que le fondamental 1'energie E satisfait
E — [J, > E — EQ > hu>, et done leurs nombres d'occupation individuels n sont
au plus d'ordre

Us ne peuvent par consequent absorber qu'une fraction negligeable de 1'aug-
mentation. Au contraire, pour le fondamental, 1'equation

a comme solution

Nous constatons done, en dimension d'espace superieure a un, un phenomene
remarquable typique des bosons : a valeur moyenne du nombre de particules
fixe, en dessous de Tc, une fraction macroscopique du gaz occupe un seul
etat quantique, le fondamental du hamiltonien a une particule. C'est 1'essence
du phenomene physique appele condensation de Bose-Einstein et Tc est la
temperature de condensation.

6.8.2 Particules libres dans une boite
On considere maintenant 1'hamiltonien de la particule libre dans la limite

d'une boite cubique de grande taille L et done de volume Ld en dimension d.
Dans cette situation, les impulsions sont quantifiees par les conditions aux
limites (ici supposees periodiques, mais cela ne joue aucun role dans 1'argu-
ment)

ainsi done que les niveaux d'energie E = p2/2m. Dans la limite thermo-
dynamique L —>• oo, on se retrouve toujours dans une situation de haute
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temperature, puisque les differences entre deux niveaux d'energie sont d'ordre
fi2/2mL2.

L'equation d'etat, limite de 1'equation (6.70) ou les somrnes sont rempla-
cees par des integrates, prend en d dimensions d'espace une forme analogue a
1'equation (6.71). L'integrale sur q donne Ld et done

ou p est la densite. On note que /j, est forcement negatif, sinon le systeme de
bosons est instable, et p, fonction croissante de /j,, est done bornee par (cette
fois pour d > 2)

ou £(z) est la fonction de Riemann et X la longueur d'onde thermique :

Alternativement a p fixe, cette equation d'etat n'a done pas de solution pour
toute temperature T < T c ( p ) . Un retour a une boite de taille finie ou les im-
pulsions sont quantifiees et les niveaux d'energie discrets (comme dans 1'equa-
tion (6.70)) permet de verifier que les particules restantes s'accumulent dans
1'etat fondamental, ici d'impulsion nulle. C'est un autre exemple de la conden-
sation de Bose-Einstein.

Remarque. Par deux fois nous avons utilise implicitement 1'identite

qui peut, par exemple, etre demontree en developpant

en integrant terme a terme, et en resommant.

6.9 Integrate de chemin generalisee :
gaz de Bose quantique

Nous aliens montrer dans cette section comment une generalisation na-
turelle du formalisme d'integrale de chemin developpe en sections 6.6 et 6.7
permet de construire une representation par integrale de champs ou fonction-
nelle (on integre alors sur des champs classiques) de la fonction de partition
pour des systemes de bosons non relativistes.
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Nous considerons de nouveau les proprietes thermodynamiques de
systemes de particules obeissant a la statistique de Bose-Einstein dans le for-
malisme grand canonique.

6.9.1 Hamiltonien dans 1'espace de Fock
Nous allons construire une representation sous forme d'integrale fonction-

nelle de la fonction de partition quantique d'un systeme de bosons regi par
un hamiltonien

ou T est le terme cinetique qui, dans le sous-espace des fonctions d'onde a n
particules, est represente par

et V une interaction de paires representee par

Pour des raisons de simplicite, nous n'introduisons pas de potentiel a une
particule et nous nous limitons a une dimension d'espace.

Nous utilisons alors directement le formalisme developpe dans les sec-
tions 6.6 et 6.7. Pour montrer comment les methodes fonctionnelles peuvent
etre utilisees dans ce contexte, nous procedons par etapes.

Nous notons tjjn(xi, ...,xn) la fonction d'onde a n bosons, une fonction in-
variante par permutation de ses arguments. Compte-tenu de cette symetrie par
permutation, il est possible de construire une fonctionnelle generatrice ^(<p)
pour ces fonctions d'onde ^(^i, • • • ,xn) (cf. section 1.7). Nous introduisons
done une fonction complexe ip(x) (qui generalise le vecteur complexe Zi de la
section 6.6) et la fonctionnelle

L'espace vectoriel des fonctionnelles generatrices est appele espace de Fock.
II faut ensuite representer les termes cinetique et potentiel comme opera-

teur agissant sur \I>.
Pour identifier la representation du terme cinetique T, nous calculons
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Dans le membre de droite 1'argument x peut etre renomme xn, et le coefficient
de Y\i<n

(P(Xi^ Peut alors etre symetrise. Ceci introduit un facteur 1/n et
fait apparaitre la somme de toutes les derivees secondes, reconstituant, a un
facteur pres, le terme cinetique (6.73). Done

Pour le terme de potentiel a deux corps V, qui dans le sous-espace a n parti-
cules est donne par (6.74), il faut deriver deux fois par rapport a </? en deux
points differents. On trouve alors

Nous avons maintenant une representation de I'hamiltonien total H = T + V
agissant sur les fonctionnelles generatrices. Enfin, la representation de 1'ope-
rateur nombre de particules est simplement

Pour les raisons deja expliquees en section 6.7, nous considerons par la suite
I'hamiltonien H —/zN, ou le parametre p, est le potentiel chimique qui permet
d'ajuster la valeur moyenne de N.

6.9.2 Integrate fonctionnelle
La representation sous forme d'integrale fonctionnelle des elements de ma-

trice de 1'operateur statistique se deduit alors assez directement des resultats
deja obtenus en mecanique quantique dans les sections 6.6 et 6.7. Les variables
complexes Zi de la representation holomorphe (section 6.2) sont remplacees
par (p(x) ou les coordonnees continues x jouent le role des indices i. Appe-
lons (p(x) la quantite conjuguee a y>(x). Dans la representation mixte (p,ip,
1'identite (cf. equation (6.20)) prend alors la forme

et I'hamiltonien s'ecrit

L'operateur nombre de particules est lui proportionnel a f dx(p(x)y>(x).
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Adaptant les expressions de la section 6.7, en particulier 1'equation (6.66),
on obtient une representation de la fonction de partition comme integrals
fonctionnelle :

avec les conditions aux limites periodiques

et 1'action euclidienne

L'ajout d'un potentiel V\(x) a une particule se traduit simplement par la
substitution IJL i—> p,—Vi(x). Par ailleurs, nous avons donne ici la representation
de e~

T(H~'zN)/'i. Pour passer a 1'operateur statistique, il faut encore poser
T = np.

En presence de faibles interactions repulsives, ce formalisme per met, par
exemple, d'etudier le passage de la condensation de Bose-Einstein a la tran-
sition de 1'helium superfluide.

Notons finalement qu'a ce stade, nous avons construit une theorie des
champs non-relativiste et que le passage a la theorie relativiste n'est plus,
essentiellement, qu'une question de cinematique.

Exercices

Exercice 6.1.

Utiliser le resultat (6.7) pour demontrer simplement 1'identite sur le calcul des
determinants par blocs : on ecrit la matrice A sous la forme

ou les quatre matrices, AH, Ai2, A.2i et A22 sont des matricespxp, pxn — p,
n — p x p et n — p x n — p, respectivement. Alors

Solution. On ecrit le determinant de A comme une integrale gaussienne
complexe. Dans 1'integrale gaussienne, on integre d'abord sur les p premieres
variables puis les n — p restantes. On verifie que cela conduit a 1'identite
recherchee.
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Exercice 6.2.

Calculer la valeur moyenne

ou zi, 21,22, z-2 sont des variables complexes, avec la mesure

Solution. La matrice associee a la forme quadratique est

et done

Exercice 6.3.

Calculer les valeurs moyennes

ou zi:zi,z-2, Z2 sont des variables complexes, avec la mesure

Solution.

Exercice 6.4-

Calculer le carre scalaire de la fonction holomorphe

ou zi, zi, z~2, zi sont des variables complexes, avec la mesure

Solution. 299.

Exercice 6.5.

On represente, dans la formalisme holomorphe de la mecanique quantique,
les operateurs position et impulsion par
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On considere alors les etats correspondant a la fonction entiere ^(z) = eaz,
ou a est un nombre complexe arbitraire.

Calculer les valeurs moyennes des operateurs de position et d'impulsion
q,p ainsi que les ecarts quadratiques moyens Ag = ((q2} — (g)2)1/2, Ap =
((p2} ~ (p)2)1/2 (on posera h = 1). Montrer que ces etats ^ sont des etats
de dispersion minimale : AgAp = | (c'est-a-dire la valeur minimale autorisee
par le principe d'incertitude de Heisenberg).

Solution. II faut d'abord calculer la norme de ?/>(z), et on trouve eaa. Un
calcul simple donne alors

ce qui montre que les etats i/j sont des etats de dispersion minimale.

Exercice 6.6.

Calculer le carre scalaire de la fonction f(z] = e~az /2, avec a reel, utilisant
la definition (6.10). Commenter. Generaliser a a complexe.

Solution. On peut revenir aux variables « reelles » (6.1) pour integrer. On
trouve

En accord avec la borne generale, la fonction n'est normalisable que pour
\a\ < 1.

Le cas a complexe se ramene au cas reel par un changement de variables
z i—>• el6> 2, z H^ e~l° z avec 9 = —Arg (a)/2. Alors o? est remplace par \a 2.

Exercice 6.7.

Operateurs de translation et changement d 'impulsion. Dans cet exercice, on
represente toujours les operateurs p, q par (6.82), mais on pose cu = 1.

1. Trouver les vecteurs propres de 1'operateur position q dans 1'espace des
fonctions entieres. Calculer le produit scalaire des deux vecteurs propres (on
aura interet a retourner aux variables d'integration reelles).

Solution. Les vecteurs propres fq(z) correspondant a la valeur propre
reelle q sont solutions de

Le vecteur propre peut s'ecrire
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Alors

2. On considere 1'operateur T(o) defini par son action sur des vecteurs
holomorphes :

avec a reel. Verifier la loi de groupe abelien

en agissant sur un vecteur /.
Verifier explicitement que 1'operateur T(a) preserve le produit scalaire (et

done qu'il est unitaire).
Montrer qu'agissant sur les vecteurs propres fq de g,

Montrer que f ( z , a ) satisfait 1'equation aux derivees partielles

En deduire que T(a) est 1'operateur de translation : T(a) = eza)3.

3. Trouver le noyau associe a T(a) et verifier directement 1'unitarite.
Solution. On fait agir T(a) sur le noyau identite 1 :

L'unitarite repose ensuite sur la verification

4. On considere maintenant 1'operateur V((3) defini par

avec (3 reel. Repondre aux memes questions que pour T(a), 1'equation (6.83)
etant remplagee par

En deduire que V((3] est 1'operateur de changement d'impulsion V(ot) — e~ia^.

5. En agissant sur des vecteurs holomorphes, demontrer la relation de
commutation
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Exercice 6.8.

Systemes de bosons en representation holomorphe.
On considere 1'espace de Hilbert des fonctions analytiques f ( z ) muni du

produit scalaire (6.10).
L'hamiltonien non perturbe, dans la representation holomorphe,

decrit un systeme de bosons ne pouvant occuper qu'un seul etat d'energie 1.
On met les bosons en contact avec un milieu qui peut absorber et emettre des
paires de bosons avec la meme probabilite. Ceci consiste a ajouter a HQ un
potentiel

ou a est choisi reel et la parametrisation choisie est commode pour la suite.
Dans ces conditions 1'hamiltonien H = HQ + V est aussi hermitien.

1. Introduisant 1'operateur

exprimer H en termes de B^B.

Solution.

2. Determiner les vecteurs propres holomorphes f ± ( z ) avec /±(0) = 1,
tels que

et calculer leur nor me. A quelles conditions ont-ils des normes finies ?

Solution. f+(z) = e~az /2 et done, suivant 1'exercice 7.6,

La norme est finie si |a| < 1.
Par ailleurs

Done /_(z) =e-*2/2a et
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On trouve done la condition c? > I. Les vecteurs ne peuvent pas etre norma-
lisables en meme temps et pour a2 = 1, aucun n'est normalisable.

3. Calculer le commutateur [5, B^] et relier B et B^ aux operateurs de
creation et annihilation d'un oscillateur harmonique (on distinguera les deux
cas). En deduire le spectre de H. Montrer que pour a ^ 1 c'est un spectre
de particules independantes, que Ton peut appeler des quasi-bosons.

Solution. [B,B^] = l-a2.
Pour \a\ < I on peut poser B = \/l — o?A, ou A est 1'operateur d'anni-

hilation avec la normalisation standard [A, A^} = I et done

Pour |a| > 1 on peut poser B^ = A\Jo? — 1 et le spectre de H est alors donne
par

Ces resultats sont coherents avec les conditions de normalisabilite de f±. On
verifie que, comme 1'hamiltonien, le spectre est invariant par a. \—> I/a. Le
changement z >—»• iz montre aussi que H (a) a le meme spectre que H(—a) ce
qui est bien le cas.

Pour \a 7^ 1, on trouve done un spectre de particules independantes,
des quasi-bosons en ce sens que ce sont des etats de bosons formes d'une
superposition d'etats a 1,3,..., bosons initiaux.

4. Ecrire le noyau H(z,z) correspondant a 1'hamiltonien H. En deduire
alors la representation par integrale de chemin du noyau U(z, z ; /3,0) associee
a 1'operateur statistique U(f3] = e~@H.

Solution.

On en deduit la representation par integrale de chemin

avec 1'action euclidienne

et les conditions aux limites z(/3) = z, z(Q) = z.

5. A partir d'ici on pourra se restreindre a 0 < a < 1 et poser
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Deduire du calcul de 1'integrale de chemin la dependance de U(z, z ; / 3 , 0 )
en z,z.

On pourra utiliser des combinaisons lineaires des equations du mouvement
classique pour mettre Faction sous la forme

ou zc(t),zc(t) sont les solutions. Pour ensuite resoudre les equations, on pourra
introduire les deux combinaisons lineaires z(t) ± z(t).

Solution. L'integrale est gaussienne et peut done se calculer. On resout
d'abord les equations du mouvement pour eliminer les conditions aux limites

Ajoutant z ( t ) fois 1'equation (2) a z ( t ) fois 1'equation (3), on trouve

Substituant cette identite dans Faction (1) on obtient une derivee totale, ce
qui conduit au premier resultat recherche

Puisque z(/3) et z(Q) sont fixes par les conditions aux limites, il suffit de
calculer z(0) et z(/3}. Les solutions des equations peuvent s'ecrire

avec u; = (1 - a2)/(l + oi2} et

Done

et enfin

6. Deduire la normalisation du calcul de tr U(/3~) en comparant le resultat,
par exemple, de 1'expression deduite directement du spectre deja obtenu.
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Solution. L'integration gaussienne donne une normalisation A/" :

Calculant la trace, on trouve la fonction de partition

Le calcul direct a partir du spectre donne

On en deduit

Exercice 6.9.

Utiliser 1'integrale de chemin dans la representation holomorphe pour cal-
culer la correction d'ordre A aux niveaux d'energie de 1'hamiltonien

Faire le calcul par deux methodes differentes, la premiere consistant a rempla-
cer directement q par la variable classique (z + z)/\/2 dans le terme quartique,
la deuxieme en ecrivant le terme quartique en termes des operateurs de crea-
tion et annihilation suivant 1'ordre normal et les remplagant ensuite par les
variables classiques z, z: selon la methode indiquee en section 6.5.

Solution. Dans le premier cas, le terme quartique conduit a la contribution

a 1'action. A 1'ordre A seul le terme proportionnel a ( z z ) 2 contribue. Utilisant
le theoreme de Wick, on obtient

ou (z(i)z(i)} est donne par le propagateur (6.40) a temps 0 :
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Avec la convention $(0) = ^, on trouve

ce qui coincide avec le resultat (3.1).
Dans la seconde methode, il est commode d'utiliser d'abord 1'identite ge-

nerale (consequence de la formule de Baker-Hausdorf)

On en deduit

On remplace alors les operateurs quantiques a, a^par les variables clas-
siques z,z. A cet ordre, seuls les termes avec im nombre egal de facteurs
z et z contribuent. On obtient done

Pour trouver le resultat correct, nous devons alors attribuer a 0(0) la valeur
9(0.) = 0.

Exercice 6.10.

On considere la fonction de partition (6.52) avec

ou u, X sont deux constantes positives. Calculer EQ, 1'energie du fondamental,
au premier ordre en A avec la convention 9(0) = | ou de fagon equivalente
signe (0) = 0.

Solution. On se ramene immediatement au calcul precedent et dans la
limite (3 —> oo, on trouve

Exercice 6.11.

Calculer alors la fonction a deux points (z(u)z(v)} correspond au poids e~s

au premier ordre en A, pour f3 —> CXD. En deduire 1'energie fi = E\ — EQ, ou E\
correspond au premier etat au-dessus du fondamental (1'etat a une particule).

Solution. Developpant en puissances de A et utilisant le theoreme de Wick,
on trouve
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Chapitre 7

Integrate de chernin : fermions

LES METHODES QUE NOUS AVONS DEVELOPPEES jusqu'a present nous ont
permis de traiter de fagon generale des modeles statistiques de bosons.

Elles etaient directement basees sur 1'introduction d'une fonction generatrice
des fonctions d'onde symetriques de n bosons, comme nous 1'avons montre en
section 6.6.

Par contre, dans le cas de modeles contenant des fermions, nous nous
heurtons a la difficulte suivante : les fonctions d'onde de fermions, ainsi que
les fonctions de correlation (ou fonctions de Green), sont antisymetriques par
rapport a 1'echange de deux arguments. La construction de fonctionnelles ge-
neratrices requiert done 1'introduction d'une algebre de fonctions « classiques »
anti-commutantes ou algebre de Grassmann.

De fagon assez remarquable, il est possible de generaliser aux algebres de
Grassmann les notions de derivees et d'integrales. Ceci permet de develop-
per un formalisme tout a fait parallele a celui des bosons et, en particulier,
de construire une integrale de chemin dans le cas de systemes de fermions,
analogue a 1'integrale de chemin holomorphe des bosons. En consequence, la
fonction de partition du gaz de Fermi peut se calculer a partir d'une integrale
sur des champs grassmanniens avec conditions aux limites antiperiodiques.

7.1 Algebres de Grassmann

Une algebre de Grassmann 21 sur R ou C (reels ou complexes) est une al-
gebre associative engendree par 1'unite (notee 1 par la suite) et un ensemble de
generateurs {6^} dont les produits obeissent aux relations d'anticommutation

(Dans ce qui suit, sauf indication contraire, nous ne considererons que des
algebres complexes et quand nous parlerons de generateurs nous omettrons
1'unite qui joue un role singulier.)
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En consequence :

(i) Tous les elements d'une algebre de Grassmann, consideres comme des
fonctions des generateurs BI , sont des polynomes du premier degre dans chaque
generateur, c'est-a-dire des fonctions affines.

(ii) Si le nombre n de generateurs est fini, les elements de 1'algebre forment
un espace vectoriel de dimension finie 2n sur R ou C. Tous les elements peuvent
etre ecrits comme des combinaisons lineaires des elements 1 et {9^ 9i2 ... Oip }
avec ii < 12 < ... < ip, 1 < p < n.

21 est aussi une algebre graduee, dans le sens qu'a chaque monome
9i10i2 • . .Oip nous pouvons associer un entier p comptant le nombre de ge-
nerateurs dans le produit.

Enfin, notons que les elements de 21 sont inversibles si et seulement si leur
developpement dans une somme de produits de generateurs contient un terme
de degre zero qui est inversible. Par exemple 1'element 1 + 0 est inversible, et
a 1 — 0 comme inverse; par contre 9 n'est pas inversible. Le calcul de 1'inverse
peut d'ailleurs s'effectuer en developpant en serie autour de 1'inverse du terme
de degre zero.

Reflexion. L'algebre 21 possede un automorphisme,

tres simple defini par

et qui done a la nature d'une reflexion : P2 = 1.
L'action sur un monome de degre p est alors

Les elements de 1'algebre 21 sont separes en deux sous-ensembles 21± contenant
les elements pairs et impairs par reflexion :

Notons enfin la propriete

Si A+ appartient a 2l+, il commute avec tous les elements de 21 :

En particulier 21+ est la sous-algebre commutative maximale de 21.
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Si par centre A_, B- appartiennent tons deux a 2l~, ils anticommutent :

En particulier, tous les elements de 21 ~ sont nilpotents de carre nul.

Conjugaison complexe. En mecanique quantique, on rencontre princi-
palement des algebres de Grassmann 21 avec un nombre pair de genera-
teurs qui sont naturellement regroupes en deux sous-ensembles {9i} et {^},
i = 1,... ,n. II est alors souvent utile d'introduire 1'analogue de la conjugai-
son complexe pour les elements de 1'algebre engendree par {^, 9i\. L'operation
qui joue le role de la conjugaison complexe est definie dans ce cas comme la
conjugaison hermitienne des operateurs :

7.2 Derivations dans les algebres de Grassmann

II est possible de definir une derivation generalisee dans les algebres de
Grassmann. Une definition naive, cependant, serait incoherente avec le carac-
tere non commutatif de 1'algebre.

Considerons les elements de 21 comme des fonctions d'un generateur 9i.
Tous les elements A de 21 peuvent etre ecrits (en general apres quelques com-
mutations)

ou AI et A% ne dependent pas de Oi. On definit alors la derivee par rapport a
9i par

Comme la derivee ordinaire, c'est une operation lineaire. Par contre, 1'opera-
teur de derivation d/d9i est nilpotent de carre nul : (d/dOi)2 = 0.

Remarque. L'equation (7.7) definit une derivation a gauche en ce sens que
Faction de d/d9i consiste a ramener 9i a la gauche de tout monome et a
ensuite le supprimer. De maniere analogue, on pourrait definir une derivation
a droite en commutant 9i vers la droite.

Derivee d'un produit. II decoule de la definition (7.7) que la derivee d'un
produit ne satisfait pas la regie habituelle D(AB) = AD(B}+D(A)B. Utilisant
la remarque (7.5), on verifie que cette regie est remplacee par

regie qui est coherente pour toute algebre associative et homomorphisme P.



176 Integrate de chemin en mecanique quantique

Fonctions composees. La derivation grassmannienne implique aussi une
regie de derivation de fonction composee. Si a(9] appartient a 21 ~~ et x(9]
appartient a 2l+, on trouve

La verification est facile puisque que F est necessairement une fonction affine
de cr, et a et x des fonctions afnnes de 9.

Dans le second terme du membre de droite, 1'ordre des facteurs est impor-
tant.

Algebre de Clifford. Les operateurs de derivation nilpotents d/d9i, combi-
nes avec les generateurs Oi consideres comme operateurs agissant sur 21 par
multiplication a gauche, engendrent une algebre d'operateurs dont les gene-
rateurs satisfont les relations d'anticommutation

Les operateurs

satisfont alors les relations d'anticommutation

Cette algebre est la somme directe de deux algebres qui chacune satisfont a
la definition d'une algebre de Clifford.

7.3 Integration dans les algebres de Grassmann

L'integration sur des variables de Grassmann, que nous representons par le
symbole integrale, est definie comme une operation identique a la derivation :

On peut done se demander pourquoi il est utile d'introduire deux symboles,
integrale et de derivee, pour une seule operation. On verifie d'abord que cette
operation satisfait les proprietes formelles auxquelles on s'attend pour une
integrale definie. L'integrale d'une derivee totale s'annule; si nous integrons
sur une variable, le result at ne depend plus de cette variable; enfin un fac-
teur dont la derivee par rapport a la variable d'integration s'annule peut etre
factorise devant le signe d'integration.

Par ailleurs, 1'utilisation, suivant le contexte, de 1'un ou 1'autre de ces deux
symboles permet de construire un formalisme pour les fermions tres parallele
a celui des bosons, comme nous aliens le montrer.
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Changement de variables. Considerons 1'integrale

et faisons le changement de variables (necessairement) affine

Nous exigeons que la parite soit conservee : P(#) = — 0 et done

L'element A doit etre inversible, et done son terme de degre zero dans les
variables de Grassmann doit etre different de zero. Ces conditions impliquent
que dans 1'algebre on peut substituer 9' a 0 comme generateur.

Alors, utilisant la definition (7.11), nous trouvons

Nous obtenons ainsi une propriete tres importante des integrates grassman-
niennes : le jacobien est A~l, alors que dans le cas de variables reelles ou
complexes on trouve A. Cette difference reflete 1'identite des operations de
derivation et d'integration pour les variables de Grassmann.

Generalisation. Plus generalement, montrons qu'un changement de va-
riables

ou la matrice dOi/d9j a une partie inversible de degre zero, conduit a un
jacobien qui est I'inverse du determinant de d6i/dO'j :

avec

j

Notons que le determinant est bien defini parce que tous les elements de la
matrice d9i/dOj appartiennent a 2l+.

Ce resultat se demontre en utilisant a nouveau 1'identite entre derivation
et integration sous la forme

ou le produit du membre de gauche est ordonne. Nous considerons alors /
comme une fonction de variables 6^ et done, utilisant la regie de derivation en
chaine (7.9),
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Les elements dO'-/dOi commutent et peuvent etre factorises. Les derivations
d/dO'j. anticommutent (voir les equations (7.10)) et done les produits sont
tons proportionnels au produit ordonne de 1 a n. Un signe apparait qui est la
signature de la permutation j\, J2, • • • , jn • Nous reconnaissons le determinant
de la matrice dO'JdOi :

L'identite entre differentiation et integration conduit alors immediatement
aux equations (7.14, 7.15).

Remarque. L'exemple qui suit permet une verification directe de 1'equa-
tion (7.14) :

Faisons le changement de variables lineaires

Le resultat repose alors sur 1'identite

7.4 Changement de variables mixte :
Berezinien et supertrace

On rencontre des integrates qui impliquent a la fois des variables commu-
tantes et anticommutantes (bosons et fermions). II est done parfois utile de
faire des changements de variables mixtes.

Notant 0,9' et x, x' les variables anticommutantes et commutantes respec-
tivement, nous posons (respectant la parite)

Nous introduisons la matrice des derivees partielles

avec

et done
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II est commode de changer de variables en deux etapes :

(i) On passe d'abord de ( 0 , x ) a (#, z'). Cette etape engendre le jacobien

(ii) On va alors de (9, x'} to (9f, x'}. Cette seconde etape engendre, comme
explique plus haut, le jacobien

Le jacobien complet J, aussi appele berezinien de la matrice des derivees, est
done

Pour que le jacobien ne soit pas singulier, les matrices A et D doivent etre
inversibles (et done leurs contributions de degre zero en 9'}. Notons que par
construction

Trace de matrices raixtes. Dans le cas de 1'integration sur des variables or-
dinaires commutantes, un changement de variables infinitesimalement proche
de 1'identite,

a cause de 1'identite Indet = tr In, conduit au jacobien

Considerons maintenant le cas mixte

Posant alors

nous trouvons, comme consequence de 1'identite (7.19),



180 Integrate de chemin en mecanique quantique

Pour maintenir la relation entre jacobien d'un changement de variables
infinitesimal et trace, nous sommes done amenes a definir la supertrace d'une
matrice mixte, notee Str, comme la difference des traces :

On verifie directement que cette supertrace possede la propriete cyclique

En effet, par definition

Alors

mais

ou les signes sont la consequence de la cyclicite de la trace ordinaire et du
signe de l'anticommutation de B et C.

Cela permet de demontrer une generalisation de la relation habituelle entre
trace et determinant : trln = Indet, qui devient maintenant

7.5 Integrates gaussiennes
Nous definissons maintenant des integrales gaussiennes avec integrations

sur deux families de generateurs {^, ̂ }, 1 = 1, . . . , n, analogues des integrales
gaussiennes complexes de la section 6.1.

Forme quadratique hermitienne. Avec la definition (7.6) de la conjugai-
son complexe, 9i et Oi sont conjugues et la mesure dOiddi est invariante par
conjugaison complexe. Considerons par ailleurs la forme quadratique

La forme quadratique est done invariante par conjugaison complexe si la ma-
trice M est hermitienne.

7.5.1 Integrales gaussiennes
Comme dans le cas de variables complexes, nous calculons d'abord des inte-

grales gaussiennes et, pour la meme raison, nous essayerons ensuite de reduire
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toute integrals a une somme formelle d'un nombre fini ou infini d'integrates
gaussiennes.

Considerons d'abord 1'integrale

D'apres les regies de 1'integration grassmannienne, le resultat est simplement
le coefficient du produit 9n6n...0\9i dans le developpement de 1'integrant.
L'argument de 1'exponentielle ne contient que des termes appartenant a 2l+,
qui commutent. L'integrant peut done etre reecrit

Developpant le produit, nous voyons que dans chaque facteur seul le terme
proportionnel a 9i contribue a 1'integrale. II reste done a integrer

Les termes qui donnent une contribution non nulle a 1'integrale sont ceux qui
contiennent le produit On • • • #2^1 a une permutation des facteurs 0j pres. Us
sont done de la forme

Commutant les generateurs pour les ramener dans un ordre standard, par
exemple OnOn • • • Q\0\, nous factorisons un signe, la signature de la permuta-
tion, et reconnaissons dans le coefficient le determinant de la matrice M :

Le resultat est 1'inverse du resultat (6.4), obtenu en integrant sur des variables
complexes.

Le calcul ci-dessus est essentiellement une verification puisque, pour
det M ^ 0, nous pouvons aussi changer de variables,
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et utiliser la forme (7.14) du jacobien. Nous retrouvons

Notons que quand 1'integrant est invariant par conjugaison complexe, ce qui
entraine que la matrice M est hermitienne, le resultat de 1'integrale est reel
puisque

7.5.2 Integrates gaussiennes generates
Nous introduisons maintenant une autre copie de 1'algebre de Grassmann

21 dont les generateurs seront notes T^ et 77^, et considerons 1'algebre de Grass-
mann engendree par 1'ensenible {$,#,77,77}. Suivant la strategic de la sec-
tion 6.1, nous calculons d'abord 1'integrale

avec

ou EG est un element de la somme directe des deux algebres de Grassmann.
Pour eliminer les termes lineaires en 0 et 0, nous cherchons la solution #s, 0s

des equations

Nous trouvons

Comme dans le cas d'integrales ordinaires, nous changeons alors de variables :
w - m ••

Apres cette translation, 1'integrale sur 9', 9' prend la forme (7.23) calculee plus
haut. Le resultat est done
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7.5.3 Valeurs moyennes gaussiennes, theoreme de Wick
et perturbations

Notons {•) les moyennes par rapport au poids gaussien de 1'inte-
grant (7.26). Avec notre definition de ZQ, nous trouvons

Remarquons le signe dans 1'equation (7.30). Une autre identite, utile plus loin,
est obtenue en derivant deux fois (noter 1'ordre des derivees) :

Derivant de fagon plus generale par rapport aux 9 et 0, on peut demontrer un
theoreme de Wick pour les variables de Grassmann.

Theoreme de Wick. Nous definissons maintenant

avec p < n. Nous n'avons besoin de calculer que les integrales avec un nombre
egal de facteurs 9 et 0 car les autres integrales s'annulent trivialement.

Derivant de fagon repetee 1'integrale (7.26) par rapport a 77 et fj et utilisant
les remarques (7.29 a 7.31), nous obtenons 1'identite

Remplagant ZQ par le resultat explicite (7.28), nous trouvons

Toutes les variables 77 et f] sur lesquelles n'agissent aucune derivee peuvent
immediatement etre supprimees. La matrice M est alors reduite a une matrice
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pxp d'elements Mjtik. L'identite entre derivation et integration permet enfin
de ramener le calcul explicite a une integration gaussienne. On en deduit

ou s(P) est la signature de la permutation P. Ce resultat est similaire a 1'ex-
pression (6.9a) obtenue dans le cas de 1'integrale sur des variables complexes,
a la signature pres.

Developpement perturbatif. Les expressions (7.29, 7.30) forment la base de
la theorie des perturbations. Pour calculer 1'integrale

avec

nous pouvons developper en une serie de puissances de V et calculer les valeurs
moyennes gaussiennes au moyen du theoreme de Wick. L'integration conduit
aussi a une expression formelle compacte

7.6 Integrates gaussiennes reelles.
Theoreme de Wick

Les integrales gaussiennes que nous avons calculees en section 7.5 ont des
proprietes analogues aux integrales complexes du formalisme holomorphe de
la section 6.1. Nous pouvons aussi plus generalement calculer des integrales
gaussiennes de la forme
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Comme le produit Orfj est antisymetrique en (ij], la matrice AIJ peut etre
choisie antisymetrique :

Ces integrales ont, elles, des proprietes quelque peu analogues aux integrales
ordinaires. En particulier, elles ne conduisent a des resultats reels que si 1'al-
gebre de Grassmann est definie sur les reels.

Developpant 1'exponentielle en une serie de puissances, nous observons que
seul le terme d'ordre n qui contient tous les produits de degre In en 9 donne
une contribution non nulle :

Dans le developpement du produit, seuls les termes contenant une permu-
tation de #1 . . . #2n ne s'annulent pas. Ordonnant alors tous les termes pour
factoriser le produit 6162 • • • Qin-, nous trouvons

ou e(P] = ±1 est la signature de la permutation. Cette expression peut etre
reduite en observant que les seuls termes distincts correspondent a tous les
appariements des indices 1, 2 , . . . , In. Done

ou e(P) est la signature de la permutation des indices.
La quantite dans le membre de droite est appelee le pfaffien de la matrice

antisymetrique A, et nous notons

Pfaffien et determinant. Les techniques d'integrales de Grassmann per-
mettent de demontrer 1'identite algebrique classique

de sorte que, de fagon analogue aux integrales gaussiennes reelles,
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Calculons en effet

Nous changeons de variables, posant

Le jacobien est (—l) n . De plus

Utilisant 1'antisymetrie de la matrice A, nous trouvons

Theoreme de Wick. On peut aussi demontrer une autre forme du theoreme
de Wick pour des moyennes gaussiennes avec la mesure exp[^V: OiAijOj/2}.
On trouve

ou e(P) est la signature de la permutation P. Notez que ce resultat ne differe
du theoreme de Wick (1.16) que par des signes.

7.7 Espace de Hilbert de fermions et operateurs

Get outil grassmannien va nous permettre de traiter les fermions de fagon
tout a fait analogue aux bosons, en construisant un formalisme parallele a la
representation holomorphe.

Nous avons vu en section 6.1 qu'il etait possible de definir un produit sca-
laire entre fonctions analytiques (equation (6.10)). Ce produit scalaire permet
alors de construire un espace de Hilbert de fonctions entieres. Du point de
vue de la mecanique quantique, les coefficients du developpement en serie de
Taylor representent les composantes de la fonction d'onde ^(2) sur les etats
a nombre de particules donne (voir section 6.6).

Suivant le meme schema, nous commengons par definir des fonctions grass-
manniennes « analytiques », un produit scalaire de ces fonctions et 1'espace
de Hilbert correspondant. Nous exhibons ensuite differentes representations
de 1'algebre des operateurs (7.10) agissant sur ces fonctions.
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7.7.1 Fonctions grassrnanniennes analytiques
et produit scalaire

Nous considerons de nouveau une algebre de Grassmann 21 avec des
generateurs {9i,0i}. Nous definissons les fonctions grassmanniennes analy-
tiques comme les elements qui ne dependent que des seules variables Oi :

Elles forment une sous-algebre 2lan. de 1'algebre 21.
Prenons d'abord 1'exemple d'une seule paire de generateurs #, 9. Une fonc-

tion analytique /(#) est automatiquement une fonction affine,

ou (/o, /i) est un vecteur complexe d'un espace vectoriel de dimension deux.
Ceci est en correspondance directe avec la statistique de Fermi-Dirac : le
nombre d'occupation de fermion ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1.

La fonction complexe conjuguee de la fonction / est (cf. equation (7.6))

Nous pouvons alors, comme pour les fonctions de variables complexes analy-
tiques, definir un produit scalaire entre fonctions de 9 :

Parametrant la fonction g sous la forme

on verifie que 1'integrale donne le produit scalaire habituel des vecteurs com-
plexes (/o,/i) et (<7o 5 <7i ) correspondants :

La generalisation a un nombre n quelconque de generateurs #; est simple. La
conjugaison complexe est alors remplacee par la conjugaison hermitienne des
operateurs comme definie en (7.6) :

La positivite de (/, /) se demontre par exemple par recurrence. Privilegiant
la variable On, nous pouvons ecrire
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et integrer d'abord sur On :

Nous pouvons maintenant integrer chacun des deux termes sur $n--i et repeter
I'argument. Apres integration sur toutes les variables, on obtient une somme
de termes positifs. Le produit scalaire definit done une norme |/||. Avec cette
definition, les 1n monomes distincts Vv(#), v = 1, • • • , 2n :

forment une base orthonormee de 2lan. consideree comnie espace vectoriel
complexe. Par exemple

La fonction 6 de Dirac. Dans les algebres de Grassmann, le role de la
fonction 8 de Dirac est joue par la fonction

En effet

ou /(O) signifie la partie constante de la fonction affine /(#). Cette fonc-
tion 6(9) a une representation integrale fort utile, analogue de la transforma-
tion de Fourier habituelle,

ou 9 est une variable (done un generateur) de Grassmann supplementaire. On
verifie directement

7.7.2 Noyaux d'operateurs
Noyau de I'identite. Le produit scalaire (7.53) permet de definir une base

orthonormee et done une representation de I'identite sous forme de noyau :
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La verification explicite decoule de la representation (7.56) de la fonction 6.
En effet,

Algebre d'operateurs. Nous avons deja introduit (cf. (7.10)) 1'algebre des
operateurs de multiplication et differentiation agissant sur 1'algebre de Grass-
mann 2lan.- Si, utilisant les relations d'anticommutation, nous amenons dans
un element de 1'algebre tous les operateurs differentiels a droite (ordre dit
« normal»), nous pouvons utiliser 1'equation (7.58) pour representer tout ele-
ment de cette algebre d'operateurs sous forme d'un noyau

_ \ /

qui est un element de 1'algebre de Grassmann engendre par les 9 et 9.
Un operateur O(0,d/dO) represente par son noyau,

agit alors sur une fonction par

Comme dans le cas holomorphe, nous utiliserons ici aussi une notation assez
suggestive d'elements de matrice :

sans definir precisement les sens des vecteurs.
Enfin, le noyau correspondant au produit O^O\ est donne par

Tout operateur peut s'ecrire en termes des elements de la base (7.54) :

ou les coefficients O^v sont les elements de matrice de O dans cette base.
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Trace. En terme du noyau, la trace d'un operateur s'ecrit

Une comparaison des expressions (7.62) et (7.64) peut surprendre a cause
de 1'echange entre les 9i et les 9i : la compatibility de la definition avec la
cyclicite de la trace n'est pas evidente, mais on peut la verifier en remplagant
dans 1'equation (7.62) O\ et 0% par deux monomes generiques et en prenant
la trace de 1'equation. D'ailleurs, utilisant 1'expression (7.63), on trouve

Conjugaison hermitienne des noyaux. La conjugaison hermitienne des
noyaux d'operateurs est definie de fagon identique aux fonctions. Avec cette
definition, X(99) correspond bien a un operateur hermitien.

7.8 Hamiltonien a un fermion

Nous generalisons maintenant aux fermions les considerations de la sec-
tion 6.6. L'espace de Hilbert pour un nombre arbitraire de particules obeissant
a la statistique de Fermi-Dirac (fermions) qui ne peuvent occuper qu'un seul
etat d'energie uj se reduit a un espace vectoriel complexe de dimension 2,
comme consequence du principe de Pauli : un etat ne peut etre que vide (etat
a zero particule) ou occupe une fois. L'integrale de chemin n'est evidemment
pas necessaire pour calculer 1'operateur statistique qui est une matrice 2 x 2 .
Mais la solution sous forme d'integrale de chemin est utile parce qu'elle se
generalise facilement a un nombre arbitraire d'etats possibles (dans cette pre-
miere partie nous faisons H = I ) .

Un vecteur correspondant a une combinaison lineaire d'un etat a zero
particule et d'un etat a une particule peut etre represente par une fonction
affine

ou, en choisissant pour 9 le generateur d'une algebre de Grassmann 21, on
s'assure qu'un etat ne peut etre occupe qu'une fois puisque 92 = 0.

Les valeurs propres d'un hamiltonien HQ qui conserve le nombre de par-
ticules ne peuvent etre que 0 pour 1'etat a zero particule et une valeur, que
nous notons a;, pour 1'etat a une particule. II peut done etre represente par

et c'est 1'hamiltonien le plus general a un fermion.
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Les elements de matrice de 1'hamiltonien HQ sont obtenus en faisant agir
1'operateur differentiel (7.65) sur 1'identite :

Notons que la preservation du caractere fermionique implique que dans la
reflexion (7.2)

et done comme les elements de matrice de HQ comme ceux de Uo(t) = e~Hot

appartiennent a la sous-algebre commutative de 21.
Les elements de matrice de 1'operateur Uo(t) satisfont 1'equation

avec

On verifie que la solution est

Remplagant O\ et 0% par U(t\) et Ufa], respectivement, dans (7.62), on
verifie aussi directement la loi de groupe.

Notons enfin qu'avec notre definition HQ et Uo(t) sont hermitiens car les
noyaux correspondants sont invariants par la conjugaison complexe (7.6).

De 1'expression explicite (7.67) et de la definition (7.64) de la trace, nous
deduisons la fonction de partition

Formalisme des operateurs d 'annihilation et de creation. II existe un for-
malisme alternatif a celui que nous avons introduit ici, base sur les operateurs
d'annihilation et de creation a et a^ de fermions. Ceux-ci satisfont les relations
de commutation

qui evidemment refletent le meme principe de Pauli.
Dans le formalisme grassmannien, ces operateurs sont representes par les

operateurs 0 et d/dO :

qui en effet satisfont aux memes relations de commutation.
Dans ces notations, 1'hamiltonien a un fermion s'ecrit
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Le probleme a un fermion est un exercice plutot trivial de matrices 2 x 2 .
Utilisant les relations (7.69), on verifie que

et done ses deux valeurs propres sont 0, a;. Le fondamental |0) satisfait a |0) =
0 et (0|0) = 1. Appliquant a^ au fondamental, on obtient le deuxieme vecteur
propre

Les relations d'anticommutation impliquent que ces deux vecteurs forment
une base orthonormee.

L'operateur Uo(t) se deduit de la relation (7.71), par exemple par la for-
mule de Lagrange :

7.9 Integrates de chemin

Nous construisons maintenant une integrale de chemin donnant les ele-
ments de matrice de 1'operateur statistique quantique Uo(t) = e~tH°. La so-
lution par integrale de chemin de ce probleme elementaire peut apparaitre
comme excessivement compliquee. Toutefois, la generalisation de 1'integrale
de chemin obtenue a un nombre quelconque de fermions est simple, ce qui
Justine le choix d'une telle strategic.

La construction d'une integrale de chemin associee a un hamiltonien de
fermions suit fidelement la methode de la section 6.4, la difference princi-
pale etant que les variables complexes sont remplacees par des variables de
Grassmann.

7.9.1 Integrates de chemin gaussiennes
Au premier ordre pour t —> 0, 1'expression (7.67) peut se reecrire

La propriete de groupe dans la forme (7.62) permet alors d'ecrire 1'operateur
devolution a temps fini

avec
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£ = (t" — t')/n, et les definitions

La limite formelle n —>• oo est une integrale de chemin, avec des chemins
grassmanniens. Les elements de matrice de Uo(t) sont donnes par

avec

Integrals gaussienne generals. II est commode pour la suite de conside-
rer immediatement une integrale plus generale en ajoutant a Faction SQ des
termes lineaires correspondant a un couplage a des sources grassmanniennes
externes f](i) et r/(t). Nous considerons done 1'integrale

avec

ou maintenant les ensembles independants {0(t}}, {#(£)}, {^(t)} et {^(t)}
forment un ensemble de generateurs de 1'algebre de Grassmann.

Calcul de 1'integrale gaussienne. L'integrale (7.78) est gaussienne et peut
etre calculee exactement. L'equation du « col » obtenue en variant 9(t) donne,
compte-tenu des conditions aux limites,

De meme la variation de 9(t) donne

Translatant 0(t) et 9(i) par les solutions des equations « classiques » : 9 i—»
Os + 0, 0 i—> ^s + 9, nous obtenons alors
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avec

Pour calculer la normalisation

nous posons encore

Le jacobien est egal a un. Apres ce changement de variables la dependance en
uj a disparu. On trouve pour A/" 1'identite dans la representation mixte, prise
pour 0 = 0 = 0. Done A/" = 1.

Comme dans le cas bosonique, les fonctions de correlation sont obtenues
en derivant les expressions (7.82, 7.83) par rapport a 77 et f\.

7.9.2 La fonction de partition
La fonction de partition generalisee tr C/(/3/2, —/3/2; ry, 77) peut etre deduite

de 1'expression (7.82), la trace etant definie par 1'expression (7.64) :

Un calcul simple d'integrales grassmanniennes donne

avec

ou e(t) la fonction signe de t, e(t) = I pour t > U, e(t) = —I pour t < 0.
La fonction A(£) est la solution de 1'equation differentielle

avec, a la difference du cas bosonique (equations (2.46, 6.41)), conditions aux
limites anti-periodiques :
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Dans la limite (3 —>• oo, elle se reduit a

Cette expression est identique a celle obtenue dans le cas des integrates com-
plexes (cf. equation (6.42)).

Notons ici aussi que, malgre la fagon non triviale dont la trace est defame,
le resultat obtenu est le meme que celui qu'aurait donne une integrate de
chemin avec conditions aux limites anti-periodiques :

avec 0(-(3/2) = 0(0/2), 0(-/3/2) = 0(13/1} et

La solution avec conditions aux limites periodiques apparait au contraire dans
le calcul de t r ( — l ) F e~@H, ou F est le nombre de fermions, qui est obtenu en
integrant 1'expression (7.82) avec e6*6*.

Avec ces conditions aux limites anti-periodiques, la fonction a deux points
correspondant a la mesure gaussienne e~s° est donnee par

De nouveau, la derivee de In ZQ par rapport a uj est reliee a la fonction a deux
points (7.86) :

On retrouve toutes les difficultes du cas complexe. Le choix e(0) = 0 conduit
a la fonction de partition solution de

Ce choix correspond a 1'hamiltonien w[a^, a]/2 qui est la version « symetrisee »
de 1'operateur (7.65). Le choix e(0) = —1, par centre, correspond a 1'ordre
normal (7.65), mais conduit aux memes difficultes que dans le cas commutatif.

7.9.3 Generalisation

Le formalisme precedent peut etre generalise a une algebre de Grassmann a
un nombre quelconque de generateurs 9^. Un hamiltonien est alors represente
par un operateur differentiel h(0, d/dO) agissant sur une fonction des Oi. Si on
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1'ecrit sous forme normale avec toutes les derivees a droite, on peut aussi lui
associer le noyau

Une restriction importante est que les elements de matrice de 1'hamiltonien
fassent partie de la sous-algebre commutative,

c'est-a-dire ne melangent pas les fermions et les bosons. Par centre, il n'est pas
indispensable que le hamiltonien conserve le nombre de fermions, c'est-a-dire
que tout monome comporte un nombre egal de facteurs 0 et 9.

L'equation (7.72) se generalise alors sous la forme

A temps fini, une representation sous forme d'integrale de chemin s'en deduit :

avec

Nous avons vu en section 7.5 comment calculer les integrates gaussiennes et les
moyennes de polynomes. Nous utilisons ici les memes methodes pour calculer
1'integrale de chemin (7.92) perturbativement. Decomposant 1'hamiltonien en
un terme quadratique et un terme d'inter action,

nous developpons 1'integrale en puissances de hi et calculons les termes suc-
cessifs par exemple en utilisant le theoreme de Wick (7.35). De nouveau, le
developpement perturbatif a une expression formelle compacte :

Toutefois, des problemes dus a 1'ordre des operateurs surgissent. En parti-
culier, comme dans le cas de 1'integrale de chemin holomorphe du cas com-
mutatif, les calculs perturbatifs impliquent e(0). L'ansatz correct, coherent
avec cette construction, serait de nouveau de poser e(0_) = —1, mais cela



7. Integrals de chemin : fermions 197

conduit a certaines difficultes. II vaut mieux remplacer h(0,0} par 1'expression
equivalente compatible avec e(0) = 0.

Notons enfin que, comme consequence de la representation (7.87), la fonc-
tion de partition, trace de [/(/3/2, — /3/2), est donnee par une integrale de
chemin avec conditions aux limites anti-periodiques.

Remarque. Comme dans le cas a une variable, les operateurs 9i et d/dOi sa-
tisfont aux relations de commutation des operateurs d'annihilation et creation
de fermions a^, at,

avec la correspondance

7.10 Fonction de partition
de systemes de fermions

Nous allons d'abord definir les vecteurs d'etats de fermions et 1'action des
hamiltoniens sur ces etats. Nous construirons ensuite une fonction generatrice
des vecteurs d'etats et determinerons la representation des hamiltoniens cor-
respondante. Nous en deduirons une representation par integrale de chemin
de la fonction de partition.

7.10.1 Etats de fermions. Hamiltoniens

Etats a une particule. Nous considerons d'abord un espace d'etats a une
particule de dimension finie. A cause du principe de Pauli, cette hypothese
est beaucoup plus drastique pour des fermions que des bosons. L'etat a un
fermion est done defini par un vecteur que nous notons ipi qui appartient a
un espace vectoriel complexe Sji de dimension finie N.

Etats a n particules. Un etat a n particules est alors decrit par un vecteur
^iii2...in ou les indices ik prennent TV valeurs. Cependant, le principe de Pauli
pour les fermions implique que le vecteur ijjili2...in doit etre antisymetrique
dans 1'echange de tous les indices

Les vecteurs i^i^...^ sont des tenseurs antisymetriques a n indices, et appar-
tiennent a un espace vectoriel complexe f)n de dimension ( ~™+ ).

Hamiltonien de particules independantes. Un hamiltonien H^ a un corps
ou une particule est defini par son action sur un etat a une particule : il est
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alors represents par une matrice herrnitienne NxN qui peut etre diagonalisee.
Notons (jji ses valeurs propres. Alors

Son action sur un etat a n particules est additive :

Si 1'hamiltonien total se reduit a un hamiltonien a une particule, les fermions
sont sans interactions mutuelles : on parle alors de particules independantes.

Interaction a deux corps. Une interaction a deux corps ou interaction de
paires H^2) est determinee par son action sur un etat a deux particules, et

/o\
done par une matrice H^2 • -2 qui satisfait

ce qui en fait aussi une application interne de 1'espace vectoriel ̂ 2 des tenseurs
antisymetriques. II est evidemment possible de construire sur le meme modele
des interactions a trois corps..., mais nous nous limitons a cet exemple pour
des raisons de simplicite. L'action de H^2) sur un etat a n particules prend la
forme

7.10.2 Fonction generatrice des vecteurs d'etats

Nous considerons maintenant 1'ensemble des vecteurs d'etat d'un nombre
quelconque de particules qui appartiennent a un espace ©nf)n, n = 0,1, . . . ,
et nous voulons les representer par une fonction generatrice. Les tenseurs
^iii2...in etant antisymetriques, il nous faut introduire une algebre de Grass-
mann a N generateurs ̂ . Une fonction generatrice des vecteurs d'etat est alors

Avec nos hypotheses, ^(0) est un polynome de degre N. Notons qu'il est essen-
tiel que les tenseurs soient antisymetriques pour qu'ils puissent etre calcules
en derivant ^(0).

La fonction ^/(O) peut etre consideree comme une fonction grassmannienne
analytique. Ces fonctions forment un espace vectoriel qui peut etre muni du
produit scalaire (7.53).



7. Integrate de chemin : fermions 199

Nous remarquons a nouveau

La representation de 1'hamiltonien H^1-1 a une particule agissant sur les fonc-
tions generatrices \I>(0) est done

Un calcul analogue rnontre que 1'interaction a deux corps est representee par

L'hamiltonien total

a une representation analogue aux hamiltoniens de la representation holo-
morphe et le formalisme developpe en sections 6.6 et 6.7 s'applique immedia-
tement.

Opemteur nornbre de particules. Du point de vue de la mecanique sta-
tistique, le formalisme precedent conduit a la formulation grand canonique,
c'est-a-dire a travailler avec un nombre de particules variables.

L'hamiltonien H conserve le nombre de particules. L'operateur nombre de
particules N qui, agissant sur '£(#), prend la forme

comme on le verifie immediatement, commute done avec H :

Pour faire varier le nombre moyen de particules, on introduit alors un potentiel
chimique n couple a N, ce qui conduit a remplacer H par 1'operateur

Ici cela revient simplement a modifier H^1).
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7.10.3 Fonction de partition : integrate de chemin

La fonction de partition est done donnee par 1'integrale de chemin grass-
mannienne

ou 1'action a la forme (6.50) :

et les conditions aux limites sont anti-periodiques :

Equation d'etat. Derivant 1'integrale de chemin (7.94), on en deduit que
1'equation d'etat peut s'ecrire

ou dans la deuxieme expression la valeur moyenne est prise avec le poids e~5.
Dans le cas de particules independantes, les valeurs moyennes s'expriment

en terme de la fonction a deux points gaussienne (7.86) (de nouveau avec le
choix e(0) = —1). On retrouve 1'expression classique

A basse temperature, c'est-a-dire (3 —> oo,

ou 0(s) est la fonction saut. Le potentiel chimique s'identifie avec 1'energie de
Fermi : tous les etats en dessous de 1'energie de Fermi sont occupes; tous les
etats au-dessus de 1'energie de Fermi sont vides.

Mais, comme nous 1'avons deja souligne, 1'hypothese d'espace vectoriel des
etats a une particule de dimension finie, est pour des fermions tres restrictive
puisque le nombre de particules est alors borne. Une physique plus interessante
n'apparait que pour des espaces de Hilbert a une particule, generalisation que
nous allons maintenant decrire.
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7.11 Gaz de Fermi quantique

Nous aliens montrer dans cette section comment une generalisation simple
du formalisme d'integrale de chemin de la section 7.10.1 permet de construire
une representation par integrate fonctionnelle (on integre alors sur des champs
grassmanniens) de la fonction de partition pour des systemes de fermions non
relativistes.

Nous partons du meme hamiltonien H qu'en section 6.9 avec la
forme (6.72) dans Fespace a n particules et suivons la meme strategic. La
difference est simplement que maintenant nous nous interessons a des sys-
temes de fermions et done les fonctions d'onde ijjn sont antisymetriques. Dans
ces conditions, si nous voulons construire une fonctionnelle generatrice, nous
devons introduire des fonctions (p(x) generatrices d'une algebre de Grassmann,
et done

Nous definissons alors la fonctionnelle

La suite des operations est tout a fait semblable a ce qui a ete fait dans le cas
bosonique, a ceci pres qu'il est necessaire de preter une attention particuliere
a 1'ordre des facteurs et aux signes. De nouveau, pour des raisons de simplicite
de notation, nous nous limitons a une seule dimension d'espace.

Le terme cinetique n'a formellement pas change. Le terme de potentiel
reste egalement le meme avec un ordre specific des champs. Avec les conven-
tions de la section 7.9, on trouve pour H :

On en deduit une representation par 1'integrale fonctionnelle de la fonction de
partition d'un gaz de Fermi :

avec les conditions aux limites anti-periodiques :

et 1'action euclidienne
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Le potentiel S(x). Un exemple interessant est fourni par le pseudo-potentiel
a deux corps S(x). L'action devient alors locale, en ce sens que 1'action de-
vient 1'integrale d'une densite de lagrangien dependant des champs et de leurs
derivees. Dans le cas de fermions qui n'ont pas de degre de liberte interne, Pin-
ter action a deux corps s'annule puisque le carre d'une variable de Grassmann
s'annule. Les fermions sont alors libres.

Un cas plus interessant est celui de fermions avec un degre de liberte
interne a deux valeurs (comme le spin d'un electron). L'action depend alors
de deux paires de champs (f>i(x, £), i — 1, 2 et 1'interaction ne s'annule plus.

Ce systeme quantique unidimensionnel est completement integrable, en ce
sens que tous les etats propres de 1'hamiltonien sont des combinaisons lineaires
d'un nombre fini d'ondes planes (ansatz de Bethe).

Notons finalement qu'une generalisation relativiste est le modele de Thir-
ring qui est egalement integrable.

Exercices

Exercice 7.1.

Calculer la valeur moyenne

ou 0\,9\,0<2, $2 sont des variables de Grassmann, avec la mesure

Solution. Ecrivant 1'argument de 1'exponentielle J^-- 9iMij9j, on trouve

Exercice 7.2.

Calculer le carre scalaire de la fonction / des variables grassmanniennes 9\, #2

ou le produit scalaire (/, g) de / et g est defini par

Solution.
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Exercice 7.3.

Determiner la constante de normalisation A/" a partir de la definition

et du theoreme de Wick (7.35).
La meme question est posee dans le cas de la mesure exp[i J^. OiAijdj}.

Solution. La solution dans les deux cas est similaire. Par exemple, dans le
premier cas, on calcule la valeur moyenne du produit

Dans ce cas, le facteur exp(^™ • 1 MijOiOj) dans 1'integrant peut etre rem-
place par 1, 1'integrate donne 1, et le theoreme de Wick reconstruit le deter-
minant de la matrice M.

Exercice 7.4-

Utiliser le formalisme d'integrale sur les variables de Grassman pour obtenir
un developpement en puissances de A jusqu'a 1'ordre A3 inclus du determinant
det(M +A) ou la matrice M est inversible. On notera X = M"1. II est suggere
d'utiliser le theoreme de Wick.

Solution. Notant tn = tr Xn on trouve

Exercice 7.5.

Generaliser au developpement de det(M + A) ou A est une matrice diagonale
AZJ = \i5ij, en puissances des A^.

Solution.
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Exercice 7.6.

Les ensembles des matrices hermitiennes aleatoires, dans la limite ou leur
taille tend vers 1'infini, peuvent fournir de bons modeles pour des hamilto-
niens complexes. Un exemple simple est 1'ensemble avec mesure de probabilite
gaussienne, invariante unitaire.

Un objet d'etude particulierement interessant est le spectre de telles ma-
trices. On se propose done ici de calculer la valeur moyenne avec poids gaussien
du polynome caracteristique d'une matrice hermitienne.

On considere un ensemble de matrices hermitiennes aleatoires N x N avec
comme mesure de probabilite

La constante de normalisation A/" est determinee par la condition que la valeur
moyenne de 1 est bien 1, et done

La mesure (7.102) est invariante par les transformations unitaires,

et donne done le meme poids aux matrices qui ont le meme spectre. On appelle
cet ensemble de matrices aleatoires 1'ensemble gaussien unitaire (GUE). On
notera la valeur moyenne d'une fonction F(M) avec la mesure (7.102)

(i) Justifier que si X est une matrice quelconque N x N

(ii) Representer le polynome caracteristique det(M — z) de la matrice M
par une integrale grassmannienne.

(iii) Calculer alors la moyenne T{N(Z) = (det(M — z}) sur les matrices.
(iv) L'integrant prend la forme de 1'exponentielle d'un polynome du qua-

trieme degre dans les variables de Grassmann. Remarquer qu'il peut se reecrire
comme 1'integrale gaussienne (a une variable) de 1'exponentielle d'une forme
quadratique dans les variables de Grassmann.

(v) Faire alors 1'integrale gaussienne sur les variables de Grassmann. Le
resultat est une integrale simple (sur une variable ordinaire).

(vi) Generaliser la methode pour calculer la valeur moyenne de [det(M —
z]\n (cette question n'est pas utile pour la suite).
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(vii) On demontre de fagon generale qu'en moyennant det(M — z) sur M
avec la mesure e~ t r V(M); on engendre les polynomes orthogonaux par rapport
a la mesure e~v(z\ Verifier ici cette propriete explicitement en montrant que
les fonctions T/>JV(<Z) ,

satisfont une equation de Schrodinger. (Cette question n'est pas utile pour la
suite.)

(viii) Utiliser la methode du col pour evaluer 1'integrale donnant HN (ob-
tenue en (v)) pour N —> oo. Que peut-on dire du support des zeros de HN(Z) ?
Trouver ces zeros dans cette limite.

(ix) Comment se modifie le calcul pour des matrices symetriques reelles
avec mesure gaussienne (1'ensemble GOE de la litterature) ?

Solution.

avec

Dans ces conditions

On remarque alors

On voit qu'on a interet a poser s H-> s-^N. L'integrale sur les variables de
Grassmann est immediate :

ce qui donne une representation des polynomes de Hermite.
Pour la valeur moyenne de [det(M — z ) ] n , il faut introduire une matrice

hermitienne S n x n et 1'expression ci-dessus est remplacee par

Les fonctions ^>N(Z) satisfont 1'equation de Schrodinger de Poscillateur har-
monique (avec une force dependant de N)
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Autre version. Nous introduisons les polynomes HN(Z)

Les fonctions propres de 1'oscillateur harmonique sont alors

Posant alors dans 1'integrale s + iz = s'. Apres ce changement de variables,
on trouve

On verifie alors immediatement

et done

On reconnait 1'operateur de creation agissant sur le fondamental de 1'oscilla-
teur harmonique.

Pour N —> oo, 1'integrale (7.103) peut se calculer par la methode du col.
Les cols sont

On trouve deux cols. Les zeros sont donnes par la condition que les contri-
butions des deux cols se compensent. Ceci implique d'abord qu'ils sont a la
meme hauteur, done que z soit reel (ce resultat est attendu puisque les ze-
ros des fonctions propres d'un hamiltonien hermitien de type p2 + V(q] sont
reels). De plus, il faut que ^l — z2/4 soit reel ce qui implique que le support
des zeros est 1'intervalle —2 < z < 2. Ensuite, a 1'ordre dominant,

ou le second membre vient de la racine TVieme et 1 < k < N. II est commode
de poser z = 2 cos <£>, 0 < (p < TT. Alors

et done

On en deduit que la densite u;(y?) pour TV —^ CXD des valeurs de (p est donnee
par la derivee du membre de gauche
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La densite des valeurs propres de la matrice est alors

Ce resultat est classique et porte le nom de loi du demi-cercle de Wigner.
Pour des matrices symetriques reelles, les seuls changernent viennent du

fait qu'il faut symetriser la matrice X et done

Le calcul est ensuite le meme.





Chapitre 8

Effet tunnel :
approximation semi-classique

EN MECANIQUE CLASSIQUE une particule est toujours reflechie par une
barriere de potentiel si son energie est inferieure a la valeur du potentiel.

En mecanique quantique, au contraire, une particule a une probabilite finie
de traverser une barriere, phenomene que Ton appelle 1'effet tunnel.

Ce chapitre est consacre a la mise en evidence grace a 1'integrale de che-
min de differentes manifestations de 1'effet tunnel, dans 1'approximation semi-
classique. Ainsi nous allons evaluer, dans la limite semi-classique h —> 0, la
difference d'energie entre deux niveaux degeneres correspondant a deux mi-
nima symetriques d'un potentiel ainsi que le taux de disintegration, et done
le temps de vie, d'etats metastables, deux consequences de 1'effet tunnel.

Comme il n'existe aucune trajectoire classique correspondant a 1'effet tun-
nel, on peut se demander comment evaluer cet effet meme dans la limite
semi-classique. En fait, il a ete remarque depuis longtemps que, formellement,
1'effet tunnel peut etre interprete, dans la limite semi-classique, comme resul-
tant de deplacements de particules classiques en temps imaginaire. Le forma-
lisme euclidien que nous avons utilise jusqu'ici, base sur le calcul de e~@H,
decrit formellement une evolution en temps imaginaire. Nous allons verifier
qu'il nous permet en effet de calculer des effets physiques lies a 1'effet tunnel.

Bien que la methode se generalise, nous allons surtout discuter les pro-
prietes du fondamental, ou de niveaux excites proches, et done, par exemple,
la fonction de partition pour (3 —+ oo. Notre outil principal est la methode du
col appliquee a 1'integrale de chemin, mais les cols ici sont non triviaux, c'est-
a-dire correspondent a des solutions des equations classiques euclidiennes qui
ne sont pas constantes. Ces solutions satisfont a une condition : la difference
entre leur action et 1'action de la solution constante minimale reste finie quand
(3 —» oo. On associe a de telles solutions le nom d'instanton.

Pour calculer la contribution des instantons, il faut maitriser deux pro-
blemes de difficulte croissante, trouver les configurations dominantes dans
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1'integrale de chemin, evaluer 1'integrale de chemin a 1'ordre dominant en
integrant sur les fluctuations gaussiennes.

Notons enfin que le calcul par la methode du col base sur un developpement
autour de ces solutions non triviales conduit a des resultats semi-classiques qui
peuvent aussi etre obtenus par la methode BKW de la mecanique quantique,
mais la methode du col a 1'avantage de se generaliser beaucoup plus facilement
a la theorie quantique des champs.

8.1 Double puits quartique et instantons

Nous etudions une premiere famille de systemes quantiques ou reflet tun-
nel joue un role : 1'hamiltonien a des symetries d'espace discretes, mais le
potentiel est minimum en des points qui ne sont pas invariants par symetrie.
Les positions des minima degeneres sont alors reliees par des transformations
du groupe de symetrie.

Classiquement, les etats d'energie minimum correspondent a une particule
au repos dans un quelconque des minima du potentiel. La position de la parti-
cule brise (spontanement) la symetrie du systeme. Pour un systeme quantique,
au contraire, le fondamental ne peut pas etre degenere, comme nous 1'avons
montre en section 3.4. Nous nous attendons done a ce que la fonction d'onde
du fondamental soit symetrique, atteignant son module maximal dans tous
les minima du potentiel. Ce phenomene est une consequence de 1'effet tunnel,
une particule ayant initialement dans un des minima une probabilite finie de
passer dans les autres.

8.1.1 Le double puits quartique

Nous allons discuter dans cette section 1'effet tunnel dans un systeme
simple qui admet une symetrie de reflexion, un hamiltonien avec un potentiel
quartique et double puits symetrique :

Get hamiltonien est clairement symetrique dans la reflexion (p, x) i—» (—p^ —x),
et le potentiel a deux minima degeneres x — ±1/2. Quantiquement, H com-
mute avec 1'operateur de reflexion P :

Les deux operateurs P et H peuvent done etre diagonalises simultanement :
les fonctions propres de H sont des fonctions paires ou impaires. Comme
nous avons demontre que la fonction d'onde du fondamental peut etre choisie
positive (section 3.4), le fondamental iji+, d'energie E+: est necessairement
pair :
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La theorie generale nous apprend que la fonction d'onde du premier etat excite
•0_(x), d'energie EL, s'annule une fois et est done impaire :

Dans la limite h —> 0, on s'attend a ce que, si ip+ et ^_ ont la meme norma-
lisation, 4>+ ± -0_ soient presque entierement localises dans chacun des puits.

Theorie des perturbations. Les proprietes du fondamental, dans la limite
semi-classique, se deduisent de la fonction de partition Z(r/h] dans la limite
H —>• 0 puis r —» oo (c/. la discussion des sections 2.9 et 3.1). Elle est donnee
par 1'integrale de chemin

avec

Pour h —> 0,1'integrant a deux cols qui correspondent aux fonctions constantes
x(t) = ±1/2, et qui, par symetrie, donnent des contributions identiques. II
suffit done de calculer la contribution d'un col. On peut poser, par exemple,

de sorte que Faction devient

On developpe ensuite en puissances de h. Le facteur 2, du aux 2 cols, nous
indique simplement qu'il existe deux etats d'energie EQ degeneres a tous les
ordres en ft, et correspondant a des fonctions d'onde localisees dans chacun
des puits du potentiel.

Clivage des niveaux. La difference d'energie E- — E+ tend done vers zero
plus vite que toute puissance de h, et le calcul de i?e~TH/h ne permet pas
de la calculer facilement. Dans la double limite h —> 0 puis r —> oo, nous
trouvons en effet

La fonction de partition est done dominee par le developpement perturbatif
de la demi-somme EQ = \(E+ + E-}, et ne depend de la difference non
perturbative entre E+ et E- qu'a 1'ordre (E+ — E-)2.
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Pour calculer la difference E+ — E-, il est plus commode d'evaluer la
quantite trPe~ r / f/^. Dans les memes limites h —> 0 puis T —•» oo, on trouve

Vo.u;

Comme £+ — E- s'annule a tous les ordres en h, a 1'ordre dominant (puisque
E± ~ ±h)

II est en fait commode de considerer le rapport entre les quantites (8.4)
et (8.5) :

La representation par integrale de chemin de trPe^1"-^/^ ne differe de la
representation de la fonction de partition que par les conditions aux limites.
En effet, en termes d'elements de matrice

En consequence, pour tout operateur [7,

Appliquant cette remarque a 1'integrale de chemin, on en deduit

avec la meme action (8.2).

8.1.2 Instant ons
Alors que 1'integrale de chemin representant tre~rH/h est dominee par les

cols constants x(t) = ±1/2, ces chemins ne contribuent pas a 1'integrale (8.8)
car ils ne satisfont pas aux conditions aux limites. Ce n'est pas trop sur-
prenant puisque nous avons montre que la difference E+ — £"_ s'annule plus
vite que toute puissance de H. Nous devons done rechercher des solutions non
constantes des equations du mouvement euclidien classique. De plus, 1'action
de ces solutions doit avoir une limite finie dans la limite qui nous interesse :
r —» oo, sinon elles ne contribuent pas. On associe a de telles solutions le nom
d'instanton comme si elles representaient des particules.

Comme a la fois le terme cinetique et le potentiel sont positifs, cette condi-
tion impose que tous deux s'annulent pour t\ —> CXD. En particulier,
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Le clivage entre les deux niveaux d'energie depend done de 1'existence de
solutions de type instanton reliant les deux minima symetriques du potentiel.

L'equation du col, ou equation du mouvement classique en temps euclidien,
ou imaginaire, est

Dans la limite r —> oo, cette equation a en effet deux families de solutions
avec action finie :

ou to est une constante d'integration liee a 1'invariance par translation dans
le temps pour r infini.

La valeur correspondante de 1'action est

Une fois le col determine, il reste a calculer 1'integrale gaussienne des fluctua-
tions autour du col, un probleme assez subtil dont nous donnerons quelques
elements importants plus loin. Notons cependant que, comme nous avons
trouve deux families de cols degeneres dependant d'un parametre to qui pour
T grand mais fini varie dans un intervalle de longueur r, la somme sur tous
les cols engendre un facteur r, en accord avec 1'expression (8.7).

Le calcul complet donne alors

Utilisant 1'equation (8.7), nous trouvons le comportement asymptotique de
E+ - E- pour h -> 0 :

La difference decroit exponentiellement pour H —>• 0, et done plus vite que
toute puissance de h, en accord avec les arguments perturbatifs.

8.2 Minima degeneres :
approximation semi-classique

Pour evaluer la contribution des instantons a 1'ordre dominant, il est com-
mode de considerer un potentiel V general avec les memes proprietes : le
potentiel est une fonction reguliere, paire; il est minimum en deux points
symetriques ±XQ ^ 0 ou il s'annule :
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8.2.1 Instant ons
Pour les raisons expliquees en section 8.1.2, nous calculons la fonction

avec

pour h —» 0 et T —> oo.
L'equation des cols, obtenue en variant Faction euclidienne, est identique

a Fequation du mouvement classique dans le potential — V(x) :

avec les conditions aux limites x(—oo) = —x(oo).
De nouveau, conime a la fois le terme cinetique et le potentiel sont positifs,

une solution d'action finie pour T —» oo doit relier des minima du potentiel.
Dans la limite T —>• oo, pour les solutions d'action finie, Fequation s'integre
done en

Par ailleurs, si xc(t) est solution, xc(t — to) est solution. Pour r grand mais
fini, le parametre IQ varie dans un intervalle de longueur T.

Les solutions sont done donnees par

Par ailleurs, on deduit de Fequation (8.17) que Faction correspondante peut
s'ecrire

8.2.2 Integration gaussienne et mode zero
Developpons Faction S(x) autour d'un col, posant

Nous trouvons

La forme quadratique en r peut se reecrire
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ou 1'operateur

Son action sur une fonction r(t) est donnee par

L'operateur M a done la forme d'un hamiltonien quantique hermitien, t jouant
le role de variable de position, avec potentiel V"(xc(t)}. Toutes ses valeurs
propres sont done reelles ainsi que son determinant.

Notons que dans la limite T —> oo les seules trajectoires qui contribuent
a 1'integrale de chemin satisfont r(±oo) — 0 de sorte que la condition aux
limites est automatiquement satisfaite.

Naivement, 1'integrale gaussienne sur r(t) conduit alors a

qu'il faut evaluer dans la limite T —>• oo.

Le mode zero. Derivant 1'equation du mouvement (8.16) par rapport a t,
on trouve

Comparant avec 1'equation (8.20), on reconnait 1'action de M sur xc. Comme
la fonction xc(t) est de carre sommable (equation (8.18)), cette equation im-
plique que xc(t) est un vecteur propre de M avec valeur propre nulle :

Le calcul gaussien naif donne un resultat proportionnel a (det M)~x/2 , qui est
done infini!

Ce resultat ne devrait pas trop nous surprendre : comme nous 1'avons
note plus haut, a cause de 1'invariance par translation du temps, il existe une
famille a un parametre de cols degeneres continument relies. Une variation
infinitesimale de xc(t) qui correspond a une variation du parametre to, et est
done proportionnelle a xc, laisse Faction invariante. Le probleme que nous ren-
controns ici n'est en rien specifique aux integrales de chemin comme 1'exemple
d'une integrate ordinaire va le montrer. Sa solution necessite 1'introduction de
coordonnees collectives associees aux symetries de 1'integrant.

Une autre remarque tres importante s'impose egalement. La theorie gene-
rale des fonctions orthogonales montre que le nombre de zeros des fonctions
propres de Fhamiltonien M est directement lie a la hierarchic des valeurs
propres : le fondamental de M n'a pas de zero, le premier etat excite a un
zero... Dans le cas qui nous occupe, la fonction propre xc(t) ne s'annule pas
(cf. figure 8.1) : c'est done le fondamental, et toutes les autres valeurs propres
de M sont positives.
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FlG. 8.1 - Solution de type instanton.

8.3 Coordonnees collectives
et integration gaussienne

Nous aliens d'abord illustrer le probleme du mode zero par 1'exemple d'une
integrate ordinaire dans lequel 1'integrant est invariant par un groupe, ici le
groupe des rotations du plan. Nous montrerons comment le probleme peut etre
resolu par 1'introduction de coordonnees collectives au moyen de la methode
de Faddeev-Popov et nous generaliserons ensuite la methode a 1'integrale de
chemin.

8.3.1 Modes zero dans des integrates simples

Prenons 1'exemple d'une integrate simple de type (3.27) :

ou x est un vecteur a deux composantes x^, et 1'integrant ne depend que de
la longueur du vecteur x.

Pour g —•> 0_)_, cette integrate peut etre calculee par la methode du col.
Une approche naive est la suivante : Les cols sont solutions de Fequation

L'origine x = 0, qui correspond a un maximum relatif, n'est pas un col. Les
minima sont donnes par

A cause de 1'invariance par rotation de 1'integrant, nous trouvons ici aussi une
famille a un parametre de cols degeneres, appartenant a un cercle puisque
seule la longueur du vecteur x est determinee par 1'equation du col. Si nous
isolons un col et evaluons sa contribution dans 1'approximation gaussienne,
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nous sommes conduit a calculer le determinant de la matrice

qui est le projecteur sur x et a done une valeur propre nulle.
La solution de ce probleme est ici evidente : il est necessaire de calculer

1'integrale sur la variable angulaire, qui parametre 1'ensemble des cols, exacte-
ment; seule 1'integrale sur la variable radiale peut etre evaluee par la met node
du col.

Comme 1'introduction des variables qui decrivent les cols n'est pas toujours
aussi evidente qu'ici, la methode dite de Faddeev-Popov (qui a permis de
quantifier les theories de jauge non-abeliennes) peut souvent etre utilisee. On
part d'une fonction du vecteur qui n'est pas invariante par rotation et on
1'integre sur le groupe des rotations. Par exemple

ou 6 est la fonction de Dirac. On introduit cette identite dans 1'integrale
initiale sous la forme

On inverse alors 1'ordre des integrations et on fait un changement de variables
x i—> y qui a la forme d'une rotation :

La fonction e~s /g et 1'element d'integration ne sont pas affectes. Done

qui est bien 1'integrale radiale.

8.3.2 Coordonnees collectives et integrate de chemin
Dans le cas de 1'integrale de chemin, il est egalement necessaire d'integrer

exactement sur les variables qui parametrent les cols, dans la solution de
1'equation (8.17) le parametre de translation du temps. II faut trouver un
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ensemble de variables d'integration dans lequel le parametre de temps apparait
explicitement. C'est la methode dite des coordonnees collectives. Ce probleme
est un peu plus subtil que dans 1'exemple 8.23 parce que le nombre de variables
d'integration est infini.

Coordonnees collectives et methode de Faddeev-Popov. Pour introduire une
variable d'integration associee aux translations dans le temps (la coordon-
nee collective), nous utilisons de nouveau une methode analogue a celle de
Faddeev-Popov, adaptee a cette nouvelle situation.

Nous notons maintenant par xc(t) une solution particuliere de Fequation
de col (8.17) correspondant a to = 0 et la solution generale est xc(t — to).

Nous partons de 1'identite

ou £ est une constante arbitraire. Nous faisons alors le changement de variables
A i—>• to avec

Nous obtenons 1'identite

La constante £ a ete introduite partiellement pour des raisons cosmetiques,
mais doit etre consideree d'ordre h.

Nous inserons 1'identite (8.27) dans 1'integrale de chemin (8.14) :

ou 1'action totale

n'est alors plus invariante par translation du temps, car le temps apparait de
fagon explicite a travers la fonction xc(t).

La fonction x(t + to) peut maintenant etre rebaptisee x(t). Ceci affecte
*S(x), mais nous pouvons faire dans 1'action le changement de variables t—to i—>
t. De plus, pour r = oo, on retrouve Faction initiale car les bornes d'integration
ne sont pas modifiees.
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L'integrant ne depend plus alors de la variable to et 1'integrale sur to est
immediate. Pour T —»• oo,

avec

8.3.3 Integration gaussienne
L'equation du col devient

Cette equation a clairement comme solution x(i) = xc(t). L'operateur derivee
seconde au col, dont le determinant intervient dans 1'integration gaussienne
au voisinage du col, est modifie par les termes supplementaires :

Le terme additionnel est un projecteur sur le vecteur propre de 62S/5xcSxc

correspondant a la valeur propre nulle. L'operateur modifie a done les memes
vecteurs propres et les memes valeurs propres que 1'operateur initial sauf une :
la valeur propre qui correspond au vecteur propre xc est maintenant

au lieu de 0. Le probleme de la valeur propre nulle est done bien resolu.
Pour normaliser 1'integrale de chemin, nous la comparons a la fonction de

partition ZQ(T/K) de 1'oscillateur harmonique :

qui pour T —> oo se reduit a e~T/2. Dans cette limite, 1'integrale gaussienne
s'exprime en terme de 1'operateur

Comme nous le montrons plus loin, ce qu'il est possible de calculer est le deter-
minant du produit des operateurs (M + e)(Mo + £)~1, ou e est une constante
arbitraire. Pour e —> 0, cette expression s'annule lineairement en E et nous
posons done
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En realite, ce que nous cherchons a calculer a la forme (les facteurs H se
compensant dans le rapport des integrates gaussiennes)

ou |0) est le vecteur proportionnel a xc mais de norme unite. Alois, avec un
peu d'algebre,

Dans la limite e —> 0, on trouve done

Ceci conduit au facteur

En conclusion, 1'integration gaussienne sur les fluctuations autour du col en-
gendre le facteur

Comme attendu, la dependance en £ a disparu.
Prenant en compte les deux families de cols et le rapport 2 entre ZQ(T/JI)

et tie~rHln pour r —» oo, on obtient

et done, utilisant le resultat (8.7), le clivage des niveaux

8.3.4 Application au double puits
Une solution des equations classiques est

Par ailleurs (equation (8.18))
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Enfin

Le potentiel de ce hamiltonien est du type Bargmann-Wigner : 1'equation de
Schrodinger est explicitement soluble et la diffusion se fait sans reflexion (la
matrice S est presentee dans 1'exercice 9.2; ses poles donnent le spectre). Le
determinant peut etre calcule explicitement. De fagon gene-rale, pour

on trouve

avec

Ici LU = 1/2, A = 2 et done z — 2 ~ e,

On en deduit

Remarques.
(i) Nous n'avons fait le calcul de la contribution de 1'instanton que pour

r = oo, limite dans laquelle 1'action avec conditions aux limites est invariante
par translation dans le temps. Le calcul pour r grand, mais fini, conduit a
quelques subtilites supplementaires.

(ii) II est possible de prendre en compte les effets semi-classiques a tous
les ordres dans un developpement en puissances de e~l'6fi. Cela a conduit a
une conjecture, depuis demontree, sur la generalisation de la formule de Bohr-
Sommerfeld au cas de potentiels a minima degeneres. Les valeurs propres E
de 1'hamiltonien sont les solutions d'une equation qui peut etre ecrite dans le
cas du double puits quartique

avec
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Les coefficients o,k(s) et ftfc(s) sont des polynomes de s pairs ou impairs de
degre k.

Le developpement perturbatif pour H —> consiste a supposer E = O(h),
et le developpement semi-classique E = 0(1), ce qui revient a sommer les
termes de degre le plus eleve en E a tous les ordres en H.

8.4 Instantons et etats metastables

Nous aliens maintenant etudier une autre situation ou 1'effet tunnel joue
un role : la disintegration des etats metastables. On suppose une particule
quantique initialement localisee dans un puits de potentiel qui ne correspond
qu'a un minimum relatif. Un exemple d'un tel potentiel est exhibe dans la
figure 8.2, ou 1'origine ne correspond pas au minimum absolu du potentiel. Par
un effet purement quantique, la particule a une probabilite finie par unite de
temps de quitter le puits et c'est cette probabilite que nous voulons determiner
dans la limite h —> 0.

Par ailleurs, nous allons nous interesser uniquement a des etats initiaux
proches du pseudo-fondamental dans le puits (1'equivalent d'une particule
classique au repos). Nous allons voir que, comme dans le calcul perturbatif,
nous pouvons utiliser la fonction de partition Z(r/h} = tr e~TH/h pour T —> oo
(cf. sections 2.9, 3.1).

Cas metastable. Pour un potentiel du type exhibe en figure 8.2, 1'origine
n'est pas le minimum absolu du potentiel. Un etat correspondant a une fonc-
tion d'onde ijj(t): localisee au temps initial t = 0 (t est ici le temps physique
reel de 1'equation de Schrodinger) dans le puits du potentiel pres de q — 0, se
desintegre par effet tunnel. Pour imaginer comment calculer le taux de disin-
tegration, nous pouvons raisonner de la maniere suivante : nous faisons varier

FlG. 8.2 - Puits a etats metastables.
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un parametre du potentiel de fagon a passer continument de la situation ou
1'origine est un minimum absolu a la situation ou il n'est plus qu'un minimum
relatif. Dans le cas stable, la solution de 1'equation de Schrodinger dependante
du temps associee au fondamental d'energie EQ se comporte comme

Apres prolongement analytique, EQ devient complexe et done i^o(t} decroit
exponentiellement avec le temps :

Le parametre h/ImEo\ est le temps de vie de 1'etat maintenant metastable
de fonction d'onde ijj(t). En realite, la disintegration d'un etat peut impliquer
aussi la partie imaginaire du prolongement de tous les etats excites. Cepen-
dant, nous nous attendons pour des raisons intuitives a ce que, quand la partie
reelle de 1'energie augmente, le temps de vie decroit, ce qui peut en effet etre
facilement verifie dans les exemples. Done, a temps long, seule la composante
correspondant au fondamental survit. Nous nous proposons maintenant de
calculer ImEo pour h —> 0.

8.4.1 Une integrate simple
Nous etudions d'abord une integrale simple qui presente une situation

quelque peu analogue :

Initialement, les deux parametres £ et A sont positifs. Pour £ > A2/4, la
fonction S(x) est minimum a x = 0. La fonction /(A, e] peut etre developpee
en puissances de A :

et le developpement est convergent.
Chaque terme du developpement a une limite finie quand £ —> 0 et formel-

lement
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Comme 1'integrale donnant /(A, 0) ne converge pas, on peut se demander quel
est le sens de ce developpement. Notons que la serie limite (8.38) ne converge
pour aucune valeur de A. On appelle une telle serie une serie divergente. On
parle aussi de developpement asymptotique. Une serie asymptotique ne definit
pas, en general, une fonction analytique unique, mais peut en constituer une
tres bonne approximation quand le parametre de developpement est suffisam-
ment petit et que Ton ne retient qu'un nombre fini de termes (cf. la formule
de Stirling (1.35) pour la fonction F).

Cependant, si au lieu de faire tendre £ vers zero par valeurs reelles positives,
on passe par des valeurs complexes

alors le contour d'integration initial peut etre deforme dans les contours

respectivement, et 1'integrale finale converge toujours mais definit deux fonc-
tions limites suivant le choix du contour :

Les deux fonotions sont complexes conjuguees :

Quand A —» 0, ces integrales peuvent etre evaluees par la methode du col. Les
cols sont donnes par

Les valeurs de S(x) correspondantes sont

Pour A —» 0, le col dominant est toujours x = 0, et le developpement (8.38) en
puissances de A est bien le developpement engendre par la methode du col. A
tous les ordres en A, les deux fonctions ont un developpement reel identique.
Le second col est sous-dominant et donne une contribution negligeable.

La difference entre les deux integrales est purement imaginaire. Elle est
donnee par le contour C+ — C- qui peut etre deforme de fagon a ne plus
passer par 1'origine. L'integrale de contour ainsi obtenue est dominee pour
A —» 0 par le second col. Les parties imaginaires ne se voient pas dans le
developpement (8.38) parce qu'elles decroissent plus vite que toute puissance.
Un calcul de la contribution du col donne alors a 1'ordre dominant



8. Effet tunnel : approximation semi-classique 225

8.4.2 Integrate de chemin et methode du col : instantons
Nous voulons maintenant appliquer une strategic analogue a 1'integrale de

chemin. Nous partons d'une situation ou dans 1'hamiltonien

le potentiel a un minimum absolu a 1'origine avec

Par prolongement analytique dans un parametre de V, nous passons a une
situation ou le minimum du potentiel a q = 0 n'est plus que relatif et il existe
done des valeurs de q pour lesquelles V < 0. Nous ecartons ci-dessous le cas
particulier ou le minimum du potentiel est degenere. II a deja ete etudie en
sections 8.1 a 8.3.2.

Nous calculons ici Z(r/K) = tre~Tjf/ / / / i pour r —> oo. Le resultat doit
prendre la forme

A 1'ordre dominant en h, nous pouvons remplacer ReEo par sa valeur dans
1'approximation harmonique, et done

Instantons. Nous cherchons des cols non triviaux de 1'integrale de chemin.
Les equations de col sont obtenues en variant Faction euclidienne

avec q(-T/1} =q(r/2).
Les fonctions

ou gext. correspond a un extremum du potentiel, sont evidemment des solu-
tions. Nous ne prenons pas en compte les cols avec V < 0 pour les raisons
deja expliquees dans le cas de 1'integrale simple : le prolongement analytique
a conduit a un contour d'integration qui evitent de tels cols. D'un autre cote,
la contribution des cols correspondant a des extrema ou V > 0 est d'ordre
e-rVext./n et donc negligeable pour T —>• oo et h <C 1 puisque nous ne prenons
en compte que des niveaux d'energie d'ordre h.

Nous devons chercher des solutions qui ont une action qui reste finie quand
T —>• +00, c'est-a-dire des solutions de type instanton.

Les solutions de 1'equation (8.40) avec conditions aux limites periodiques
correspondent a des mouvements periodiques en temps reel dans le potentiel
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—V(q). II est clair qu'il existe des trajectoires oscillant autour des minima de
—V. Une premiere integration de 1'equation du mouvement (8.40), donne

avec e < 0. Appelant </_ < q+ les deux points ou la vitesse q s'annule, nous
trouvons pour la periode d'une telle solution

La periode T ne peut diverger que pour des constantes e telles que V(q) + e a
un zero double a q- ou q+, ce qui implique que V'(q} s'annule. Par ailleurs,
1'action ne peut rester finie dans cette limite que si V(q(t)) s'annule pour
\t —» oo, ainsi que q. Ces conditions ne sont compatibles que si e et done par
exemple q- tendent vers zero. La trajectoire classique s'approche de plus en
plus de 1'origine. La limite go > 0 de q+ est alors le point ou la vitesse sur la
trajectoire s'annule. Dans la limite T infini, la solution classique est donnee
par (to est une constante d'integration)

Une remarque de type theoreme du viriel, interessante car generalisable a des
exemples plus compliques, est ici utile. Si qc(t) est une solution d'action finie
sur 1'intervalle t G (—oo,+oc), alors qc(Xt) a aussi une action finie. L'action
classique correspondante, apres le changement de variables Xt = t': devient

Comme S(q) est stationnaire pour q(t) = qc(t), la derivee dS/dX doit s'annuler
a A = 1. On en deduit

et done 1'action classique correspondante est positive :

L'instanton donne une contribution d'ordre e~A/h et done exponentiellement
petite quand h/A —> 0.
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Remarques.
(i) On peut se demander si prendre en compte des termes aussi petits a

un sens, alors que EQ a d'abord un developpement a tous les ordres en H. En
fait, si 1'on part d'une situation stable et que 1'on precede par prolongement
analytique, on peut obtenir deux resultats complexes conjugues. Chacun est
dornine par le meme col trivial q(t) = 0, qui engendre la serie des perturbations
dont tous les termes sont reels. Si, par centre, on calcule la difference entre
les deux prolongements, les contributions du col dominant se compensent et
la difference est dominee par 1'instanton. Nous devons done verifier que la
contribution de 1'instanton est imaginaire et la diviser par un facteur 2i pour
obtenir la partie imaginaire de Z(r/h] sous la forme (8.39).

(ii) Puisque 1'action euclidienne est invariante par translation du temps,
la solution classique depend d'un parametre arbitraire to, qui pour T fini,
varie dans 1'intervalle [—r/2,r/2]. Comme dans 1'exemple de la section 8.2,
nous trouvons une famille a un parametre de cols degeneres. Le calcul de la
contribution d'un col ne depend pas de t$ et tous les cols donnent done la
meme contribution.

(iii) Nous aurions pu aussi considerer des trajectoires qui oscillent n fois
autour du maximum du potentiel dans 1'intervalle de temps T. II est facile de
se convaincre que Faction correspondante dans la limite r —>• oo devient

et donne une contribution d'ordre e~nA/h. Pour h —> 0, le terme n — 1 domine
done 1'integrale de chemin.

Contribution a I'ordre dominant : I'approximation gaussienne. De nouveau
les arguments de la section 8.2 s'appliquent. La methode du col naive avec
integration gaussienne implique le determinant de 1'operateur

L'operateur hermitien M a une valeur propre nulle, avec qc (qui est de carre
sommable, cf. equation (8.42)) comme vecteur propre, comme une derivation
par rapport au temps de 1'equation du mouvement (8.40) le montre :

Cependant, une difference importante est a noter. La theorie generale des
fonctions orthogonales montre que le nombre de zeros des fonctions propres
de 1'hamiltonien M est directement lie a la hierarchie des valeurs propres : le
fondamental de M n'a pas de zero, le premier etat excite a un zero... Done la
fonction propre qc(t), qui s'annule une fois et une seule pour t = to, correspond
au premier etat excite, ce qui entraine qu'ici M a une valeur propre negative.
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8.5 Coordonnees collectives : autre methode

II faut done de nouveau prendre le temps comme coordonnee collective et
n'utiliser 1'approximation gaussienne que pour les modes orthogonaux a qc.
Nous pourrions adapter la methode de la section 8.3.2, mais pour presenter
plusieurs aspects du probleme nous choisissons ici une methode differente.

Nous notons maintenant par qc(t) la solution particuliere de 1'equation de
col (8.40) correspondant a to = 0 et done la solution generale est qc(t — to).

Pour pouvoir prendre une variable associee aux translations du temps
comme variable d'integration, nous posons

ou £Q n'est plus un parametre, mais forme, avec 1'ensemble {qn}-, un nouvel
ensemble de variables d'integration. Nous imposons aux fonctions { f n } de
former une base orthonormee a un detail pres. Une variation infinitesimale de
to ajoute a q(i) un terme proportionnel a qc. Pour que notre nouvel ensemble
{to, {qn}} ne comportent que des variables independantes, il faut imposer une
contrainte. Nous choisissons

Cette condition est satisfaite si les fonctions /n(£) sont les vecteurs propres
normalises de 1'operateur hermitien M(t\,t2} correspondant aux valeurs
propres non nulles puisqu'ils sont orthogonaux au dernier vecteur propre qc et
forment avec qc une base complete. Avec ce choix I'argument de Pexponentielle
dans le membre de droite prend une forme tres simple :

ou {mn} est 1'ensemble de toutes les valeurs propres non nulles de M.
II est utile a ce point de rappeler que la mesure fonctionnelle [dg(£)j peut

aussi etre definie dans le continu comme la mesure d'integration euclidienne
sur les coefficients cm du developpement de q(t) sur une base orthonormee de
fonctions de carre sommable (cf. la discussion de la section 2.7) :
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Le jacobien de la transformation qui fait passer de 1'ensemble {cm} a
1'ensemble {to, {qn}} est donne a 1'ordre dominant en h par (cf. section 8.6)

Puisque 1'integrant ne depend pas de £Q> 1'integration sur la coordonnee collec-
tive to donne simplement un facteur T. L'integration sur les variables qn donne
(det'M)"1/2, oil det'M est le produit de toutes les valeurs propres non nulles
de M, ce qui est aussi le determinant de M dans le sous-espace orthogonal
a qc.

La normalisation. Pour normaliser 1'integrale de chemin, nous la compa-
rons a sa limite a h = 0 (1'oscillateur harmonique) qui, dans la limite T —-> oo,
se reduit a e~WT/2. Pour h —» 0, 1'operateur M tend vers 1'operateur

Quand nous comparons la contribution de 1'instanton a une integrate de che-
min de reference correspondant a 1'oscillateur harmonique, nous devons nous
rappeler que dans le cas de 1'instanton nous avons exclu un mode de 1'inte-
gration gaussienne. Les deux integrates de chemin different d'une integration
gaussienne. II faut done diviser la contribution de 1'instanton par le facteur

Rassemblant tous les facteurs, on obtient

et par consequent

Le resultat est fini et reel puisque, comme nous 1'avons montre, M a une valeur
propre negative. II est dimensionnellement correct car une valeur propre de M
a dimension masse/temps2 et nous avons supprime une valeur propre de M.

8.6 Le jacobien

Nous calculons ici le jacobien de la transformation de q(t] a 1'ensemble
{i(b Qn}- Pour eviter la proliferation de facteurs H, nous faisons le changement
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g(t) i—>• q(t}^/h de sorte que dans la suite qc(t] correspond a qc(t}/^fh ou qc

est une solution particuliere de 1'equation (8.40).
Nous developpons q(t) sur un ensemble complet de fonctions reelles, perio-

diques de periode T et orthonormees (au sens £2) :

Dans 1'evaluation explicite de la section 2.4 (cf. 1'equation (2.63)), nous avons
defini la mesure fonctionnelle comme

ou A/" est la constante de normalisation habituelle. Nous changeons maintenant
de variables :

de telle sorte que 1'ensemble {qc(t — to), fn(t — to)} forme une base orthogo-
nale, et les fn sont normees. Les nouvelles variables sont to et 1'ensemble {qn}.

Calculons les variables cm en termes des nouvelles variables :

Le jacobien de la transformation est le determinant de la matrice

avec

Parce que nous ne faisons un calcul qu'a 1'ordre dominant, nous pouvons
negliger la dependance du jacobien dans les {qn}. Puisque 1'ensemble
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forme une base orthonormee, la matrice

est orthogonale et son determinant vaut 1. Done le jacobien de notre trans-
formation est simplement

8.7 Instantons : 1'oscillateur anharmonique
quart ique

Nous explicitons les resultats precedents dans un cas relativement simple :
le potentiel anharmonique quartique dans lequel le signe du terme quartique
est negatif. L'hamiltonien correspondant est

Dans ce qui suit, nous posons h = I parce que nous verrons que le parametre
g joue ici le role de h.

Nous calculons done les valeurs propres de H a partir de la representation
par integrate de chemin de la fonction de partition

ou <S(q) est 1'action euclidienne :

Une generalisation des arguments applicables a des integrates sur un nombre
fini de variables indique que 1'integrale de chemin (8.62) definit une fonction
de g analytique dans le demi-plan Re (g) > 0. Dans ce domaine, 1'integrale
est dominee pour g —> 0 par le col q(t) = 0. Elle peut done etre calculee en
developpant 1'integrant en puissances de g et integrant terme a terme. Ceci
conduit au developpement perturbatif de la fonction de partition et done de
1'etat fondamental EQ(Q] dans la limite (3 —> oo.

Remarque.
Apres le changement

le parametre g se factorise devant 1'action :
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La constante de couplage g joue formellement le meme role que h dans le
developpement perturbatif.

Couplage negatif. Pour g < 0 I'hamiltonien n'est borne inferieurement pour
aucune valeur de g. C'est pourquoi les energies, considerees comme fonctions
analytiques de g, ont une singularite a g = 0 et la serie des perturbations est
toujours divergente.

Pour comprendre comment definir et evaluer EQ(Q] pour g negatif, nous
aliens de nouveau d'abord etudier ce probleme sur 1'exemple d'une integrale
simple.

8.7.1 L'integrale simple quartique
Nous considerons 1'integrale

qui compte le nombre de diagrammes de Feynman contribuant a la fonction de
partition. Pour g positif et petit, 1'integrale est dominee par le col a 1'origine
et done

La fonction I(g] est analytique dans un plan coupe. Pour prolonger analyti-
quement 1'integrale pour g < 0, il faut faire une rotation du contour d'inte-
gration C en meme temps que 1'on change la phase du nombre complexe g :

de sorte que Re (<?x4) reste positif. En consequence, on obtient deux expres-
sions differentes /±(#), complexes conjuguees, suivant le sens de la rotation
dans le plan :

Pour g —» 0_, les deux integrales sont encore dominees par le col a 1'origine
puisque la contribution des autres cols :

est d'ordre
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FlG. 8.3 - Les contours d'integration C+, C_, C\ et Cz-

Par centre, la discontinuity de I(g] a travers la coupure est donnee par la
difference entre les deux integrates :

Elle correspond au contour C+ — C_ qui, comme la figure 8.3 le montre,
peut etre deforme dans la somme de contours C\ et Ci qui passent a travers
les cols non triviaux S\ et 82 '• x = ±l/^/^g. Ceci signifie que les contributions
du col a 1'origine se sont compensees et que 1'integrate est maintenant dominee
par ces cols :

Done pour g negatif et petit, la partie reelle de 1'integrale est donnee par la
theorie des perturbations, alors que la partie imaginaire, qui est exponentiel-
lement petite, est donnee par la contribution des cols non triviaux.

Nous allons de nouveau generaliser cette strategic a 1'integrale de che-
min (8.62).

8.7.2 Integrate de chemin
Inspire par 1'exemple precedent, nous faisons une rotation du contour dans

1'espace fonctionnel q(t) tout en changeant la phase de g positif a g negatif :
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ou 9 est independant du temps. Si nous retournons a la definition de 1'integrale
de chemin comme limite d'integrales en temps discrets (cf. chapitre 2), nous
comprenons que c'est une procedure raisonnable.

II y a toutefois une difference importante avec le cas de 1'integrale simple :
le contour doit rester dans le domaine pour lequel Re [g2(i)j > 0, parce que
le terme cinetique fq2(t)dt, comme nous 1'avons souligne en section 2.2, se-
lectionne les chemins suffisamment reguliers et assure 1'existence d'une limite
continue de 1'integrale de chemin discrete.

Pour g negatif, nous pouvons alors integrer le long du contour

qui satisfait les deux conditions

Pour g —> 0, les deux integrales de chemin correspondant aux deux prolonge-
ments analytiques sont ici aussi dominees par le col a 1'origine

mais si nous calculons la difference entre les deux integrales, ces contributions
se compensent.

La contribution des autres cols correspondant a des constantes :

est d'ordre e^3/49 et done negligeable pour (3 —>• oo.
Nous devons alors chercher des cols non triviaux, qui sont des solutions de

1'equation du mouvement euclidienne pour g < 0 :

avec

Nous devons chercher des solutions de type instanton qui ont une action qui
reste finie quand (3 —>• +00.

8.7.3 Instant ons

Les solutions des equations (8.75, 8.76) s'interpretent, du point de vue de
la mecanique classique, comme des mouvements periodiques dans le potentiel
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II est clair qu'il existe des solutions a 1'equation du mouvement qui corres-
pondent a des oscillations autour des minima de — V, q — ±^—l/g. Integrant
une fois 1'equation (8.75), nous trouvons

avec 6 < Q. Appelant g_ et q+ les points avec q > 0 ou la vitesse q s'annule,
nous trouvons pour la periode d'une telle solution

(3 ne peut tendre vers I'infini que si la constante e et done #_ tendent vers zero.
La trajectoire classique s'approche alors de plus en plus de 1'origine. Dans la
limite (3 infini, la solution classique devient

La valeur correspondante de Faction classique est

Puisque Faction euclidienne est invariante par translation du temps, la so-
lution classique depend d'un parametre arbitraire to, qui pour (3 fini, varie
dans un intervalle de longueur (3. Ainsi nous trouvons deux families de cols
degeneres a un parametre.

Contribution a I'ordre dominant. L'operateur derivee seconde de Faction
est donne par

Nous savons qu'il a un mode zero correspondant au vecteur propre qc. En effet,
nous verifions explicitement que la fonction qc(t] est bien de carre sommable.

Prenant en compte les deux families de cols, le mode zero et rassemblant
tous les facteurs, nous obtenons

II se trouve enfin qu'il est facile de calculer les valeurs propres de M analyti-
quement parce que M est de nouveau Fhamiltonien d'un potentiel exactement
soluble du type Bargmann-Wigner. Le determinant se deduit de 1'expression
generale (8.34). On obtient alors
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Exercices

Exercice 8.1.

On considere 1'integrale

ou q est un vecteur a 2 composantes q\, g2 • Calculer cette integrate pour
g —> 0+ par la methode du col.

Solution. II y a plusieurs cols a la meme hauteur : q = 0 et le cercle q| = 1.
Par contre, le cercle de cols |q| = 1/3 correspond a des mimima locaux et done
ne contribue pas. Le col q = 0 releve de la methode du col ordinaire et donne
27tg. Pour le cercle |q| = 1, il faut passer en coordonnees polaires et on trouve
^T^/2^^g, ce qui donne done la contribution dominante pour g —•*• 0.

Exercice 8.2.

Calculer la partie imaginaire de Penergie du pseudo fondamental de Phamil-
tonien

pour g negatif. On sera de nouveau amene a utiliser le resultat (8.34).

Solution. Quelques elements de la solution sont :
(i) La solution classique

(ii) L'action classique

(iii) L'operateur derivee seconde de Paction au col

Les determinants sont alors donnes par Pequation (8.34) avec

On en deduit
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(iv) L'operateur M a une valeur propre nulle associee aux translations dans le
temps. Le jacobien J provenant de 1'introduction du temps comme coordonnee
collective est donne par

Utilisant 1'equation (8.81) et rassemblant tous les facteurs, on obtient la
partie imaginaire de 1'energie du pseudo fondamental metastable

avec

Exercice 8.3.

Equation de diffusion classique dite de Fokker-Planck.
Un certain nombre de processus stochastiques, tels que la marche au ha-

sard, la diffusion thermique..., peuvent etre decrit par une equation du type
(cf. section 5.5)

ou P(q, t) peut etre considere comme une densite de probabilite et fi > 0 est
une constante de diffusion. La forme de 1'equation entraine la conservation
des probabilites

On verifie de plus que cette equation a une solution stationnaire

qui, si elle est normalisable, est proportionnelle a la distribution limite pour
t —•> +00.

Ci-dessous, on identifiera le processus stochastique avec la diffusion d'une
particule sur un axe q e (—00, +oc). En section 5.5, il a ete demontre que la
probabilite pour une particule qui se trouve au point XQ au temps t = 0 de
se trouver au point x au temps r > 0, que nous noterons plus explicitement
P(x,r;:co50), est donnee par 1'integrale de chemin

j

avec
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et les conditions aux limites

1. On considere maintenant la fonction

Montrer que dans la limite £1 —> 0 (faible diffusivite), Fintegrale de chemin a
la forme d'une integrate avec potentiel a minima degeneres. Calculer pour les
deux puits Fenergie du fondamental dans 1'approximation gaussienne. Notons
que dans la limite £7 —> 0, on peut negliger la contribution d'ordre f2 dans
Faction pour trouver les minima ou les cols.

2. Pour la meme fonction E(q), toujours pour f2 —» 0 et pour r —>• +00, on
remarque que les equations de col sont de type mouvement dans un potentiel
avec minima degeneres. De telles equations admettent des solutions de type
instantons. Quelle est ici leur interpretation ?

Solutions.

1. Developpant le carre dans Faction, on verifie qu'un terme s'integre exac-
tement et done

Dans la limite £1 —-»• 0, les deux puits correspondant a g = 0 e t g = l sont
degeneres. A Fordre gaussien, Fenergie e du fondamental de Foscillateur har-
monique est dans les deux cas e = |. Cependant, la valeur classique du terme
de derivee seconde contribue au meme ordre de sorte que

Done, au-dela de Fapproximation classique, les minima ne sont plus degeneres,
et le developpement de Fenergie du fondamental est donne par le developpe-
ment perturbatif a q — 0. C'est tout a fait raisonnable si Fon souvient du
probleme initial : une particule a du mal a sortir par diffusion du minimum
du potentiel E(q) a q = 0, mais pas a quitter le maximum a q = 1.

2. Pour 0 —> 0 et r —» oo, les instantons qui minimisent Faction satisfont

Dans le cas particulier, les solutions sont
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La valeur de 1'action classique est

Le resultat mil correspond a la solution de la particule qui quitte q = I a
t — — oo et atteint q = 0 a t = +00, processus qui a clairement une probabilite
finie meme pour O -—> 0. La valeur positive correspond a la particule qui quitte
<? = 0 a t = — oc et atteint q — 1 a t = +00. Elle est mathematiquement de
type effet tunnel et caracterise la probabilite d'echapper au puits q = 0. Pour
Q -> 0, elle est d'ordre e"1/3".
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Chapitre 9

Evolution quantique
et matrice de diffusion

I L N'EST PAS QUESTION DANS CE CHAPITRE de rappeler en detail la theorie
de la diffusion en mecanique quantique, et en particulier le calcul des ob-

servables physiques tels que les sections efficaces. Le lecteur est done renvoye
aux exposes classiques de mecanique quantique. Notre but ici est de montrer
comment les problemes de diffusion se posent dans le cadre de 1'integrale de
chemin.

En mecanique quantique, les etats d'un systeme isole evoluent sous 1'action
d'un operateur unitaire, comme consequence de la conservation des probabi-
lites et done des normes des vecteurs de 1'espace de Hilbert. Nous notons
U(t",t'} 1'operateur correspondant a 1'evolution entre les temps t' et t" :

Par ailleurs, 1'evolution quantique d'un systeme isole est supposee marko-
vienne de sorte que 1'operateur d'evolution satisfait a la loi de groupe

Si U(t,tf) est derivable, il satisfait a 1'equation de Schrodinger

ou H(t) est un operateur hermitien, 1'hamiltonien.
Dans le cas ou H est independant du temps, 1'operateur d'evolution s'ecrit

£/(£", t') = Q~^n(t -t )/a j} appartient a une representation du groupe abelien
des translations dans le temps dont H/h est le generateur.

A partir de 1'operateur d'evolution, on definit une matrice de diffusion ou
matrice S qui decrit comment, asymptotiquement dans le temps, 1'evolution
dans un potentiel differe de 1'evolution libre. Nous decrivons ici comment la
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matrice 5 peut etre calculee a partir de 1'integrale de chemin et comment
1'integrate de chemin permet de retrouver simplement les approximations
semi-classiques.

9.1 Evolution de la particule libre et matrice S

En mecanique quantique, meme la particule libre subit une evolution non-
triviale; en general, le paquet d'onde s'etale. Quand on decrit des processus
de diffusion, on cherche done a caracteriser les deviations asymptotiques a
temps infini par rapport a 1'evolution libre. Ceci conduit a definir une matrice
de diffusion ou matrice S.

9.1.1 L'evolution de la particule libre

Dans le cas de la particule libre, 1'hamiltonien se reduit a la partie cine-
tique :

Les elements de matrice de 1'operateur devolution UQ = e~lH°^ ~ * ) se cal-
culent facilement. Ils peuvent, par exemple, etre obtenus par prolongement de
1'expression (2.9). Ils peuvent aussi etre deduit de la representation de Fourier
qui se calcule directement. En dimension d

En particulier, cette evolution est responsable de 1'etalement du paquet
d'onde. Pour mettre en evidence ce phenomene, nous definissons la fonction
d'onde au temps initial t = 0 par sa transformee de Fourier ^(p) (sa represen-
tation dans la base des impulsions), dont nous supposons le support concentre
autour d'une valeur p = Po- Au temps £, nous trouvons

Quand t —> oo, la phase dans 1'integrale (9.3) varie rapidement et done 1'inte-
grale est dominee par les points ou la phase est stationnaire :
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L'integrate (9.3) est done equivalente a

avec

Comme la fonction initiale avait son support concentre autour de p = po, la
fonction d'onde ^(q, t) a son support concentre autour de q = tpo/m, c'est-a-
dire autour de la trajectoire classique. Mais en meme temps le facteur t\~d/2

montre que le paquet d'onde s'etale. Get etalement ne disparait que dans la
limite ou la fonction d'onde est une onde plane e*p q /ft, mais cette limite est
singuliere car cette fonction d'onde n'est pas normalisable. C'est dans cette
limite qu'il est commode de discuter la diffusion quantique, mais dans les cas
ou 1'on rencontre des expressions mal definies, il faut revenir a la diffusion de
paquets d'onde normalisables.

9.1.2 Particule dans un potentiel et matrice S
On considere maintenant une particule dans un potentiel (toujours

dans Md), avec comme hamiltonien

On suppose que le potentiel admet des situations de diffusion classique, ce
qui implique en particulier que le potentiel V(q(£),i) s'annule suffisamment
vite sur la trajectoire classique pour \t\ —>• oo, pour qu'asymptotiquement la
trajectoire soit celle du mouvement libre, correspondant a 1'hamiltonien

La matrice de diffusion ou matrice S est obtenue en comparant 1'evolution
quantique, aux temps asymptotiques t —> ±00, a 1'evolution en 1'absence
de potentiel. Plus precisement, la matrice S peut etre definie comme la li-
mite de 1'operateur d'evolution dans la representation d'interaction (cf. equa-
tion (9.49)) :

La raison pour laquelle il a fallu multiplier 1'operateur d'evolution a droite
et a gauche par 1'operateur libre se comprend aisement. Meme en 1'absence
de potentiel diffuseur, 1'operateur e~lH°(t ~l) depend du temps et n'a pas de
limite bien que, s'il agit sur les fonctions propres de 1'operateur impulsion, il
ne fait que changer leur phase, comme on 1'a vu plus haut. Le facteur de droite
correspond a une evolution libre inverse du temps t' au temps 0, tandis que le
facteur de gauche fait une evolution libre inverse du temps 0 au temps t". Dans
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ces conditions, en 1'absence de potentiel diffuseur, la matrice S est 1'identite.
De plus, on peut montrer que si le potentiel decroit assez vite pour \t\ —»• oo
la limite existe et la matrice S peut etre definie.

Notons que dans la base ou 1'operateur d'irnpulsion est diagonal, la rela-
tion (9.6) entre la matrice S et 1'operateur devolution prend la forme

ou

Cependant, la limite doit etre comprise mathematiquement au sens des dis-
tributions (on devrait utiliser des fonctions test, en fait des paquets d'onde).

Nous rappelons enfin que les elements de la matrice S dans cette base sont
en general parametres en termes de la matrice de diffusion T :

Dans le cas d'un potentiel independant du temps, 1'energie est conservee et
on peut ecrire

Dans 1'equation (9.9), le terme proportionnel a la fonction 6(p" — p') cor-
respond a la partie non diffusee, et n'est pas observee dans la plupart des
situations physiques. La matrice T suffit done a decrire le processus de dif-
fusion. Notons, cependant, que la situation d = I est singuliere de ce point
de vue puisque la conservation de 1'energie implique alors la conservation de
F impulsion au signe pres.

Les sections efficaces differentielles sont proportionnelles a |T(p",p')| , le
facteur de proportionnalite etant de nature cinematique.

Integrate de chemin. Pour calculer les elements de matrice de 1'operateur
devolution dans le cas, par exemple, d'un hamiltonien de la forme

on peut proceder par prolongement analytique, remplagant dans les expres-
sions du chapitre 2 toutes les variables de temps t par tellp (sauf dans le
potentiel) et faisant une rotation dans le plan complexe t d e < p = G&(f> — yr/2
dans la direction positive.

La solution de 1'equation (9.1) en termes des elements de matrice dans la
base des positions peut s'ecrire
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La fonction A(q) est maintenant 1'action classique usuelle, integrale du
lagrangien :

L'expression (9.11) relie de maniere remarquable les mecaniques classique et
quantique. En quantique mecanique, tous les chemins contribuent a 1'evolution
mais ils sont ponderes par un poids complexe e1^^. Les contributions les plus
grandes a 1'integrale de chemin sont celles qui sont dans un voisinage des
chemins qui rendent Faction stationnaire, c'est-a-dire proches des chemins
classiques. En particulier si la valeur de 1'action classique pour les chemins
classiques est grande comparee a h, les regions de 1'espace de phase proches
des chemins classiques dominent 1'integrale de chemin.

9.2 Developpement perturbatif de la matrice S

Nous montrons d'abord comment calculer 1'operateur devolution sous
forme d'un developpement en puissances du potentiel a partir de 1'integrale
de chemin. Le developpement perturbatif de la matrice S s'en deduit.

Le formalisme d'integrale de chemin organise alors le developpement per-
turbatif de la meme fagon que le formalisme des operateurs qui est rappele
en section 9.7. Pour des raisons de simplicite, nous supposons que le potentiel
est independant du temps.

9.2.1 Developpement perturbatif
Nous considerons done 1'hamiltonien

Les actions classiques correspondant a 1'hamiltonien libre HQ et a H sont,
respective ment,

L'integrale de chemin (9.11), developpee en puissances de V, prend alors la
forme (posant pour commodite H = 1)

avec
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Les potentiels qui ont des etats de diffusion doivent tendre vers zero a grandes
distances, ce qui exclut les potentiels polynomiaux que nous avons consideres
jusqu'a present. Par centre, il est raisonnable de supposer que le potentiel a
une transformee de Fourier :

Introduisant alors cette representation de Fourier dans Pintegrale de chemin,
nous reduisons la theorie des perturbations au calcul d'integrales gaussiennes.
Le ^ieme terme devient en effet

L'integrant dans 1'expression (9.17) est symetrique dans les temps TI, . . . ,rg.
Nous ordonnons les temps t" > T? > TI-I • • • > r\ > t' et supprimons en
meme temps le facteur I / I I .

L'integrale sur le chemin x(t] est gaussienne. A une normalisation pres,
le resultat est obtenu en remplagant x(t) par la solution de 1'equation du
mouvement classique

L'integrale de chemin donne ainsi une interpretation physique aux termes du
developpement perturbatif : un chemin contribuant au Wienie ordre est une
succession de segments de droite, ou aux temps TI, . . . , T£, 1'impulsion change
par des quantites fci,..., ki. Enfin, les contributions correspondantes doivent
etre moyennees sur tous les temps et toutes les impulsions ponderees par les
facteurs V(k).

Pour obtenir 1'operateur dans la base ou l'impulsion est diagonale, il faut
encore transformer de Fourier par rapport a x' et x"'. Nous appelons p' et p"
les impulsions correspondantes.

Remarque. La dependance en x" est donnee par 1'evolution libre entre TI
et t". La transformee de Fourier implique done 1'integrale gaussienne

Le resultat de 1'integration est obtenu (a la normalisation pres) en rempla-
gant x" par le minimum de 1'argument de 1'exponentielle :
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Nous voyons alors que cela revient pour t" —> +00 a calculer 1'integrale de
chemin avec des conditions aux limites de diffusion classique. De plus, le re-
sultat complet de 1'integration est

faisant apparaitre le facteur e~lp t /2m qui compense dans la matrice S le
facteur provenant du mouvement libre.

Le meme argument s'applique a x', pour lequel 1'integrale est

et done

9.2.2 Calcul explicite
Le terme d'ordre zero en V donne (1^}d5(p" — p'). Calculons explicite-

ment le premier ordre. Nous pouvons ecrire 1'operateur devolution comme le
produit de deux evolutions libres de t' a r et de r a t", en introduisant la
representation

Transformant alors de Fourier par rapport a x' et x", nous trouvons

L'integration sur la variable x donne (27r)d6(k+p' — p"). Apres suppression des
facteurs du mouvement libre, nous trouvons alors la contribution du premier
ordre a la matrice S :

II est clair que 1'integrale n'a de limite qu'au sens des distributions :

Nous obtenons alors une fonction 6 de conservation d'energie :
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Termes d'ordre superieur. Nous divisons maintenant 1'intervalle [t',t"] en
autant de sous-intervalles. Nous utilisens la representation

Dans chaque sous-intervalle, la propagation est libre. Nous ecrivons les ele-
ments de matrice de 1'evolution libre comme une transformer de Fourier (equa-
tion (9.2a)). Nous transformons de Fourier par rapport a x' et x". Nous trou-
vons alors

avec les conventions

Les integrales sur les variables Xj donnent des fonctions 6 qui fixent les im-
pulsions kj = PJ+I —Pj- Apres factorisation des facteurs du mouvement libre
aux deux extremites, on peut prendre les limites t" —»• +00, t' —> —oo. On
obtient

II reste a integrer sur les variables TJ. II est important de se souvenir que ces
variables sont ordonnees. On pose

L'integrale restante sur TI, qui est consequence de 1'invariance par translation
dans le temps, donne 1^5(E" — £"), ce qui exprime la conservation de 1'energie.
Les integrales sur les variables Uj sur le demi-axe positif donnent (au sens des
distributions)

c'est-a-dire une distribution ou le terme iO indique comment eviter le pole a
p"j = p"2. Le resultat final est done
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Equation de Lippman-Schwinger. On observe que la serie des perturbations
est une serie geometrique dont la somme est solution d'une equation integrale,
dite equation de Lippman-Schwinger. En terme de 1'operateur T(E), ou E est
complexe, solution de

la quantite T(p",pf) qui apparait dans 1'equation (9.10) est alors donnee par

9.2.3 Autre methode

Pour illustrer les methodes de calcul d'integrale de chemin, nous donnons
une autre version du calcul. Nous cherchons la limite de 1'expression

Nous faisons une translation x(t) t->. x(t) + x' de sorte que x(t') = 0, x(t") =
x" — x'. Nous imposons ensuite la condition x(t"} = x" — x' par une fonction 6 :

Apres ces transformations, 1'integrale de chemin porte sur tous les chemins
satisfaisant x(t') = 0 et sans contrainte sur x(t"). La dependance en x' et x"
est maintenant explicite et les integrales peuvent etre calculees :

Nous faisons alors le changement de variables kj i—» PJ+I :

Le jacobien est egal a un. La deuxieme fonction S dans (9.23) implique alors



250 Integrate de chemin en mecanique quantique

Notons

Le choix TO = tf implique a; (TO) = 0.
Nous exprimons alors toute la dependance en x(t) en fonction de sa derivee

x(t). Par exemple

ou 9j(t) est la fonction caracteristique de 1'intervalle (TJ-I,TJ) : elle vaut 1
dans 1'intervalle (TJ_I,TJ) et 0 en dehors.

Le coefficient de p" vient de la contribution dans (9.22) (A — p"} et
dans (9.24) :

L'integrate de chemin devient alors

avec

Nous faisons un changement de variables x(t) *-* r(t) :

Nous voyons que PJ est 1'impulsion dans 1'intervalle (TJ_I, TJ). L'integrale sur
r(t) correspond a un mouvement libre. Elle est donnee par 1'expression (9.2b)
avec q' = 0 et en integrant sur q". Elle vaut 1.

II nous reste a calculer le terme explicite issu du changement de variables

ou nous avons utilise la propriete Bj(t)9k(i) = Sjk9j(i). Tenant alors compte
des facteurs du mouvement libre, on retrouve 1'expression (9.20).
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9.3 Matrice S et formalisme holomorphe

Nous nous plagons maintenant dans le cadre du formalisme holomorphe
du chapitre 6. Ce formalisme, toutefois, est surtout utile si les etats asymp-
totiques sont des etats propres de 1'oscillateur harmonique, une situation que
Ton rencontre dans le cas de systemes de bosons tels que ceux envisages en sec-
tion 6.6 et, comme consequence, en theorie quantique des champs (relativiste
ou non-relativiste).

Reecrivons d'abord 1'expression (6.50) et 1'integrale de chemin dans le
cas de 1'evolution en temps reel. L'integrale de chemin donnant 1'operateur
d'evolution est forrnellement obtenue par la rotation t *—> it. Alors

avec les conditions aux limites z(t") — z"', z ( t ' ) = z'.

Matrice S. De 1'operateur devolution on deduit la matrice S. Definissant la
matrice S par 1'expression (9.6), ou HQ est 1'hamiltonien (6.15), nous trouvons

Utilisant Fequation (6.19), ou integrant directement, nous en deduisons

Comme dans le cas de 1'integrale sur les chemins dans 1'espace reel, les configu-
rations dans 1'integrale de chemin holomorphe qui contribuent a la matrice S
sont, pour des temps grands, asymptotes aux solutions de 1'equation du mou-
vement classique. Pour 1'oscillateur harmonique HQ, cela signifie

Une application quantique simple est 1'evaluation des probabilites des transi-
tions entre etats propres de 1'oscillateur harmonique induites par une pertur-
bation dependante du temps qui s'annule aux temps ±00. Dans 1'exemple de
1'hamiltonien (6.34) ou nous supposons que b(t),b(t) s'annulent a t —» ±00,
1'expression (9.25) conduit a
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Les coefficients du developpement de S(z, z) en puissances de z et z donnent
les elements de matrice Smn des transitions entre les etats propres corres-
pondants de 1'oscillateur harmonique, dues a une force dependante du temps
couplee lineairement aux position et impulsion :

9.4 Matrice S dans la limite semi-classique

Nous montrons maintenant que la representation de 1'operateur d'evolu-
tion par integrate de chemin (equation (9.11)) conduit a une representation
des elements de la matrice S qui est particulierement bien adaptee a 1'etude
de la limite semi-classique. Calculons les elements de la matrice S entre deux
paquets d'onde :

Introduisant deux fonctions d'onde ^I(P) et "02 (p), dans la base des impul-
sions, associees aux vecteurs l^i) et IV^X nous pouvons definir :

et une expression similaire pour 1^2-
Nous avons montre que quand t —> oo 1'integrale est dominee par p =

rnq/t (equations (9.3 a 9.5). Nous changeons alors de variables dans 1'inte-
grale (9.27), posant

et obtenons

Dans cette equation, nous remplagons maintenant 1'operateur devolution par
son expression en terme d'integrale de chemin (9.11). Nous trouvons
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Nous en concluons que la matrice S est obtenue en calculant 1'integrale de
chemin avec des conditions aux limites de diffusion classique, c'est-a-dire en
sommant sur tous les chemins asymptotes a temps long au mouvement libre.
En particulier, si nous savons comment resoudre les equations du mouve-
ment classique avec de telles conditions aux limites, nous pouvons calculer
1'operateur devolution et done la matrice S pour h petit. Ceci conduit aux
approximations semi-classiques de la matrice S. Deux calculs dans cet esprit
sont presentes dans ce chapitre, un calcul semi-classique dans le cas unidi-
mensionnel et 1'approximation ei'konale. Notons, cependant, que 1'exemple
unidimensionnel est, du point de vue de la diffusion, assez singulier en ce sens
qu'un obstacle ne peut pas etre contourne.

9.5 Approximation semi-classique :
une dimension

Nous considerons Phamiltonien (m = 1)

Nous supposons le potentiel V analytique, decroissant suffisamment vite a
grande distance pour que la matrice S existe. Nous deduisons les elements
de matrice S du calcul par integrate de chemin de 1'operateur d'evolution.
Comme nous 1'avons deja note, dans la limite H —>• 0 1'integrale de chemin
est dominee par les chemins classiques qui rendent 1'action et done 1'integrant
stationnaire. Nous cherchons done d'abord les trajectoires classiques.

9.5.1 Diffusion vers 1'avant
Nous considerons une situation dans laquelle la diffusion classique vers

1'avant est possible. Ceci implique que 1'energie du processus de diffusion est
plus grande que la valeur maximale du potentiel. Nous resolvons alors 1'equa-
tion du mouvement classique. Apres une integration, nous trouvons

avec les conditions aux limites

Cette equation s'integre en

Nous posons X — x" — a/, T = T" — r'. Nous avons remarque dans le calcul
perturbatif que les chemins pertinents sont ceux qui satisfont aux conditions
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aux limites de la diffusion classique. Une analyse non perturbative le confirnie.
Ceci signifie ici que X/T = k reste fini quand T' —> — oo, r" —»• oo. Dans ce
regime, la condition

entraine

L'action de la trajectoire est alors

Nous transformons maintenant de Fourier par rapport a x' et x". Comme le
resultat ne depend que de x" — x', nous obtenons un facteur S(k" — k') qui
exprime la conservation de 1'energie. En efFet, dans ces conditions cinematiques
particulieres, la conservation de 1'energie k"2 = k'2 entraine la conservation de
1'impulsion. Dans la limite h —>• 0, 1'integrale restante sur X peut etre estimee
par la methode du col. A 1'ordre dominant pour T -^ oo, nous n'avons besoin
de prendre en compte que les termes d'ordre T dans 1'equation du col. Nous
trouvons

Nous observons que les termes proportionnels a T compensent les facteurs
provenant du mouvement libre dans 1'expression (9.7) de la matrice S. Nous
en deduisons 1'expression semi-classique

Le resultat est une pure phase, |5+(/c)| = 1, S+(k) = e2l5+(k\ La diffusion
n'entraine qu'un dephasage dans cette limite semi-classique, puisqu'il n'y a
pas de reflexion.

9.5.2 Diffusion vers 1'arriere
Nous supposons maintenant au contraire que 1'energie est plus petite que

la valeur maximale du potentiel de sorte que, classiquement, il y a reflexion
totale. Nous supposons aussi que la particule diffusee vient de — oo. Alors, un
calcul similaire au cas precedent nous donne 1'action de la traiectoire classiaue
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ou XQ est le point de reflexion defini par k2 = 2V(XQ), et k = (2xo—x' — x"}/T.
Puisque le result at ne depend que de la combinaison x' + x", nous trou-

vons apres transformation de Fourier un facteur 6(k" + k') qui exprime la
conservation de 1'energie. L'integrale restante sur X = x' + x", calculee par
la methode du col, donne

et done

Ici encore, puisqu'il y a classiquement reflexion totale, S-(k) est une pure
phase.

9.5.3 La region interdite

II semblerait que seules les situations de diffusion classiquement permises
soient accessibles au calcul semi-classique par cette methode, alors que nous
savons qu'il existe une diffusion a travers une barriere de potent iel par effet
tunnel quantique. Toutefois, nous observons que nous obtenons des resultats
non triviaux si nous prolongeons analytiquement les expressions obtenues dans
la region interdite. L'ambigui'te de signe dans le prolongement analytique est
fixee par la condition que S±\ < 1.

Prenons le cas de la diffusion vers 1'avant. Si k2/2 est inferieur a la valeur
maximale de V, ilnS+ aura une par tie reelle correspondant a une trajectoire
reelle et une partie imaginaire correspondant a la trajectoire dans la region
classiquement interdite. Supposons, par exemple, que [#_,£+] soit 1'intervalle
dans lequel V(x) > k2/2. Alors 1'expression (9.32) devient

Nous pouvons alors nous demander si ce resultat formel est raisonnable. Nous
notons que 1'amplitude obtenue est tout a fait analogue a ce que nous aurions
obtenu par un calcul BKW de la fonction d'onde. De plus, la forme de 1'effet
tunnel est coherente avec les resultats obtenus au chapitre 8. Par ailleurs,
le resultat est physiquement raisonnable puisque nous retrouvons un effet
d'onde evanescente comme attendu. Enfin, on peut se demander comment un
resultat non nul est compatible avec 1'unitarite de la matrice S puisque 5_ est
de module unite. Mais nous remarquons que S+ se comporte comme e~consi-/h

et donne done une contribution a la relation d'unitarite invisible a tous les
ordres du developpement en puissances de h.
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Effet tunnel et propagation en temps imaginaire. Revenant aux equations
du mouvement classique, nous observons que la traversee de barriere corres-
pond a un temps imaginaire dans 1'integrale (9.31). De plus, la partie imagi-
naire de Faction, qui decrit 1'effet tunnel lui-meme, c'est-a-dire la probabilite
de traversee de barriere, est entierement determinee par la propagation en
temps imaginaire. Nous trouvons done une nouvelle application de 1'integrale
de chemin en temps imaginaire, que nous avons introduite pour d'autres rai-
sons : elle permet de traiter les problemes d'effet tunnel. En particulier, elle
peut etre utilisee pour calculer le temps de vie d'etats metastables qui se
desintegrent par effet tunnel comme nous 1'avons montre au chapitre 8.

9.6 Approximation eikonale

De la representation de la matrice S par integrale de chemin, il est facile de
deduire une approximation pour I'amplitude de diffusion bien connue, valable
a haute energie et petit transfert d'impulsion : 1'approximation eikonale. Du
point de vue de 1'integrale de chemin, cela correspond a une situation ou le
terme cinetique est grand par rapport au terme de potentiel, une situation
assez semblable a celle envisagee en section 3.2.1.

9.6.1 Approximation eikonale
En 1'absence de potentiel, 1'operateur devolution est donne par une inte-

grale de chemin gaussienne que nous pouvons calculer comme d'habitude en
resolvant d'abord Fequation du mouvement classique. La solution qui satis-
fait aux conditions aux limites de la representation (9.11) et qui correspond
a 1'hamiltonien libre

est

Translatant les variables d'integration q(f) par la solution classique (9.33),
nous nous ramenons alors a une integrale de normalisation que nous pouvons
determiner en la comparant au resultat exact (H — 1)

L'approximation eikonale correspond au regime d'impulsion

Dans ces conditions, la partie cinetique de Faction domine le potentiel. Nous
calculons alors 1'integrale de chemin comme dans le cas libre, developpant les
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chemins autour des trajectoires classiques (des lignes droites) du mouvement
libre (9.33). Le calcul de 1'operateur devolution a 1'ordre dominant est simple.
Posant q" — q' = s, (q" + q')/2 = x, nous obtenons

ou Faction classique est maintenant

La normalisation dans 1'equation (9.35) est determinee par comparaison au
resultat (9.34) du mouvement libre.

Prenant la limite des grands temps et negligeant la contribution du po-
tentiel, nous trouvons que 1'integrale sur s est dominee par le col

Apres la substitution (9.37) et les changements de variables t—(t'+t")/2 i—> £,
et done \t\ < (t" — t')/2, 1'argument du potentiel devient x + tp/m. Nous
supposons que le potentiel decroit assez vite pour que 1'integrale dans (9.36)
ait une limite a grand temps t" — t' —> oo. La contribution du potentiel a
1'action prend alors la forme

Une fois cette limite prise, nous pouvons faire une translation arbitraire sur
la variable d'integration t. Nous pouvons done translater le vecteur x, dans
1'argument du potentiel V, par un vecteur arbitraire proportionnel a p. Nous
choisissons ce vecteur de telle sorte que V ne depende que de la composante
b de x orthogonale a p :

L'integrale sur la composante de x le long de p peut alors etre effectuee et
implique p • k = 0. Dans les conditions de 1'approximation ei'konale, cette
equation exprime la conservation de 1'energie.

Nous obtenons alors

avec
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L'equation (9.39) donne, apres transformation de Fourier, les elements de
matrice de 1'operateur de diffusion T dans la base des impulsions (defini par
1'equation (9.9)) :

Cette expression peut etre reecrite en introduisant la transformee de Fourier
du potentiel

On en deduit

L'integrale sur le temps peut maintenant etre effectuee et reduit 1'integrale
sur s a une integrale sur les composantes de s orthogonales a p :

Cette expression fait apparaitre la transformee de Fourier de V mais dans
1'espace aux d — I dimensions orthogonales a p.

Notons finalement que si nous developpons ce resultat au premier ordre
en V nous trouvons

c'est-a-dire le terme de Born exact (cf. section 9.2).

9.6.2 Application au potentiel de Coulomb

Appliquons 1'approximation ei'konale a 1'evaluation de 1'amplitude de dif-
fusion pour un potentiel en l/q du type potentiel de Coulomb. Dans ce cas,
1'integrale sur le potentiel n'a pas de limite a temps infini parce que le po-
tentiel decroit trop lentement. II est necessaire d'integrer sur un intervalle de
temps fini. Nous parametrons le potentiel sous la forme

Alors
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L'apparition de cette phase infinie a le sens suivant : comme le potentiel
de Coulomb decroit trop lentement a grand distance, la trajectoire classique
tend trop lentement vers un mouvement libre qui, avec notre definition de la
matrice 5, a ete pris comme mouvement de reference. Dans un potentiel de
Coulomb, seules les sections efficaces sont bien definies, et non les amplitudes.

Factorisant la phase infinie, nous pouvons achever le calcul de 1'amplitude
de diffusion. Integrant sur le vecteur b, nous obtenons

avec

A trois dimensions, 1'expression (9.44) coincide avec le resultat exact. Elle
contient aussi, pour a < 0, les energies En des etats lies du potentiel de
Coulomb, qui sont donnees par les poles de 1'amplitude de diffusion :

On reconnait le resultat exact.
Enfin, 1'approximation ei'konale a une generalisation relativiste qui de nou-

veau donne des expressions remarquablement interessantes (mais non exactes)
pour 1'energie des etats en electrodynamique quantique. Elle est obtenue dans
ce cas par une sommation approximative des diagrammes de Feynman en
echelles et echelles croisees.

9.7 Theorie des perturbations et operateurs

Pour illustrer les differences avec la formulation d'integrale de chemin,
nous rappelons ici la base de la theorie des perturbations dans le formalisme
des operateurs en mecanique quantique.

Le calcul de la matrice S peut se deduire, par exemple, du developpement
de 1'operateur (cf. 1'equation (9.6))

ou HQ est 1'hamiltonien non perturbe et

la perturbation.
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L'operateur O(t) satisfait 1'equation

avec la condition aux limites

L'operateur Vi(t) est la perturbation en representation d'interaction :

II est facile de verifier que la solution de 1'equation (9.48) peut etre formelle-
ment developpee sous la forme

le domaine d'integration dans le membre de droite etant

Si nous introduisons maintenant le produit chronologique defini en section 4.6,
le produit des facteurs qui apparait dans le membre de droite devient un pro-
duit symetrique dans les arguments de temps. Nous pouvons alors symetriser
le domaine d'integration a condition de diviser par un facteur de comptage nl :

Cette expression peut etre formellement reecrite

Nous pouvons en particulier appliquer ces resultats a un hamiltonien H per-
turbe par un terme lineaire en q. Nous pouvons en parallele ecrire une in-
tegrale de chemin correspondant a la fonction de partition. Comparant le
developpement de 1'integrale de chemin en puissances de la perturbation avec
1'expression (9.51), nous retrouvons la relation entre fonctions de correlation
et T-produits etablie en section 4.6 (equation (4.34)).

Exercices

Exercice 9.1.

Calcul de la matrice S : le potentiel S(x). Sommer le developpement pertur-
batif de la matrice S dans le cas du potentiel

ou la constante A parametre le potentiel.
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Solution. Ce potentiel a une representation de Fourier

ce qui montre que V est une constante. L'expression (9.17) se simplifie alors
beaucoup. En fait, dans ce cas la representation de Fourier n'est guere utile;
1'integrale sur kj redonne le potentiel initial et implique X(TJ) = 0. Nous
utilisons maintenant 1'expression (9.2b) (pour h = m = d = 1) et trouvons

ou les temps TJ sont ordonnes et TO = £', T£+I = t'. Nous transfermons de
Fourier

Cela donne la contribution

a la matrice S. Nous changeons alors de variables :

L'integrale residuelle sur T\ donne la fonction S de conservation de 1'energie :

Les integrates sur les Ui ont toutes la forme

Done
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Les contributions perturbatives forment une serie geometrique qu'il est facile
de sommer :

A une dimension, la conservation de 1'energie implique p" = ±p'. En effet,

les deux cas correspondant a la transmission et a la reflexion. Appelant S±
les elements de matrice S correspond ants, nous trouvons

La conservation des probabilites est bien verifiee puisque

Exercice 9.2.

Limits semi-classique. Utiliser 1'expression (9.30) pour obtenir une approxi-
mation semi-classique pour la matrice S du potentiel a une dimension V(q) =
A/cosh q. Comparer avec les resultats exacts (qui peuvent etre trouves par
exemple dans Newton [21]) pour les elements de la matrice 5, S+ et S- qui
correspondent a la diffusion et la reflexion, a 1'energie E = k2/2 :

avec



Chapitre 10

Integrates de chemin
dans Pespace des phases

Dans ce chapitre, nous aliens etendre la construction de 1'integrale
de chemin du chapitre 2 a des hamiltoniens qui sont des fonctions
generates H(p, q) des variables d'espace de phase j>, q. Nous obtiendrons une
integrate de chemin dans laquelle Faction prend sa forme hamiltonienne et 1'in-
tegration porte sur des trajectoires {p(t), q(t)} dans 1'espace de phase. Notons
que ce formalisme a de nombreuses similitudes avec le formalisme holomorphe
du chapitre 6.

Nous examinerons de fagon detaillee 1'exemple important des hamiltoniens
quadratiques dans les variables d'impulsion. Nous verifierons d'abord que dans
les cas plus simples examines dans les chapitres 2 et 5, 1'integration explicite
sur les moments conjugues p(t] redonne 1'integrale de chemin usuelle.

Des hamiltoniens plus generaux se rencontrent dans la quantification du
mouvement sur des varietes riemanniennes. Nous illustrerons cette analyse par
la quantification du mouvement libre sur la sphere (ou hypersphere) 5/v-i-

Mais avant cela, quelques rappels de mecanique analytique classique sont
utiles.

10.1 Quelques rappels de mecanique analytique
classique

Dans toute cette section le temps est reel. Nous nous plagons dans un cadre
ou les equations du mouvement classique peuvent se deduire d'un principe
d'action. L'action est 1'integrale d'un lagrangien :
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ou les variables qi(t) caracterisent, par exemple, la position d'une particule
au temps t. Les equations du mouvement classique montrent que Faction est
stationnaire par rapport aux variations de la trajectoire q(t] :

10.1.1 Symetries. Lois de conservation
Aux symetries continues de Faction correspondent des quantites conser-

vees dans le mouvement classique. La strategic generale pour obtenir ces lois
de conservation est de faire des transformations du groupe de symetrie qui
dependent du temps et d'exprimer la stationnarite de Faction.

Supposons, par exemple, que le lagrangien ait une symetrie de rotation,
c'est-a-dire soit invariant par toute transformation

ou R est une matrice orthogonale RTR = 1, de determinant 1 (un element du
groupe SO(N) pour les rotations de Fespace a N dimensions) :

On exprime alors que si qi(t) est une solution classique, Faction est station-
naire par rapport a toute variation de qi(t) et done, en particulier, par rapport
a une variation qui a la forme d'une rotation infinitesimale dependante du
temps

Puisque la matrice Rij est orthogonale, Tij est antisymetrique : TJI = —TIJ.
Les variations correspondantes de la trajectoire sont

Si T est independant du temps, la variation de Faction s'annule a cause de la
symetrie. La variation de Faction au premier ordre en T ne provient done que
de la derivee de r, c'est-a-dire de q :

Annuler la variation de Faction, c'est ecrire que la derivee du coefficient de
T s'annule, et done que le coefficient de f est constant. Comme la matrice r
est antisymetrique, seule la partie antisymetrique de son coefficient en ij doit
s'annuler. Nous definissons
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Alors

A la symetrie par rotation sont associees des constantes du mouvement L^
en correspondance biunivoque avec les generateurs du groupe des rotations.

En dimension 3, la representation antisymetrique du groupe SO(3) est
isomorphe a la representation vectorielle. Les constantes du mouvement cor-
respondent au vecteur moment cinetique

ou Cijk est le symbole completement antisymetrique avec €123 = 1, ou en
notation vectorielle :

10.1.2 Invariance par translation dans le temps.
Formalisme hamiltonien

Un autre exemple (un peu singulier) est fourni par les lagrangiens ne de-
pendant pas explicitement du temps. Si qc(t} est une trajectoire classique, cal-
culons Faction correspondant a qc(t + e(t)), c'est-a-dire resultant d'un change-
ment de parametrisation du temps. Si nous developpons alors pour e(i) petit,
le premier ordre en e s'annule a cause des equations du mouvement. Notons
d'abord

Faisons ensuite dans Faction le changement de variable

Apres ce changement, les variations de Faction viennent de la derivee, de la
mesure et de la dependance explicite de £ dans la variable de temps :

Nous integrons alors par parties et annulons le coefficient de e(t) :
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Nous en deduisons que si un systeme est invariant par translation dans le
temps, ce qui implique que dC/dt s'annule, la quantite

est une constante du mouvement, dans laquelle on reconnait 1'energie.
Plus generalement, il est utile d'introduire cette quantite H et de 1'expri-

mer en fonction de

appele moment conjugue a q. On obtient ainsi 1'hamiltonien

qui, comme consequence de 1'equation (10.5), est la transformer de Legendre
du lagrangien. L'equation (10.5) exprime que le membre de droite de 1'equa-
tion (10.6) est stationnaire par rapport a q, a p, q fixes. La transformation de
Legendre est involutive : £ et q jouent un role symetrique a, H et p. En effet,
en variant 1'equation par rapport a p (a q fixe), q etant considere comme une
fonction de p par (10.5), on trouve

ce qui est la premiere equation du mouvement dans le formalisme hamiltonien.
Par ailleurs, a cause de ces conditions de stationnarite, la derivee de H + C par
rapport a n'importe quelle variable qui ne participe pas a la transformation
de Legendre s'annule. En particulier,

Combinant cette equation avec 1'equation du mouvement (10.2), on obtient la
deuxieme equation du mouvement dans le formalisme hamiltonien. On trouve
done

des equations que 1'on peut appeler aussi equations du mouvement dans 1'es-
pace de phase (p,q). Ces equations s'obtiennent aussi a partir d'un principe
d'action, en exprimant que 1'action

est stationnaire a la fois par rapport aux variations de p(t) et de q(t).
Sous cette forme, la conservation de 1'energie quand H ne depend pas

explicitement du temps est immediate.
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Par ailleurs le terme

ne depend que de la trajectoire dans 1'espace de phase rnais pas de la vitesse sur
la trajectoire. En fait, il est egal a 1'aire comprise entre la trajectoire et 1'axe
p = 0 (a plusieurs variables a la somme des aires). On peut 1'antisymetriser
en p et q. Dans la terminologie mathematique, il est 1'integrale d'une 2-forme,
la forme symplectique uj = ̂ i dpi A dg^. Ce point de vue est particulierement
utile quand 1'espace de phase a une topologie non triviale (comme dans la
quantification du spin).

Les quantites conservees (10.4) associees a une symetrie de rotation (dans
1'espace a TV dimensions le groupe SO(N}} prennent alors la forme

10.1.3 Transformations canoniques
Les transformations canoniques sont les transformations de 1'espace de

phase {qitpi} i—*• {Qi,Pi} qui laissent la forme symplectique invariante. Elles
ont une structure de groupe. Un ensemble de transformations triviales corres-
pond a ajouter a pi un gradient diF(q). Cette transformation est induite par
1'ajout au lagrangien d'un terme de derivee totale par rapport au temps. II
est facile ensuite de caracteriser les transformations infinitesimales qui n'ont
pas cette forme. On trouve

ou T(p, q) est arbitraire. On reconnait les equations du mouvement si T est
1'hamiltonien. Done 1'ensemble des transformations canoniques est associe a
1'ensemble des hamiltoniens : 1'application qui associe la position dans 1'espace
de phase au temps t a la position au temps initial est une transformation
canonique.

On en deduit la forme integree de ces transformations. On se donne une
fonction generatrice <S(g, Q) (Faction classique de la trajectoire qui relie q a
Q) et on pose

On verifie directement 1'invariance de la forme en faisant le changement en
deux etapes {qi,pi} >—» {qi,Qi} puis {qi,Qi} i—>• {Qi,Pi}- Par la meme me-
thode on verifie que ce changement laisse aussi invariante la mesure de Liou-
ville Y\i dqidpi. Ceci justifie en particulier la coherence du choix de la mesure
thermique

en mecanique statistique classique.
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10.1.4 Crochets de Poisson
II est commode d'introduire les crochets de Poisson, limite semi-classique

des commutateurs de la mecanique quantique

Plus precisement, si A(p,q),B(p,q) sont deux operateurs hermitiens

Avec cette definition, {qi,pj} = 5ij et une transformation canonique infinite-
simale (10.11) agissant sur toute fonction de A de p, q s'ecrivent

Comme les transformations canoniques forment un groupe, les crochets de
Poisson induisent une structure d'algebre de Lie. Cela signifie qu'ils satisfont
a la propriete cyclique

En particulier, la derivee par rapport au temps de toute fonction de p, q devient

On en deduit 1'invariance canonique des crochets de Poisson { q i ( t ) , P J ( t ) } .
Par ailleurs les quantites conservees forment une algebre de Lie. En effet

on verifie que si A(p, q) et B(p, q) sont deux constantes du mouvement

et done {A, B} Test aussi. En particulier, 1'algebre de Lie correspondant a une
symetrie continue de 1'action est representee en termes de crochets de Poisson.

Par exemple, L2, le carre du moment cinetique (10.10),

commute, au sens des crochets de Poisson avec tous les generateurs Lij et
correspond au Casimir du groupe.

10.2 Integrate de chemin dans 1'espace de phase

Si nous connaissons 1'hamiltonien quantique explicitement et s'il contient
au plus des termes quadratiques en p, nous pouvons generaliser la strategic de
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la section 2.2 et calculer 1'operateur statistique quantique, pour des intervalles
de temps infinitesimaux, en resolvant 1'equation de Schrodinger. Toutefois,
le probleme a souvent une formulation differente : nous ne connaissons que
1'hamiltonien classique et nous voulons le quantifier. Bien entendu la solution
de ce probleme n'est pas unique puisque 1'hamiltonien quantique depend de
1'ordre des operateurs. Dans les exemples pratiques, la situation est un peu
moins mauvaise car on cherche un hamiltonien quantique qui respecte les
symetries de 1'hamiltonien classique.

10.2.1 Integrate de chemin

Nous considerons done un hamiltonien quantique local general obtenu par
une regie de quantification a ce point non specifiee a partir d'un hamilto-
nien classique H(p, g, t). Par une suite d'arguments heuristiques un peu na'ifs,
nous allons construire une representation sous forme d'integrale de chemin de
1'operateur statistique quantique solution de

Nous partons de nouveau de 1'expression (2.6) en termes d'elements de matrice
dans la base ou 1'operateur position q est diagonal :

avec les conventions

Dans la limite n —> oo, e —•> 0, nous ramenons ainsi le calcul des elements de
matrice de 1'operateur U(t", t') a 1'evaluation des elements de matrice (q\U(t +
£, t)\q') dans la limite des intervalles de temps infinitesimaux. Au premier ordre
en e, nous pouvons exprimer 1'operateur £/(£, t — e) en terme du hamiltonien :

ou H est un hamiltonien quantique qui a H comme limite classique.
Nous exprimons alors cette equation en termes d'elements de matrice dans

la base ou 1'operateur de position est diagonal. Puisque 1'hamiltonien H est
local, 1'operateur du membre de droite de 1'equation (10.19) n'a pour e —> 0
d'elements de matrice notables que pour \q—q'\ <C 1. II est alors raisonnable de
remplacer q par une valeur moyenne q qui tend vers la valeur q dans la limite
q = q'. Dans cette approximation, H ne reste fonction que du seul operateur p
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et le probleme de 1'ordre des operateurs disparait. Les elements de matrice de
1'operateur t/(i, t — e) sont obtenus par transformation de Fourier :

Si 1'hamiltonien quantique est hermitien, et si 1'on neglige sa dependance
dans le temps, alors U est egalement hermitien. Cette derniere condition n'est
satisfaite dans 1'estimation (10.20) que si q est une fonction symetrique de <?, q'.

Le probleme de quantification se reduit maintenant au probleme suivant :
la connaissance du seul hamiltonien classique H ne determine pas la valeur
de q pour q' 7^ q, mais ne donne que H(p, q = q) a H = 0. Un choix de
quantification est done necessaire. Notons que les equations

ont pour consequence

La prescription dite de Wigner, qui a la propriete minimale d'associer a un
hamiltonien classique reel un hamiltonien quantique hermitien correspond a
prendre H = H et q = | (q + q').

Ce n'est que dans le cas particulier des hamiltoniens de la forme p2 + V(q)
que le resultat final est independant de ce choix de quantification, comme nous
1'avons vu en section 2.2. En theorie quantique des champs, la situation est
en un sens plus favorable, puisque pour des hamiltoniens locaux les commu-
tateurs des operateurs conjugues sont divergents et doivent etre elimines par
renormalisation. La regularisation dimensionnelle est particulierement utile
dans ce contexte.

L'equation (10.18) prend alors la forme

ou S£ (p, q) est donne par

Introduisant une trajectoire dans 1'espace de phase {p(t),q(t}} qui interpole
entre les temps discrets :
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nous pouvons prendre la limite formelle du temps continu e —> 0, n —•> CXD.
Dans cette limite q(qk, qk-i) — qk = q(tk)- Nous obtenons alors 1'integrale de
chemin dans 1'espace de phase

qui s'exprime en terme de 1'action classique en temps euclidien ou imaginaire,
ecrite dans le formalisme hamiltonien,

Notons que dans cette limite formelle, toute trace du choix de quantification
a disparu.

10.2.2 Discussion

L'expression (10.24) est tres esthetique puisqu'elle ne fait intervenir que
1'action classique et la mesure invariante de Liouville sur 1'espace de phase.
Elle est en particulier formellement invariante par les transformations cano-
niques (10.12) definies en section 10.1.

Remarquons que bien que nous ayons calcule 1'operateur euclidien la me-
sure n'est pas reelle. La partie imaginaire provient de la forme symplectique
dont nous avons vu qu'elle ne depend que de la trajectoire et non de la fagon
dont elle est parcourue. Cette contribution est done la meme que le temps
soit reel ou imaginaire.

Remarquons aussi que si 1'espace de phase est compact (cas de la quanti-
fication des variables de spin), 1'integrale de la forme symplectique est definie
modulo 1'aire totale, et ceci implique des proprietes de quantification : 1'aire
totale doit etre un multiple de 2?r/i pour que 1'integrale de chemin soit bien
definie.

L'espace d'integration. Quand on essaie de preciser 1'espace des trajectoires
qui contribuent a 1'integrale de chemin (10.24), on rencontre une premiere dif-
ficulte. Le terme qui connecte les differents temps dans 1'expression (10.23) est
maintenant ipk(qk —qk-i}- H engendre des oscillations dans 1'integrale (10.22)
qui supprime les trajectoires qui ne sont pas assez regulieres. L'echelle typique
de la difference (qk —qk-i) pour des trajectoires qui contribuent est donnee par
les valeurs typiques de pk- Par exemple si, comme dans la section 2.2 1'hamil-
tonien est quadratique en p, les valeurs typiques de pk dans 1'integrale (10.22)
sont d'ordre l/y/e et on trouve que (qk — qk-i) est d'ordre -/£, un resultat
coherent avec 1'analyse de la section 2.2. De meme, si nous reecrivons 1'ex-
pression (10.23) pour transformer le terme ipk(qk — <?fc-i) en iqk(pk — Pk-i)
(« integration par parties »), nous trouvons les conditions de regularite im-
posees a la fonction p(t). Elles se deduisent des valeurs typiques de qk dans
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1'integrale (10.22). Considerant de nouveau 1'exemple d'un hamiltonien de la
forme p2 + V(q), nous voyons que si par exemple V(q) croit comme q2N pour
\q\ —> oo, les valeurs typiques de qk sont telles que eq2N est d'ordre 1, et done
la difference (pk —pk-i) doit etre d'ordre £1/2A/'. Pour un hamiltonien general
la discussion devient evidemment assez compliquee.

Remarque. L'invariance canonique apparente ne peut etre reelle que pour
une classe tres restreinte de transformations. En effet, on peut montrer que
dans le cas unidimensionnel, un hamiltonien H a un seul degre de liberte peut
toujours etre ramene par une transformation canonique a un hamiltonien libre

On pourrait en conclure alors un peu nai'vement que 1'approximation semi-
classique est exacte. II est facile de produire des exemples contraires. La forme
discrete (10.23) montre 1'origine de la difficulte. Une variable pk est associee
a une paire (qk,qk-i), et la forme discrete n'est pas invariante.

L'integrale de chemin dans 1'espace de phase est done plus difficile a ma-
nipuler que 1'integrale dans 1'espace des positions, definie precedemment, et
a trouve peu d'applications pratiques jusqu'a present. Pour chaque exemple
non standard il est necessaire de retourner a la forme discrete (10.22) et de
faire une analyse separee.

De nouveau, 1'extension a un nombre quelconque de degres de liberte est
immediate. Exprimee en termes de Faction classique et de la mesure de Liou-
ville, 1'integrale de chemin donnant Foperateur statistique a la meme forme
que dans 1'equation (10.24).

10.2.3 Evolution quantique
Dans le cas de 1'evolution quantique, ce qui correspond a 1'opera-

teur Q~ltH/h quand 1'hamiltonien est independant du temps, la representa-
tion (10.24) est remplacee par

L'action euclidienne S dans 1'integrale de chemin est remplacee par A(p, <?),
Faction classique (10.8) du formalisme hamiltonien :

Meme dans cette situation generale Fevolution quantique est obtenue en som-
mant sur tous les chemins ponderes par le poids complexe e*-4/^. C'est pour-
quoi les chemins proches des extrema de Faction, qui sont les chemins clas-
siques, donnent encore les contributions principales a 1'integrale de chemin.



10. Integrates de chemin dans Pespace des phases 273

10.3 Lagrangiens quadratiques dans les vitesses

Nous avons explique les difficultes auxquelles on se heurte quand on essaie
de definir une integrale de chemin dans 1'espace de phase. Pour montrer que
1'expression (10.25) a toutefois, au moins une valeur heuristique, examinons
le cas d'un hamiltonien general quadratique dans les impulsions.

10.3.1 Verifications
Verifions d'abord que dans le cas des hamiltoniens de la forme

nous retrouvons le resultat (2.22) a partir de 1'expression (10.24) en integrant
sur p(t).

L'action classique est

Dans 1'expression (10.24), 1'integrale sur les variables d'impulsion p est gaus-
sienne. Suivant la strategic expliquee dans le chapitre 2, nous changeons de
variables :

L'action devient

L'integrale de chemin se factorise done dans une integrale sur r(t) :

qui ne depend plus du potentiel V(q) et ne donne qu'une normalisation A/"
fonction de t' et i", et une integrale sur q(t) :

Le facteur de normalisation peut etre calcule a partir de 1'expression (10.22) :
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Nous avons done verifies explicitement que 1'expression (10.24) est coherente
avec 1'expression (2.22).

Champ magnetique. Considerons maintenant un systeme couple a un
champ magnetique. L'hamiltonien peut s'ecrire (equation (5.10))

Pour eliminer le terme lineaire en p dans Faction, nous changeons maintenant
de variables, posant

Apres integration sur r(£), nous obtenons une integrate sur le chemin q(£) avec
Faction

ou nous reconnaissons Faction classique euclidienne (5.12).

10.3.2 Lagrangien quadratique general
Dans le cas general, la forme quadratique dans les moments conjugues p

du hamiltonien depend des positions. Comme les problemes nouveaux sont
lies a la partie quadratique, nous nous limitons a des hamiltoniens purement
quadratiques.

Notation. Dans cette partie, dans un souci de compacite, nous utilisons
la notation des sommations implicites : on somme sur toute paire d'indices
repetes haut-bas. Ainsi

L'hamiltonien quadratique dans les impulsions le plus general peut etre obtenu
a partir d'un lagrangien general quadratique dans les vitesses. En fait, dans
tous les problemes de quantification de ce type que Fon rencontre usuellement,
la donnee initiale est le lagrangien classique.

Nous partons done du lagrangien en temps reel

ou gaf3(q) est une matrice positive.
Nous utiliserons aussi la notation traditionnelle ga^ pour la matrice inverse

de ga/3 :

ou S@ est le 6 de Kronecker, parce que les exemples les plus interessants
correspondent a la mecanique quantique sur des varietes riemanniennes. Le
tenseur ga/3(q) est alors le tenseur metrique.
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L'hamiltonien classique correspondant est obtenu par transformation de
Legendre. Le moment conjugue est

Nous obtenons alors 1'hamiltonien

De nouveau 1'integration sur p(t) est gaussienne et peut etre effectuee. Tou-
tefois une difficulte surgit avec 1'evaluation du determinant resultant de 1'in-
tegration gaussienne et nous integrons done sur p(i) d'abord la forme dis-
crete (10.20). L'expression (10.20) pour 1'hamiltonien (10.37) s'ecrit

L'integration sur pn donne

avec

et ou g denote la matrice d'elements gap.
Retournant a 1'expression (10.22) et prenant la limite continue formelle,

nous verifions que 1'argument de 1'exponentielle devient a nouveau Faction
euclidienne tS, integrate du lagrangien classique (10.36) ou le temps est main-
tenant imaginaire :

Ce n'est pas surprenant puisque, pour integrer sur les moments pa, on resout
d'abord 1'equation du mouvement classique pour pa.

Toutefois, a la difference des deux exemples precedents, 1'integration a
engendre une normalisation A/"(q) qui a une dependance non triviale en q(t) :

avec

Nous trouvons done une correction quantique (elle n'a pas de facteur I/ft)
infinie a 1'action classique de la forme
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ou de fagon equivalente utilisant Fidentite, In det g = tr In g,

Un calcul formel, partant de 1'expression (10.24), donne un resultat similaire
avec l/e remplace par J(0) (6 etant la fonction 6 de Dirac). La difficulte que
nous rencontrons ici est directement liee au probleme de 1'ordre des operateurs
en mecanique quantique. Dans un developpement de 1'integrale de chemin
en puissances de h (developpement semi-classique), les contributions (correc-
tions quantiques) venant de Faction classique seule sont divergentes a partir
de 1'ordre h. Ces divergences sont compensees par les contributions venant de
la mesure (10.44). Toutefois, dans le formalisme continu la compensation est
formelle et la partie finie restante ambigue. II est necessaire de revenir a la
forme discrete (10.22), qui reflete un choix de quantification, pour la calcu-
ler. Une autre fagon directe de comprendre cette ambigu'ite est de remarquer
que, puisque dans 1'expression (10.42) la difference \q — q' est generiquement
d'ordre ^/e, un changement de quantification qui affecte q a 1'ordre (q — q')2

(equation (10.21)) modifie q par une quantite d'ordre e. Dans ces conditions,
g(g) ainsi que trlng varient egalement par une quantite d'ordre e. La modi-
fication de J\f(q) engendre alors une correction quantique finie (d'ordre K) a
Faction classique, typique de la commutation des operateurs d'impulsion et
position.

Une fois de plus, nous trouvons une relation entre ordre des operateurs
quantiques et ambiguites de la limite continue. Dans la situation generique
(c'est-a-dire en 1'absence de symetries), les differentes limites continues dif-
ferent ici par un potentiel arbitraire, c'est-a-dire par un nombre infini de
parametres.

Remarque. Dans le cas oii ga@ est le tenseur metrique sur une variete
riemannienne, le facteur (10.42) reconstruit formellement la mesure covariante
sur la variete. Montrons en effet Finvariance de forme de 1'integrale de chemin
par changement de coordonnees dans Fespace des positions. Posons

Alors

avec

En meme temps, la mesure fonctionnelle est multipliee par le jacobien du
changement de variable :
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Nous notons alors

Avec ces definitions la forme de 1'integrale de chemin est restee invariante.

10.4 Mouvement libre sur la sphere
ou rotateur rigide

Pour illustrer la discussion de 1'hamiltonien general quadratique dans les
impulsions, nous quantifions maintenant le mouvement libre sur la sphere, ce
qui equivaut a quantifier un rotateur rigide avec symetrie O(N) (ce modele
est aussi le modele a non-lineaire O(N) a une dimension). L'exemple N = 2
a deja ete traite en section 5.6.

Le lagrangien quadratique dans les vitesses, decrivant le mouvement libre
sur la sphere SW-i, et done invariant par rotation, a necessairement la forme

ou R est une constante, et r un vecteur de longueur unite :

10.4.1 Hamiltonien
Pour passer a 1'hamiltonien, il faut soit imposer la contrainte (10.45) par

un parametre de Lagrange, soit parametrer la sphere en termes de variables
independantes qa. Dans ce dernier cas, 1'hamiltonien prend la forme

ou <7a/3(q) est 1'inverse du tenseur metrique sur la sphere.
D'apres la discussion de la section 10.3, les elements de matrice de e~@H

sont alors donnes par 1'integrale de chemin

ou g(q) est le determinant de la matrice ^a/g, engendrant la mesure invariante
sur la sphere.

Pour parametrer la sphere, nous pouvons, par exemple, choisir les N — I
premieres composantes qa du vecteur r comme parametres. Cette parame-
trisation est evidemment singuliere, comme toute autre parametrisation glo-
bale de la sphere pour N > 2 (il faut au moins deux cartes). Localement
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On en deduit

La metrique gap sur la sphere dans cette parametrisation s'ecrit

L'hamiltonien est caracterise par la matrice inverse gaf3 :

et done

Sous cette forme, il est possible de reconnaitre le carre du moment cine-
tique (10.17) car le carre du vecteur position r est 1, et une composante
de r est contrainte et n'a pas de moment conjugue. En effet, les variations de
qa dans une rotation infinitesimale (10.3) prennent la forme

Les quantites conservees (10.4, 10.10) sont alors

On en deduit

En consequence, 1'hamiltonien correspondant a la quantification du mouve-
ment libre sur la sphere 5V-i prend la forme

ou le vecteur L est 1'operateur moment cinetique qui represente 1'ensemble
des N(N — l)/2 generateurs de 1'algebre de Lie du groupe SO(N] agissant
sur 1'espace de Hilbert.

L'hamiltonien quantique du rotateur rigide O(N] peut aussi etre obtenu
en partant de 1'hamiltonien libre dans R^, en passant en variables radiale et
angulaires, et en figeant la variable radiale.
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10.4.2 Le spectre du rotateur rigide : integrate de chemin
Integrate de chemin. Pour ecrire 1'integrale de chemin, nous avons encore

besoin du determinant du tenseur metrique (10.48) :

On note alors que la mesure d'integration dans 1'integrale de chemin peut se
reecrire en introduisant le vecteur initial r. En effet

Sous cette forme, 1'invariance formelle par rotation de 1'integrale de chemin est
explicite. Nous pouvons alors reecrire 1'integrale de chemin (10.47) en termes
d'un vecteur r de R^ de longueur unite 1 :

Le spectre : calcul semi-classique. Nous presentons maintenant une appli-
cation de ce formalisme et un exemple supplement air e de calcul semi-classique.

Nous considerons 1'hamiltonien (10.49) pour R = 1 :

ou le vecteur L est le moment cinetique. L'integrale de chemin (10.50) devient
alors

Appelons 6 Tangle entre r' et r" :

Nous introduisons maintenant la matrice R(t) qui agit sur r(£) et applique
par une rotation dans le plan (r',r") r' sur r" en un temps (3. Sa restriction
au plan (r',r") a le forme

Elle est 1'identite dans le sous-espace orthogonal au plan (r',r").
Nous changeons alors de variables, posant
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Appelons u et v les deux composantes de p dans le plan (r',r"), u etant la
composante Je long de r', et p^ la composante dans le sous-espace orthogonal.
Avec cette notation, nous trouvons

avec

Nous utilisons alors

pour reecrire 1'action

A la difference du cas abelien ou le calcul etait exact, nous ne pouvons faire ici
qu'un developpement pour J3 petit (haute temperature). Ceci correspond a la
limite semi-classique BKW, qui est valable dans la limite des grands nombres
quantiques. Nous negligeons done les contributions exponentiellement petites
en j3~l. A 1'ordre dominant, seules les petites fluctuations autour de la so-
lution classique sont importantes. Nous eliminons done la variable u de 1'ac-
tion (10.59) en utilisant 1'equation (10.58) :

et developpons Faction en puissances de /?T et v. Le resultat a 1'ordre domi-
nant est donne par 1'approximation gaussienne et ne depend que des termes
quadratiques. En particulier, le terme lineaire en 9 dans (10.59) ne contribue
pas a cet ordre, 1'integrale sur v(t) est done independante de 0 et ne contribue
qu'a la normalisation. La fin du calcul est similaire a celle de la section 2.4, qui
conduit au resultat (2.33). Les composantes de p^ deviennent des variables
independantes et 1'integrale sur p^ est la (N — 2)ieme puissance de 1'integrale
sur une composante. Puisque chaque composante satisfait les conditions aux
limites

nous pouvons utiliser le resultat (2.37) de Poscillateur harmonique pour q' —
q" = 0, H = m = 1 et uo — iO/j3 et done



10. Integrates de chemin dans 1'espace des phases 281

ou la constante de normalisation K(/3) est independante de 9 :

Pour extraire les valeurs propres de H, nous projetons cette expression sur
les polynomes orthogonaux P/^cosfl) associes au groupe SO(N] :

{ \T Q~\ /O

Us sont proportionnels aux polynomes de Gegenbauer Cy . Pour /3 —> 0,
nous n'avons besoin que des deux premiers termes du developpement des
polynomes PL

N a 9 = 0 :

Si nous supposons qu'a chaque valeur de / ne correspond qu'une valeur propre
EI de H, avec la degenerescence

nous pouvons ecrire

et done

Puisque EI est independant de (3, nous deduisons de ce calcul le resultat
exact, a une constante additive EQ pres. Les corrections d'ordre au moins (3
s'annulent necessairement.

Un commentaire s'impose maintenant au sujet de ce resultat : nous avons
explique en section 10.3 que 1'integrale de chemin (10.47, 10.52) est mal definie
parce que la mesure donne formellement des contributions divergentes. Nous
avons afrirme que ces divergences etaient compensees par des divergences de
la theorie des perturbations. En consequence, les expressions resultantes sont
ambigues et ces ambiguites refletent le probleme de 1'ordre des operateurs dans
la quantification de 1'hamiltonien classique. Cependant, nous obtenons ici un
resultat bien defini. La raison en est qu'a chaque etape du calcul nous avons
impose la symetrie par le groupe SO(N). Ceci choisit implicitement parmi
toutes les discretisations possibles de I'integrale de chemin une sous-classe qui
correspond aux quantifications respectant la symetrie. L'etude generale du
modele a non-lineaire montre qu'un tel hamiltonien est entierement determine
a une constante additive pres. Les ambiguites de la quantification sont done
entierement contenues dans EQ.
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Exercice

Un hamiltonien quartique en p. Pour illustrer les resultats obtenus dans
ce chapitre on considere un hamiltonien quantique de degre 4 en p :

avec A > 0.
Le spectre s'obtient immediatement a partir du spectre de 1'oscillateur

harmonique :

Calculer la fonction de partition par 1'integrale de chemin de 1'espace des
phases. En deduire le spectre.

Solution. La fonction de partition pour cet hamiltonien est

ou les chemins sont des chemins periodiques.
Nous allons faire le changement de variables p, q H->• p, 0 :

La mesure de Liouville devient

Apres une integration par parties,

1'action peut s'ecrire

L'integrate sur p est gaussienne mais nous avons la contrainte p > 0. Cepen-
dant dans la limite A —» 0, le col domine 1'integrale a des corrections d'ordre
e-i/4A pres Negligeant ces corrections nous pouvons integrer sur p et trouvons
une action pour la variable angulaire 9 :

Nous pouvons alors adapter la methode du modele 0(2) (section 5.6). Nous
sommons sur les contributions des trajectoires periodiques qui decrivent le
cercle n fois :
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Nous utilisons ensuite

Nous en deduisons le spectre

Comparant au resultat exact nous trouvons que k + \ a ete remplace par /.
Par ailleurs, ce resultat n'est valable que EI <C 0, c'est-a-dire pour / autour
du minimum I ~ l/2o;A ou EI est d'ordre —I/A.

Nous notons done que ce resultat n'est correct qu'a un demi-entier pres, en
particulier pour I ou k grand. Ceci n'est pas surprenant parce que les termes
d'ordre k dependent du choix de 1'ordre des operateurs.
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Appendice A

Rappels minimaux
de mecanique quantique

U NE DIFFERENCE FONDAMENTALE entre la mecanique quantique et la
mecanique classique est le principe de superposition : les etats physiques

sont associes a des vecteurs d'un espace vectoriel complexe, et les predictions
physiques sont liees a des valeurs moyennes d'operateurs dans ces etats.

A.I Espace de Hilbert et operateurs

Espace de Hilbert. Une construction possible de la mecanique quantique
utilise le concept d'espace de Hilbert complexe que nous rappelons brievement.

On considere 1'espace vectoriel des suites complexes {<fn} muni d'un pro-
duit scalaire, generalisation du produit scalaire des vecteurs complexes de C^.
Le produit scalaire (</?, VO de deux suites {tf>n} et {i^n} est done

ou (p* denote le complexe conjugue de (p.
Ce produit scalaire dennit une norrne, et 1'espace de Hilbert est 1'espace

vectoriel complexe H des vecteurs de norme finie

Dans cet espace vectoriel on peut introduire une base de vecteurs v^N\ N E N
definie par les suites
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Tout element -0 de 7i peut done se reecrire

On peut interpreter ces vecteurs, par exemple, comme les vecteurs propres
normalises de 1'oscillateur harmonique quantique (cf. section 6.2).

Notation : bras et kets. Dirac a introduit une notation commode : les
vecteurs de 1'espace de Hilbert sont notes -0), les vecteurs complexes conjugues
(0| et le produit scalaire

Notons, par simplicite, \n) le vecteur v^ de la base. Le vecteur complexe
conjugue (n\ correspond ici a la meme suite. La propriete que la base est
orthonormee, s'exprime alors par 1'equation

Operateurs. Sur les vecteurs de 1'espace de Hilbert agissent des operateurs,
qui sont des applications lineaires internes. La representation d'un operateur
O agissant sur une suite <p = {<pn} generalise Faction des matrices sur un
vecteur :

Dans la representation des bras et kets, 1'action d'un operateur O sur un
vecteur |^) se note O\4>}.

Le conjugue hermitique O^ est represente par les elements O*nm. On verifie
alors

Interpretation physique. En mecanique quantique, 1'etat d'un systeme est
caracterise par un vecteur de 1'espace de Hilbert. Si ip) est un vecteur de
norme unite :

les quantites \ipn\
2 ont une interpretation probabiliste : la probabilite de trou-

ver, dans une mesure, le systeme quantique dans 1'etat n.
De fagon generale, pour toute observable physique et pour un systeme

quantique dans un etat donne ?/>, la mecanique quantique ne predit que la
moyenne des valeurs mesurees.

Quantiquement, une observable physique est associee a un operateur her-
mitien,
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et la valeur moyenne des mesures est egale a la valeur moyenne (il}\O\if}} de
1'operateur dans 1'etat •?/> normalise. L'hermiticite de 1'operateur assure que la
valeur moyenne est reelle.

Plus precisement, un operateur hermitien est diagonalisable, a des valeurs
propres reelles et des vecteurs propres orthogonaux. Supposons, par simplicite,
son spectre discret et notons \<PN) les vecteurs propres et ON les valeurs
propres correspondantes. L'operateur peut alors s'ecrire

Pour 1'etat correspondant au vecteur |t/>) normalise a {-01^} = 1, les quantites
((f>N\il})\2 ont de nouveau une interpretation probabiliste : la probabilite de

trouver la valeur ON dans une mesure de 1'observable associee a O pour un
systeme quantique dans 1'etat ip. Pour un operateur O et un etat i/>, la quantite

est done la valeur moyenne des mesures de 1'observable associee a O dans
1'etat i/j. Les operateurs doivent etre bornes pour que les valeurs moyennes
soient finies pour tout vecteur de 1'espace de Hilbert.

Notons, enfin, qu'un vecteur de 1'espace de Hilbert peut etre multiplie par
un nombre complexe de module 1 sans que ceci n'affecte aucune mesure. Un
etat quantique n'est done pas vraiment associe a un vecteur de 1'espace de
Hilbert, mais seulement a un vecteur a une phase pres.

A.2 Evolution quantique,
symetries et matrice densite

Evolution quantique. L'evolution quantique des etats est determinee par
1'action d'un operateur devolution. Le vecteur d'etat au temps t" se deduit
du vecteur au temps t' par

Comme la norme des vecteurs a une interpretation probabiliste, elle doit etre
conservee au cours du temps : la probabilite totale doit rester egale a 1 dans
1'evolution. La transformation U(t":t'} doit done conserver la norme et par
suite les produits scalaires des vecteurs, et done etre unitaire :

Par ailleurs, 1'evolution d'un systeme quantique isole est supposee marko-
vienne, ce qui se traduit par la loi de composition
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Si 1'operateur £/(£, t r ) est derivable, il satisfait a 1'equation

ou 1'operateur hermitien H(t) est 1'hamiltonien. La constante de Planck h
apparait ici pour des raisons dimensionnelles.

Dans le cas ou H est independant du temps, U(t",tf) = &~lH(t ~l^/h

et les operateurs d'evolution appartiennent a une representation du groupe
des translations dans le temps dont H/h est le generateur. De plus, la va-
leur moyenne de H dans tout etat est independante du temps, propriete qui
correspond, en mecanique quantique, a la conservation de 1'energie.

Notons que si 1'operateur d'evolution est borne, ce n'est pas necessairement
le cas de 1'hamiltonien, qui n'est defini, en general, que dans un sous-espace
dense de 1'espace de Hilbert. L'equation (A.2) n'a done de sens que dans le
sous-espace des etats d'energie finie.

Apres une mesure, le vecteur |^/>) est projete sur le vecteur propre cor-
respondant a la valeur propre trouvee de 1'operateur associe, une operation
appelee reduction du paquet d'onde. Cette evolution n'est pas unitaire parce
que le systeme n'est plus isole : la reduction du paquet d'onde resulte de
1'interaction entre 1'appareil de mesure macroscopique (qui correspond a un
nombre essentiellement infini de degres de liberte) et le systeme mesure.

Representation de Heisenberg. Comme fonction du temps, la valeur
moyenne d'un operateur O peut done s'ecrire

Introduisant la representation de Heisenberg de 1'operateur O,

on peut transferor 1'evolution dans le temps des etats aux operateurs

L'operateur O(t) satisfait alors a une equation d'evolution

Groupes de symetries. A cause de la condition de preservation de la norme,
les groupes de symetrie sont representes dans 1'espace de Hilbert par des
groupes d'operateurs unitaires (ou anti-unitaires, c'est-a-dire unitaire suivi
d'une conjugaison complexe).

Un systeme physique a une symetrie si 5, 1'operateur correspondant, com-
mute avec 1'hamiltonien :



A. Rappels minimaux de mecanique quantique 289

Dans le cas de groupes continus, cela conduit, comme en mecanique classique,
a des quantites conservees dans le temps : ce sont ici les valeurs moyennes des
generateurs (choisis hermitiens) du groupe.

Matrice densite. Pour les besoins de la mecanique statistique, il est encore
necessaire d'introduire la notion de matrice densite. Si 1'on n'a d'un systeme
quantique qu'une connaissance partielle, 1'etat de 1'espace de Hilbert est rem-
place par un melange statistique qui peut etre represente par une matrice
densite p, hermitienne et positive, et de trace unite pour que la probabilite
totale soit 1 :

Ces conditions se comprennent simplement si Ton diagonalise la matrice den-
site qui s'ecrit alors

{iV'n}} etant les vecteurs propres et {pn} les valeurs propres correspondantes.
Les pn doivent alors etre interpretes comme les probabilites statistiques (et
non quantiques) d'etre dans 1'etat n. Us sont done positifs et se somment a 1.

La valeur moyenne d'une observable associee a 1'operateur O devient alors

L'expression (A.I) correspond a la situation certaine ou toutes les valeurs
propres de p sont nulles sauf une — on parle alors d'etat pur — et p est un
projecteur : p2 — p.

L'evolution temporelle de la matrice densite se deduit de celles des vecteurs
d'etat. On trouve done

Dans le cas d'un systeme a 1'equilibre thermique a la temperature ksT = 1//3
(ks est la constante de Boltzmann qui est prise egale a 1 dans le texte), la
matrice densite doit commuter avec 1'hamiltonien. Des arguments heuristiques
conduisent a la conclusion

Algebre d'operateurs. Dans le cas d'un etat pur, la matrice densite est in-
variante par la multiplication de la fonction d'onde par une phase et done la
relation entre etat physique et matrice densite est biunivoque. Cette remarque
conduit naturellement a un formalisme de la mecanique quantique base entie-
rement sur une algebre d'operateurs bornes avec conjugaison hermitienne et
une operation de trace. Une telle description de la mecanique quantique est
formellement plus satisfaisante, mais peu intuitive.
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A.3 Position et impulsion.
Equation de Schrodinger

Operateurs position et impulsion. Deux operateurs hermitiens jouent un
role important : 1'operateur position q et 1'operateur moment conjugue p, qui
dans les cas les simples est 1'operateur impulsion (cf. section 5.1 pour plus de
details), dont les valeurs moyennes dans un etat caracterise alors les position
et impulsion moyennes, respectivement. Ces operateurs ne commutent pas :

Les observables usuelles peuvent s'exprimer en termes de ces deux operateurs
(pour des particules sans spin ou autre nombre quantique, ce que nous allons
supposer ci-dessous).

De nouveau, ces operateurs non bornes ne sont pas definis dans tout 1'es-
pace de Hilbert et, de fagon plus soigneuse, on peut definir d'abord les groupes
unitaires dont ils sont les generateurs : les operateurs T(a) = ezP'a/^, et
V(k) = e~i^'k/'1, ou a et k sont deux vecteurs constants, representent les
groupes abeliens des translations et des changements d'impulsion, respective-
ment.

Les relations de conmutation deviennent

II est alors commode d'introduire les vecteurs propres de ces operateurs. Ce-
pendant, ils n'appartiennent pas a 1'espace de Hilbert. Ainsi, les vecteurs
propres de V(k) correspondent a des etats localises dans 1'espace, qui sont
des limites singulieres de vecteurs de 1'espace de Hilbert : un etat strictement
localise au point qo dans Ed peut etre obtenu comme

qui est une distribution 8 de Dirac dont la norme est infinie. Neanmoins, ces
vecteurs forment une base orthogonale,

et complete puisque

Si nous notons £(q — qo) >—>• |qo) un vecteur de la base, ces relations prennent
la forme
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Dans cette base 1'operateur position, generateur des changenients d'impulsion,
est diagonal :

Tout vecteur |-0) de 1'espace de Hilbert peut se decomposer sur la base :

et la fonction VKq)? 1'ensemble des composantes, est appelee fonction d'onde.
Les fonctions d'onde correspondant aux vecteurs de 1'espace de Hilbert,
forment un espace de Hilbert de fonctions de carre sommable, en effet

Le produit scalaire de deux vecteurs |T/>) et \tp} s'ecrit alors

L'action de 1'operateur position prend la forme

L'operateur position agit sur les fonctions d'onde par multiplication.
Agissant sur des fonctions d'onde, 1'operateur impulsion est represente par

puisque les operateurs multiDlication oar a et derivee satisfont

Enfin, une autre base generalisee est fournie par les ondes planes

qui sont les vecteurs propres de 1'operateur impulsion :

et correspondent aux etats invariants par translation. Elles forment aussi une
base orthogonale complete
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Les representations des vecteurs dans les deux bases sont reliees par une trans-
formation de Fourier. Definissant, de fagon abstraite, les vecteurs propres
de p :

et done

on trouve

Definissant alors

on obtient

Particule libre. L'hamiltonien HQ de la particule libre est un hamiltonien
invariant par translation

L'impulsion est alors une quantite conservee et 1'hamiltonien s'exprime done
en fonction des generateurs p. Pour un systeme invariant par rotation, HQ est
une fonction de p2 et a petite impulsion il peut done s'ecrire

ou m est la masse de la particule.

Particule de masse infinie. L'hamiltonien de la particule de masse infinie
est invariant par changement d'impulsion :

La position de la particule est une quantite conservee et 1'hamiltonien HI est
une fonction de Poperateur position

ou V est appele potentiel.

Equation de Schrodinger. Toute une classe d'hamiltoniens peut s'ecrire
comme une somme de ces deux termes :

L'evomtion temporelle de la fonction d'onde se deduit alors d'une equation
aux derivees partielles

appelee equation de Schrodinger.
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