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Preface de la nouvelle edition

La mecanique des fluides est une auberge espagnole ou chacun trouve
ce qu'il y apporte : la poesie d'un Lucrece, 1'analyse d'un Von Karman,
la physique inspiree d'un Feynman. De nos jours, cette mecanique
s'enseigne dans les departements specialises, riches d'une forte culture en
mathematiques appliquees, et bien couples au monde industrial. Mais la
profonde comprehension physique que possedait un G.I. Taylor est devenue
difficile a maintenir, et les ouvrages d'enseignement en hydrodynamique
sont sou vent de ce fait un peu formels. Us ne preparent pas tout-a-fait
les inventeurs du futur, qui auront a maitriser des phenomenes ou des
materiaux nouveaux. Ainsi le curriculum actuel des mecaniciens ignore
pratiquement les superfluides, les polymeres, les colloi'des, les cristaux liquides,
les phenomenes interfaciaux, les milieux aleatoires,... tous sujets dans lesquels
des developpements considerables ont lieu depuis trente ans.

Le present livre est ecrit avec le souci de remedier a cet etat de choses. Son
ordre de presentation est en lui-meme revolutionnaire (les logiciens sourcilleux
s'inquieteront par exemple de voir apparaitre le mot « pression » d'abord
a propos des subtils effets capillaires !) Mais il faut comprendre que ce
texte, ecrit apres une longue experience d'enseignement, ne s'adresse pas a
des etudiants totalement debutants. L'assimilation de ce livre demande du
travail, mais il fournit un panorama extraordinairement riche de la matiere
— fluide ou presque fluide — et des ecoulements. De plus il ne s'egare jamais
dans des calculs avant d'avoir degage des principes.

Cette nouvelle edition n'est pas un simple fignolage du texte initial. Des
themes importants ont ete ajoutes :
a) certaines facettes superbes de la mecanique des fluides et notamment la
science des fluides tournants ;
b) certains secteurs imparfaitement resolus comme la turbulence. Ici
(sagement) 1'accent est mis sur la vision de Kolmogorov pour la turbulence
developpee, et sur la turbulence de paroi. Le cote " naissance du chaos " est
seulement mentionne a la fin du chapitre sur les instabilites : il impliquerait
un niveau mathematique qui depasse le cadre du present livre ;
c) une section importante sur les milieux poreux - sujet auquel les auteurs du
livre ont eux-memes contribue de fagon significative ;
d) un apergu sur la dynamique du mouillage - sujet qui m'est cher, mais qui
est surtout important par ses applications au genie chimique, a 1'aquaplaning
des voitures etc. ;
e) quelques notions sur les fluides non newtoniens qui sont les constituants de
base de nombreux precedes industriels.

J'espere profondement que le message culturel qui est present ici passera,
a la fois vers les etudiants et vers les enseignants, et je souhaite longue vie a
cet ouvrage.

Pierre-Gilles DE GENNES
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Introduction
Une seconde edition

La premiere edition de Hydrodynamique physique, fruit des enseignements
de trois physiciens et de leurs recherches, date de 1991. Get ouvrage a
connu diverses reimpressions qui nous ont permis de prendre en compte des
corrections mineures, mais sans nous donner la possibilite d'amenagements
plus importants que les suggestions et questions de nos collegues et etudiants
et notre propre enseignement rendaient souhaitables. Cette seconde edition
prend en compte 1'ensemble de ces remarques.

Mais avant tout, elle elargit de fagon substantielle le propos grace a de
nouveaux chapitres adaptes a 1'enseignement de base en mecanique des fluides.
Ainsi, nous avons amplifie 1'etude des phenomenes de mouillage (chapitres 1
et 4). Le chapitre 4 contient une description detaillee des ecoulements des
fluides non newtoniens (la rheologie). Le chapitre 7 sur la vorticite s'est
enrichi d'une partie importante sur les ecoulements en rotation, et d'une
introduction sur leurs applications en oceanographie et meteorologie. L'etude
des suspensions et milieux poreux, qui sont des exemples d'application des
ecoulements aux petits nombres de Reynolds etudies au chapitre 8, a ete
developpee. Enfin, nous avons introduit un nouveau chapitre 11 qui porte
sur 1'etude des ecoulements turbulents, le grand probleme encore ouvert de la
mecanique des fluides.

Nous avons conserve 1'esprit dans lequel nous avons travaille precedemment
et que nous avions exprime dans 1'introduction de la premiere edition. Nous
nous sommes cependant efforces de clarifier certaines presentations, d'alleger
les demonstrations toutes les fois que c'etait possible et d'introduire de
nouveaux exemples.

La mecanique des fluides a un statut mal defini et, souvent, elle est
consideree comme une branche des mathematiques appliquees. Cette vision a
ete renforcee par le developpement considerable des calculs d'ecoulements par
ordinateur (de fait, il existe bien peu de solutions exactes aux problemes de
mecanique des fluides). II en est resulte, pendant de nombreuses annees, une
ignorance de cette discipline par les physiciens et les chimistes, alors meme
que des problemes d'ecoulements interviennent en permanence dans ces deux
domaines.

Une autre raison de cette ignorance a ete la forte polarisation de la
recherche de pointe en physique vers les problemes des systemes quantiques ou



16 Introduction. Une seconde edition

vers la relativite, alors meme que les peres de ces disciplines (Bohr, Einstein,
Heisenberg) ne negligeaient nullement la mecanique des fluides. De fait, les
physiciens n'ont pas suivi les developpements importants de cette discipline,
tels que la couche limite, les ecoulements atmospheriques et oceaniques, la
turbulence developpee, les structures coherentes des ecoulements turbulents
a tres grande echelle (dont 1'ecoulement derriere la tache rouge de Jupiter
nous offre une image tres saisissante). Cette situation est heureusement en
train de changer : de nombreux progres recents sont dus a des scientifiques
qui n'avaient pas necessairement de culture de base dans ce domaine. Us ont
apporte leur connaissance de divers materiaux fluides (helium superfluide,
cristaux liquides, solutions de polymeres) et de techniques experimentales
de pointe (issues en particulier de 1'optique coherente). Us ont egalement
applique aux instabilites hydrodynamiques des approches theoriques generates
developpees pour 1'analyse des transitions de phase ; citons Pexemple
particulierement edifiant de 1'etude des mecanismes de transition vers le chaos.
De fait, les differences (plus que les differends) s'attenuent, et 1'enrichissement
mutuel que peuvent apporter les approches diverses d'un meme probleme est
indispensable.

C'est en physiciens que nous avons ecrit ce livre. L'approche que nous
avons choisie vise en particulier a relier, toutes les fois que cela est possible,
les comportements d'ensemble des fluides a leurs proprietes locales. Elle
s'appuie plus sur des raisonnements a partir d'ordres de grandeur que sur
des traitements formels. Ainsi, nous introduisons les nombres sans dimension
(tels que le nombre de Reynolds) a partir du rapport (en grec, analogia)
d'ordres de grandeur de quantites de meme nature (temps, energie), et non
par une manipulation algebrique des equations aux dimensions. On y perd
une recette de fabrication, mais on y gagne une meilleure comprehension
physique, particulierement importante pour cette science tres largement
experimentale. Le mot « hydrodynamique » est un peu restrictif, car de
nombreuses notions que nous presentons s'appliquent aussi a des gaz, tant
que les ecoulements sont suffisamment lents. Par ce mot, nous avons voulu
exclure les problemes specifiques des gaz a grande vitesse, pour lesquels
les effets de compressibilite doivent etre pris en compte : dans ce cas, la
mecanique se couple a un probleme de thermodynamique, ce couplage se
faisant a travers 1'equation d'etat des gaz.

L'organisation de 1'ouvrage est la suivante :

* Le chapitre 1 part d'une approche microscopique des fluides pour decrire
leurs proprietes de transport lorsqu'on les ecarte legerement de leur etat
d'equilibre (diffusion de la masse et de la chaleur). Nous montrons aussi
comment des techniques de spectroscopie optique permettent de caracteriser
ces parametres. Nous introduisons les phenomenes de mouillage statique.
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* Le chapitre 2 est une introduction aux principaux regimes d'ecoulement
des fluides. Nous soulignons 1'analogic entre la viscosite et les coefficients
de diffusion et introduisons le nombre de Reynolds, qui constitue le critere
fondamental de 1'etat d'ecoulement d'un fluide. Enfin, nous decrivons
I'emission de tour billons derriere un obstacle cylindrique (tourbillons de
Benard-von Karman) et nous analysons son seuil d'apparition dans 1'esprit
des mecanismes de transition de phase « a la Landau ».

* Les chapitres 3 et 4 s'interessent a la description des champs de vitesse
d'ecoulement (etude cinematique), et des contraintes (etude dynamique) qui
leur sont associees : la relation entre ces deux parametres est la base de la
mecanique des fluides. Une large part des notions que nous introduisons peut
etre appliquee a d'autres problemes de mecanique des milieux continus : il
suffit de remplacer la notion de gradient de vitesse d'ecoulement, qui est le
parametre important pour un fluide, par celle de gradient de de-placement
entre deux points voisins. Notre etude de la cinematique met en particulier
1'accent sur la visualisation des ecoulements et, plus generalement, sur leur
caracterisation experimentale. Le chapitre 4 sur la dynamique conduit a
1'ecriture de 1'equation de Navier-Stokes, qui est 1'equation maitresse du
mouvement d'un fluide newtonien.

La redaction de la premiere version a ete largement revue pour permettre
d'introduire les ecoulements de fluides non newtoniens autrement que comme
de simples definitions de relations deformation-contrainte. Nous nous
sommes toutefois limites a des situtations simples. Nous avons, dans le
meme temps, souligne la correspondance avec les effets de structure aux
petites echelles qui determinent les caracteristiques macroscopiques de ces
ecoulements. Us s'agit la d'un vaste theme, rendu populaire sous le nom de
« matiere molle », qui est intermediate entre 1'etude des solides elastiques et
celle des fluides visqueux. Un autre exemple que nous abordons egalement
dans ce meme cadre est celui de 1'hydrodynamique du mouillage.

* Le chapitre 5 discute les equations de bilan des fluides, qui sont en fait
une forme integrate des lois locales exprimees dans le chapitre precedent.
Ces equations de bilan pour la masse, la quantite de mouvement et 1'energie
d'un fluide permettent de resoudre de nombreux problemes, en particulier de
determiner les relations entre les forces sur les obstacles et le debit de fluide,
sans avoir a connaitre les champs de vitesse : il est cependant necessaire
de faire des hypotheses severes sur les ecoulements, que seule la notion de
couche limite, etudiee au chapitre 9, permettra de justifier.

* Le chapitre 6 traite de 1'ecoulement des fluides parfaits pour lesquels le
rotationnel de la vitesse est souvent nul en tous points, et suit naturellement
1'etude des equations de bilan. Cette etude fait apparaitre de fortes analogies
avec les problemes d'electrostatique (pour lesquels le rotationnel du champ
electrique est nul). Une annexe sur rhelium superfluide, fluide sans viscosite
et pourtant bien reel, conclut ce chapitre.
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* Dans le chapitre 7, la notion de vorticite est davantage developpee
qu'elle ne Test habituellement dans les ouvrages de mecanique des fluides.
Les tourbillons sont en effet presents dans de nombreux ecoulements, et
1'etude de leur dynamique donne une premiere idee des mecanismes de la
turbulence. La loi devolution du tourbillon, elle-meme, correspond a la loi
de conservation du moment cinetique en mecanique du point. L'etude des
proprietes extraordinaires des tourbillons quantifies de 1'helium superfluide,
presentee en annexe de ce chapitre, ainsi que celle, plus lointaine, des defauts
en physique des solides ont ete, pour de nombreux physiciens, une introduction
a la vorticite.

Nous avons ajoute, a la fin de ce chapitre, une partie importante sur
les ecoulements en rotation, qui jouent un role cle en meteorologie et
oceanographie. Aux grandes echelles des ecoulements en rotation, les termes
non lineaires de convection deviennent negligeables devant les forces de
Coriolis. L'equation du mouvement est lineaire, ce qui fournit des solutions
simples, meme si les resultats ne sont pas toujours si intuitifs, aux problemes
lies a des situations importantes de geophysique externe (1'enveloppe fluide
de la terre).

* Le chapitre 8 revient sur le probleme des ecoulements aux petits nombres
de Reynolds (aussi appeles ecoulements rampants) qui sont controles par
la viscosite. Bien que 1'equation de mouvement (ou equation de Stokes)
soit, dans ce cas, lineaire, les solutions exactes sont, une fois encore, peu
nombreuses et difficiles a obtenir, a commencer par le simple probleme de
Stokes du mouvement uniforme d'une sphere dans un fluide. L'utilisation
de solutions approchees est, pour les autres problemes, une regie generale.
Une presentation des suspensions et des milieux poreux, plus detaillee que
dans la premiere edition, nous a semble justifiee en raison des tres nombreux
exemples d'applications qu'ils proposent.

* L'etude de la couche limite laminaire menee au chapitre 9 permet la
description d'une large classe d'ecoulements rapides autour d'obstacles solides,
et a des applications pratiques considerables. Elle justifie 1'etude des
ecoulements des fluides parfaits realisee au chapitre 6 : ceux-ci fournissent
en effet une bonne approximation des ecoulements a 1'exterieur des couches
limites.

Les chapitres precedents (6 a 9) sont au cceur de la mecanique des fluides :
aussi, nous les avons structures pour qu'ils puissent etre lus independamment
les uns des autres.

* Le chapitre 10 traite des instabilites hydrodynamiques et peut etre
considere comme un ensemble d'applications des notions etablies au cours des
neuf chapitres precedents. II se justifie aussi, en ce qui concerne les instabilites
convectives (du type de celle de Rayleigh-Benard), par le developpement
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recent tres important du sujet, et par 1'impact de methodes mathematiques
et physiques d'etudes des instabilites et bifurcations qui debordent d'ailleurs
du cadre de la mecanique des fluides. Les developpements de ces etudes
constituent une approche fructueuse du probleme, encore mal maitrise, de
la turbulence aux grands nombres de Reynolds (1'etude de 1'instabilite de
Kelvin-Helmholtz que nous traitons en est un exemple).

* Enfin, nous avons introduit un nouveau chapitre 11 sur 1'etude de la
turbulence. II s'agit d'un sujet complexe, mais dont 1'importance considerable
dans de nombreux ecoulements industriels et naturels, et les liens avec les
autres chapitres du livre (vorticite, couches limites, instabilites) rendait la
presentation souhaitable. Nous avons utilise une presentation classique,
basee sur une approche statistique, a partir de 1'etude des fluctuations de
la vitesse en regime turbulent et des correlations spatiotemporelles de ces
fluctuations, et qui s'appuie sur les etudes deja anciennes du sujet. Nous
presentons successivement la turbulence dans un ecoulement homogene en
moyenne et celle, heterogene, qui se developpe le long d'un obstacle, en
montrant les correspondances possibles entre ces deux situtations. L'etude
des grandes structures dans les ecoulements turbulents et celle des proprietes
particulieres des ecoulements bidimensionnels, concluent ce dernier chapitre.

Si nous nous sommes presentes comme physiciens, ce n'est pas pour
meconnaitre 1'importance de la culture que nous avons acquise au contact
de la communaute des mecaniciens, tels que P. Germain et R. Moreau en
France. Comment ne pas avoir ete influences egalement par 1'ecole britannique
de la mecanique des fluides avec G.K. Batchelor, recemment disparu qui a su
maintenir si active la tradition du grand G.I. Taylor, et H.K. Moffatt ; par
celle du genie chimique americain (autour de A. Acrivos). Les cours de P.-G.
de Gennes au College de France en 1974 et 1975 (restes inedits), les deux
chapitres tres physiques du cours de physique de Feymann sur « 1'eau seche »
et « 1'eau mouillee » et le livre de mecanique des fluides de L. Landau ont ete
egalement des elements importants de notre apprentissage.

Peut-etre plus encore, ce sont les idees et les enseignements donnes par
nos collegues et amis, J. Brady, B. Castaing, E. J. Hinch, G. Homsy et
D. Lhuillier, que nous avons exploites « sans vergogne » et qui nous ont permis
d'ecrire ce livre. Nous remercions enfin R. Blanc, A.-M. Cazabat, Y. Couder,
J.-F. Joanny, D. Lhuillier et B. Perrin, ainsi que Pierre Berge et Michel Hulin,
aujourd'hui disparus, pour leurs lectures amicales et critiques a differents
stades de la redaction de cet ouvrage, et Emmanuel Guyon pour son aide
dans la partie « aeronautique » du chapitre 9 et la preparation des figures.

La seconde edition a tenu compte de nombreuses remarques faites par
tous les collegues qui ont travaille a partir de ce livre, et a fait 1'objet de
relectures attentives de plusieurs d'entre eux, que nous tenons a remercier tout
particulierement : Anne-Marie Cazabat, sur le mouillage ; Catherine Allain,
sur la rheologie ; Lien Hua, sur les ecoulements en rotation ; Christophe
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Baudet, Marie Farge, Uriel Frisch, Frederic Moisy et Caroline Nore sur la
turbulence. De nombreux collegues universitaires et industriels nous ont
fourni des donnees et des documents originaux qui permettent d'illustrer
1'expose des differents sujets de 1'ouvrage avec des resultats experimentaux ;
nous leur en sommes tres reconnaissants.

Enfin, nous n'oublions pas les etudiants de DEUG, de licence, de maitrise
et de DEA, ainsi que ceux de 1'ESPCI, et tous ceux et celles, physiciens,
chimistes qui, de Paris a Los Angeles, Buenos Aires et Montreal, ont utilise
la premiere edition de cet ouvrage, et dont les encouragements, et surtout
les suggestions, nous ont conduits a ecrire cette nouvelle edition fortement
remodelee.

C'est a ces communautes d'etudiants que s'adresse ce livre, arm de leur
offrir un premier contact avec 1'etude des fluides en ecoulement, en esperant
qu'ils partageront avec nous la curiosite et le plaisir que nous avons eu nous-
memes a travailler sur differents sujets de ce livre, objets de nos propres
recherches ou fruit de nos lectures d'une science savante et pourtant bien
concrete, et si presente autour de nous.

Paris, mai 2001

E. GUYON, J.-P. HULIN, L. PETIT



Chapitre 1

Physique des fluides

QIOUS SON ASPECT microscopique, la physique des fluides pent etre
O consideree comme une branche de la thermodynamique. L'approche
physique classique s'interesse aux etats d'equilibre des corps purs - solides,
liquides et gaz - et aux changements d'etat entre ces phases. Un premier
elargissement de cette approche est Vetude des fluctuations au voisinage
immediat d'un etat d'equilibre ; ces fluctuations sont caracteristiques de cet
etat, mais renseignent aussi sur les proprietes de retour a Vequilibre. Ainsi,
pour un systeme physique contenant un grand nombre de particules et qui a
subi un « leger ecart » par rapport a son etat d'equilibre thermodynamique, il
existe des relations simples de proportionnalite entre les flux qui ramenent le
systeme a Vequilibre et I'importance de I'ecart par rapport a cet equilibre.

L 'etude de ces relations et la definition des coefficients de transport qui
les caracterisent constituent le noyau de ce premier chapitre ; cette etude
sera d'abord macroscopique (section 1.2), puis microscopique (section 1.3).
Nous analyserons ensuite (section 1.4) quelques phenomenes de surface qui
apparaissent lorsque deux fluides ont une surface de separation commune
(interface). Nous discuterons enfin brievement I'application aux liquides
des techniques de spectroscopie optique, de rayons X ou de neutrons
(section 1.5) : ces methodes permettent d'etudier les fluctuations autour de
Vequilibre et d'en deduire les valeurs des coefficients de transport. Mais,
auparavant (section 1.1), nous allons donner une description simple de Vetat
microscopique d'un fluide en nous attachant a analyser Vinfluence de ses
caracteristiques microscopiques sur ses proprietes macroscopiques.

1.1 L'etat liquide
On connait bien, a partir de 1'etude des structures microscopiques

(rayons X) ou par 1'observation de la forme exterieure d'un cristal,
1'organisation periodique de ses atonies. Dans cet etat de la matiere,
les atomes restent fixes les uns par rapport aux autres a 1'exception de
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vibrations de faible amplitude, d'origine thermique. A 1'oppose, les gaz
sous faible pression constituent un ensemble dilue de particules se deplagant
rapidement, avec de faibles interactions entre elles, excepte lors de leurs
collisions ; les modeles de theorie cinetique des gaz permettent de comprendre
de fagon microscopique 1'evolution de leurs variables d'equilibre, telles que
la temperature ou la pression. En revanche, la description d'un liquide - de
caracteristiques intermediates entre celle d'un gaz et celle d'un solide - est
plus delicate : faut-il le considerer comme un gaz tres dense ou comme un
solide desordonne ? De fait, les modeles microscopiques des liquides associent
souvent ces deux approches extremes. En particulier, les systemes modeles
microscopiques et macroscopiques a deux dimensions fournissent un outil tres
puissant pour analyser la structure et les proprietes statiques des differents
etats de la matiere.

1.1.1 Les differents etats de la matiere : systemes
modeles et milieux reels

Representation visuelle des etats de la matiere par une table
soufflante

Les modeles de tables soufflantes utilisent un ecoulement d'air dirige vers
le haut a travers une plaque horizontale percee de trous identiques de petit
diametre et repartis uniformement sur sa surface. On y place des palets
de rayon R qui se deplacent ainsi sans friction appreciable ; « Fagitation
thermique » des palets peut etre simulee par la vibration de la plaque ou
de ses parois laterales. Suivant la concentration moyenne des palets, on
peut observer les caracteristiques des differents etats de la matiere. Les
figures l.la & b ont ete obtenues en fixant une petite source lumineuse
sur chacun des palets et en enregistrant les trajectoires correspondantes sur
une photo exposee pendant un temps de pose plus long que le temps moyen
entre chocs. Les trajectoires des palets apparaissent en blanc sur les figures.
On caracterise la concentration de palets par la compacite C (ou facteur de
remplissage), qui est le rapport de la surface occupee par les palets a la surface
totale.

La valeur maximum CM pour des systemes a deux dimensions est obtenue
pour un empilement triangulaire compact de disques. Les palets forment alors
un reseau cristallin parfait bidimensionnel (Fig. 1.2) : cet etat representerait
celui d'un cristal parfait sans agitation thermique. Dans cette configuration,
un motif unite (la maille elementaire) qui, repete periodiquement, conduit
au reseau triangulaire, est un losange (I/) de surface So = (2J?)(2.R):^. A
1'interieur de cette surface, il y a exactement les elements d'un disque de



L'etat liquide 23

FIG. 1.1 - Configurations observees lors du mouvement de palets sur une
table soufflante pour differentes valeurs de la compacite C ; (a) etat solide
C — 0,815 ; (b) etat fluide C = 0, 741 (photographies Piotr Pieranski).
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FIG. 1.2 - Configuration de compacite maximale d'un empilement de palets
circulaires de mime diametre et dont les centres forment un reseau cristallin
plan.

surface Sp = TT^? d'ou une compacite :

Remarque On parle quelquefois pax abus de language, de reseau hexagonal. Ce
dernier correspondrait a la presence d'un element seulement au sommet de chaque
hexagone, et non au centre de 1'hexagone.

f Compacites elevees

Tant que la compacite reste voisine de CM , les palets se deplacent autour
de leur position d'equilibre, comme le revelent les trajectoires des points
lumineux (Fig. l.la). En revanche, leur position moyenne reste fixe et
1'arrangement correspondant est periodique : on a ainsi 1'image des vibrations
des atomes d'un solide, responsables de la propagation du son. Dans un solide,
les deplacements des particules se transmettent en effet de proche en proche en
reponse a une oscillation imposee a une extremite. Ces modes de propagation
sont appeles phonons. Mais, deux rangees voisines de l'empilement ne peuvent
pas glisser 1'une par rapport a 1'autre de plus d'une distance de 1'ordre de
R : chaque particule garde toujours les memes voisines. L'amplitude des
deformations correspondant a ce glissement est done limitee, et des forces de
rappel elastique apparaissent.

+ Compacites moyennes

Pour des valeurs de la compacite inferieure a Co ~ 0,8, on passe a un
regime different dans lequel les particules peuvent sortir de la cage constitute
par leurs voisines. Dans ce cas, les particules ne restent plus en position
moyenne fixe les unes par rapport aux autres et constituent un « liquide »
bidimensionnel (Fig. Lib). Dans le meme temps, la periodicite du cristal est
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perdue. La fluidite de 1'etat liquide entraine la possibilite d'un mouvement
d'ensemble des palets 1'un par rapport a 1'autre si on impose un mouvement
relatif a des parois laterales qui delimitent le systeme.

4 Faibles compacites C <C CQ

Dans ce cas, on a un « gaz » de palets. La distance moyenne entre les
centres de deux particules plus proches voisines peut etre alors tres grande
(de 1'ordre de R/\/C ), alors qu'elle etait de 1'ordre de 2R a 1'etat liquide.

Simulations numeriques par modeles de disques durs

On peut obtenir des resultats analogues a ceux de la section 1.1.1, a partir
de simulations numeriques ou 1'interaction entre particules est de type disque
dur; dans ce cas, le potentiel d'interaction entre deux particules est nul lorsque
la distance r entre leurs centres est superieure a 2R, et infiniment repulsif
lorsque r est inferieur ou egal a 2R. Ces etudes confirment et etendent les
resultats du modele analogique que nous avons presente plus haut. Mais ces
simulations permettent surtout d'introduire des potentiels d'interaction plus
realistes, tel celui de Lennard-Jones qui, pour un probleme a trois dimensions,
est de la forme :

Cette forme de potentiel permet de rendre compte d'une tres legere
interpenetration des particules, fortement limitee par le principe d'exclusion
de Pauli, lorsque r est inferieur ou egal a 2R ; ce potentiel introduit aussi
une faible attraction entre particules, due aux forces de Van der Waals, qui
devient dominante aux « grandes » distances (r 3> R). L'equation (1.2) predit
1'existence d'un minimum de V(r) pour une valeur, TQ de 1'ordre de 2R ; cela
correspond a un equilibre stable qui n'existe pas dans le modele de disques
ou de spheres durs. En introduisant ce potentiel, on modifie 1'equation d'etat
du gaz parfait bidimensionnel et on obtient une forme similaire a 1'equation
de Van der Waals pour un corps pur. En particulier, on voit apparaitre un
domaine ou un equilibre liquide-gaz est possible.

Modeles a trois dimensions

A la section 1.1.1, nous avons modelise la structure des solides et la
transition solide-liquide a partir d'un arrangement de palets circulaires. II est
egalement possible de representer la structure de certains etats d'organisation
de la matiere a 1'aide d'empilements periodiques de spheres : c'est le cas par
exemple pour le reseau cubique a faces centrees (Fig. 1.3a).

Cherchons la compacite d'une telle structure ; le motif de base de
I'empilement est constitue par un cube de rayon a = (4^?/\/2) (Fig. 1.3b) qui
contient 1'equivalent du volume de quatre spheres de rayon R (la diagonale
des cotes du cube est en effet egale a 4R). La compacite C (fraction de volume
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FIG. 1.3 - (a) Empilement a faces cubiques centrees (CFC) compact d'un
ensemble de spheres de rayon uniforme R ; (b) le reseau CFC de spheres en
contact a ete coupe par le cube qui forme la maille elementaire du reseau.
II y a en tout 4 spheres a Vinterieur de ce cube. La correspondance avec la
figure (a) peut etre mieux comprise si Von realise que la sphere S a Vextremite
de I'axe 111 formant la diagonale principale du cube joue le role de la sphere
(cachee) au centre de I'empilement de (a).

occupee par des spheres en contact) verifie done :

La valeur 0,74 de la compacite de la structure cubique a faces centrees est la
plus elevee qui existe pour des empilements de spheres de meme rayon R :
une fois realise, cet empilement assure une organisation periodique a grande
distance, tout comme pour un reseau triangulaire a deux dimensions.

Remarque La conjecture de Kepler, qui proposait que Ton ne puisse depasser cette
limite pour des empilements de spheres de meme diametre, a regu une demonstration
mathematique en... 1998.

La difference avec le cas a deux dimensions vient de ce que cet empilement
periodique ne se forme pas spontanement quand on remplit un recipient de
billes identiques, meme en les faisant vibrer. En effet, il existe une infinite de



L'etat liquide 27

FIG. 1.4 - Get empilement icosaedrique est construit, comme celui de la
figure l,3a, a partir de 12 spheres de meme diametre placees regulierement
autour d'une sphere centrale cachee : il a une probabilite plus grande de se
produire que I'empilement cubique a faces centrees. A cause de sa symetrie
d'ordre 5, il ne pent pas etre Vamorce d'un reseau cristallin.

fagons de placer autour d'une seule sphere le meme nombre (12) de spheres
voisines : 1'icosaedre de la figure 1.4 en est un exemple particulier. II n'est
pas possible de construire un cristal a partir de tels remplissages locaux. Cela
est different du cas bidimensionnel ou la seule fagon de disposer six disques en
contact avec un disque central est de les placer aux sommets d'un hexagone ;
ce dernier constitue alors I'amorce du cristal triangulaire bidimensionnel de
la figure 1.2.

En pratique, lorsqu'on remplit un recipient avec des billes de meme rayon,
on construit un empilement desordonne de compacite comprise entre 0,59
et 0,64, quel que soit le mode de remplissage. La structure ainsi obtenue
represente assez bien celle d'un metal amorphe que Ton peut obtenir en
deposant rapidement un film de metal a 1'etat liquide ou vapeur sur un
support tres froid. Elle represente assez bien aussi la position instantanee des
atonies d'un liquide simple (Fig. Lib). Enfin, ces empilements fournissent une
bonne representation des milieux poreux (sable, gres) dont nous parlerons a
la section 8.6 du chapitre 8.

II est egalement possible d'obtenir des modeles de cristaux tridimensionnels
a partir de particules spheriques de latex de diametre bien defini, mises
en solution dans un milieu ionique. Tant que les repulsions coulombiennes
entre les spheres sont suffisamment fortes, ces interactions conduisent a la
formation d'un arrangement periodique des particules (cristal colloidal). En
augmentant la concentration ionique de la solution, on diminue les repulsions
car les charges de la solution realisent un ecran contre les interactions entre
particules ; la structure periodique disparait, et il se forme des agregats de
particules.
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1.1.2 La lirnite solide-liquide : une frontiere parfois floue
La limite entre le comportement mecanique d'un solide et celui d'un

liquide n'est pas toujours aussi franche qu'il apparait dans la description
thermodynamique ; elle depend etroitement de 1'amplitude et de la duree des
contraintes appliquees. La science qui etudie 1'evolution de la deformation des
materiaux sous contrainte est la rheologie. A la section 4.4 du chapitre 4, nous
discuterons les differents types de comportement observes dans des fluides
varies. Nous nous limiterons ici a deux exemples.

Modelisation de la plasticite a deux dimensions

La deformation de solides tels que des barres ou des ressorts metalliques
soumis a des forces cesse d'etre reversible au-dela d'une contrainte seuil qui
represente leur limite elastique. Aussi, de nombreux corps, en apparence
solides, « s'ecoulent » lorsqu'ils sont soumis a de tres fortes contraintes
(glaciers, materiaux de la croute terrestre, feuilles metalliques dans un
pressage a froid). Ce processus est appele plastification. Les modeles a deux
dimensions permettent d'illustrer 1'influence capitale, sur ce phenomene, des
defauts qui existent dans des empilements cristallins. Ces defauts pourront
par exemple etre 1'apparition d'une nouvelle rangee de particules a partir
d'un point du reseau (dislocation), ou bien une ligne de contact entre deux
reseaux d'orientation legerement differentes (joints de grain). II suffit de
regarder un plateau sur lequel on a depose une monocouche de billes ; en
inclinant legerement le plateau, on constate que les deformations d'ensemble
de cette couche sont rendues possibles par le mouvement des billes voisines
des defauts. Ainsi, les defauts permettent a la matiere solide de s'ecouler.
Cette observation est a la base de la metallurgie moderne.

Dependance de la deformation d'un materiau par rapport
a la vitesse de variation des contraintes

La rapidite de la variation des contraintes joue un role tout aussi important
que leur amplitude pour determiner le comportement d'un materiau : ainsi,
nous verrons du chapitre 4 (section 4.4.4) que la reponse d'un corps a une
perturbation de frequence variable permet de faire apparaitre un passage
de 1'etat solide (a haute frequence) a 1'etat liquide (a basse frequence).
La limite entre ces deux regimes est obtenue autour d'une frequence I / r,
caracteristique du corps. Le sable mouille est un exemple classique de
changement de comportement avec la frequence. II suffit de comparer
1'enfoncement tres faible d'un pied dans le sable lors d'une course, a celui,
plus marque, en position immobile. On peut realiser tres simplement chez
soi une experience du meme type avec une solution concentree de mai'zena ou
d'amidon dans laquelle on enfonce une petite cuillere a differentes vitesses :
la cuillere ne s'enfonce que si on la pousse lentement ; en revanche, on arrache
la mai'zena comme un eclat de solide si on la tire rapidement. Un autre



Coefficients macroscopiques de transport 29

exemple classique de ce comportement est le cas d'un polymere dont les
chaines ont la forme d'une « pelote » : les monomeres sont enchevetres les
uns dans les autres. Le temps T est associe a un temps de « debobinage »
des macromolecules. Si le temps caracteristique de 1'excitation est plus court
que le temps r, le polymere se comporte comme un corps solide ; en revanche,
a plus basse frequence (aux temps plus grands que le temps r), il utilise ses
degres de liberte internes pour se deformer irreversiblement comme un liquide.
Le nombre de Deborah sera defini au chapitre 4 comme le rapport de ces deux
temps.

1.2 Coefficients macroscopiques de transport

Analysons maintenant le transport induit dans les fluides par de legers
desequilibres tels que la reponse du systeme puisse continuer a etre decrite
par une approximation lineaire. Trois types de problemes peuvent ainsi etre
abordes :

- le transport de chaleur (d'energie) en presence de variations spatiales
de temperature ;

- le transport de matiere du a des variations de concentration^ ;

- le transport de quantite de mouvement dans un fluide en mouvement.
C'est surtout cette derniere propriete de transport qui sera etudiee dans
cet ouvrage. Nous ne nous interesserons ici qu'aux deux premieres citees.

En physique des fluides, ces differents modes de transport coexistent souvent.
Voici deux exemples de cette coexistence :

- un objet chaud (temperature T+) place dans un fluide au repos a
une temperature plus faible T_, induit souvent un mouvement dit
convectif dans la partie superieure du fluide (Fig. 1.5a). En retour, les
mouvements du liquide augmentent le transport de chaleur entre 1'objet
et le fluide ;

- en soufflant sur un morceau de bois incandescent, on modifie a la fois
les transports de masse, de matiere et de chaleur (Q), et la cinetique de
la reaction exothermique de combustion est acceleree (Fig. 1.5b).

On a, dans ces exemples, une juxtaposition de mecanismes d'echange convectif
(entrainement par le fluide en ecoulement), radiatif, chimique (associe aux
reactions) et diffusif (ou conductif). Ces derniers mecanismes dependent
uniquement des proprietes microscopiques du fluide et sont analyses comme
des faibles deviations par rapport a 1'etat d'equilibre. Dans ce chapitre, nous
nous interesserons uniquement a ce cas.

Nous discuterons d'abord d'un point de vue macroscopique 1'exemple
familier de la diffusion de la chaleur, pour aborder ensuite la diffusion de masse
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FIG. 1.5 - Echange de chaleur entre un fluide et une plaque chauffee : (a) en
presence d'un ecoulement de convection spontane induit par la difference de
temperature (et etudie en detail au chapitre 10) ; (b) entre un courant d'air
et un corps chaud, avec la formation d'une couche limite (voir chapitre 9).

(section 1.3) ; puis a la section 1.4, nous donnerons une image microscopique
de ces effets dans les gaz et les liquides. Au chapitre 2, nous verrons comment
la viscosite d'un fluide traduit le phenomene de diffusion de la quantite de
mouvement. La presentation simultanee du transport diffusif de ces trois
grandeurs provient de ce que les equations decrivant les processus et les
caracteristiques observees sont analogues. Les resultats obtenus pour le
transport de la chaleur sont facilement transposables au transport de la masse
ou de la quantite de mouvement (moyennant un changement des coefficients
et une transposition scalaire-vecteur).

1.2.1 Conductivity thermique
Definition de la conductivity thermique, equation de transport
de la chaleur en regime stationnaire

Un corps homogene (solide, liquide ou gaz) infiniment etendu dans les
trois directions est soumis a un gradient de temperature dT/dx le long de
1'axe Ox. Ce gradient est obtenu en appliquant une difference de temperature
TI — TI entre les deux plans P\ et P^ distants de L (Fig. 1.6). On s'interesse
au transport de chaleur a travers une section de surface S perpendiculaire a
1'axe Ox.

Le flux de chaleur JQ par unite de section et de temps varie lineairement
avec TI —T-2, ce que Ton peut exprimer par la relation de proportionnalite :

le signe negatif indique que le flux de chaleur est dirige en sens oppose du
gradient thermique. La derniere egalite vient de ce que, a 1'equilibre, la
temperature varie lineairement entre les valeurs extremes T\ et T2, ce que nous
justifierons ulterieurement (section 1.2.1). Le coefficient k (appele conductivity
thermique) est fonction uniquement des proprietes du materiau. II verifie
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FIG. 1.6 - Transport de chaleur le long de I'axe d'un cylindre induit par une
difference de temperature T\ — T^.

1'equation aux dimensions :

([L] correspond a la longueur, [M] a la masse, [T] au temps, [[0] a la
temperature). Des valeurs typiques de ce coefficient sont donnees dans le
tableau 2 a la fin de ce chapitre. La relation (1.4) peut etre generalisee au cas
ou la temperature T varie dans les trois directions de 1'espace avec :

Cette relation a la meme forme que la loi d'Ohm locale j(r) = — ugrad F(r)
qui relie la densite de courant electrique j au potentiel V(r) en electrocinetique
(a est la conductivity electrique du milieu). Nous comprenons maintenant
pourquoi, en regime stationnaire, la temperature varie lineairement avec
la distance dans la geometric de la figure 1.6, tout comme le potentiel
electrique varie lineairement entre deux electrodes paralleles portees a des
potentiels differents et plongees dans un fluide conducteur. La relation
lineaire (1.6) exprime une proportionnalite entre un flux (de chaleur) et une
force thermodynamique (le gradient thermique) ; on retrouvera des relations
similaires dans les autres phenomenes de transport au voisinage de 1'equilibre.

Application de 1'equation de conductivity thermique
a une geometric cylindrique

L'experience que nous aliens decrire permet de mesurer la conductivity
thermique du materiau constituant le cylindre creux de rayon a, represente
sur la figure 1.7. Initialement, le cylindre est plonge dans un bain isotherme a
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la temperature uniforme TI de telle fagon que T (r = a) = T\ quel que soit t.
La zone creuse a 1'interieur du cylindre (r < b) n'est en communication
avec le bain exterieur que par 1'intermediaire du cylindre. On y place un
thermometre qui permet de mesurer la temperature interieure Ti (t), et une
resistance chauffante R qui delivre une puissance P constante et uniforme
sur la hauteur H du cylindre. Si cette hauteur H est assez grande devant le
rayon a du cylindre, on peut supposer que le flux de chaleur Jq(r) est radial
et ne varie pas le long de 1'axe. A 1'instant t = 0, on branche la resistance
chauffante et on enregistre les variations de la temperature interieure Ti (t) du
cylindre mesuree par le thermometre. Au bout d'un temps suffisamment long,
cette temperature se stabilise a une valeur T?. La mesure de T^ — T\ donne
acces a la valeur de la conductivite thermique k du cylindre. En effet, evaluons
le flux de chaleur radial q (r) par unite de surface (b < r < a) circulant entre
deux cylindres de rayons infiniment voisins r et r + dr. Son module q (r)
verifie :

Echange thermique en regime non stationnaire - Equation
de Fourier

Nous avons traite Pexemple precedent en supposant qu'on avait atteint
un regime stationnaire ou la temperature en chaque point est independante
du temps. On mesure alors un effet de diffusion sous gradient impose.

En regime stationnaire, la puissance de chauffe P est une constante. En
combinant ces deux relations, on obtient 1'equation differentielle :

En integrant cette equation, compte tenu des conditions aux limites sur la
temperature, on obtient :

Remarque Ce calcul, valable en regime permanent, est identique a celui de la
conductivite electrique d'un conducteur forme de deux cylindres coaxiaux entre
lesquels est appliquee une difference de potential (V? — Vi) (analogue a la difference
de temperature T-2 — T\) et parcourus par un courant d'intensite I (analogue a la
puissance de chauffe P).
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FIG. 1.7 - Principe de I'experience de la mesure de conductivity thermique a
I'aide d'un cylindre creux.

Considerons maintenant le cas plus general ou la temperature T est a la
fois fonction de la position et du temps ; dans le paragraphe precedent,
cela correspondait a la variation transitoire representee par la courbe de
la figure 1.7 b. Nous traiterons ici, tout d'abord, le cas plus simple de la
variation de temperature avec la geometric unidimensionnelle de la figure 1.6 :
1'evolution de la temperature T(x, t) peut etre decrite en exprimant un bilan
thermique pour un element de volume de corps limite par les plans voisins x
et x + dx (Fig. 1.6).

Le flux de chaleur entrant pendant le temps dt par la surface S est, d'apres
1'equation (1.6) :

La difference de ces deux flux est la quantite de chaleur algebrique accumulee dans
le volume limitfe par les deux plans soit :
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en appliquant la formule des accroissements finis a la fonction dT(x,t)/dx. Cette
quantite de chaleur accumulee entraine une variation de temperature dT(x,t)/dt
donnee par 1'egalite :

ou p est la masse volumique du corps et C sa capacite calorifique par unite de masse.
En simplifiant 1'equation (1.14), on obtient 1'equation de la chaleur, dite equation
de Fourier, a une dimension, qui relie les derivees partielles de la temperature T par
rapport au temps et a la coordonnee d'espace x :

le coefficient K est la diffusivite thermique (une grande diffusivite thermique
correspond a une grande conductivite thermique et a une faible inertie
au transfert de la chaleur, mesuree par pC}. Dimensionnellement,
1'equation (1.15b) implique que le rapport de K au carre d'une distance est
homogene a 1'inverse d'un temps ; on a done [K] — [L]2[T]~l avec pour unite
le metre carre par seconde. On trouvera les valeurs des coefficients k, K et C
pour plusieurs fluides usuels en fin du present chapitre.

La forme de 1'equation (1.15b) est tres generale et caracteristique de tous
les phenomenes de diffusion : on la retrouve sous une forme identique, mais
avec des variables differentes, dans les problemes de transport de masse ou de
quantite de mouvement. II est sou vent utile d'exploiter cette correspondance
ou les coefficients de diffusivite gardent la meme dimension mais prennent des
valeurs differentes. Notons que, en regime stationnaire et dans une geometrie
unidimensionnelle, 1'equation (1.15b) se ramene a :

Dans ce cas, on a done un gradient de temperature constant le long de
la coordonnee x et, par suite, une variation lineaire de la temperature
avec la distance, ainsi que nous 1'avons suppose dans 1'etablissement de la
relation (1.4).

Plus generalement, dans un probleme ou la temperature varie dans les
trois directions de 1'espace, il convient de remplacer le terme d2T(x,t)/dx2

dans 1'equation (1.15) par le Laplacien :
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x/Vict

(a) (b)

FIG. 1.8 - Profils de variations de la temperature avec la distance le long d'une
barre de longueur infinie : (a) profils a des instants differents t\ < t% < £3
apres une variation initiale en echelon sur le plan origine x = 0 ; (b) profils a
des instants differents en fonction de la distance normalisee u = x/\/rKt. La
courbe normalisee unique est donnee par la formule (1.18).

qui est 1'equation de diffusion de la chaleur, ou equation de Fourier a trois
dimensions.

Application au transport d'une variation de temperature
dans une direction

Nous considerons a nouveau la geometric de la section 1.2.1 (Fig. 1.6). Le
corps est initialement a une temperature uniforme T = T0 aux temps t < 0.
A 1'instant t = 0, on impose une variation de temperature sur le plan limite
x = 0, en le mettant en contact avec un reservoir de chaleur a la temperature
uniforme : TI = T(x = 0,t > 0). Le profil de temperature en fonction de la
distance au plan origine est montre sur la figure 1.8a, a differents instants ;
on observe 1'etalement progressif de la perturbation introduite dans le plan
origine sous 1'effet de la diffusion de la chaleur.

La solution de ce probleme nous eclairera sur de nombreux autres exemples
de diffusion. Remarquons d'abord que, a partir de la diffusivite thermique K
et du temps t, on peut construire la variable ^/Kt qui a la dimension d'une
longueur. II est done raisonnable de normaliser les abscisses x par cette
longueur en formant le rapport sans dimensions u = x/\/~Kt ; de meme, au lieu
de calculer T(x, t), nous determinons la fonction normalisee (T—To)/(Ti —TO),
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qui varie entre 1 (pour x = 0) et 0 (pour x —>• oo). On trouve alors, comme
nous le demontrerons plus has, la solution :

ou erf (z) est la fonction definie par erf (z) = -|= f* e ^ d£ ; erf (u) est egale
a zero pour u = 0 et a 1'unite lorsque u tend vers 1'infini. Ainsi, pour les
conditions aux limites particulieres que nous avons considerees, nous avons
obtenu une solution qui ne depend pas separement de x et t, mais seulement
de la variable reduite x/\/~Kt. La figure 1.8b montre que les profils spatiaux
de la temperature normalisee correspondant a differents instants coi'cident
lorsqu'ils sont traces en fonction de cette variable. Pour des ocnditions aux
limites differentes, il aurait pu etre necessaire de rechercher des solutions plus
complexes dependant separement de x et t.

On voit que, a un instant t donne, 1'effet de la perturbation de la
temperature s'est propagee sur une distance de 1'ordre de -\/Kt (a un prefacteur
de 1'ordre de 1'unite pres) ce qui est bien en accord avec la forme dimensionnelle
de K. Nous rencontrons ici la caracteristique essentielle des phenomenes
diffusifs, a savoir la proportionnalite entre la distance moyenne de diffusion
et la racine carree du temps. Ce resultat explique, en particulier, 1'inefficacite
des mecanismes diffusifs a grande distance ; s'il faut un temps IL pour qu'une
perturbation de temperature diffuse sur une distance L, il faut un- temps
tioL — 100 tL pour qu'elle diffuse sur une distance dix fois plus grande.
Pour 1'air, par exemple, \/«T = 1 cm, pour t = 10s ; \/Kt = 10 cm, pour
t = 103s~20mn.

Demonstration de 1'equation (1.18)
A titre d'essai, nous recherchons des solutions de la forme :

En reportant la fonction (1.19) dans 1'equation (1.17) et en exprimant les derivees
de T par rapport a t et a x sous la forme :

En posant F(u) = f ' ( u ) , cette equation differentielle de la variable reduite u devient:
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Les constantes A et B sont determines a partir des valeurs de la temperature pour
x = 0 (T = Ti = A) et pour x -> oo (T = T0 = A + B).

Diffusion de la chaleur en geometric cylindrique

Nous avons discute precedemment le transport radial de la chaleur
en regime stationnaire dans un cylindre creuse d'une cavite cylindrique.
Analysons maintenant les variations transitoires de temperature dans le cas
lirnite ou la cavite cylindrique interieure, dans laquelle on mesure la variation
de temperature, a un rayon et une capacite calorifique negligeables : nous
supposons que le cylindre de rayon a, initialement a une temperature TO,
est plonge brusquement a 1'instant t = 0 dans un fluide de temperature
TO + 6To. Sans faire le calcul qui fait appel a un developpement en serie
de fonctions, montrons simplement les resultats obtenus. La figure 1.9
represente les profils de la temperature reduite 6T(r/a)/8To a differentes
valeurs de t (r est la distance a 1'axe du cylindre, et ST(r/a) est 1'ecart de la
temperature locale par rapport a la temperature initiale T0). Les differentes
courbes correspondent a differentes valeurs du rapport tfrrj ou TD = a? /K
represente, comme nous 1'avons vu plus haut, 1'ordre de grandeur du temps
de diffusion sur la distance a. On constate que, pour les temps faibles,
la variation de temperature est limitee a une couche proche de la surface

FlG. 1.9 - Diffusion de la
chaleur dans un cylindre dont la
surface exterieure est soumise,
a I'instant t, a une brusque
variation de temperature de TO a
TO + <5Tb. La distribution de la
temperature reduite 8T/8To est
portee en fonction de la distance
reduite r/a a Vaxe du cylindre.
Les differentes courbes sont
obtenues a differents instants,
caracterises par le temps reduit
(Kt/a2) = 0,005 (a) ; 0,02 (b) ;
0,06 (c) • 0,1 (d) ; 0,15 (e) ;
0,2 (f) ; 0,3 (g) ; 0,4 (h).
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(r = a) d'epaisseur de 1'ordre de ^/Kt. Les profils sont similaires a ceux que
nous avons montres sur la figure 1.8 pour une surface limite plane, done de
rayon de courbure infmiment grand. Pour des temps plus longs, de 1'ordre de
0, !T£>, la perturbation de temperature se fait sentir sur 1'axe du cylindre. Elle
devient partout egale a T0 + 8TQ lorsque t w TD • Nous verrons au chapitre 2
(section 2.1.2) que ces profils decrivent tout aussi bien les variations temporelle
et spatiale de la vitesse dans un cylindre rempli de fluide auquel on impose
un mouvement de rotation.

Propagation par diffusion et par ondes

Pour evaluer 1'efficacite des differents processus, comparons 1'equation de
Fourier (1.17) a 1'equation classique de propagation d'une onde d'amplitude A
dans la direction Ox :

c est la celerite de 1'onde. Pour 1'equation (1.24), on peut trouver des solutions
de la forme : A(x, t) — f i ( x — ct) + f^(x + ct). Elles decrivent la propagation
d'une onde dans les directions + x et — x a une vitesse c constante ; la distance
parcourue augmente proportionnellement au temps. L'equation (1.17) admet
des solutions pour lesquelles la distance de propagation x varie comme la
racine carree du temps t : la « vitesse effective » de propagation (x/t) decroit
avec la distance. Physiquement, ce resultat est du au fait que le flux de
la variable qui diffuse (temperature, concentration, ...) est proportionnel au
gradient de celle-ci : plus le front de variation s'etale, plus la propagation se
fait lentement.

Ainsi, le simple changement de 1'ordre de derivation par rapport au
temps donne des comportements tout a fait differents pour les phenomenes
de propagation des ondes et pour ceux de diffusion. Les phenomenes de
diffusion sont efficaces a des temps courts ou sur des tres petites distances ;
la propagation par ondes ainsi que la convection par le fluide en mouvement
(qui donne elle aussi un deplacement lineaire avec le temps) sont dominants
dans les autres cas.

1.2.2 Diffusion de masse
Equation de conservation de la masse d'une espece diffusante

Dans 1'exemple a une dimension de la figure 1.6, remplagons la
temperature T par la concentration d'un element dilue dans le fluide principal:
ce traceur peut etre un autre gaz ou une fumee dans le gaz, des ions, des
molecules de colorant ou des isotopes radioactifs dans un liquide. Dans ce
phenomene de diffusion sous gradient, on s'interesse au flux de traceur induit
par son gradient de concentration. On peut aussi s'interesser a I'autodiffusion
decrivant la redistribution de molecules marquees evoluant, en 1'absence de
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gradient, parmi d'autres molecules de meme espece mais non marquees. Dans
une solution diluee, la diffusion sous gradient et 1'autodiffusion ont des valeurs
identiques. Dans le cas ou les particules diffusantes interagissent entre elles,
ces deux coefficients peuvent devenir differents.

La concentration peut etre mesuree par le nombre n(x, t) de particules
de traceur par unite de volume ou par la masse PA de traceur par unite de
volume de melange. L'equivalent de la relation (1.6) est /'equation de Pick :

ou Jm est la densite de courant de traceur (masse par unite de surface et
de temps), et D est le coefficient de diffusion moleculaire du traceur. Sa
valeur est fonction a la fois des proprietes du traceur et de 1'espece diffusante.
D verifie 1'equation aux dimensions :

et a done la meme dimensionnalite que le coefficient de diffusion thermique.
En annexe a ce chapitre, nous donnons quelques valeurs de ce coefficient.

On peut etablir 1'equation aux derivees partielles qui relie les variations
de la densite avec la position et le temps, en suivant pas a pas la procedure
utilisee pour le probleme thermique, c'est-a-dire en exprimant de deux fagons
differentes la conservation de la masse de traceur dans un volume elementaire
fixe ; on obtient ainsi, dans le cas unidimensionnel, 1'equation equivalente
a (1.15b) :

A la section 1.2.1, nous avons discute des exemples de conduction thermique
ou sont fixees des conditions aux limites de temperature sur une paroi. Us
correspondent a des problemes ou sont imposees des valeurs aux limites de
concentration d'especes chimiques. Dans ce cas, les solutions mathematiques
se transposent directement en changeant la variable T en p, et en remplagant
K par D.

En pratique, il est plus simple de creer une repartition de concentration
initiale donnee de traceur et de regarder comment elle evolue. L'equivalent
thermique consisterait a injecter une certaine quantite de chaleur en un point
pendant un temps court, et a la laisser diffuser ensuite.

Etalement d'un traceur initialement localise dans un plan

On suppose qu'a 1'interieur du fluide, on introduit de fagon uniforme une
masse MA de traceur, initialement localisee sur une tres faible epaisseur autour
du plan x = 0. Mathematiquement, cette distribution initiale est du type
distribution de Dirac S avec PA = MAO(X}. Par ailleurs, si le traceur ne reagit
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pas avec le fluide, la conservation de la masse de traceur s'ecrit :

Pour verifier ces conditions, on utilise la derivee g(x,t) par rapport a la
variable x de la solution (1.23) de 1'equation de diffusion de la chaleur que
nous avons determinee a la section 1.2.1 :

avec : u = x/\^Kt. La fonction g (x, t) est bien solution de 1'equation (1.15b) :
en effet, en derivant cette equation par rapport a a;, on trouve que si une
fonction est solution de 1'equation, sa derivee par rapport a x Test aussi. En
remplagant AC par D, on obtient done :

La solution de ce probleme est done une courbe Gaussienne (Fig. 1.10). Sa
largeur augmente comme la racine carree du temps : cela correspond bien
a la variation de la distance de propagation comme \ft, caracteristique des
phenomenes diffusifs. Dans le meme temps, 1'amplitude decroit comme l/Vi

FIG. 1.10 - Etalement par diffusion moleculaire d'une tache de traceur
initialement localisee dans le plan x = 0 ; (a) profils de concentration a
differents instants t = 0, t = t\, et t = 1t\, apres I'instant d'injection
du traceur ; (b) profit obtenu en utilisant la variable normalisee x/vDt en
abscisse et 1'amplitude 2\^JrDtpA(x,t)/MA en ordonnee. La courbe correspond
a la fonction gaussienne de la formule (1.29).
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de fac,on a conserver 1'aire sous la courbe (cette aire represente la masse
totale de colorant injecte). Comme nous 1'avons fait pour la courbe de la
figure 1.8b, nous pourrons superposer les differentes variations en utilisant
la coordonnee u = x/\/~Kt comme abscisse et le produit l^nDtpA^, t)/MA
comme ordonnee.

Remarque Notons que la solution (1.23), obtenue pour la diffusion de chaleur,
correspond a la reponse a une variation spatiale en echelon de la temperature initiale
(ou de la concentration de traceur dans le fluide). Ici, nous avons considere une
injection de traceur tres localisee, ce qui conduit a la solution (1.28) differente de la
solution (1.23) (qui represente sa derivee spatiale).

1.3 Modeles microscopiques des coefficients
de transport

Les lois macroscopiques que nous avons ecrites pour la chaleur et la masse
s'appliquent de fagon generale aux fluides et aux solides. Jusqu'a present, nous
n'avons ni envisage la nature microscopique de ces processus de transport, ni la
liaison entre les coefficients de diffusion et la structure du milieu. Nous aliens
maintenant donner une description simplifiee des mecanismes microscopiques
du transport. Nous analyserons tout d'abord la diffusion massique en termes
de marche au hasard, puis nous appliquerons la theorie cinetique au transport
dans les gaz ; nous discuterons enfin le cas des liquides.

1.3.1 Une approche de la diffusion massique : la marche
au hasard

Nous nous interessons ici a 1'etalement d'une tache de traceur initialement
localisee en un point. Analysons le mouvement des particules de traceur qui
peuvent etre des molecules ou des particules tres petites, dites browniennes, de
taille inferieure a un micrometre : en raison de 1'agitation thermique, celles-ci
ne sont pas immobiles mais ont des trajectoires complexes comportant une
suite de changements de direction aleatoires (mouvement brownien).

Pour analyser ce processus, nous utiliserons le modele de la marche au
hasard, la marche de 1'homme ivre ! Partant d'un point origine O au temps
initial t = 0, il effectue des pas de meme longueur i et de meme duree T. Apres
chaque pas, il repart immediatement dans une nouvelle direction independante
de celle du pas precedent. Nous cherchons de quelle distance moyenne le
marcheur (qui represente Tune des molecules du traceur) s'est eloigne du
point O au bout d'un nombre de pas N — t/r. En physique statistique,
on s'interesse a des effets de moyenne ; nous allons done calculer la moyenne
< R(t)2 > prise sur tout un ensemble de marches aleatoires independantes
(la moyenne de 1'ecart vectoriel R(t) ne presente pas d'interet car elle est
nulle du fait que toutes les directions sont equivalentes). Physiquement,
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I correspond aii libre parcours moyen des molecules, r au temps l/u de
trajet entre deux chocs (w, defini plus loin, represente la vitesse moyenne
des molecules de traceur). < R(t)2 > est 1'etalement carre moyen de la tache
de traceur (le temps T ne doit pas etre confondu avec les temps de relaxation
internes des particules, qui inter viennent sou vent dans 1'etude de 1'ecoulement
de fluides complexes). Cette representation physique est tres naturelle ; ainsi
par exemple dans les gaz parfaits, les molecules se deplacent en ligne droite
entre chaque choc avec les autres molecules.

Au bout du premier pas, < R(r}2 >= R(r)2 — £2. Nous aliens montrer
par recurrence que, apres TV pas, on a :

Supposons que, apres (TV - 1) pas, < R2((N - l)r) >= (TV - l}i2. Pour
une marche donnee telle que celle de la figure 1.11, appelons MJV-I le point
d'arrivee du pas TV — 1 et M/v celui du pas suivant. On obtient done 1'egalite

FIG. 1.11 - (a) Deplacement d'une particule de traceur au cours d'une
marche au hasard brownienne ; la longueur de tons les pas est supposee la
meme. (b) Trajectoire brownienne reelle, obtenue par I'analyse de I'image
d'une sphere de polystyrene suivie dans son mouvement pendant 2000 s. Un
deplacement elementaire dure une seconde en moyenne ; 1 cm sur la figure
represente environ 3,5 fj,m (document G. Bossis).
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vectorielle :

Prenons la moyenne de cette egalite sur tout un ensemble de marches
independantes partant de O aii temps t = 0. Par suite de I'independance
de la direction d'un pas et de celle du pas precedent, la moyenne du produit
scalaire (OMjv-i) • (MAT_I MAT) est nulle : il peut en effet prendre avec la
meme probabilite des valeurs positives et negatives. On trouve done bien le
resultat final :

qu'on peut encore ecrire sous la forme :

On retrouve bien une loi de diffusion ou 1'ecart moyen ̂ /< R(t}2 > par rapport
a la position initiale augmente avec la racine carree du temps. En utilisant la
relation t = u T ou u est la vitesse caracteristique du marcheur pendant un
pas, on trouve :

Pour completer cette presentation qualitative, notons les points importants
suivants :

4 La demonstration de la formule (1.33) ne demande pas de connaitre
la dimension de 1'espace dans lequel se fait la marche au hasard
ou la diffusion. Dans le cas particulier ou cette marche se fait le
long d'une ligne, il est assez facile de montrer que la loi donnant la
probabilite d'etalement a partir d'un point situe sur cette ligne est une
courbe de Gauss. On retrouve ainsi independamment le resultat de
1'equation (1.29) obtenu par une approche purement macroscopique. La
demonstration part de la formule du binome appliquee a :

Si p (respectivement q) (avec p + q = 1) represente la probabilite de faire
un pas a droite (respectivement a gauche), le terme general C^ pr qN~r

donne la probabilite qu'on ait eu r pas a droite et N — r pas a gauche.
Dans la limite d'un tres grand nombre de pas (N tend vers 1'infini),
on montre que la distribution des termes du binome tend vers une
distribution gaussienne, qui est centree a 1'origine si p = q — \.
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4 Si la marche de I'homme ivre se fait sur une voie legerement inclinee,
chaque pas est legerement biaise dans le sens de la descente. AU bout
d'un nombre de pas JV, la distribution de marcheurs n'est plus centree
autour de 1'origine O comme dans la distribution de Gauss precedente ;
on a centrage autour d'un point O' tel que OO' est oriente vers la
descente. Nous avons alors la manifestation d'un phenomene convectif
qui se superpose au phenomene diffusif de la marche au hasard : ce
phenomene sera preponderant aux temps longs car le deplacement OO'
varie lineairement avec le temps, alors que la distance de transport
diffusif ne croit que comme \/£. II est possible d'etudier ce probleme
dans le modele a une dimension precedent, en prenant des probabilites
p et q differentes d'aller vers la droite et vers la gauche. On trouve
alors que le deplacement du centre de gravite de la tache varie comme
OO1 — N(p — q)£, mais que 1'etalement reste gaussien. Ce resultat
represente par exemple la diffusion d'un traceur en presence d'un champ
de forces permanent en volume, tel que la gravite sur des particules
pesantes (sedimentation) ou un champ electrique sur des ions.

Remarque Dans 1'analyse precedents, nous avons envisage le cas ou tous les pas
de la marche au hasard etaient de longueur identique. On peut montrer que le
modele gaussien obtenu dans ces conditions reste valable si la distribution de la
taille des pas de la marche au hasard n'est pas trop large (plus precisement, il suffit
que la probabilite d'avoir un pas de taille i decroisse plus vite que 1 / f 2 ) . Si tel
n'est pas le cas, alors 1'ecart quadratique moyen du deplacement dans la marche au
hasard varie avec le temps plus vite qu'en \/i, ce qui est du au fait que les pas rares
et tres longs dominent le comportement diffusif. On parle dans ce cas de diffusion
cmormale (ici, il s'agit d'hyperdiffusion).

1.3.2 Coefficients de transport des gaz parfaits

Volume elementaire representatif

Avant d'aborder Interpretation microscopique des coefficients de
transport, nous donnons ici la definition du volume elementaire representatif.

En mecanique des milieux continus, on est amene a definir des grandeurs
macroscopiques : pression, temperature, vitesse, masse volumique. Ces
quantites sont des moyennes des grandeurs microscopiques correspondantes,
sur une taille grande devant I'echelle de leurs fluctuations microscopiques
(m), mais petite devant celle des variations a I'echelle macroscopique (Ai),
provenant de 1'heterogeneite du milieu. Le volume sur lequel est realisee
la moyenne et qui verifie ces conditions, est appele volume elementaire
representatif (V£Tl) (Fig. 1.12). Ce volume elementaire representatif n'existe
pas dans tous les cas, en particulier dans les milieux tres inhomogenes, pour
lesquels les variations macroscopiques se font sur de tres courtes distances.
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FIG. 1.12 - Le parametre P est obtenu par moyennage de la grandeur
microscopique correspondante sur un volume V.

Calcul du coefficient de diffusion moleculaire pour un gaz parfait

Nous nous plagons dans le cas de la geometric unidimensionnelle de
la section 1.2.1 (Fig. 1.6) et nous etudions un gaz dilue de molecules de
traceur, dont le nombre n(x) par unite de volume varie regulierement dans
la direction Ox (Fig. 1.13). Les molecules de traceur sont accompagnees
d'autres molecules qui se redistribuent pour compenser les variations de
pression associees a celles de la densite n (x). Les molecules sont animees
d'une vitesse moyenne d'agitation thermique. Nous cherchons a evaluer le
flux total de particules de traceur a travers une section plane d'abscisse XQ et
d'aire unite.

FIG. 1.13 - Schema du modele de transport de particules par diffusion
unidimensionnelle en theorie cinetique des gaz.

Nous notons J+ (respectivement J_) le flux de particules de traceur venant
de la gauche (respectivement de la droite) de ce plan (le flux represente le
nombre de particules qui traversent 1'unite de surface par unite de temps).
Par suite de 1'effet du gradient de la concentration de particules n(x), ces
deux flux sont differents. Le rapport entre la difference (J+ — J_) et (—dn/dx)
nous donne le coefficient de diffusion moleculaire D. Le calcul exact utilise
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la distribution en module et en direction des vitesses d'agitation thermique.
Nous ferons ici plusieurs hypotheses simplificatrices :

$ Nous considerons qu'un tiers seulement des molecules se deplacent
suivant la direction ±x avec la vitesse d'agitation thermique u ; les deux
tiers restants se deplacent dans les directions y et z, et ne contribuent
pas, de ce fait, au transport dans la direction consideree.

4 Pour e valuer les flux venant de la gauche ou de la droite, nous
divisons 1'espace par des cellules de taille egale au libre parcours
moyen i des particules de traceur. C'est a cette echelle microscopique,
mais grande cependant devant la taille des particules, que se font les
echanges. Le libre parcours moyen sera considere dans la suite comme
1'echelle minimale de variation des proprietes moyennes : concentration,
temperature, vitesse. Avec ces hypotheses, le flux J+ s'ecrit :

Le facteur supplementaire 1/2 donne la fraction de particules qui se dirigent
dans la direction des x positifs; n (xQ — C) est le nombre de molecules de traceur
par unite de volume dans le plan d'abscisse XQ —£. La formule (1.36) represente
simplement la definition classique du flux ou le facteur 1/6 permet de tenir
compte des differentes orientations des vitesses. L'hypothese principale est
1'introduction de 1'abscisse XQ — £ ce qui revient a supposer que toutes les
particules ont fait, pour arriver en XQ, un saut d'une longueur juste egale a t.
On ecrit de meme le flux J_ des particules venant de la droite :

Le flux global J = J+ — J_ resultant du gradient de concentration dn/dx est
done :

La formule (1.39) (y compris le coefficient 1/3) est d'ailleurs le resultat que
donnerait un calcul exact dans 1'approximation des gaz parfaits.

Nous constatons que 1'equation (1.39) coincide (au facteur 1/3 pres) avec
le resultat obtenu par le modele de marche au hasard de la section 1.3.1, en
utilisant comme vitesse entre les chocs la vitesse d'agitation thermique des
molecules, et en prenant la longueur des pas egale au libre parcours moyen.
Dans ce cas particulier, cela montre 1'equivalence des deux phenomenes
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d'etalement d'une tache de traceur et de flux induit par un gradient de
concentration : les deux approches de la theorie cinetique des gaz et de la
marche au hasard sont en fait equivalentes.

Application numerique a 1'helium gazeux
On applique la formule (1.39) a 1'helium dans les conditions normales de

temperature et de pression. La masse d'un atome d'helium est m = M./N ou
A/" = 6,02 x 1023 est le nombre d'Avogadro et M = 4 x 10~3 kg est la masse molaire
de 1'helium. La vitesse thermique moyenne u de 1'atome 1'helium est donnee par :

ou fcs = 1,38 x 10 23 J/K est la constante de Boltzmann. On en deduit :

Le libre parcours moyen £ est donne par le resultat classique de la theorie cinetique
des gaz :

ou <jc — 1 x 510 19 m2 est la section efficace de 1'atome d'helium. Ce resultat signifie
que dans un cylindre de section a et de longueur £, il y a en moyenne une particule :
ce cylindre represente en effet le volume « balaye » par la molecule lorsqu'elle se
deplace d'une distance £. A 1'interieur de ce volume devra se trouver une autre
particule pour qu'il puisse y avoir choc. Le nombre n d'atomes par unite de volume
est n = Af/V ou le volume molaire V vaut 22, 7 x 10~3 m3. On en deduit :

Notons que, dans ce modele valable pour un gaz parfait (particules sans
interactions), la diffusivite D croit comme ^/T avec la temperature, a densit6 n
constante (puisque u varie de meme).

Remarque Dans une approche plus rigoureuse de la « theorie cinetique », on
distingue la vitesse quadratique moyenne urms = Vw2 = ^3ksT'/m et la vitesse
moyenne \u\ = u = -^/SksT/m. La premiere (urms) apparait dans la derivation
microscopique de la pression dans un gaz parfait de particules sans interaction. La
seconde, (tt), est la quantite qui intervient dans la determination des proprietes
de transport. Cependant, ces deux expressions ne different que de 60 %. Cette
distinction n'est done pas necessaire dans le cas present, puisque nous sommes
surtout interesses par des ordres de grandeur.

Calcul de la diffusivite thermique pour un gaz parfait

Dans ce cas, on suppose qu'on a, d'une part, une seule sorte de particules
et que leur nombre n par unite de volume est constant. On fait, d'autre part,
1'hypothese que le gradient de temperature suivant Ox est constant et que la



48 Chapitre 1 : Physique des fluides

relation locale entre temperature et vitesse d'agitation thermique moyenne u
reste conservee (on a done egalement un gradient de la vitesse u). Par ailleurs,
les relations comme (1.36) ou (1.37), qui evaluaient des flux de particules, vont
representer maintenant des flux de chaleur notes JQ avec :

Dans ces deux relations, p est la masse volumique du gaz, Cv sa chaleur
massique a volume constant. La quantite pCvT represente 1'energie par unite
de volume associee au mouvement d'agitation thermique des molecules. En
outre, on a :

Remarquons que, a la difference du cas precedent de la diffusion de masse, il
intervient dans les flux de chaleur JQ+ et JQ_ a la fois les variations spatiales
de temperature, et les variations spatiales de la vitesse moyenne u d'agitation
thermique, dues au gradient de temperature. Le flux de chaleur global JQ
s'ecrit a 1'aide des relations (1.40) et (1.41) :

On constate que la diffusivite thermique K a une valeur tres proche de D. Le
mecanisme qui controle le transport — la diffusion par agitation thermique —
est en effet le meme dans les deux cas.

Notons que la conductivity thermique k est independante du nombre n de
molecules par unite de volume tant que 1'approximation de gaz parfait reste
valable. En effet, pCv est proportionnel a la densite n, et la relation (1.43a)
contient done le produit In = n/(y/2ncr) qui est independant de n. Ce
resultat, a priori surprenant, se comprend si on realise que, en augmentant
le nombre n de particules par unite de volume, on augmente la frequence des
chocs entre particules, mais on diminue d'autant le libre parcours moyen et,
par suite, 1'eflicacite du transport.
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Validite des modeles de type gaz parfait

Les resultats obtenus aux sections 1.3.2.2 et 1.3.2.3 ne s'appliquent ni aux
gaz a tres faibles pressions, ni aux gaz denses qui ont des proprietes proches
de celles des liquides.

- Dans le premier cas, si le libre parcours moyen devient superieur a la
taille L du recipient qui le contient, il y a essentiellement des chocs
avec la paroi et peu de collisions entre particules. Or, ces collisions sont
necessaires pour etablir 1'etat d'equilibre statistique decrit par la theorie
cinetique des gaz. Ce regime, dit de Knudsen, est obtenu dans des
cavites sous vide : en effet, pour une pression de 1'ordre de 0,1 Pascal,
le libre parcours moyen des molecules de gaz devient de 1'ordre de la
dizaine de centimetres. On peut done atteindre le regime de Knudsen
dans des tubes de tailles macroscopiques.

- L'autre limite est celle ou la distance moyenne entre particules (de
1'ordre de n"1/3) est comparable au libre parcours moyen. C'est le
cas des liquides que nous allons traiter maintenant.

1.3.3 Phenomenes de transport diffusif dans les liquides
A la difference des gaz, on ne peut pas comprendre les differents coefficients

de transport dans les liquides a partir d'un modele simple et unique comme
celui de la theorie cinetique. Nous discutons ici brievement les cas de la
diffusion de masse et de chaleur.

Coefficient de diffusion moleculaire dans les liquides

Lorsque nous avons etudie le transport dans les gaz, nous avons suppose les
interactions entre molecules negligeables dans 1'intervalle de temps entre deux
chocs. Dans les liquides, les interactions restent toujours tres importantes.
Aussi, nous allons commencer par etudier la diffusion de particules spheriques
de rayon R utilisees comme traceurs : dans ce cas, si la particule se deplace
par rapport au liquide avec une vitesse v, la force d'interaction avec celui-ci
est egale a la force de Stokes :

ou 77 est un coefficient appele coefficient de viscosite qui est caracteristique
du fluide ; il sera defini au chapitre 2. Cette expression de la force
d'interaction sera etablie au chapitre 8 (section 8.4). Si la particule est assez
petite (typiquement pour R inferieur a un micrometre), les effets d'agitation
thermique sont suffisamment importants pour qu'on puisse calculer le
coefficient de diffusion moleculaire correspondant. II suffit alors d'extrapoler
vers les petites tailles pour estimer la diffusion d'un traceur moleculaire. On
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peut mettre la relation (1.44) sous la forme :

ou \i est appele coefficient de mobilite avec :

Dans un celebre article sur le mouvement brownien public en 1905, Einstein
a etabli la relation generale suivante entre le coefficient de diffusion D et la
mobilite fx :

Notons que le coefficient D represente un etalement en 1'absence de force
exterieure mais en presence d'agitation thermique ; la mobilite n est liee a
1'existence d'un champ de force exterieure FI. En utilisant la relation (1.47),
on obtient :

Cette relation s'applique assez bien jusqu'a des rayons de particules de 1'ordre
des tallies moleculaires et donne done un ordre de grandeur de coefficients de
diffusion de liquides. Ainsi, pour une molecule de 1 nm de diametre avec une
viscosite r\ — 10~3 Pa.s, on trouve : D — 2,2 x 10~10 m2/s. Cette valeur est
tres inferieure a celle obtenue dans les gaz.

Demonstration de la relation d'Einstein
Pour demontrer la relation d'Einstein, nous allons ecrire, dans un cas particulier,

1'equilibre entre les efFets de 1'agitation thermique et d'une force exterieure.
Supposons un ensemble de particules d'un traceur quelconque (moleculaire ou non),
de mobilite /u et de coefficient de diffusion D place dans un champ de force f constant
parallele a 1'axe Ox. En pratique, ce modele peut par exemple correspondre au
comportement d'un ensemble de particules browniennes sedimentant sous 1'effet
de la gravite. Elles sont supposees en equilibre thermique avec un thermostat a
temperature T. Le champ de force f cree un potentiel U = —fx. La presence de ce
potentiel cree un gradient (dn/dx) du nombre n de particules par unite de volume ;
localement n(x) verifie la loi de distribution de Boltzmann :

Le gradient dn/dx induit un flux diffusif Jm de particules avec :
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La force / induit une vitesse de derive moyenne des particules Vd = p,f. Notons
que Vd est une vitesse moyenne de 1'ensemble des particules ; elle peut etre tres
inferieure a la vitesse d'agitation thermique des particules prises individuellement
dont 1'orientation est aleatoire. A Vd correspond un flux Jd de particules avec :

A 1'equilibre statistique, les deux flux doivent se compenser avec Jm + Jd = 0. En
reportant les equations (1.51) et (1.52) dans cette egalite, on retrouve bien la relation
d'Einstein (1.47).

Conductivity thermique des liquides

Dans un liquide, il existe deux mecanismes de transfer! de la chaleur.
Le premier est du a la propagation de proche en proche des vibrations
des particules individuelles du liquide telle qu'on peut se la representer
approximativement dans 1'experience modele qui utilise un ensemble dense de
palets mis en vibration (Fig. 1.1). Le second existe pour les metaux a 1'etat
liquide (Hg, Na ...) et se fait par 1'intermediaire des electrons responsables
de la conduction electrique. Ces deux mecanismes sont similaires a ceux
qui assurent la conduction de la chaleur dans un solide cristallin ; nous ne
les etudierons pas ici. Notons toutefois la grande efficacite du mecanisme
par transport electronique qui fait que les metaux liquides sont de bons
conducteurs de la chaleur tout en ayant une capacite calorifique elevee. Le
sodium liquide est par exemple utilise comme fluide caloporteur dans les
echangeurs thermiques des reacteurs nucleaires surregenerateurs.

Comparaison des valeurs des coefficients de transport diffusif
dans differents liquides et gaz

Dans le tableau 1.2, on trouvera des valeurs des coefficients de transport
diffusif pour quelques corps purs. Aux coefficients D et K analyses au cours
de ce chapitre, nous avons ajoute le coefficient de viscosite cinematique v.
II represente la diffusivite de la quantite de mouvement, et sa signification
physique sera discutee en detail au chapitre 2 (y est relie a la viscosite
dynamique r\ que nous avons vue apparaitre plus haut (relation (1.44)) et
a la masse volumique p par v = T}/ p). Les coefficients D, K et v ont
tous trois la meme dimension [L]2^]"1. Dans de nombreux processus, deux
phenomenes de diffusion pourront intervenir simultanement ; leur efficacite
relative sera alors un parametre tres important. On la caracterise par un
nombre sans dimension qui est le rapport des constantes de temps de diffusion
des quantites considerees sur une distance de 1'ordre de la taille caracteristique
L de Fecoulement. Nous verrons plusieurs exemples de tels nombres sans
dimension au chapitre suivant (section 2.3). Us jouent un role important dans
de nombreux phenomenes de transfert de chaleur et de matiere.
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1.4 Effets de surface et tension superficielle
Nous discutons a present quelques proprietes des interfaces entre un liquide

et un gaz, ou entre deux liquides. Ces interfaces jouent un role tres important
dans 1'equilibre et 1'ecoulement des fiuides, des lors qu'ils ont des surfaces
libres et ne sont plus simplement en contact avec des parois solides.

Nous allons d'abord donner quelques elements sur les effets d'energie de
surface, afin d'introduire la signification du coefficient de tension superficielle.

1.4.1 La tension superficielle
Mise en evidence des effets de la tension superficielle

Pour introduire les effets de tension de surface, considerons 1'experience
representee par la figure 1.14 : un film de liquide (de 1'eau savonneuse par
exemple) est supporte par un cadre rectangulaire dont 1'un des c6tes est
mobile.

FIG. 1.14 - Une experience mettant en evidence le phenomene de tension de
surface.

Si nous lachons le cote mobile, il se deplace de fagon a diminuer la surface
du film. Pour le maintenir en place, il est necessaire d'exercer une force F qui
est proportionnelle a la largeur L du cadre. Done, pour accroitre la surface du
film d'une quantite dS = Ldl, il faut fournir une energie dW qui correspond
simplement au travail de la force F et s'exprime par :

Le coefficient 7 est appele coefficient de tension superficielle entre le liquide
considere et Fair, et le facteur 2 traduit le fait que le film de liquide est
constitue de deux interfaces liquide-air. La relation (1.53) montre que le
coefficient 7 correspond a une energie par unite de surface de 1'interface. Son
unite est done le newton par metre (N.m"1). La valeur de 7 pour 1'eau pure
a la temperature ambiante est environ 70 • 10~3 N.m"1; pour le mercure, c'est
une des plus elevees de tous les liquides, elle est de 480 • 10~3 N.m"1 mais
d'autres metaux liquides, comme le titane fondu ont une tension superficielle



Effets de surface et tension superficielle 53

TAB. 1.1 - Ordre de grandeur de quelques parametres physiques caracterisant
les proprietes interfaciales de liquides usuels.

Metaux liquides

Liquides organiques

Sels fondus

Huiles silicones

Eau

Verre fondu

Tension

superficielle

7

(N.m-1)

1(T2 a 1,5

50 • 10~2

lo-1

20 • 10~3

70 • 10~3

lo-1

Variation de 7

avec la temperature
1 d7

~7dT

(K-1)
io-2 - lo-1

10-2 _ 10-1

io-2

io-2

io-1

io-2

Longueur capillaire

c = \ /
V P9

(m)

2 a 5 • IO-3

1 a3-10~ 3

2 a 3 • ID"3

io-3

3 • IO-3

5 • ID"3

encore plus elevee. Dans le tableau 1.1 sont reportees les valeurs numeriques
de la tension superficielle et de sa dependance avec la temperature pour
quelques liquides usuels (les valeurs donnees correspondent a la tension
superficielle entre les liquides et 1'air ; elles sont differentes dans le cas
d'interfaces entre deux liquides, ou entre un liquide et un solide, comme nous
le verrons a la section suivante).

Les phenomenes de tension superficielle ont pour effet de minimiser 1'aire
de 1'interface, compte tenu des contraintes imposees par ailleurs au systeme
(gravite, pression ...). En particulier, la forme spherique d'une goutte assure
une surface minimale pour un volume donne (en 1'absence de gravite).

Origine physique des forces de tension superficielle

Physiquement, la tension superficielle est associee aux forces de cohesion
internes qui s'exercent entre les molecules d'un fluide : forces de van der
Waals, liaisons hydrogene (dans 1'eau par exemple), liaisons ioniques, liaisons
metalliques (dans les metaux comme le mercure). Dans un fluide en volume,
les forces exercees par chaque molecule sont equilibrees par celles exercees
par les molecules voisines. Si on introduit une interface, par exemple avec
le vide, les forces exercees dans sa direction ne sont plus equilibrees ; c'est
la 1'origine des forces de tension superficielle et de 1'energie correspondante.
La valeur du coefficient de tension superficielle sera tres variable suivant la
nature des forces qui s'exercent entre les atomes ou les molecules ; la forte
tension superficielle des metaux liquides (comme le mercure par exemple)
s'explique par la forte valeur des energies associees aux liaisons metalliques
(valeurs typiques de tension superficielle de 0, 5 a 1 N-m"1) alors que les forces
de van der Waals, qui jouent un role preponderant dans de nombreux corps
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moleculaires, ne donnent des valeurs que de 1'ordre de 2 a 2, 5 • 10~2 N.m^1.
Les contributions a la tension superficielle de differents types de forces se
composent additivement. Par ailleurs, la tension superficielle d'une interface
entre deux composes A et B de tensions superficielles 7.4 et 75 peut e~tre
estimee a partir de 1'expression approchee :

Variation de la tension superficielle en presence d'un surfactant

Nous discutons a present 1'effet de variation de tension superficielle due a
la presence d'un compose tiers (ou surfactant) au niveau de 1'interface entre
deux fluides. La presence de ce surfactant abaisse la tension superficielle
entre les fluides. Sans entrer dans les details des interactions reciproques
entre les trois composes en presence, nous pouvons expliquer qualitativement
le mecanisme d'abaissement de la tension superficielle de la maniere suivante :
prenons 1'exemple d'un surfactant tel qu'un acide gras (1'acide stearique
qui est le principal constituant des bougies, en est un exemple). II s'agit
d'un compose forme d'une tete acide polaire partiellement ionisee, et d'une
longue queue constitute de radicaux CH2- En presence d'eau, la molecule
se dispose de fagon a placer sa tete polaire du cote de 1'eau (on dit que la
tete est hydrophile) et sa queue aliphatique vers le milieu exterieur (queue
hydrophobe). Pour cette raison, on parle de composes amphiphiles. Cette
interposition des molecules de surfactant entre les deux fluides diminue les
interactions directes entre leurs molecules et, de ce fait, diminue la tension
interfaciale par suite de 1'affinite du surfactant pour chacun des deux fluides.
II devient alors energetiquement moins defavorable pour le systeme d'accroitre
1'aire de 1'interface entre les deux fluides.

Les surfactants jouent un role cle dans de nombreux problemes de physico-
chimie, en particulier dans le domaine des detergents : la partie hydrophobe
de leurs molecules enrobe les corps gras, permettant ainsi leur solubilisation
dans 1'eau.

Influence de la temperature sur la tension superficielle

La diminution de la cohesion d'un liquide lorsque la temperature augmente
se traduit par une diminution de la tension superficielle avec la temperature.
Pour des variations moderees de temperature, on peut traduire cette
dependance par 1'expression suivante :

Le coefficient b, de 1'ordre de 10 2 a 10 l K x , est positif, ce qui traduit la
diminution de 1'energie de surface liee a la diminution de cohesion du liquide
lorsque la temperature augmente. Ainsi, le coefficient de tension superficielle
s'annule au point critique. Nous verrons au chapitre 4 (section 4.8.3) que ces
variations peuvent induire des ecoulements (effet Marangoni).
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1.4.2 Forces de pression associees aux phenomenes
de tension superficielle

Difference de pression entre les deux cotes d'une interface courbe
et loi de Laplace

Considerons a present une goutte spherique de rayon R d'un fluide (1),
immergee dans un autre fluide (2) (Fig. 1.15a). Pour qu'une telle goutte
puisse etre en equilibre, il est necessaire que 1'interieur de la goutte soit en
surpression par rapport a 1'exterieur d'une quantite :

D'autre part, la mesure de la difference de pression entre 1'interieur et
1'exterieur d'une bulle de savon donne le double de cette valeur. II y a en
effet deux interfaces eau savonneuse-air et chacune donne une contribution
egale a 2^/R (Fig. 1.15b).

FIG. 1.15 - (a) Difference de pression capillaire (p\ - p<i) entre 1'interieur et
1'exterieur d'une goutte spherique d'un fluide (1) dans un fluide (2) ; (b)
cas d'une bulle d'air dans I'air pour laquelle il existe deux interfaces eau
savonneuse-air.

Demonstration Le rayon de la goutte correspond a 1'equilibre entre les effets
de tension de surface (minimisation de 1'aire de 1'interface) et de surpression de
1'interieur de la goutte par rapport a 1'exterieur (cette surpression peut par exemple
etre assuree en reliant la goutte a un reservoir qui maintienne la pression pi).

Pour justifier la relation (1.56), appliquons le principe des travaux virtuels pour
un accroissement de rayon d-R de la bulle sous une difference de pression Ap = pi —p2
constante. La valeur de Ap correspondant a 1'equilibre mecanique sera telle que la
variation d'energie totale dWt correspondante soit nulle. dWt est la somme de deux
termes :

- 1'un, dWs, du a la variation d'energie de surface de la sphere :
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- 1'autre dWp du au travail des forces de pression :

dWp = -ApdF = -(pi -p2)d[(4/3)7rfl3] = -(pi - p2)47r R2 dR. (1.57b)

En ecrivant que dWs + dWp = 0, on obtient la formule (1.56), aussi appelee loi de
Laplace.

Dans le cas ou la surface de separation entre les deux fiuides est quelconque,
la loi de Laplace prend la forme plus generate :

FIG. 1.16 - (a) Geometric de la surface de separation entre deux fiuides (1)
et (2) permettant de definir les rayons de courbure principaux R et R'. (b) La
surface du film de liquide tendu entre deux anneaux circulaires est ouverte, et
la pression de part et d'autre du film est done la meme. La courbure moyenne
locale C = [(1/-R) + (1/R')] est done nulle en chaque point. La surface ainsi
engendree - la catenoi'de - realise I'aire minimale du film, compte tenu des
conditions imposees par les anneaux (photographie Palais de la Decouverte).

ou R et R' sont les rayons de courbure principaux de la surface au point
considere (rayons de courbure extremum des courbes, sections de la surface
par deux plans perpendiculaires contenant la normale n (Fig. 1.16a). La
somme C = (1/R) + (l/Rf) est la courbure moyenne locale de 1'interface. Les
rayons de courbure R et R1 sont algebriques et comptes positivement lorsque
le centre de courbure correspondant est situe du c6te du fluide (1). Sur la
figure 1.16b, on peut voir un film de liquide tendu sur un cadre, dans une
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configuration ou la courbure C en chaque point est nulle, alors que R et R'
sont tous deux differents de zero, mais opposes. Cela permet de satisfaire la
loi de Laplace (Eq. (1.58)) dans le cas ou la pression de part et d'autre de
1'interface est la meme.

La loi de Laplace intervient dans de tres nombreux phenomenes physiques.
Citons en particulier la nucleation des bulles dans les phenomenes d'ebullition :
il est impossible de faire apparaitre des bulles de vapeur a la temperature
normale d'ebullition d'un liquide, car cela demanderait un excedent de
pression tres eleve entre 1'interieur de la bulle et le fluide, au moment de
la formation de la bulle (Ap oc l/R) ; il en resulte un retard a 1'ebullition.
Cette derniere s'efFectue en general par croissance de bulles microscopiques
preexistantes. Pour limiter ces phenomenes de retard, on place dans le liquide
des objets generateurs de bulles (billes de verre) ; ils donnent 1'echelle de taille
minimale a partir de laquelle les bulles de vapeur vont nucleer et grossir. Plus
cette echelle est grande, plus la surchauffe est reduite.

Influence de la gravite

Les effets de capillarite, qui sont directement lies a la courbure des
interfaces, sont importants lorsqu'on s'interesse a des phenomenes aux petites
echelles de longueur. Pour des objets de grande taille, ils sont masques par
l'influence des forces en volume, comme la gravite. La figure 1.17 illustre ce
point : des gouttes de mercure de taille differentes sont posees sur une surface
horizontale. Les plus petites ont une forme de calotte spherique, tandis que
les plus grosses sont aplaties sous 1'effet de la gravite.

FIG. 1.17 - Deformation de gouttes de mercure de taille variable posees sur
un plan solide en verre, sous 1'effet des forces de pesanteur. La plus petite
goutte, formant sensiblement une calotte spherique, a un diametre voisin de
2 mm. On pent remarquer que le mercure ne mouille pas le verre, c'est-a-dire
qu'au voisinage du verre 1'interface est convexe (la notion de mouillage sera
abordee a la section 1.4-3) (photographic des auteurs).
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FIG. 1.18 - Geometric d'une goutte partiellement mouillante posee sur une
surface plane.

Estimons 1'ordre de grandeur relatif des differences de pression capillaires
et hydrostatiques intervenant sur une goutte en forme de calotte spherique
posee sur une surface plane (Fig. 1.18). Pour plus de generalite, on considere
une goutte d'un fluide de densite p + A p entouree d'un fluide de densite p.
La difference de pression capillaire et la difference de pression hydrostatique
sur la hauteur h de la goutte sont respectivement :

Par ailleurs, si la goutte n'est pas trop deformee par rapport a une calotte
spherique, le rayon rg de la ligne de contact s'ecrit : r* = IRh. On peut done
caracteriser 1'importance relative des effets de gravite et de ceux de capillarite
par le rapport des differences de pression correspondantes, soit :

Ce rapport est appele nombre de Bond. Une grande valeur du nombre de Bond
correspond a des effets de gravite dominants ceux de tension superficielle.
Dans le cas du mercure, la valeur Bo = 1 correspond a une taille « critique » de
1'ordre de lc « 2 mm ; pour 1'eau, lc est de 1'ordre de 3 mm. Des petites valeurs
du nombre de Bond (pour lesquelles les effets capillaires dominent) sont
egalement obtenues dans des experiences hydrodynamiques en microgravite.
On peut aussi diminuer la masse volumique effective en utilisant deux fluides
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non miscibles presentant une faible difference Ap de masse volumique; on
parle alors de gravite compensee (par 1'effet de la poussee d'Archimede). La
longueur lc est appelee longueur capillaire et s'ecrit :

Pour determiner 1'importance relative de la tension superficielle pour un
ecoulement donne, on compare lc a ses dimensions caracteristiques. Des
valeurs typiques de lc sont donnees dans le tableau 1.1.

4 Phenomenes d'ascension capillaire pres d'une paroi

La longueur capillaire lc intervient dans de nombreux phenomenes. Elle
represente par exemple 1'ordre de grandeur de la hauteur d'ascension capillaire
d'un fluide le long d'une paroi verticale dans le cas ou le fluide mouille celle-ci
(a la difference de la figure 1.17), c'est-a-dire lorsque le centre de courbure de
1'interface est a 1'exterieur du liquide (Fig. 1.19).

FIG. 1.19 - Ascension d'un fluide mouillant sur une paroi verticale :
(a) schema ; (b) experience realisee avec de I'eau dans un recipient en
verre. La hauteur d'ascension est de 1'ordre du millimetre (photographic C.
Rousselin, Palais de la Decouverte).

Nous allons determiner la hauteur d'ascension du liquide au voisinage
de la paroi. Signalons qu'il peut exister un film microscopique tres mince
(quelques centaines d'angstroms d'epaisseur) au-dessus de la ligne de contact
du menisque avec la paroi solide. Nous negligeons ce film dans la presente
etude.
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La pression a 1'interieur du liquide a une ordonnee y (x) au-dessous de 1'interface
s'ecrit : ps(x) = pat — (y/R(x)) + pgy(x) on R(x) represente le rayon de courbure
local de 1'interface (il est positif dans le cas present ou le centre de courbure est
au-dessus de la surface), pat est la pression de Pair au-dessus de 1'interface, le terme
en 7/J? represente les effets de la tension superficielle et le terme p g y (x) ceux de
pression hydrostatique. D'autre part, juste au-dessous de 1'interface dans sa partie
plane, la pression dans le liquide est pat- On en deduit 1'egalite :

En utilisant la relation geometrique R(x) — [(I + y'(x)2)3/2]/y"(x), on obtient
1'equation differentielle :

qui peut se mettre sous la forme :

On voit apparaitre 1'echelle de longueur du probleme qui est la longueur capillaire
le = A/7/P 9- Par integration, en utilisant les conditions asymptotiques pour
x tres grand (en valeur absolue), y —> 0 et y' —> 0, et en remarquant que
y'(x = 0) = — cotan#o, on obtient pour la hauteur d'ascension capillaire le long de
la paroi :

La hauteur d'ascension le long de la paroi est done bien de 1'ordre de grandeur
de la longueur capillaire, corrigee par un facteur faisant intervenir les proprietes
de mouillage de la paroi par le liquide (angle de raccordement do). Le cas de la
figure 1.19 est celui d'un fluide mouillant (do < 90°). Pour un fluide non mouillant
comme le mercure (#o > 90°), 1'interface descend au voisinage de la paroi au lieu
de remonter, et ho represente la hauteur dont descend le liquide le long de la paroi,
au-dessous de sa surface libre loin de cette paroi.

4 Ascension capillaire dans un tube ; loi de Jurin

Lorsqu'un tube capillaire est plonge dans un liquide (Fig. 1.20), on observe,
comme precedemment, une deformation de 1'interface pres des parois, mais
egalement, une ascension du menisque dans le tube par rapport a 1'exterieur
si celui-ci est de petit diametre et si le fluide est mouillant pour la paroi du
tube (angle de raccordement 9 avec la paroi solide inferieur a 90°) ; si le fluide
est non mouillant - cas du mercure par exemple - le niveau de 1'interface dans
le tube est plus bas qu'a 1'exterieur. Nous allons calculer 1'ordre de grandeur
de la difference de niveau entre 1'interieur et 1'exterieur du tube capillaire.
Nous ecrivons 1'equilibre de la colonne de liquide situee dans le tube capillaire
(colonne de rayon r et de hauteur h) sous 1'effet de son poids (-7rr2hpg) et
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FIG. 1.20 - Ascension capillaire d'un menisque d'interface dans un tube de
rayon r.

de la difference de pression ail niveau de 1'interface. Supposons que 1'interface
entre le liquide et 1'air a 1'interieur du capillaire soit spherique et notons R son
rayon. La pression PI juste au-dessous de 1'interface est egale a (Pat — 2'j/R).
Par ailleurs, le rayon de courbure R de 1'interface est lie au rayon r du tube
et a I'angle de raccordement 9 par la relation r = R cos 9. Pour la difference
de pression de part et d'autre de 1'interface, on a done :

ou d est le diametre du tube capillaire. La pression PI vaut egalement
Pat — pgh. En substituant cette expression de P\ dans la relation (1.66a), on
obtient :

C'est la loi de Jurin. Elle est d'autant mieux verifiee qu'on peut negliger
1'ascension capillaire sur les parois donnee par la formule (1.65) par rapport a
h. Cela implique que r soit tres petit devant h. Pour une valeur de la tension
superficielle 7 = 7 - 10~2 N.m"1 (eau), cos# = 0,6 et r = 0,5 mm, on trouve
une valeur h ̂  20 mm largement superieure a lc (lc = 3 mm pour 1'eau). Pour
un fluide non mouillant (angle de contact 9 > 90°), la formule (1.66b) reste
valable en donnant une valeur de h negative correspondant a un abaissement
du niveau de 1'interface dans le tube.

Remarque On peut aussi se representer 1'equilibre de la colonne de liquide dans
le tube comme etant du a la composante verticale de la force de tension superficielle
qui s'exerce sur la ligne de contact a 1'interface solide-liquide a la partie superieure
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de la colonne. Cette derniere force s'ecrit (27rr7cos#). L'egalite du poids de la
colonne de liquide dans le tube capillaire (p ir r2 h g) et de cette force conduit a la
loi de Jurin.

Quelques methodes de mesure de la tension superficielle

Plusieurs de ces methodes sont basees sur les phenomenes decrits dans
la section precedente. Dans la premiere categorie que nous decrivons plus
haut, la tension superficielle est determined directement sans necessiter la
connaissance de I'angle de contact des liquides avec les surfaces solides.

4 Mesures de geometries et caracteristiques des gouttes
- Methode de la goutte pendante : une goutte est emise au bout d'un

tube capillaire, sa forme influencee par la gravite, est analysee par traitement
d'image et comparee aux profils theoriques en ajustant la valeur de la tension
superficielle pour avoir un accord satisfaisant. La precision peut etre de 1'ordre
du pourcent, ou mieux dans les cas favorables.

- Poids des gouttes formees au bout d'un tube capillaire (compte-gouttes).
Le poids des gouttes produites par un tube capillaire est approximativement
proportionnel a la tension superficielle et il depend du rayon du tube. En
moyennant un nombre suffisant de mesures et en appliquant des corrections
adaptees, on peut avoir une precision de 1'ordre de quelques pourcents sur la
mesure.

Nous decrivons maintenant des methodes qui font intervenir Tangle de
contact des liquides avec les parois solides. Associees aux methodes presentees
plus haut, elles permettent de determiner a la fois la tension superficielle et
Tangle de contact.

^ Mesures de forces sur des surfaces solides
Ces methodes posent souvent des problemes de reproductibilite, de

preparation des surfaces et de dependance par rapport a la fagon dont les
surfaces sont mises en contact avec les fluides.

- Mesures de hauteur d'ascension capillaire
Cette methode consiste a mesurer la hauteur d'ascension d'un liquide dans

un tube capillaire. On en deduit la tension superficielle en utilisant la loi de
Jurin etablie par la relation (1.66b)

-Methode d'arrachement
On tire verticalement sur un cylindre creux plonge dans le liquide, et on

mesure la force exercee par le liquide sur le cylindre au moment ou celui-ci se
detache de Tinterface. La force F verifie :

ou PArch. represente la poussee d'Archimede exercee sur le cylindre (le
facteur 2 provient de la presence de deux lignes de contact liquide-solide-
air au niveau du cylindre). Au moment ou il y a detachement (situation de la
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FlG. 1.21 - Principe de mesure de tension superficielle par la methode
d'arrachement d'un anneau.

figure 1.21), la poussee d'Archimede n'intervient plus et 1'interface liquide-air
est verticale au contact du cylindre. On a alors cos 0 = I et :

Notons que pour avoir des mesures fiables, il est necessaire de travailler avec
des surfaces tres propres.

Remarque Cette methode de determination de la tension superficielle par la
mesure d'une force est connue aussi sous le nom de methode de Wilhelmy.

+ Mesures d'angle de contact d'interfaces sur une paroi

Les angles peuvent tout d'abord etre determines en combinant des mesures
de force ou d'ascension capillaire sur des interfaces et des mesures directes de
tension superficielle. Us peuvent egalement etre determines directement par
des observations au microscope dans les cas favorables. D'autres techniques
donnent des mesures plus rapides et precises dans des cas particuliers :

- des mesures interferometriques par franges d'egale epaisseur pres d'une
ligne de contact dans le cas d'un angle de mouillage faible (< 2°) ;

- des mesures par reflexion (Fig. 1.22) sur la surface superieure d'une
goutte posee (angles de contact inferieur a 20°).

La limite de la partie illuminee de 1'ecran vient des rayons issus de la ligne de
contact et son rayon R verifie :
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FlG. 1.22 - Principe de la mesure de Vangle de contact d'une goutte avec une
surface, par reflexion sur la surface superieure de la goutte.

1.4.3 Etalement de gouttes sur une surface - notion
de mouillage

Dans ce paragraphe, nous etudions les conditions dans lesquelles une
goutte d'un liquide « mouille » une surface solide, c'est-a-dire s'etale sur
cette surface.

Parametre d'etalement

Afin de voir si 1'etalement d'une goutte d'un liquide (/) sur un plan solide
(s) est energetiquement favorable, on compare 1'energie d'une interface solide-
vide recouverte ou non d'une couche de liquide (Fig. 1.23). On appelle 7S/
1'energie de cette surface par unite de surface en presence de liquide, ^so

son energie dans le vide, et 7 = 7/0 1'energie interfaciale entre le liquide et
le vide. Les energies par unite de surface totales dans les deux situations
sont respectivement FCT/ = 7/0 + jsi et Fa — 7S0. Nous supposons ici
que 1'epaisseur du film est suffisamment grande par rapport a la portee des
forces entre atomes ou molecules pour qu'on puisse negliger 1'interaction entre
les deux interfaces (films qualifies de macroscopiques). II existe des films

FIG. 1.23 - Calcul des energies interfaciales pour une surface recouverte (a)
ou non (b) d'un film de liquide.
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microscopiques d'epaisseur submicronique pour lesquels cette condition ne
sera plus verifiee.

La presence d'un film sera done energetiquement favorable si la difference :

est positive. On appelle SQ le parametre d'etalement. Dans la plupart des
cas, 1'environnement exterieur des surfaces est constitue par un gaz et on
doit remplacer les energies de surface 7/0 et jso par rapport au vide par des
energies 7^ et jsg par rapport au gaz environnant. Les differences peuvent
etre significatives, en particulier entre ^sg et 7SO compte tenu des phenomenes
d'adsorption, et tout particulierement si la phase gazeuse contient la vapeur
du liquide (situation d'equilibre dans le cas d'une vapeur saturante). On
utilise alors pratiquement le parametre d'etalement S :

ou 7 represente cette fois-ci la tension interfaciale, 7/3, entre le liquide et le
gaz.

Mouillage partial et total

Lorsque le parametre d'etalement S est negatif, on est dans des conditions
de mouillage partiel ; pour S positif, on a mouillage total et il peut exister un
film liquide sur la surface solide. D'un point de vue moleculaire, les solides
« durs », a liaisons fortes (ioniques, covalentes ou metalliques), ont de fortes
energies de surface (^yso = 0,5-1 N.m"1). Ce sont par exemple le verre, la
silice, les oxydes metalliques : ils sont generalement mouilles par la plupart
des liquides moleculaires. Ils seront egalement facilement contamines par des
impuretes presentes dans 1'environnement, ce qui peut faire disparaitre les
proprietes de mouillage.

Par ailleurs, les solides a liaisons de plus basse energie (Van der
Waals, liaison hydrogene) auront des energies de surface plus faibles
(jsg = 5 • 10~2N.m-1). Ce sera le cas des polymeres, du teflon, ou de
la paraffme : de telles surfaces seront plus difficilement contaminees. Le
mouillage sera total ou partiel, suivant le liquide utilise.

Equilibre d'une goutte sur une paroi

Analysons tout d'abord le cas des gouttes de petite taille pour lesquelles
la gravite est negligeable (Fig 1.24a). On peut ecrire les conditions d'equilibre
de force pour la ligne triple de contact de 1'interface liquide avec la paroi. La
composante verticale est equilibree par la reaction elastique de la paroi solide
(pour un etalement sur un substrat liquide, on observerait une deformation
de ce dernier). L'ecriture de 1'equilibre des composantes horizontales de la
force donne :
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FIG. 1.24 - (a) Equilibre d'une goutte posee sur un plan solide lorsque la goutte
est assez petite pour que la gravite soit negligeable ; (b) cas d'une goutte aplatie
sous I'effet de la gravite.

En combinant ce resultat avec 1'expression (1.70) du parametre d'etalement,
on obtient (loi de Young-Dupre) :

On verifie bien que, pour 5 = 0, on a 6> = 1. Pour des gouttes de plus grande
taille (Fig. 1.24b), la goutte est aplatie, mais Tangle de contact de 1'interface
avec la paroi garde la meme valeur (Fig. 1.17).

Deplacement d'une interface

Abordons maintenant le cas de lignes de contact en deplacement. II s'agit
ici de deplacements a vitesses infiniment petites pour lesquelles on reste dans
le domaine quasi statique. Le cas du deplacement d'interfaces a vitesse finie
sera traite au chapitre 4 (section 4.8). Meme lorsque le deplacement est tres
lent, on constate qu'il y a une difference entre les angles de contact d'un liquide
avec une paroi suivant le sens de deplacement des interfaces. On observe cet
effet aussi bien lors de 1'etalement (ou de la retraction) de gouttes sur un
plan (Figs. 1.25a & b), que lors du deplacement spontane d'une goutte sur
un plan incline (Fig. 1.25c) ou lors du mouvement d'une goutte pendulaire a
1'interieur d'un tube (Fig. 1.25d).

Aux tres faibles vitesses de deplacement (ce qui correspond a notre etude),
cet effet est du a la presence de rugosites ou d'heterogeneites chimiques sur
la surface solide. On definit un angle d'avancee 9a et un angle de reculee Or
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FlG. 1.25 - Difference entre les angles d'avancee (a) et de reculee (b) pour
des gouttes posees en situation de mouillage partiel lorsqu'on augmente (a)
ou diminue (b) leur volume, (c) Angles d'avancee et de reculee en avant et
en arriere d'une goutte se depla^ant a vitesse tres faible le long d'un plan
incline, (d) Angle de contact d'avancee et de reculee pour un bouchon liquide
se depla^ant tres lentement d I'interieur d'un tube capillaire.

comme la limite des angles de contact dans chacune de ces situations, dans la
limite ou la vitesse de 1'interface tend vers zero (Fig. 1.26). Sur cette figure,
nous pouvons voir une augmentation de 1'angle de contact macroscopique avec
la vitesse d'avancee de la ligne de contact. Nous etudierons ce phenomene,
au chapitre 4 (section 4.8.1), dans le cas ou il est du a des causes purement
hy drody namiques.

FlG. 1.26 - Definition des angles d'avancee (9a) et de recul (Or) dans le cas
d'une interface en mouvement.
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1.4.4 Instabilite de Rayleigh-Taylor
Un exemple de competition entre les effets de la tension superficielle et

ceux de la gravite est 1'instabilite de Rayleigh-Taylor. Nous avons vu que
1'effet des forces de tension superficielle est de minimiser 1'aire de 1'interface
entre deux fluides (on peut se le representer en considerant 1'interface comme
une membrane elastique). Analysons le cas ou une interface horizontale separe
deux fluides de densites differentes, le plus leger etant situe au-dessous. Une
telle situation est gravitationnellement instable ; en effet, toute deformation de
1'interface cree un desequilibre de pression qui tend a 1'amplifier. Cependant,
les effets de tension superficielle qui, eux, tendent a limiter les deformations
de 1'interface pourront ramener celle-ci a 1'equilibre (Fig. 1.27). Us seront
d'autant plus importants que 1'etendue de 1'interface sera petite. Nous
pouvons prevoir le parametre qui va gouverner cette instabilite, en analysant
ces deux effets antagonistes.

FIG. 1.27 - Instabilite de Rayleigh-Taylor ; (a) geometric de I'experience ;
(b) photographic prise plusieurs secondes apres avoir retourne un recipient
contenant une huile tres visqueuse (5000 fois la viscosite de I'eau)
(photographic C. Rousselin, Palais de la Decouverte).

Le moteur de I'instabilite est la gravite, a qui est associee une difference
de pression hydrostatique Spi de part et d'autre de 1'interface, de 1'ordre de :

ou £ est le deplacement vertical infinitesimal de 1'interface, et p et p'
representent les masses volumiques des deux fluides.
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L'ordre de grandeur des differences de pression « stabilisantes » creees par
les effets de tension de surface est :

ou R est le rayon de courbure de 1'interface ; dans le cas de la figure 1.27a,
ce rayon R est relie au deplacement vertical e par la relation eR ^ L2.
L'importance relative des deux effets sera done mesuree par le rapport :

C'est la valeur de ce rapport qui determine la stabilite de 1'interface. Pour ce
parametre, il n'est pas surprenant de retrouver la forme du nombre de Bond
equation (1.60), puisqu'il s'agit, dans ces deux cas, d'evaluer 1'importance
respective de la gravite et de la tension superficielle.

Cette instabilite peut etre aisement observee en prenant un fluide
suffisamment visqueux pour ralentir la croissance de la deformation de
1'interface et faciliter son observation (Fig. 1.27b). En retournant rapidement
un pot de miel assez visqueux par exemple, on peut voir 1'apparition d'un
renflement de 1'interface d'un cote de 1'ouverture du pot et d'un creusement
de 1'autre cote.

Traitement detaille de 1'instabilite de Rayleigh-Taylor
Considerons un recipient contenant le fluide de masse volumique p' et presentant

en sa partie inferieure une ouverture de taille L dans la direction x (Fig. 1.27a), et
tres allongee dans la direction perpendiculaire z, afin que 1'on puisse negliger les
effets de la courbure dans cette direction. Get ensemble est place au-dessus d'un
second fluide de masse volumique plus faible p. Supposons une deformation de
1'interface dans le plan de la figure et designons par s(x,i) le deplacement vertical
de cette interface, repere par rapport a sa position initiale plane. En un point M
ou 1'interface est device, 1'application du principe fondamental de 1'hydrostatique
par rapport a un point MO reste immobile donne une difference de pression entre
les deux fluides.

A la limite de stabilite, Sp doit etre juste compensee, en tout point de 1'interface,
par la difference de pression — 7(d2e/d:r2) due a la tension superficielle pour une
interface de rayon de courbure R = (d2e/dx2)~l (on suppose de/dx <C 1). On
obtient alors I'egalite :

Cette equation a pour solution generale :

e(x, i] = A cos kx + B sin kx
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Si on suppose que 1'interface est fixe au niveau des parois laterales, e(x,i) verifie
les conditions aux limites : e(x — 0) = e(x = L) = 0. Par ailleurs, le deplacement
moyen de 1'interface J0 s(x,t)dx doit etre nul pour assurer la conservation de la
quantite de fluide dans le recipient. L'enserable de ces conditions impose la solution :

avec k — (2nir / L) ou n est entier. Le seuil est obtenu pour la plus petite valeur de
k satisfaisant cette condition (n = 1), soit :

ou encore :

Dans cette expression, on retrouve bien la forme du parametre obtenu dans
1'equation (1.75). Un calcul d'ordre de grandeur avec une interface eau-air
(Ap = 103 kg/m3 et 7 w 70 • 10~3 N.m"1) donne une valeur seuil :

On se trouvera done pratiquement toujours dans une situation ou 1'interface est
instable (L > Lc).

L'approche utilisee ici est tres generate dans 1'etude des instabilites
hydrodynamiques. Nous avons suppose un type de deformation, ou mode
d'instabilite (Eq. (1.78)), et cherche dans quelles conditions il est a la limite de
la stabilite (c'est-a-dire qu'il represente une solution des equations de mouvement,
independante du temps). C'est celui des modes instables qui correspond au seuil le
plus faible qui determine 1'apparition de 1'instabilite globale.

Une situation stable de 1'instabilite de Rayleigh-Taylor peut etre rendue
instable en diminuant localement le coefficient de tension superficielle. Cela
peut etre realise en ajoutant, au niveau de 1'interface, un surfactant qui abaisse
la tension superficielle (voir section 1.4.1).

Soulignons enfin 1'importance pratique considerable des problemes lies aux
interfaces en physico-chimie : etalement de films, mouillage, hydrodynamique
polyphasique, ou coexistent des phases liquide, solide et vapeur, avec ou sans
miscibilite ou changement de phase.

1.5 Spectroscopie des liquides

1.5.1 Quelques sondes usuelles de la structure
microscopique des liquides

Proprietes macroscopiques et sondes microscopiques

Nous avons montre precedemment (section 1.3), la relation etroite entre
les proprietes de transport des fluides et leur structure microscopique.
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Cette derniere, ainsi que les mouvements a petite echelle, peuvent etre
etudies a partir de la diffraction d'une onde incidente sur le materiau. La
longueur d'onde utilisee doit etre comparable ou superieure de quelques
ordres de grandeur aux distances interatomiques. On peut utiliser des ondes
electromagnetiques (rayons X ou lumiere), mais aussi des faisceaux d'electrons
ou de neutrons. Dans ces dernier cas, la longueur d'onde correspondant aux
particules sondes verifie la formule de de Broglie :

(h est la constante de Planck, p, m et v sont respectivement la quantite de
mouvement, la masse et la vitesse de la particule supposee non relativiste).

Ces trois types de spectroscopies sont couramment utilises pour 1'etude
des liquides. Les techniques de neutrons utilisent des reacteurs sou vent
mis en place exclusivement a cet effet (institut Laue-Langevin a Grenoble,
laboratoire Leon Brillouin au CEN Saclay). Elles ont recemment pris une
place tres importante : la spectroscopie neutronique est particulierement
sensible aux elements legers, H, O, C, N que 1'on rencontre dans un
grand nombre de liquides organiques. Cela vient du fait que les neutrons
n'interagissent pas avec le nuage electronique des atonies, et leur section
efficace de diffusion varie comme le carre du rayon des noyaux c'est-a-dire
comme Z2/3 (ou Z est le numero atomique). Les deux autres types de
spectroscopies « voient » les electrons des atomes et ont une sensibilite qui
augmente beaucoup plus vite avec le numero atomique : ces autres techniques
sont done surtout sensibles aux elements lourds.

Une caracteristique capitale de ces techniques est de permettre, suivant
la longueur d'onde ou les techniques utilisees, d'analyser la structure du
liquide, ou ses excitations elementaires. Ces dernieres peuvent etre par
exemple, des ondes de pression ou des modes diffusifs elementaires excites
thermiquement. Quand les longueurs d'onde utilisees sont de 1'ordre de
1'angstrom, on obtient des informations sur la structure a 1'echelle de quelques
longueurs atomiques. En utilisant de plus grandes longueurs d'onde, on peut
analyser des fluctuations de densite ou de composition du fluide a grande
echelle.

Quelques ordres de grandeur caracteristiques
pour des sondes usuelles

Nous aliens donner quelques ordres de grandeur de parametres courants
pour les trois techniques principales ; nous cherchons a obtenir dans chaque
cas une longueur d'onde de 1'ordre des distances interatomiques c'est-a-dire
de 1'ordre de I'angstrom.

f Rayons X : ils sont produits classiquement par bombardement d'une
anode metallique par des electrons acceleres sous un champ electrique.
Les longueurs d'onde correspondantes sont de 1'ordre de quelques
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angstroms (1,39 A pour la raie K du cuivre ). De nombreuses etudes
sont egalement realisees a 1'aide du rayonnement synchrotron tres
puissant obtenu a partir de 1'acceleration d'electrons dans des anneaux
de stockage (LURE, ESRF ...)

• Electrons : la longueur d'onde associee a des electrons acceleres, sous
une difference de potentiel de 200 V, est de 0,87 A. II s'agit done
d'electrons lents de faible energie.

f Neutrons : on utilise tres frequemment des neutrons, dits neutrons
thermiques. Us sont obtenus dans des reacteurs nucleaires par
ralentissement de neutrons rapides dans un liquide a temperature
ordinaire ; apres un nombre de chocs suffisant avec les noyaux du
liquide, la distribution de vitesse des neutrons correspond a un equilibre
thermique avec le liquide. A 300 K, la longueur d'onde correspondante
est de 1,48 A.

Dans les deux sections suivantes, nous limiterons notre etude a deux exemples
d'utilisation des techniques de diffusion :

- la diffusion elastique de rayons X, pour 1'etude de la repartition des
distances entre molecules a Pechelle de I'angstrom (etude de structure) ;

- la diffusion de la lumiere, qui represente un incomparable outil d'etude
des phenomenes de transport dans les liquides a des echelles superieures
au micrometre (etude d'excitations elementaires).

1.5.2 Facteur de structure et diffusion elastique
de rayons X : un exemple d'utilisation
de la diffusion a 1'echelle atomique

Fonction de distribution radiale d'un liquide

L'information essentielle sur la repartition des distances des atomes dans
un liquide est fournie par la fonction de distribution radiale p (r) d'un liquide
(Fig. 1.28).

p(r) est definie ainsi : si on considere un atome de centre O, le nombre
n(r) d'atomes dont les centres se trouvent a une distance de O variant entre

Si dV est un element de volume centre en un point O' situe a une distance r de
0, p(r) dV est le nombre d'atomes situes dans ce volume, moyenne sur toutes
les orientations possibles de OO'. La quantite p(r] est pratiquement nulle a
1'interieur d'une sphere de rayon r = 2ro, ou TO est le rayon atomique, a cause
de 1'impenetrabilite des spheres. Elle presente un premier pic pour une valeur
legerement superieure a 2ro, correspondant a la presence des atomes premiers
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FIG. 1.28 - Comparaison des variations de la fonction de distribution radiale
avec la distance au centre d'un atome origine, pour un metal juste au-dessus
(traits pleins) et juste au-dessous (traits pointilles) de son point de fusion.
Les signes (1) et (2) donnent les distances des premiers et seconds voisins
d'un atome central.

voisins (Fig. 1.28). Lorsque r augmente, la fonction p(r] presente plusieurs
oscillations amorties, qui traduisent les effets des seconds voisins, troisiemes,
etc. Ces oscillations amorties correspondent aux pics de probabilite observes a
1'etat solide. Au-dela d'une distance de 1'ordre de quelques rayons d'atomes,
la fonction p(r] est constante et egale a la densite moyenne d'atomes par
unite de volume : cela traduit 1'absence d'ordre a grande distance. Pour un
solide ayant une structure cristalline, on observerait au contraire des pics bien
definis correspondant a la periodicite spatiale du reseau et a 1'ordre a grande
distance.

La fonction de distribution p(r) est une moyenne sur toutes les
configurations possibles des atomes d'un liquide ; nous allons montrer qu'elle
peut etre deduite d'experiences de diffraction d'ondes, par exemple des rayons
X, dont les longueurs d'onde sont de 1'ordre de 1'angstrom.

Relation entre fonction de distribution radiale et variation
de 1'amplitude avec I'angle de diffusion

La figure 1.29 montre schematiquement une experience de diffraction a
partir des vecteurs d'onde kf et k^ de 1'onde incidente, de 1'onde diffusee et
du vecteur d'onde de transfert q :

q represente le transfert d'impulsion entre 1'onde et le milieu. Nous supposons
ici la diffusion elastique, c'est-a-dire sans echange d'energie : les modules de
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FIG. 1.29 - Schema de la diffusion elastique de rayons X par un liquide ;
(a) representation en termes de vecteurs d'onde dans I'espace de Fourier ;
(b) representation dans I'espace reel (les plans P et P' sont en realite a tres
grande distance de I'objet).

kd et kj sont done egaux.
Calculons 1'amplitude diffusee dans la direction k^ d'apres le schema de la

figure 1.29. Supposons que 1'amplitude complexe de 1'onde diffusee par une
molecule soit g (q) (on suppose des molecules a symetrie spherique, de maniere
a ce que Tangle des vecteurs d'onde avec les directions caracteristiques de la
molecule n'interviennent pas). Prenons une molecule O comme origine et
supposons qu'il y ait une deuxieme molecule en un point M tel que OM = r.
Calculons le dephasage A</? entre les ondes diffusees par O et M a partir
de la difference des chemins optiques AOA' et BMB' (AB et A'B' sont
respectivement perpendiculaires aux vecteurs d'onde incident et diffuse). En
projetant OM sur OA et OA', on trouve A</? = (k^ - kd)r = — qr.

L'amplitude des deux ondes resultantes vaut done :

Pour avoir une valeur significative, il faut moyenner cette expression sur
1'ensemble des vecteurs r correspondant a la position de la deuxieme molecule
en ponderant par la probabilite p(r). On a alors une amplitude A(q) :

L'amplitude totale diffusee dans la direction k^ + q fait done intervenir deux
facteurs :

- 1'un g(q), qui est lie a la structure des molecules individuelles ;
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- 1'autre 5(q) = (1 + fff,v\ p(r)eiqrd3r), appele facteur de structure,
est determine par la distribution des positions relatives des molecules.
Remarquons qu'il utilise la transformee de Fourier de p(r) pour passer
dans 1'espace des vecteurs d'onde q. La transformee inverse permettra
de remonter de la mesure de S(q) a celle de /?(r), ce qui fait tout 1'interet
de la methode. Comme c'est le produit qr qui intervient dans I'integrale,
les informations sur la structure a grande distance seront obtenues avec
des vecteurs q petits (on parle de diffusion aux petits angles) ; pour une
valeur de k^ donnee, cela signifie que la direction du vecteur d'onde k^,
ou se fait la mesure, devra faire un angle faible avec 1'onde incidente.
Lorsque la fonction p(r) est periodique, comme c'est le cas pour un
solide cristallin, S(q) sera lui aussi periodique en q : on observera des
pics d'intensite diffractee aux angles auxquels les conditions de Bragg
sont remplies pour la reflexion sur les plans cristallins.

Ce passage de 1'espace reel a 1'espace de Fourier des vecteurs d'onde et les
proprietes qui en decoulent sont une caracteristique commune a toutes les
techniques de diffraction que nous rencontrerons aussi dans 1'etude de la
diffusion de la lumiere.

La diffusion elastique de rayons X apparait ainsi comme un moyen
privilegie d'analyse des correlations entre les positions des molecules dans
un liquide (quand celles-ci sont toutes identiques et de symetrie spherique).
La longueur d'onde des rayons X utilises est bien adaptee a 1'analyse des
phenomenes a 1'echelle de quelques distances atomiques ou moins.

La diffusion inelastique

Dans de nombreux cas, il y a transfert d'energie lors de la diffusion et la
longueur d'onde diffusee est differente de la longueur d'onde incidente : |kj 7^
|kd|. L'importance de cette difference depend de la nature et de 1'energie des
rayonnements utilises. L'energie d'un photon X de longueur d'onde de 1 A est
de 1'ordre de 103 eV ; elle est tres grande devant celle d'un neutron thermique
de meme longueur d'onde (kT « 1/40 eV a 300 K). Pour les rayons X, les
variations relatives d'energie dues a la creation d'excitations dans le fluide
seront relativement faibles ; c'est ce qui nous a permis de les negliger. Pour
les neutrons, la diffusion inelastique sera beaucoup plus importante. On peut
se representer facilement les experiences de diffusion inelastique en termes
corpusculaires a 1'aide du tableau qui suit: il decrit le choc du photon incident
i avec une particule A, conduisant au photon diffuse d (la particule A est
eventuellement fictive et represente 1'effet complexe de 1'interaction de 1'onde
avec le fluide).

Energie

Impulsion

Photon i

huji
h kj

Particule A

an
H q

Photon d

Hujd

hkd
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Entre ces differentes variables, on a les relations suivantes qui traduisent
la conservation de 1'energie et de la quantite de mouvement :

La diffusion inelastique est un outil precieux d'analyse des modes d'excitation
interne d'un fluide. La lumiere permet, elle aussi, d'observer des phenomenes
de diffusion elastique et inelastique que nous analyserons dans le paragraphe
suivant. La longueur d'onde est dans ce cas beaucoup plus elevee que dans le
cas des rayons X, et 1'echelle caracteristique de taille des phenomenes etudies
beaucoup plus grande.

La figure 1.30 montre les domaines de transfert d'energie et de vecteur
d'onde pour les differentes sondes classiques d'analyse des liquides.

FIG. 1.30 - Domaines de transfert d'energie et de vecteur d'onde pour les
diverses sondes d'analyse spectroscopique des liquides.

1.5.3 La diffusion elastique et quasi elastique
de la lumiere : un outil d'etude de la structure
et du transport diffusif dans les liquides

Un exemple simple de diffusion elastique de la lumiere : la diffusion
Rayleigh par une emulsion diluee

Regardons un long tube contenant une solution diluee de particules de
petite taille (telle que de 1'eau dans laquelle a ete ajoute un tout petit peu de
lait) (Fig. 1.31).

Si on eclaire le tube par 1'une de ces extremites, on verra une lumiere
rougeatre en regardant par 1'autre extremite ; en revanche, a angle droit
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FIG. 1.31 - Schema d'une experience illustrant la diffusion Rayleigh d'un
faisceau incident (I) de lumiere blanche par une petite quantite de lait dans
de I'eau. La lumiere diffusee (D) a angle droit est bleutee alors que celle (T)
qui est transmise est rougedtre.

du faisceau, on observe une lumiere diffusee qui est bleutee. Ce resultat
est analogue aux couleurs du ciel, qui apparait rouge au couchant lorsqu'on
regarde dans la direction des rayons du soleil (lumiere transmise apres
absorption), et bleu dans la direction perpendiculaire (lumiere diffusee par les
molecules de Pair). Dans I'experience de la figure 1.31, la diffusion resulte des
fluctuations de densite, done d'indice, dues a la presence des gouttelettes de
lait. Le principe du calcul de 1'intensite diffusee est analogue a celui effectue a
la section 1.5.2 pour la diffusion elastique des rayons X. Si la solution est
diluee, ce sont simplement les intensites diffusees par les gouttelettes qui
s'ajoutent, car p(r) est pratiquement constant : la variation de 1'intensite
diffusee avec le vecteur d'onde correspond done a celle de g (q).

Notons que le changement de couleur observe resulte d'une absorption
et d'une diffusion differentes pour les differentes composantes du spectre de
la lumiere blanche. Une lumiere monochromatique d'une longueur d'onde
donnee garde la meme longueur d'onde : ce phenomene, appele diffusion
Rayleigh, apparait a ce niveau comme elastique.

Dans 1'exemple precedent, la diffusion Rayleigh est induite par les
fluctuations de concentration dues a la presence de 1'emulsion diluee de lait ;
dans un liquide pur, son amplitude est beau coup plus faible, et est associee aux
variations d'indice dues a des variations de temperature locale. Ces variations
diffusent, comme nous 1'avons vu a la section 1.2 de ce chapitre, et ne se
propagent pas comme des ondes.

Nous aliens maintenant analyser une experience modele : la diffusion
Rayleigh forcee, ou des variations de temperature de grande amplitude sont
induites artificiellement. Cette experience nous permettra de mettre en
evidence les informations qu'on peut attendre de la mesure.
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La diffusion Rayleigh forcee : un modele de diffusion due
a des fluctuations de temperature ou de concentration

Dans un liquide au repos, on forme une figure de franges d'interference
par une impulsion laser puissante, mais de tres courte duree ; le faisceau
monochromatique est separe en deux composantes qui viennent converger en
un meme point a 1'interieur du liquide a etudier (Fig. 1.32). La periode

FlG. 1.32 - Schema de I'experience de diffusion Rayleigh forcee ; (a) vue
d'ensemble ; (b) detail de la grille d'interferences formee dans le liquide par
une impulsion tres courte d'un laser pulse LE. La grille d'interference est
« lue » en formant la figure de diffraction de la grille par un laser continu LL
de faible puissance.
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spatiale A du reseau de franges d'interference (1'interfrange) est liee a I'angle
(f entre les deux faisceaux par :

(A designe la longueur d'onde dans le milieu d'indice de refraction n, et AO sa
valeur dans le vide).

Nous aliens etablir maintenant la relation entre les variations de
temperature et la periode spatiale A du reseau de franges.

Compte term de la forte puissance du laser LE qui forme le reseau de temperature
(faisceau d'ecriture), une modulation spatiale AT(z) de la temperature est associee
a cette figure d'interference avec :

L'amplitude ATb(t) de cette variation de temperature s'attenue avec le temps en
raison de la diffusion thermique ; la longueur d'onde A de la modulation reste
neanmoins pratiquement constante avec le temps. La modulation AT(y,t) verifie
1'equation de diffusion de la chaleur (1.17) ; en reportant une solution du type :

Dans cette equation, on trouve :

d'ou :

Pour mesurer 1'amplitude de ces variations de temperature, on eclaire le
systeme de franges dans la direction Oz, perpendiculaire au plan des rayons
qui interferent, avec le faisceau d'un second laser LL continu de faible
puissance et de longueur d'onde A. Ce faisceau de lecture est diffracte par les
modulations d'indice dues aux variations de temperature. Comme le reseau
est periodique, on observe des maximum de diffraction pour certains vecteurs
d'onde. Le phenomene est 1'equivalent, pour la lumi^re, de la diffusion
elastique de rayons X avec transfert de quantite de mouvement decrit par
la figure 1.29. Le vecteur d'onde de transfert q = k^ — k^ correspondant au
maximum le plus intense a un module q = 2vr/A. En effet, le vecteur d'onde
incident kj et le vecteur d'onde diffuse k^ font entre eux un angle 9 tel que :

ou k est le module des vecteurs k^ et kj, ce qui caracterise une diffusion
elastique. A la section 1.5.2, nous avons vu que 1'amplitude diffractee
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est proportionnelle a Pamplitude des variations de densite. L'intensite
diffractee Id(t) varie comme le carre de 1'amplitude AT0(£) des modulations
de temperature. D'apres 1'equation (1.91), elle decrolt done avec le temps
comme :

Cette decroissance permet done de mesurer K, puisque q est connu
(q — 27T/A). Remarquons que, d'apres la section 1.2.1, TQ est de 1'ordre du
temps de diffusion de la chaleur sur une distance egale a la longueur d'onde
A du reseau.

Dans la meme experience, on peut avoir superposition des relaxations de
variations d'indice (reseau de phase associe aux variations de temperature) et
de variations de concentration de composes chimiques (reseau d'amplitude
associe aux variations d'absorption). La figure 1.33 montre le resultat
d'une telle experience utilisant une solution liquide contenant des molecules
photochromes susceptibles de changer reversiblement d'etat chimique sous
PefFet de la lumiere. A la decroissance exponentielle de courte constante
de temps due a la diffusion thermique, se superpose une exponentielle de
constante de temps beaucoup plus longue qui subsiste seule aux temps eleves.
Elle est due a la relaxation de la modulation de composition chimique creee
dans le meme temps que la modulation de temperature. Le rapport des
constantes de temps pour le meme reseau est ( D / K ) ~ I . II est tres superieur

FlG. 1.33 - Variation temporelle de I'intensite diffuses dans I'experience
de diffusion Rayleigh forcee dans un liquide contenant des molecules
photochromes. On distingue deux zones de variation exponentielle : I'une
correspond d la diffusion thermique et I'autre, plus lente, represente la
diffusion massique (document Marc Fermigier).
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a 1'unite pour un liquide, car la diffusion massique est peu efficace, comparee
a celle de la chaleur.

En principe, la diffusion Rayleigh se fait sans changement de longueur
d'onde de la lumiere : il n'y a pas d'effet Doppler puisque le reseau de
franges est immobile par rapport au fluide et au laboratoire. Ecrivons
cependant 1'amplitude instantanee de 1'onde electromagnetique du faisceau
optique diffuse ; en utilisant 1'equation (1.91), on a une variation du type :

ou (jj est la pulsation de 1'onde lumineuse et a une valeur tres elevee (plus de
1015 s"1) ; on aurait bien entendu une relation similaire en presence d'une
diffusion de concentration. A cause de la duree de vie finie du reseau induit
(temps TQ ou rm), la frequence de 1'onde diffusee (1.94) ne peut etre definie au
mieux qu'avec une precision Au;, qui est donnee par 1'application du principe
d'incertitude :

Le terme Au; definit la largeur de raie de la lumiere diffusee, c'est-a-dire
1'incertitude (AA/A) = (Au;/u;) sur la longueur d'onde diffusee. En prenant
la transformer de Fourier de Pamplitude (1.94), puis le carre du module de
celle-ci, on verifie que la largeur du spectre de puissance ainsi obtenu est bien
Au;. Si 1'on se reporte a 1'analogic corpusculaire developpee a la section 1.5.2,
on voit que 1'energie n'est qu'a peu pres conservee : la diffusion Rayleigh
forcee est seulement quasi elastique. L'analyse de ce spectre de diffusion,
pour une excitation monochromatique, permet de determiner les coefficients
des differents processus diffusifs presents dans le liquide.

La diffusion Rayleigh spontanee de la lumiere

La diffusion Rayleigh spontanee correspond a la diffusion de la lumiere
par des fluctuations de temperature ou de concentration dues a 1'agitation
thermique, presentes naturellement au sein d'un liquide. La technique de
diffusion Rayleigh forcee que nous avons etudiee plus haut represente un
excellent modele de la diffusion par de telles fluctuations spontanees. Ces
dernieres peu vent etre decomposees en perturbations elementaires, comme
celles que nous avons discutees ; leur vecteur d'onde peut prendre tous
les modules et toutes les directions possibles. L'amplitude diffusee est une
combinaison des amplitudes diffusees correspondantes. L'intensite lumineuse
detectee est en general tres faible : pour un laser d'une puissance de 0,1 watt,
elle varie de quelques photons a 107 photons par seconde.

Remarque En selectionnant une direction d'observation de 1'onde diffusee, on
choisit en meme temps la direction et la longueur d'onde de la grille fictive qui diffuse
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1'onde. On realise ainsi un filtrage des fluctuations spontanees, sur 1'ensemble des
longueurs d'onde en ne retenant que les composantes qui donnent un maximum de
lumiSre dans la direction choisie.

L'elargissement Au; du spectre autour de la frequence U>Q de 1'onde
incidente permet de determiner le coefficient des processus diffusifs presents
dans le fluide, comme nous 1'avons vu dans le cas de la diffusion Rayleigh
forcee (Eq. (1.96)). Get elargissement est tres variable : il peut descendre
jusqu'a une fraction de hertz si on observe la diffusion (tres lente) par des
grosses particules, mais il peut aller jusqu'a quelques dizaines de megahertz
pour des processus rapides.

Les spectres les plus larges peuvent etre mesures par des methodes
spectroscopiques classiques (interferometre de Michelson, Perot-Fabry).
Quand une meilleure resolution est necessaire, on melange au faisceau diffuse
de frequence cud une partie de 1'intensite incidente de frequence CJQ ; on obtient
alors un phenomene de battements de photons pour lequel 1'intensite totale
s'ecrit :

On observe done une modulation de 1'intensite I(t] a une frequence
Au; = u>o — Ud (<C u>o) et d'amplitude proportionnelle au champ E\. Cette
technique (dite d'heterodynage) permet de ramener le signal a analyser dans
une gamme de frequences suffisamment basses pour pouvoir etre etudie a
1'aide d'analyseurs de spectres ou de correlateurs.

1.5.4 Diffusion inelastique de la lumiere dans les liquides
En analysant un spectre d'intensite de diffusion de la lumiere dans un

liquide avec une resolution suffisante, on observe de part et d'autre de la raie
centrale Rayleigh, non decalee en frequence, des pics satellites. Ces pics de
diffusion Brillouin, visibles sur la figure 1.34, correspondent a la diffusion de

FlG. 1.34 - Vue agrandie d'un
spectre de diffusion de la lumiere
avec deux raies de diffusion
Brillouin (B) qui encadrent
symetriquement la raie centrale
de diffusion Rayleigh (R).
L'elargissement des raies donne
une mesure des constantes de temps
de relaxation des fluctuations de
masse et de concentration. L'ordre
de grandeur du decalage entre les
raies Rayleigh et Brillouin est de
quelques gigahertz.
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la lumiere par les fluctuations spontanees de pression qui se propagent dans
le fluide comme une onde acoustique. Pour eclairer la physique du processus,
nous allons, comme pour la diffusion Rayleigh, decrire une experience modele
ou les fluctuations de densite sont imposees.

Un modele de diffusion inelastique par effet Doppler
Brillouin forcee

la diffusion

A 1'interieur d'un liquide, on cree une onde acoustique progressive de haute
frequence fs a 1'aide d'un transducteur a quartz (Fig. 1.35). Cette onde
correspond a une modulation de pression de periode spatiale A qui se propage
dans le liquide. Un faisceau de lumiere de longueur d'onde A dans le vide
et de pulsation UJQ est dirige vers les plans d'onde en formant avec eux un
angle 9/2. Le faisceau est diffracte par les plans d'onde acoustique avec un
angle de diffraction oppose, et il y a des interferences entre les rayons reflechis
sur les differents plans. La variation de chemin optique d'un plan a un autre
est egale a 2A sin (0/2). On obtient done des interferences constructives si la
condition :

est verifiee ; p est entier et sera ensuite pris egal a 1, et n represente 1'indice
du milieu. Notons que cette relation est identique a la condition de Bragg
pour la reflexion de rayons X sur des plans cristallins, qui peut etre obtenue a
partir de 1'analyse realisee a la section 1.5.3 (formule (1.92)). Dans le meme
temps, la pulsation uj^ de 1'onde diffusee est modifiee par effet Doppler d'une
quantite Q# telle que :

FlG. 1.35 - Diffusion Brillouin forcee d'une onde lumineuse de longueur
d'onde A par une onde acoustique de longueur d'onde A produite dans un
fluide par un transducteur acoustique (T).
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En remarquant que vs/A. represente la frequence fs de 1'onde acoustique et
que c/A = o;o/27r, on voit que le decalage de pulsation Brillouin QB de
O;Q est egal a la pulsation ujs = 2?r fs de 1'onde acoustique. La mesure de
cette pulsation 17 B a partir du spectre de la lumiere diffusee (Fig. 1.34) et
la determination experimentale de Tangle de diffusion 0, pour lequel on a le
maximum d'intensite diffusee permettent de determiner la vitesse vs de 1'onde
acoustique dans le fluide par la relation : vs = (fis/27r)(A/[2nsm(0/2)]). Le
sens du decalage depend du sens de propagation de 1'onde progressive par
rapport a la direction d'incidence. Si on utilise une onde stationnaire au lieu
d'une onde progressive, on obtient deux raies decalees symetriquement.

Ordres de grandeur
On considere une onde acoustique de vitesse vs = 1500 m/s et frequence

fs = 150 MHz. La longueur d'onde de la lumiere d'un laser helium-neon est de
6 328 A dans le vide et 1'indice n du liquide est 1,5. La longueur d'onde sonore vaut :
A = v s / f s — 10~5 m. En appliquant la formule (1.98), on trouve un angle de Bragg
9 = 6,3-10~2 radians. La pulsation UQ de la lumiere verifie U>Q = 2?rc/A = 3-1015 s"1.
En appliquant 1'equation (1.99), on trouve QB = 9,4 • 108 s"1. Ce decalage de
frequence est suffisamment grand pour etre facilement mesure, meme en utilisant de
la lumiere incoherente.

La diffusion Brillouin spontanee

Comme dans la cas de la diffusion Brillouin forcee, dans le spectre de
diffusion de la lumiere par un liquide, on observe des raies de diffusion Brillouin
situees de chaque cote de la raie centrale de diffusion Rayleigh. Dans le cas
present, ces raies Brillouin sont dues aux fluctuations thermodynamiques de
pression qui existent et se propagent spontanement dans le liquide (au lieu
d'etre imposees exterieurement comme dans le cas precedent).

Experimentalement, on utilise un emetteur et un detecteur de lumiere
collimates pour que Tangle 9 entre le faisceau incident et le faisceau diffuse
soit determine. Cela revient a selectionner les composantes des fluctuations
de pression qui verifient la condition de Bragg (relation (1.98)) et telles que
les angles d'incidence et de diffusion sur les plans d'onde soient les memes. La
relation (1.99) donne alors immediatement la vitesse vs de propagation de ces
fluctuations. D'apres (1.98), fixer 0 equivaut a fixer le vecteur d'onde q des
fluctuations analysees ; en faisant varier 0, on peut done mesurer la variation
de vs avec q, c'est-a-dire Teffet de la dispersion de 1'onde acoustique. Notons
toutefois que cette mesure concerne des frequences qui ne sont pas accessibles
par des mesures classiques en acoustique des ultrasons.

Par extension, la diffusion Brillouin peut 6tre appliquee directement a
la caracterisation de la distribution de vitesses d'un ensemble d'objets en
suspension dans un fluide ; on utilise alors la variation de frequence lors de
la diffusion sur les objets en mouvement. Elle a ete appliquee en particulier
a la realisation d'un « spermovelocimetre laser » (un outil de diagnostic de
la sterilite masculine a partir de Tetude de la mobilite des spermatozoi'des).
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Une technique de mesure similaire est I'anemometrie laser Doppler, que nous
discuterons en detail au chapitre 3 (section 3.5.2) ; cette technique consiste
a utiliser des particules legeres en suspension pour suivre le mouvement d'un
fluide. En eclair ant les particules par un faisceau laser et en mesurant
le decalage en frequence de la lumiere diffusee, on obtient la vitesse des
particules.

Remarque Dans le spectre de diffusion, on observe d'autres pics plus eloignes du
pic de diffusion Rayleigh que les raies Brillouin ; ils sont dus a 1'excitation de modes
internes des molecules (rotation et vibration) et correspondent au phenomene de
diffusion Raman que nous ne discutons pas ici.

En resume, les techniques de diffusion Brillouin et Rayleigh apparaissent
bien complementaires pour 1'etude des phenomenes de transport dans les
liquides :

- la diffusion Rayleigh permet d'analyser les phenomenes de transport
diffusif et de mesurer les coefficients de diffusion correspondants ;

- la diffusion Brillouin permet d'analyser les modes de transport convectifs
et par ondes.



Coefficients de transport de fluides

TAB. 1.2 - Coefficients de transport de chaleur, de masse et de quantite de mouvement de quelques fluides usuels. Pour les
coefficients D de diffusion moleculaire, il s'agit d'ordres de grandeur du coefficient d'autodiffusion (c'est-a-dire du compose
dans lui-meme), destines a montrer la forte difference de valeur entre le cas des gaz et celui des liquides.

Metaux liquides

Liquides organiques

Sels fondus

Huiles silicones

Eau

Verre fondu(800 K)

Air (gaz a p = 1 atm
et T = 300 K)

Conductivity

thermique

k

(kg.m)/(s3.K)

1-102

«0,15

10"7 - IO"6

-0,1

0,6

io-2

2,6-10"2

Capacit6

calorifique

Cv

m2/(s2.K)

« IO3

IO3 - 3 • IO3

IO3 - 4 • IO3

~ 2.103

4.103

^103

IO3

Masse

volumique

P

(kg/m3)

2 • IO3 - 2 • IO4

IO3

w 2 • IO3

w IO3

IO3

« 3 • IO3

1,29

Diffusivite

thermique

K = k/pCv

(m2/s)

10~6 - 10~4

10~8 - IO'7

io-7

~io-7

io-7

IO"6

2 , 2 4 - 10~5

Diffusivite

moleculaire

D

(m2/s)

ID"9 - 10"8

10-^ _ IQ-7

« io-10

10~13 - 10~9

lO-io _ io-8

w ID"12

10~5 - 10~4

Viscosite

cinematique

V

(m2/s)

IO"8 - IO"6

IO"7 - IO"6

IO"6

IO"5 - lO"1

10~6

10"2

1,43-10~5

Nombre de

Prandtl

Pr = I//K

10~3 - 10"1

1-10

10

10 - IO7

10

IO3 - IO4

0,71

Viscosite

dynamique

i] = pv

(Pa.s)

IO"4 - 10~3

10~4 - 10~3

10~3

IO"2 - IO3

IO"3

10

1,85-HT5



Chapitre 2

Diffusion de la quantite de
mouvement et regimes
d'ecoulement

Au CHAPITRE precedent, nous avons vu comment la chaleur, ou des traceurs
miscibles, se transportaient par diffusion. Les flux de chaleur, ou de

masse de traceur, sont alors proportionnels et dans la direction des gradients
de la quantite transportee (temperature ou concentration de traceur) ; le sens
des flux est tel qu 'il tend a attenuer ces gradients. Une autre maniere (souvent
plus efficace) de transporter la chaleur ou les polluants est la convection par un
ecoulement : ainsi, dans une zone d'ecoulement rapide, une tache de colorant
se deplacera en moyenne a la vitesse du fluide (tout en s 'etalant en plus sous
I'effet de la diffusion moleculaire ou des gradients de vitesse).

Au debut de ce chapitre (section 2.1), nous allons montrer que, de meme
que la masse (concentration d'un traceur) ou la chaleur, la quantite de
mouvement d'un fluide en ecoulement peut etre transportee a la fois par
diffusion et par convection. Une difference importante par rapport aux deux
autres exemples vient de ce que la quantite de mouvement est une grandeur
vectorielle, alors que la temperature et la concentration sont des scalaires. A la
section 2.2, nous presenterons de facon simplifiee les modeles microscopiques
de la viscosite, comme nous I'avions fait pour les autres coefficients de
transport au chapitre 1. Nous comparerons ensuite (section 2.3) I'efficacite
des mecanismes de convection et de diffusion, ce qui nous conduira a definir le
nombre de Reynolds. Enfin (section 2-4), nous illustrerons les changements de
regime d'ecoulement obtenus lorsque le nombre de Reynolds croft sur I'exemple
de I'ecoulement autour d'un cylindre.
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2.1 Transports diffusif et convectif de quantite
de mouvement dans les ecoulements

2.1.1 Diffusion et convection de la quantite
de mouvement : deux experiences illustratives

Le transport de quantite de mouvement par convection est simple a
comprendre sur 1'exemple d'un liquide en ecoulement parallele avec un vecteur
vitesse U constant. Chaque element de fluide transporte (convecte) avec lui
sa quantite de mouvement pendant son deplacement a sa vitesse propre, qui
est la vitesse locale U de 1'Ecoulement. Le flux de la quantite de mouvement
par unite de temps et de surface d'un tube est egal dans ce cas au produit
de U par la quantite transportee pU. Ce terme pU2 a la dimension d'une
pression qui, a un facteur 1/2 pres, est la pression dynamique du fluide ; nous
verrons apparaitre naturellement ce terme lorsque nous nous interesserons au
bilan de quantite de mouvement d'un fluide (section 5.2.2 du chapitre 5).

Nous aliens voir que le transport de quantite de mouvement par diffusion
est egalement un mecanisme efficace, mais il est sou vent masque par le
transport par convection. Comme celui-ci s'opere dans la direction de
1'ecoulement, on identifiera plus facilement la diffusion dans la direction
perpendiculaire, telle que nous 1'observons dans 1'experience decrite par la
figure 2.1. Un long cylindre d'axe vertical et de rayon R est rempli d'un
liquide dont le mouvement peut etre visualise grace a des particules deposees
sur sa surface. Le systeme est initialement au repos. A L'instant initial,
on met en mouvement le cylindre avec une vitesse angulaire fixe QQ- Tout
d'abord, seules les couches fluides immediatement voisines du cylindre se
mettent en mouvement avec la vitesse angulaire du cylindre (Fig. 2.la). Get
ecoulement de fluide est caracterise par la vitesse angulaire fJ(r, t) = v(r, t)/r,
ou la vitesse locale v de 1'ecoulement est ici dirigee selon la perpendiculaire
au rayon r. L'ecoulement se propage de proche en proche vers les couches
internes et, aux temps longs, le fluide tourne avec une vitesse angulaire
uniforme egale a celle du cylindre (Fig. 2.1b). Ce phenomene ressemble
de fagon saisissante au probleme de diffusion de la chaleur que nous avons
discute au chapitre 1 (section 1.2.1) : on y considerait un cylindre plein
forme d'un materiau de diffusivite thermique K a une temperature uniforme
TO ; a un instant initial, on portait la paroi exterieure de ce cylindre a une
temperature T0 + ATb. La perturbation de temperature se propageait par
diffusion vers les couches internes, et 1'epaisseur de la zone affectee croissait
avec le temps comme v^ ; la m§me loi de propagation en \ft est observee
dans 1'experience hydrodynamique. De plus, nous verrons que, dans cette
experience d'ecoulement dans un cylindre tournant, nous pouvons egalement
definir un coefficient de diffusion de la quantite de mouvement : cela permet
de faire correspondre rigoureusement les profils de la vitesse angulaire r2(r) a
differents temps, aux profils de diffusion thermique 6T(r) de la figure 1.9.
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FIG. 2.1 - (a) Phase de mise en mouvement d'un liquide visqueux contenu
dans un cylindre mis en rotation a une vitesse angulaire constante ; (b) regime
stationnaire de rotation. Les courbes inferieures montrent les variations
correspondantes de la vitesse angulaire a la surface superieure avec la distance
a I'axe de rotation.

On a transfer! de proche en proche, par diffusion radiale, de 1'information
« quantite de mouvement » ; la convection due aux ecoulements
hydrodynamiques ne peut en effet contribuer a cette propagation puisque
le fluide se deplace dans une direction « tangentielle », perpendiculaire au
rayon. Un second point important de cette experience est 1'egalite de vitesse
de la paroi solide et du fluide pres d'elle. Cette caracteristique est observee
pour tous les fluides visqueux usuels. II existe une force de friction entre les
couches fluides en contact avec le solide qui cause l'entrainement du fluide
a partir de la paroi. Le transport diffusif de la quantite de mouvement est
assure par une propriete dependant du fluide, la viscosite, que nous allons
maintenant discuter d'un point de vue macroscopique.

Remarque La description que nous avons presentee est valable pour un cylindre
infiniment long. En pratique, le fond du recipient joue un role essentiel dans la fagon
dont la vitesse evolue aux temps eleves, par suite de la creation d'un ecoulement
secondaire du a sa presence, comme nous le verrons au chapitre 7 (section 7.6).
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2.1.2 Transport de quantite de mouvement dans
un ecoulement de cisaillement - introduction
de la viscosite

Definition macroscopique de la viscosite

L'exemple que nous venons de presenter correspondait a un probleme non
stationnaire, dans lequel la vitesse en un point donne dependait du temps.
Analysons maintenant le cas de 1'ecoulement stationnaire d'un fluide situe
entre deux plaques infinies, paralleles entre elles et distantes de a dans la
direction perpendiculaire y (Fig. 2.2). Une plaque est maintenue fixe, 1'autre

FIG. 2.2 - Geometric d'un ecoulement de cisaillement simple.

se deplace parallelement a elle-meme a une vitesse constante VQ suivant une
direction Ox. Le fluide est entraine par le mouvement. En regime stationnaire
(c'est-a-dire assez longtemps apres que la plaque ait ete mise en mouvement),
on observe que la vitesse du fluide varie lineairement de 0 a VQ d'une plaque
a 1'autre :

L'ecoulement ainsi realise est appele ecoulement de cisaillement simple ou
ecoulement de Couette plan. Ce type d'ecoulement peut etre compare au cas
de la conduction de la chaleur entre deux plaques paralleles, portees a des
temperatures differentes (chapitre 1, section 1.2.1) : en regime stationnaire,
la temperature variait lineairement entre les valeurs limites sur les plaques.
Ici, le champ de vecteur v(y) remplace le champ de temperature T(x). A la
relation (1.6) entre le flux de chaleur et le gradient de temperature, correspond
une relation de proportionnalite entre la force de friction F (pour une surface
S de plaque), opposee au mouvement relatif des plaques, et la variation de
vitesse d'un plan a un autre (F est opposee a la direction Ox) :

Le rapport FX/S est appele contrainte de cisaillement et a la dimension d'une
pression (S est la surface de la paroi sur laquelle s'exerce la force). Le parallele
avec la formule (1.6) relative au transport de la chaleur est clair.
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La correspondance entre le terme de contrainte FX/S et celui de flux de
chaleur se precisera dans 1'etude du mecanisme au niveau moleculaire.

La constante de material! 77 est appelee viscosite dynamique (car associee
a une force), ou simplement viscosite. Son equation aux dimensions est ;

L'unite dans le systeme international est le Pascal.seconde (Pa.s) (1 Pa.s =
1 kg/(m.s)) (on rencontre parfois dans la litterature d'autres unites historiques
comme le Poiseuille (symbole PI) qui est 1'ancienne denomination de 1'unite
SI, et 1'unite CGS qui est le Poise (symbole Po) et vaut 10""1 Pa.s. Dans le
tableau 1.2 a la fin du chapitre 1, sont reportees les valeurs de la viscosite
pour quelques fluides.

Equation de diffusion de la quantite de mouvement

Revenons au probleme non stationnaire de depart evoque a la section 2.1.1,
et plagons-nous dans la situation simple d'une geometric plane (Fig. 2.3) :
on suppose un ecoulement dans une direction Ox, ou la composante v x ( y , t )
de la vitesse est seulement fonction de la coordonnee y dans une direction
perpendiculaire. Nous recherchons la forme de 1'equation aux derivees
partielles, qui relie les variations du champ de vitesse vx(y, t) avec la position y
et le temps t.

FIG. 2.3 - Equilibre des forces de cisaillement sur un element de volume situe
entre deux plans animes d'un mouvement de cisaillement.

Ecrivons le bilan des forces exercees sur un element de volume limite par
deux surfaces en regard, planes et paralleles, de section S et de cotes y et y+dy.
La paroi a la cote y est soumise a une force de cisaillement — r]S[dvx/dy](y)
exercee par le fluide situe au-dessous, et dirigee vers les x negatifs dans le cas
de la figure 2.3. De meme, la paroi a la cote y + dy est soumise a une force
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+rjS[dvx/dy](y + dy) exercee par le fluide situe au-dessus et dirigee vers les
x positifs. II existe done une force resultante sur le volume Sdy :

Cette force communique au volume une acceleration donnee par la loi de
Newton :

ou p est la la masse volumique du fluide. Cette equation peut done etre mise
sous la forme :

Elle represente 1'equivalent pour la vitesse (ou la quantite de mouvement si
on multiplie par p ses deux membres) des equations de diffusion de la chaleur
(1.15b) et de la masse (1.26). La temperature et la concentration de traceur
sont remplacees par les composantes de la vitesse (ici vx), ou de la quantite de
mouvement par unite de volume (pvx). L'equation fait intervenir le coefficient
v dependant des proprietes du materiau et appele viscosite cinematique ; il
verifie :

Ce coefficient a pour dimension [I/]2[T] l ; il represente un coefficient de
diffusion pour la quantite de mouvement, analogue aux coefficients de diffusion
thermique K et de masse D introduits au chapitre precedent. La difference
principale vient de ce que la quantite de mouvement est une grandeur
vectorielle, alors que la concentration et la temperature sont des scalaires.
Cette correspondance permet de mieux comprendre 1'analogie, developpee au
debut de ce chapitre, entre la diffusion de la chaleur et la penetration d'une
perturbation de vitesse a I'interieur d'un cylindre (deuxieme exemple de la
section 2.1.1).

L'equation (2.3) peut etre generalisee au cas de geometries a deux et
trois dimensions tant que n'interviennent pas des termes convectifs (notion
que nous aborderons au chapitre 3, section 3.1.3) ; pour cela, il suffit de
remplacer la derivee par rapport a la coordonnee spatiale par un Laplacien.
Par ailleurs, a cause du caractere vectoriel de la vitesse, 1'expression generate
de cette equation pourra etre plus compliquee lorsqu 'interviennent plusieurs
composantes du champ de vitesse. Chaque composante vx, vy ou vz du vecteur
vitesse verifiera alors une relation du type de 1'equation (2.3) ; on pourra
condenser les trois equations sous la forme vectorielle :
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(le Laplacien vectoriel Av est un vecteur tel que sa composante suivant x par
exemple est egale a At>x). Nous justifierons et nous etudierons cette forme
tridimensionnelle au chapitre 4, ou nous ecrirons une forme complete de cette
equation en incluant les termes de pression.

Exemple d'application : ecoulement pres d'un plan solide mis
brusquement en mouvement parallelement a lui-meme

Le probleme suivant represente 1'application de 1'equation (2.5) a une
version plane de 1'experience de la mise en mouvement d'un fluide au voisinage
de la paroi d'un cylindre, discutee a la section 2.1.1. On suppose qu'au
temps t = 0, un plan solide infini d'equation y = 0, est mis brusquement
en mouvement parallelement a lui-meme a une vitesse constante VQ parallele
a la direction Ox (Fig. 2.4). On s'interesse au mouvement du fluide avec un
champ de vitesse vx(y,t), dans 1'espace semi-infini situe au-dessus du plan
y = 0. La figure 2.4a montre 1'evolution temporelle du profil de vitesse. La
solution de 1'equation (2.3) pour ce probleme est rigoureusement identique a
celle du probleme de la diffusion de la chaleur dans un demi-espace a partir
d'un plan dont la temperature reste fixe (chapitre 1, section 1.2.1). II suffit
de remplacer K par v et la temperature reduite par vx(y, t]/VQ. La viscosite
cinematique v = rj/p represente done le coefficient de diffusion de la quantite
de mouvement. Par le changement de variable u = yj\/~vi, analogue a celui
utilise pour la diffusion thermique, on trouve pour 1'equation (2.3) la solution
correspondant a (1.18) :

ou la fonction erf (u) est, comme nous 1'avons deja vu au chapitre 1,1'integrale
(2/v^) fo e~z dz. Le rapport vx/Vo depend done uniquement de la variable
u. Tous les profils se deduisent done les uns des autres par dilatation de
1'echelle des longueurs suivant Oy, d'un facteur proportionnel a \/t : on dit
qu'ils sont autosimilaires. La variation de vx/Vo en fonction de y et de t,
donnee par 1'equation (2.6), est identique a la variation de la temperature
trouvee au chapitre 1 pour le probleme de diffusion thermique equivalent
(Eq. (1.18)). La figure 2.4b est 1'analogue de la figure 1.8b et montre la
variation du rapport vx/Vo en fonction de u : la zone ou Pinfluence de la
perturbation se fait sentir a une epaisseur de 1'ordre de d « 1\fvi (longueur
de diffusion) , mais la vitesse vx n'est pas tout a fait nulle a des distances plus
grandes.

La mise en mouvement d'un fluide par couplage visqueux est d'autant
plus rapide que sa viscosite 77 est grande et que sa masse volumique p
(et done son inertie) est petite. Pour 1'eau, par exemple, la longueur de
diffusion d'une perturbation de vitesse est de 1'ordre de 3 mm pour t — 10 s,
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FIG. 2.4 - (a) Evolution avec le temps du profit de vitesse vx(y,t) induit
par la mise en mouvement brusque d'un plan solide parallelement a lui-meme
(probleme de Rayleigh). (b) Trace en coordonnees reduites de la fonction
1 — erf (w/2) (u = y/^/id) qui permet de construire la variation precedente.
Ces deux figures correspondent aux figures 1.8a et b du chapitre 1 (apres
rotation des axes de 90°).

et 10 cm pour t — 104 s, soit environ trois heures ; cela montre la faible
efficacite de la diffusion aux temps longs, comme nous 1'avons deja souligne
au chapitre 1 dans le cas de la diffusion thermique. La variation en \/i de
la distance de diffusion (commune a tous les mecanismes de diffusion) rend
le mecanisme de diffusion visqueuse peu efficace a grande distance. Aussi,
des mecanismes convectifs souvent complexes prennent le relais des que Ton
a des ecoulements dans des recipients de taille suffisamment grande ; de tels
mecanismes ont, comme dans le cas des ondes, des distances de propagation
croissant lineairement avec le temps. Le terme « suffisamment grande »
est tres imprecis : une analyse en termes de nombres sans dimension nous
permettra, plus has, une evaluation plus quantitative.

2.2 Modeles microscopiques de la viscosite
Comme pour le transport de la masse et de la chaleur, la connaissance

des mecanismes microscopiques responsables de la viscosite nous permettra
par la suite de mieux en cerner les effets. Ici encore, ces mecanismes sont
tres differents dans le cas des gaz (ou notre analyse suivra alors de pres celle
utilisee pour les autres coefficients de transport), et dans celui des liquides.
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2.2.1 Viscosite des gaz
Dans cette section, nous aliens appliquer les raisonnements de theorie

cinetique des gaz utilises au chapitre 1 a 1'analyse du transport de quantite de
mouvement dans un ecoulement de cisaillement : nous pouvons ainsi evaluer
le coefficient de viscosite defini precedemment. Nous partons d'un ecoulement
de cisaillement d'un gaz en regime stationnaire avec la geometric plane de la
figure 2.5. Les lignes de courant sont paralleles a 1'axe x et le gradient de
vitesse est dirige suivant la direction y perpendiculaire a 1'ecoulement.

FlG. 2.5 - Schema de principe du calcul simplifie conduisant a la
determination de la viscosite d'un gaz.

Nous evaluons cette fois le transfert, par les composantes perpendiculaires
du mouvement d'agitation thermique, de 1'impulsion moyenne mvx(y)
parallele a Ox (m represente la masse des molecules). II apparait deux echelles
de vitesse tres differentes : u est le module moyen de la vitesse d'agitation
thermique des molecules individuelles ; cette vitesse est tres superieure a
la vitesse de deplacement d'ensemble vx, qui represente le leger excedent
de mouvement d'agitation thermique dans la direction des coordonnees x
positives. Get excedent est du au mouvement relatif des plaques.

Calculons le flux d'impulsion moyen traversant, par unite de temps, 1'unite
de surface du plan a la cote y en venant du « haut » (sur la figure). Ce flux
est egal a :

ou i represente, comme au chapitre 1, le libre parcours moyen des molecules, n
leur nombre par unite de volume ; le facteur geometrique 1/6 vient de la prise
en compte des differentes directions des vitesses des molecules, en supposant
leur repartition isotrope.

Le flux d'impulsion correspondant aux molecules venant de « dessous »
s'ecrit de meme :
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(si la temperature est uniforme, u est independant de y). Ainsi, en presence
d'un gradient de vitesse de cisaillement dvx/dy non mil, on a un bilan non
nul des transferts a travers le plan de coordonnee y de la composante de
1'impulsion suivant Ox. Le flux d'impulsion resultant par unite de surface
et de temps (en comptant positivement les contributions venant de la zone
inferieure au plan y) vaut done :

ou m est la masse des molecules, ac leur section efficace de collision et T la
temperature du gaz.

Notons alors que, tout comme la conductivity thermique /c, la viscosite 77
est independante de la densite du gaz (ou de la pression), puisque le produit
nl « l/ffc n'en depend pas. Ce resultat ne s'applique pas aux gaz a tres basse
ou a tres haute pression, ainsi que nous 1'avons deja signale au chapitre 1
(section 1.3.2).

L'existence de ce flux d'impulsion fini peut etre interpretee comme une force
de frottement F qui s'exerce entre les deux couches liquides situees de part
et d'autre du plan y. Le sens de cette force parallele a Ox correspond a
1'entrainement des couches de plus faible vitesse par celles de vitesse plus
grande. En appliquant la relation de conservation de Pimpulsion F = dp/dt
a la composante par unite de surface FX/S, on trouve :

avec

La relation force-gradient de vitesse ainsi obtenue est done identique a la
formule (2.2), et le coefficient de viscosite dynamique 77 est donne par la
formule (2.7b). On obtient alors immediatement le coefficient de viscosite
cinematique v a partir de la formule (2.4) :

v prend, pour les gaz parfaits, la meme valeur que les coefficients de diffusion
de chaleur et de masse, K et D, discutes au chapitre 1 (section 1.3.2).
Ceci souligne encore plus fortement la correspondance avec ces deux autres
mecanismes de transport diffusifs que 1'analyse macroscopique nous avait deja
suggeree. Pour les gaz parfaits, la theorie cinetique donne, en combinant
Pequation (2.7b) avec les resultats de la section 1.3.2 du chapitre 1 :
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2.2.2 Viscosite des liquides

Au chapitre 1, nous avons etudie la diffusion de particules dans un liquide :
nous avions alors suppose qu'elle etait controlee par des forces de type
« frottement visqueux », exercees par le fluide sur les particules.

Les forces de viscosite a 1'interieur d'un liquide peuvent etre analysees par
une extension de cette premiere etude, mais nous utiliserons ici un modele
different. Nous considererons que les molecules du liquide sont toutes de meme
taille et se deplacent comme les grains d'une poudre. Les mouvements relatifs
des grains associes a un ecoulement de cisaillement s'operent par passage des
grains individuels de la cage constitute par leurs plus proches voisins (supposes
en contact avec eux) a une cage voisine et sont illustres par le schema de la
figure 2.6.

FIG. 2.6 - Principe du calcul de la viscosite d'un liquide. La barriere d'energie
g que doit franchir la particule I pour tomber dans les puits voisins J et J'
(a) est symetrique en Vabsence d'ecoulement (courbe grasse en (b)). Elle
devient dissymetrique (courbe en tirets) lorsqu'une contrainte de cisaillement
est appliquee ; cette dissymetrie favorise alors I'ecoulement de cisaillement.
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Soit un ecoulement de cisaillement simple de vitesse vx (y) ; la contrainte de
cisaillement a due au gradient de vitesse dvx/dy favorise le saut de la particule
/ vers la cage voisine J a sa droite (pour a > 0) plutot que vers la cage de
gauche J'. Get effet de cage peut etre represente par un diagramme g(x)
representant la variation d'energie potentielle de la particule, avec la distance
x dans la direction de la vitesse. Dans un fluide au repos, 7 est dans un puits
de potentiel dont la profondeur Ago est 1'energie d'activation a fournir pour
passer entre les particules voisines 1 et 2. Ce passage peut etre effectue grace
a 1'energie fc^T d'activation thermique ; ainsi, la frequence / des sauts d'un
site / a la cage voisine J verifie 1'equation de Maxwell-Boltzmann (h est la
constante de Planck) :

La presence de la contrainte de cisaillement <r introduit une dissymetrie entre
la hauteur des barrieres d'energie pour aller vers les sites J et J'. Les
variations de hauteur des maxima sont proportionnelles a la contrainte a
c'est-a-dire a la force de frottement par unite de surface entre couches :

On remarque que la variation est du premier ordre par rapport a a ; la
variation aa est une mesure de 1'energie fournie par le cisaillement pour
abaisser (ou elever) la barriere d'energie dans la direction de 1'ecoulement (ou
dans le sens oppose), et a est un coefficient qui a la dimension d'un volume.
II en resulte une difference entre les frequences /+ et /_ des sauts de / a J et
de / a J' et, par suite, une mobilite globale des grains. En effet :

Prenons la couche inferieure comme reference de vitesse nulle ; la vitesse
moyenne vj des atomes / de la couche intermediate est de 1'ordre du produit
de la distance a parcourue par saut et de la frequence globale (/+ — /_) de
ces sauts :

Le gradient de vitesse a partir de la couche inferieure au repos vaut done :

Dans lalimite d'une faible contrainte, sh(acr/fcsT) ~ (aa/ksT). L'expression
precedente s'identifie a 1'equation de definition de la viscosite 77 avec, d'apres
1'equation (2.2), (a = rjG} :
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Cette formule montre que la viscosite diminue lorsque la temperature croit,
suivant une loi d'Arrhenius qui decrit le processus d'activation de saut a
travers la barriere. Cette situation est opposee au cas des gaz, ou la viscosite
augmente avec la temperature comme ^/T.

Une forme empirique d'ecriture de (2.12) permet d'estimer la viscosite d'un liquide
a partir de la donnee de son volume molaire V et de la temperature d'ebullition Te :

Le remplacement de Ag par un terme d'energie proportionnel a ksTe est
comprehensible. La vaporisation se produit en effet lorsque la temperature est assez
elevee pour que deux particules voisines aient une probabilite appreciable de se
separer. Nous avons exprime une condition du meme type pour le passage par
activation thermique de la particule / entre les particules (1) et (2). Par ailleurs,
pour obtenir 1'equation (2.13), nous avons pris le volume a egal au volume moyen
V/Af occupe par chaque molecule (A/" est le nombre d'Avogadro).

Application Evaluons la viscosite du benzene a la temperature ordinaire.
V = 89-l(T6 m3/mole, Te = 353 K, M = 6,02 • 1023, h = 6,62 • 1(T34 J.s.
L'application de la relation (2.13) conduit a une valeur rj = 4, 5 • 10~4 Pa.s, resultat
comparable a la valeur experimentale de 6, 5 • 10~4 Pa.s.

2.2.3 Simulation numerique des trajectoires de particules
dans 1'ecoulement d'un liquide ou d'un gaz

On peut se representer les mecanismes microscopiques de la viscosite
a 1'aide d'une technique de simulation numerique, dite de dynamique
moleculaire, qui analyse les trajectoires de particules individuelles (pour des
questions de temps de calcul, ces simulations sont generalement realisees a
deux dimensions et avec un nombre reduit de particules). Dans ces calculs,
on tient compte des interactions locales entre particules qui se deplacent,
de 1'effet des parois qui sont elles-memes representees par un ensemble de
particules, et des forces imposees sur le fluide. La figure 2.7a montre la
trajectoire d'une particule contenue entre deux plans paralleles solides fixes
et soumise a un champ de force de type gravite, parallele a 1'axe horizontal.
La densite de particules est assez elevee pour que ce modele bidimensionnel
simule un liquide, ce qui explique les nombreuses collisions. On remarque aussi
la reduction de 1'effet de Pacceleration longitudinale par la gravite a proximite
des parois solides. Les particules adjacentes a la paroi sont au repos, comme
il est normal pour 1'ecoulement d'un fluide visqueux. La figure 2.7b montre
le profil de vitesse a dix positions differentes entre les parois ; il a ete obtenu
en moyennant sur un grand nombre de particules et d'instants differents.
Ce profil de vitesse parabolique constitue une caracteristique essentielle de
1'ecoulement des fluides visqueux et sera etudie en detail au chapitre 4.
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FIG. 2.7 - (a) Trajectoire d'une particule individuelle dans un liquide a deux
dimensions contenu entre deux droites fixes de cotes z\ et Z2 et soumis a une
force horizantale longitudinale (de type gravite). (b) Profil parabolique moyen
de vitesse dans le liquide (ecoulement de Poiseuille plan). Ces documents ont
ete obtenus par un calcul de dynamique moleculaire (documents J. Koplik).

2.3 Comparaison entre les mecanismes
de diffusion et de convection

2.3.1 Le nombre de Reynolds
Dans un ecoulement quelconque de fluide, les deux mecanismes (convectif

et diffusif) de transport de quantite de mouvement sont simultanement actifs
mais, suivant la vitesse et la geometric de 1'ecoulement, ils n'auront pas le
meme ordre de grandeur. Analysons par exemple le cas d'un ecoulement fluide
dans un canal de geometric quelconque et evaluons des ordres de grandeur
pour les processus de transport.

4 Convection : le flux de quantite de mouvement associe a la convection est
de 1'ordre de pU2 ou p est la densite du fluide et U une vitesse caracteristique
de I'ecoulement (par exemple la vitesse moyenne dans la section). La quantite
de mouvement par unite de volume est en effet de 1'ordre de pU (meme si des
facteurs geometriques interviennent) et on obtient un ordre de grandeur du
flux correspondant en la multipliant par U.

+ Diffusion : dans le cas des ecoulements paralleles analyses precedemment,
le flux transverse de quantite de mouvement associe a la viscosite etait



Comparaison entre les mecanismes de diffusion et de convection 101

rjdvx/dy. Dans le cas general, il reste egal au produit de 77 par des
combinaisons de derivees premieres des composantes de la vitesse et sera de
1'ordre de rjU/L. On peut alors former un rapport sans dimension :

Ce rapport definit le nombre de Reynolds qui caracterise 1'importance relative
du transport de quantite de mouvement par convection et par diffusion
visqueuse.

II est egalement utile de considerer le nombre de Reynolds comme
le rapport entre les temps caracteristiques de transport par diffusion et
convection sur des distances de 1'ordre de L. Comme v represente la diffusivite
de la quantite de mouvement, le temps caracteristique de diffusion sur une
distance de 1'ordre de L est, comme pour les autres processus diffusifs, de
1'ordre de L2/v. Le temps caracteristique de convection est de 1'ordre de L/U
(temps de parcours de la distance L a la vitesse U de 1'ecoulement). D'ou un
rapport des deux temps caracteristiques :

C'est le mecanisme le plus rapide de propagation des perturbations qui sera
dominant et imposera 1'organisation du champ de vitesse.

4 Dans un ecoulement a petit nombre de Reynolds, les forces visqueuses et
le transport diffusif associe sont dominants. Le profil d'ecoulement resulte
d'un equilibre entre les forces de frottement visqueux et les gradients de
pression ou forces en volume imposees exterieurement. Conformement a
1'expression de Re, ces ecoulements seront observes aux basses vitesses, et/ou
dans des systemes de tres petite taille (bacteries ou micro-organismes par
exemple), ou encore pour des fluides tres visqueux dans lesquels les forces de
frottement entre couches sont importantes. II s'agit en general d'ecoulements
tres stables, aux profils bien definis, appeles ecoulements rampants. Nous
consacrerons le chapitre 8 a leur etude.

4 Au contraire, dans les ecoulements a grand nombre de Reynolds, le
transport de quantite de mouvement par convection est dominant, et il
apparait sous forme de termes non lineaires contenant des produits de
composantes de la vitesse et de leurs gradients : nous les etudierons au
chapitre 3. Les ecoulements correspondants sont beaucoup moins stables : ce
sont par exemple les ecoulements turbulents qui correspondent a une infinite
de solutions possibles des equations de mouvement. Us sont observes aux
fortes vitesses, dans des fluides peu visqueux ou dans des systemes de grande
taille ; de tels ecoulements apparaissent comme la superposition aleatoire de
tourbillons de taille tres variable. Notons cependant que, sur des echelles de
distance de 1'ordre de la dimension des plus petits tourbillons, le transport de
quantite de mouvement par diffusion redevient important.
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4 Dans certains cas, meme a des nombres de Reynolds eleves, les termes de
transport par convection peuvent rester negligeables par suite de la geometric
du systeme ; la configuration de 1'ecoulement peut alors rester la meme qu'a
faible vitesse. L'exemple le plus simple est celui des ecoulements pamlleles (ou
seule une composante de la vitesse est non nulle), tels que 1'ecoulement dans
un cylindre en rotation discute a la section 2.1.1. Dans ce cas, on ne peut
avoir transport de quantite de mouvement dans la direction perpendiculaire
aux lignes de courant que par diffusion visqueuse ; les ecoulements restent
alors controles par la viscosite, independamment du nombre de Reynolds,
tant que le profil de vitesse reste parallele. De tels ecoulements, qualifies de
laminaires, seront etudies dans le chapitre 4 (section 4.5). Neanmoins, si des
composantes trans verses locales de la vitesse sont creees accidentellement,
le transport de quantite de mouvement par convection cesse d'etre nul
et de nouvelles solutions peuvent apparaitre. L'ecoulement devient alors
generalement instable et turbulent. Nous etudierons les ecoulements de ce
type au chapitre 11.

A la section 2.4 du present chapitre, nous decrirons, a partir de I'exemple
de 1'ecoulement derriere un cylindre, une sequence de transitions entre
differents regimes d'ecoulement lorsque le nombre de Reynolds augmente
progressi vement.

2.3.2 Transports convectif et diffusif de masse
ou de chaleur

Les mecanismes de transport convectif et diffusif peuvent agir
simultanement dans les problemes de propagation de la chaleur ou la
dispersion de polluants, tout comme dans le cas de la quantite de mouvement
que nous venons de traiter. L'analyse de 1'effet convectif est d'ailleurs plus
simple dans ces deux cas, car la vitesse n'intervient que pour le transport
convectif et la quantite convectee (temperature, concentration) est un scalaire.

Transport de matiere, nombre de Peclet

Analysons par exemple le transport d'un traceur A de concentration locale
p A ( x , t ) par un ecoulement de vitesse caracteristique U. Si on peut negliger
les effets de difference de densite introduits par la presence du traceur, ce
dernier est, d'une part, entraine par la vitesse locale de 1'ecoulement et, d'autre
part, il s'etale par diffusion moleculaire. Appelons L une echelle de longueur
caracteristique des variations de la concentration du traceur ; le flux diffusif
de traceur verifie :

ou D est le coefficient de diffusion moleculaire du traceur (voir formule (1.25)
du chapitre 1). Pour le flux convectif on a, en raisonnant comme pour la
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quantite de mouvement au paragraphe precedent :

Le rapport des flux associes aux deux mecanismes s'exprime par :

Le rapport Pe, appele nombre de Peclet, represente, pour les phenomenes
de dispersion de masse, 1'equivalent du nombre de Reynolds pour la quantite
de mouvement. On peut d'ailleurs, tout comme pour le nombre de Reynolds,
definir le nombre Pe comme le rapport des temps caracteristiques de transport
de matiere par diffusion et convection sur une distance de 1'ordre de L.

Transport de la chaleur, nombre de Prandtl

Pour la diffusion de la chaleur, les m ernes comparaisons peuvent etre
effectuees entre transport convectif et transport diffusif, ce qui conduit a
definir comme qu'au paragraphe precedent, un nombre de Peclet thermique
par :

ou K est la diffusivite thermique introduite au chapitre 1. Par ailleurs, pour
evaluer I'efricacite relative du transport diffusif de chaleur et de quantite de
mouvement, on est souvent conduits a comparer les effets de la diffusion de
la chaleur et de la quantite de mouvement. On definit alors le nombre de
Prandtl comme le rapport entre les coefficients de viscosite cinematique et de
diffusivite thermique :

En d'autres termes, le nombre Pr represente le rapport des temps
caracteristiques L2/K et L2/V de diffusion des fluctuations de temperature
et de vitesse sur une meme distance L. Des valeurs typiques de ce nombre
sont donnees au tableau 1.2 de la fin du chapitre 1. De maniere similaire, le
nombre de Lewis, Le — D/K, represente le rapport entre les temps de diffusion
thermique et massique et intervient dans les phenomenes de combustion.
Le tableau 2.1 a la fin de cette section resume les definitions des differents
nombres sans dimension qui font intervenir les coefficients de diffusion.

Pour les gaz, les coefficients de diffusivite thermique K, de diffusion
massique D et de viscosite cinematique v sont du meme ordre, comme nous
1'avons vu a la section 2.2.1 du present chapitre. Le nombre de Prandtl et
le nombre de Lewis sont done de 1'ordre de 1'unite. Dans un probleme de
dynamique des gaz, ou interviennent simultanement le transport de masse
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et de quantite de mouvement, les nombres de Peclet et de Reynolds sont
egalement du meme ordre. En revanche, dans les liquides, le nombre de
Prandtl peut prendre des valeurs tres differentes suivant les mecanismes de
conduction de la chaleur qui interviennent. Ainsi, pour les metaux liquides,
c'est le transport de chaleur par les electrons de conduction qui domine ; il
conduit a une forte diffusivite thermique et a une faible valeur du nombre de
Prandtl. Au contraire, dans les liquides isolants electriques de forte viscosite
(comme les huiles organiques), la diffusivite thermique varie peu d'une huile
a 1'autre, alors que la viscosite et, par suite, le nombre de Prandtl, peuvent
prendre des valeurs tres grandes.

On definit de meme un nombre de Prandtl massique Sc = v/D, appele
nombre de Schmidt. Si on se reporte a 1'evaluation du coefficient D pour les
liquides realisee au chapitre 1 (section 1.3.3), on voit que, lorsqu'on augmente
la viscosite v du milieu, on diminue D dans le meme temps. II est done
facile d'obtenir des grandes valeurs de Sc dans des liquides tres visqueux
(pour 1'eau, pourtant peu visqueuse, le nombre de Schmidt Sc est de 1'ordre
de 103). Dans ces conditions, meme a des nombres de Reynolds tres petits, le
transport convectif des traceurs sera plus efficace que le transport diffusif. Sauf
a des vitesses tres faibles, 1'etalement d'une tache de traceur (un colorant par
exemple) sous Peffet des gradients de vitesse dans Pecoulement sera beaucoup
plus important que sous 1'effet de la diffusion moleculaire.

Un exemple de cette difference est la dispersion des traceurs dans les milieux
poreux qui seront etudies au chapitre 8 (section 8.6). Dans ces milieux, les tailles des
canaux d'ecoulement sont tres petites et le nombre de Reynolds Re est en general
petit. En raison des fortes variations de la vitesse d'un point a un autre, associees a la
geometric aleatoire du milieu, Petalement des traceurs, sous 1'effet de ces gradients
de vitesse, induira un coefficient de dispersion qui jouera le role d'une diffusivite
pour le probleme : ce coefficient est generalement bien superieur au coefficient de
diffusion moleculaire D. A fortiori, pour les ecoulements turbulents dans lesquels
la vitesse en un point donne varie au cours du temps, le transport convectif est
toujours dominant, sauf sur les toutes petites distances, pour lesquelles le melange
par diffusion moleculaire s'effectue plus rapidement que le melange par convection.

Quelques exemples de ces problemes seront analyses au chapitre 8, qui
traite des ecoulements rampants, et au chapitre 9, qui concerne 1'etude des
couches limites.

2.4 Description de differents regimes
d'ecoulement

Au cours de ce chapitre nous avons montre que, suivant les vitesses et les
geometries des ecoulements, le transport de la quantite de mouvement d'un
fluide peut etre domine par des phenomenes diffusifs ou convectifs ; 1'ordre
de grandeur relatif de ces termes de transport est le nombre de Reynolds
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TAB. 2.1 - Nombres sans dimension caracterisant I'importance relative des
differents mecanismes de diffusion et de convection.

nombre de p _ ^^ temps de diffusion de la quantite de mouvement
Reynolds v temps de convection de la quantite de mouvement

UL temps de diffusion de la masse
nombre de Peclet f& = —^rD temps de convection de la masse

nombre de Peclet D
4-v. • Pee
thermique

nombre de „
Prandtl

nombre de c

Schmidt

UL
K

V

K,

V

D

temps de diffusion thermique
temps de convection thermique

temps de diffusion thermique
temps de diffusion de la quantite de mouvement

temps de diffusion de la masse
temps de diffusion de la quantite de mouvement

D temps de diffusion thermique
nombre de Lewis Le = —K, temps de diffusion de la masse

Re. Nous aliens maintenant analyser, a partir d'observations experimentales,
comment les variations des processus de transport associees aux variations
du nombre de Reynolds influencent les ecoulements, et comment s'opere la
transition entre les differents regimes.

La vie courante donne de nombreux exemples de la diversite de ces
regimes : il y a de tres grandes differences entre 1'ecoulement perpetuellement
changeant d'une riviere dans un rapide (ecoulement « turbulent ») et celui
tres stable d'une huile visqueuse (ecoulement « laminaire »). II existe aussi
des cas intermediates, ou 1'ecoulement n'est turbulent que par intermittence,
ou bien encore varie en fonction du temps mais de fagon periodique et bien
visible. Ainsi en est-il de I'ecoulement de 1'air derriere un fil telephonique
(« le fil qui chante ») ou derriere un pont suspendu ; s'il a ete mal congu, il
peut entrer en resonance avec les oscillations de la vitesse de I'ecoulement et
se briser, comme ce fut le cas pour le pont de Tacoma aux Etats-Unis.

Un simple robinet d'evier peut permettre d'observer tous ces phenomenes :
a des debits faibles mais cependant continus, 1'ecoulement est tres stable ; les
lignes de courant sont disposees regulierement les unes par rapport aux autres
et on qualifie ces ecoulements de laminaires. En augmentant le debit, on
obtient un ecoulement instable dans lequel, a une certaine distance du robinet,
des gouttes sont emises de fagon periodique. En augmentant encore le debit,
on peut obtenir un regime ou il existe une alternance reguliere de grosses et
de petites gouttes. On a alors division de la frequence d'emission par deux.
Une experience soigneuse a permis de suivre cette division de frequence par
quatre, hurt,... jusqu'a un debit seuil au-dessus duquel I'ecoulement devient
chaotique. La turbulence peut aussi se manifester par apparition de zones ou
I'ecoulement est irregulier : elles sont facilement visibles car elles perturbent le
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contour du jet, et leur taille augmente au fur et a mesure qu'elles se deplacent
vers 1'aval. Cette notion d'intermittence est cruciale dans 1'analyse de la
turbulence. La fraction du temps ou ces bouffees sont presentes augmente
avec le debit. Pour finir, 1'ecoulement devient completement turbulent et sa
vitesse fluctue en permanence. La notion de sera examinee au chapitre 10 et
celle de turbulence au chapitre 11.

La nature du fluide joue egalement un role important. Ainsi, a debit
equivalent, la vidange d'un moteur d'automobile par le trou inferieur du carter
donne un jet vertical d'huile parfaitement stable et cylindrique ; la vidange
d'une cuve d'eau donnerait au contraire un jet turbulent d'ou se detacheraient
de nombreuses gouttelettes. On voit apparaitre 1'influence de la viscosite ou,
plus precisement, du nombre de Reynolds : ainsi, 1'apparition de la turbulence
est retardee pour 1'huile qui est plus visqueuse que 1'eau.

Nous aliens maintenant discuter le champ de vitesse induit par un cylindre
place dans un ecoulement ; ce cas presente 1'avantage de correspondre a une
geometrie tres bien definie, et de permettre 1'observation d'une large variete
de structures d'ecoulement lorsqu'on fait varier le nombre de Reynolds.

2.4.1 Les differents regimes d'ecoulement
derriere un cylindre

Un cylindre de diametre d, aligne le long de 1'axe z, est place dans un
ecoulement de vitesse U suivant la direction Ox, perpendiculaire a son axe.
Un ensemble de structures observees a des nombres de Reynolds croissants est
represente sur les photos de la figure 2.8 (elles ont ete obtenues en eclair ant
le cylindre par une nappe de lumiere perpendiculaire a son axe, lui-meme
perpendiculaire au plan des photos). On peut aussi realiser 1'experience en
utilisant un bac rempli d'une couche de quelques centimetres d'eau, contenant
de fines particules allongees en suspension ; ces particules s'alignent dans
1'ecoulement et reflechissent la lumiere de maniere anisotrope. En deplagant
dans le liquide une baguette cylindrique verticale de quelques millimetres de
diametre, on observe les differents regimes de la figure 2.8.

En fonction de la valeur du nombre de Reynolds Re = Ud/i/, on distingue
les regimes d'ecoulement suivants :

4 Aux faibles vitesses (Re «C 1) (Fig. 2.8a), 1'ecoulement est laminaire
et parfaitement symetrique entre 1'amont et 1'aval du cylindre. Cette
caracteristique decoule de la reversibilite des ecoulements aux faibles nombre
de Reynolds qui seront etudies au chapitre 8 ; lorsqu'on inverse le sens de la
vitesse, les lignes de courant restent inchangees.

4 A partir d'un nombre de Reynolds de quelques unites (Fig. 2.8b), on
observe deux tourbillons contrarotatifs fixes en aval du cylindre (ecoulement
de recirculation). La longueur L de la zone de recirculation croit comme le
nombre de Reynolds, ce qu'on peut justifier a partir des considerations de
couche limite (chapitre 9, section 9.2).
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FIG. 2.8 - Visualisation d'un ecoulement derriere un cylindre a differents
nombres de Reynolds ; (a) ecoulement symetrique entre amont et aval a
petit nombre de Reynolds (Re = 1,54) ; (b) apparition de deux zones de
recirculation fixes en arriere du cylindre (Re — 26) ; (c) emission periodique
de tourbillons formant une allee de Karman (Re = 200) ; (d) sillage turbulent
(Re = 0,8.104) (photos a, b et c : S. Taneda, photo d : H. Werle).

+ Pour une valeur critique Rec de 1'ordre de 47, 1'ecoulement cesse d'etre
stationnaire et la vitesse du fluide depend du temps : des tourbillons sont ends
periodiquement en aval de 1'ecoulement (Fig. 2.8c). Us forment une double
rangee de tourbillons, appelee allee de Benard-von Karman. Elle peut etre
observee jusqu'a de tres grands nombres de Reynolds dans des ecoulements
oceanographiques ou atmospheriques, derriere des iles ou des obstacles de
grande taille (Fig. 2.13). La frequence d'emission est caracterisee par le
nombre sans dimension, appele nombre de Strouhal:

qui est approximativement constant et de 1'ordre de 1'unite. La frequence /
est done proportionnelle a la vitesse U. Dans « le fil qui chante » ou dans la
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harpe eolienne du roi David, un fil tendu dans un ecoulement d'air entre en
resonance avec 1'emission periodique de tourbillons.

Le nombre de Strouhal evalue 1'importance des effets instationnaires, caracterises
par la frequence / par rapport au terme convectif dans 1'equation du mouvement du
fluide. Pour les ecoulements alternatifs en regime visqueux tels qu'on les rencontrera
par exemple au chapitre 4 (section 4.5.4), on peut introduire un second rapport de
frequences N — 2Trfd2/v, ou / est la frequence caracteristique de 1'ecoulement, v la
viscosite du fluide et d2 jv est le temps caracteristique de diffusion visqueuse sur la
distance d.

Pour les ecoulements aux tres grands nombres de Reynolds (Fig. 2.8d), il
se superpose a ces grandes structures coherentes des mouvements turbulents
incoherents, a des echelles spatiales plus faibles, d'autant plus petites que
Re est grand (en pratique leur taille minimale decroit comme l|^fRe}. Les
approches actuelles de la turbulence prennent en compte simultanement
les grandes structures qui dependent de la nature de 1'ecoulement, les
mouvements desordonnes aux petites echelles qui en sont independants,
ainsi que le transfert de 1'energie cinetique de 1'ecoulement d'une echelle de
mouvement a 1'autre. Ce concept important de la turbulence statistique sera
illustre au cours du chapitre 7, a partir d'exemples discutant la dynamique
des tourbillons et sera etudie en detail au chapitre 11.

2.4.2 Modele de Landau des instabilites
hydrodynamiques

Une approche fructueuse pour analyser le passage d'un mode d'ecoulement
a un autre (comme dans Pexemple du 1.4.1) est 1'utilisation de modeles
initialement developpes pour decrire des systemes proches d'une transition
de phase. Dans ces approches, on utilise un developpement limite d'une
variable caracteristique du degre d'evolution de la transition (parametre
d'ordre) en fonction d'un parametre de controle representant la distance au
seuil. Le modele developpe par le physicien Landau illustre cette methode.
Pour le point critique liquide-gaz, le parametre de controle est 1'ecart relatif
(T — TC)/TC de la temperature par rapport a la valeur critique Tc, et le
parametre d'ordre est la difference de densite entre le liquide et le gaz ; ce
dernier n'est non nul qu'aux temperatures inferieures a Tc ou liquide et gaz
peuvent coexister. Dans cette perspective, avant d'analyser les ecoulements
derriere un cylindre, nous presentons un modele analogique mecanique simple
d'instabilite auquel ces approches s'appliquent et qui permet de degager les
resultats essentiels.

Un modele experimental simple d'instabilite mecanique

On considere une bille de masse m qui est libre de glisser sans frottement
le long d'un anneau circulaire vertical de rayon R, tournant a une vitesse
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angulaire fJ autour d'un axe vertical (Fig. 2.9). Nous analysons 1'evolution de
la position d'equilibre de la bille en fonction de la vitesse angulaire Q : cette
position est caracterisee par Tangle 9 avec la verticale. L'equilibre des forces
tangentielles a 1'anneau est donne par la relation :

FIG. 2.9 - Modele experimental d'instabilite mecanique d'une bille dans
un cerceau en rotation a une vitesse angulaire O = 1,66 tours/s (cliche
C. Rousselin, Palais de la Decouverte).

- Tant que fi < f2c = ^Jg/R, la seule solution possible correspond a 0 = 0.

- Pour 0 > f2c, il existe deux positions d'equilibre stable ±$e; telles que
cos#e = 9/(^2R) ; la position 0 = 0 correspond a un equilibre instable.

- Au voisinage du seuil (fi legerement superieur a f2c), cette formule se
ramene a :

La variation de 0 en fonction de fi est representee sur la figure 2.10a qui montre
le diagramme de stabilite du systeme. Dans cette transition mecanique, I'angle
d'equilibre 9 est le parametre d'ordre, et 0 le parametre de controle. Au-
dessus du seuil Oc, le systeme « choisit » 1'une des solutions +9 ou — 0 (1'une
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FIG. 2.10 - (a) Variation de la position angulaire de la bille dans le modele
experimental d'instabilite mecanique en fonction de la vitesse de rotation
angulaire f2. Oc est le seuil d'instabilite, les branches S correspondent a
des equilibres stables, la branche I a un equilibre instable. (b) Variation
de I'amplitude stationnaire Ay de I 'oscillation d'emissions des tourbillons de
Benard-von Karman en fonction du nombre de Reynolds. Rec est le seuil
d'emission de tourbillons.

des deux branches du diagramme de stabilite). Ce choix s'accompagne d'une
reduction de symetrie -nous disons d'une brisure de symetrie- de 1'ensemble
du systeme {anneau -f- bille}.

Ce simple exemple degage plusieurs caracteristiques que 1'on retrouvera
dans de nombreuses transitions du second ordre :

- Au-dessous du seuil (f2 < Oc), il existe une seule solution stable : le
parametre d'ordre 9 est nul (Fig. 2.10a).

- Au-dessous du seuil pour 0 > Oc, il devient non nul de fagon continue
et reversible. Seule la solution ±0(e) est stable ; la branche 6 = 0
(egalement solution de 1'equation (2.19)) est instable comme on le verifie
en deplagant la bille de maniere infinitesimale a partir de cette position.

- L'exposant critique j3 caracterise la vitesse avec laquelle Tangle 0
(parametre d'ordre) augmente avec la vitesse de rotation (parametre
de controle) au-dessus du seuil ; dans cet exemple, 1'exposant (3 vaut
1/2. On obtient des resultats similaires pour la transition liquide-
gaz quand on utilise le modele de Van der Waals des fiuides : ce
modele represente de fagon simplifiee les interactions entre molecules
(des mesures effectuees sur des gaz reels donnent cependant un exposant
critique different). Plus generalement, la valeur /3 = 1/2 caracterise les
transitions de phase du deuxieme ordre, auxquelles on peut appliquer le
modele de Landau que nous allons decrire plus bas. Ce modele s'adapte
bien a des systemes physiques, ou les interactions entre particules
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peuvent etre representees par un champ moyen, sans avoir a faire
intervenir de fagon detaillee les interactions locales.

Ecoulement autour d'un cylindre au voisinage du seuil d'emission
de tourbillons

Pour 1'apparition de tourbillons derriere un cylindre, on choisit comme
parametre de controle le rapport (Re — Rec)/Rec — e, qui caracterise
la distance relative par rapport au seuil de transition entre les regimes
d'ecoulement stationnaire et de decrochement periodique des tourbillons.
L'amplitude des oscillations de la composante de la vitesse transverse, induites
par 1'emission de tourbillons, peut etre utilisee comme parametre d'ordre de
la transition. Celui-ci sera different de zero lorsque le nombre de Reynolds
sera superieur a la valeur critique Rec.

Analysons tout d'abord 1'evolution de 1'ecoulement en aval du cylindre
pour des nombres de Reynolds Re proches du seuil Rec qui correspond a
1'apparition de tourbillons. L'ensemble des photographies de la figure 2.11
presente de fagon qualitative les ecoulements au voisinage immediat du seuil.

L'amplitude Ay des oscillations transverses de vitesse est utilisee comme
parametre d'ordre ; elle peut etre mesuree par la technique d'anemometrie
laser qui sera decrite au chapitre 3 (section 3.5). On trouve que :

Cette variation est tracee sur la figure 2.1 Ob et est tres similaire a celle obtenue
pour le systeme mecanique decrit plus haut. Comme parametre d'ordre, nous
avons utilise ici I'amplitude des oscillations de vitesse qui est toujours positive ;
la brisure de symetric apparait lors du choix du c6te du cylindre ou s'effectue
1'emission du premier tourbillon. Enfin, la valeur de 1'exposant /3 est egalement
la meme.

En toute rigueur, il convient de ne pas restreindre 1'etude de 1'analyse de la
variation de I'amplitude Ay(Re) a un point donne en aval de 1'obstacle, mais il
faudrait aussi analyser 1'evolution temporelle de 1'ensemble du profil. La forme du
profil varie d'ailleurs avec le parametre (Re — Rec), ce qui n'est pas inclus dans le
simple module de Landau. En fait ce modele est applicable de fagon generate dans
le cas d'instabilites telles que celle de Rayleigh-Benard, que nous rencontrerons au
chapitre 10, ou la structure spatiale varie peu avec la distance au seuil d'instabilite ;
de telles instabilites sont dites absolues. En revanche, dans le cas de jets tels que
celui de la figure 3.18, les structures instables proches de 1'ouverture sont convectees
avec 1'ecoulement. On parle alors d'instabilites convectives. (Attention : dans ce
contexe, le terme convectif est utilise de fagon differente du cadre de 1'instabilite de
Rayleigh-Benard associee a un transport convectif de la chaleur.)
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FIG. 2.11 - Ecoulement derriere un cylindre pour differentes valeurs du
nombre de Reynolds, voisines du seuil Rec d'emission de tourbillons ; (a)
(Re—Rec} — —0,4, absence de tourbillons ; (b) (Re—Rec] = 0, 3, ondulation
legere ; (c) (Re—Rec) = I, oscillation amplifiee ; (d) (Re—Rec) — 5,2,
formation de tourbillons en aval du cylindre (documents C. Mathis et
M. Provensal).

Description du modele de Landau

Nous aliens maintenant etablir plus completement ce modele en
1'appliquant, a chaque etape, au cas particulier de 1'emission des tourbillons
dans 1'ecoulement autour d'un cylindre. On considere que, a 1'ecoulement
laminaire (stable pour Re < Rec], se superposent tout un ensemble de modes
d'instabilite caracterises par un indice j. Leur amplitude Aj(t) est, pour un
mode donne, supposee etre de la forme effj'* ou GJ = ar- + ia"1- est le taux
complexe de croissance de 1'instabilite. Le terme imaginaire caracterise la
frequence des oscillations observees au-dessus du seuil. La partie reelle traduit
la croissance (crj > 0) ou la decroissance (crj < 0) de ces modes :

- pour Re < Rec, toutes les perturbations decroissent exponentiellement,
et cry est negatif quel que soit j ;
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- pour Re = Rec, a
r, est negatif pour tous les modes sauf pour un mode

m marginalement stable tel que ar
m = 0 ;

pour Re > Rec, <rj est negatif pour la plupart des modes, mais il existera
un ensemble de modes pour lesquels ar- > 0. Nous nous interesserons
par la suite au mode dominant, c'est-a-dire a celui pour lequel crj sera
le plus eleve et nous noterons simplement ar la valeur correspondante.

Ce dernier regime represente le developpement de 1'instabilite d'emission des
tourbillons immediatement apres que Re ait ete porte a une valeur superieure a
Rec. Aux temps courts, 1'amplitude de la vitesse croit alors exponentiellement
selon Ay(t) oc effT*. Le carre du module de 1'amplitude est done solution de
1'equation :

L'expression du second membre est en fait le premier terme non nul d'un
developpement en puissances de A(t) et de A*(t) (complexe conjugue de A(t)).
Ce n'est pas exactement la valeur de la derivee d(|A|2)/dt qui nous interesse,
mais sa moyenne temporelle. Celle-ci doit etre effectuee sur des temps
longs devant la periode T = 2?r/a1 de 1'oscillation, mais suffisamment courts
pour pouvoir traiter A(t) comme une perturbation (done suffisamment courts
devant le temps caracteristique T ~ l/ar de croissance ou de decroissance de
1'amplitude A j ( t ) ) . Ces deux contraintes definissent le domaine de validite
de 1'equation de Landau ; elles ne peuvent etre simultanement verifiees que si
a1 ^> crr, ce qui est vrai pres du seuil ou ar s'annule.

L'expression de 1'amplitude resultant de la relation (2.22) n'est pas valable
aux temps longs car 1'amplitude de la perturbation A(t] doit rester bornee.
Pour assurer cette saturation, Landau a propose de completer 1'equation (2.22)
en considerant les termes suivants du developpement limite en puissances de
|A(t)|. Le terme du troisieme ordre contient un facteur periodique dont la
valeur moyenne est nulle, de sorte que le second terme non nul est d'ordre 4.
On obtient done :

|A|2 represente ici la moyenne temporelle (|A(t)|2). Le coefficient du terme
d'ordre 4 doit etre negatif pour compenser la divergence exponentielle de \A\.
L'equation (2.23) peut £tre transformee en :

Une forme plus generale utilisant 1'amplitude complexe A = |A|elv% est :
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Elle donne Pequation (2.24) pour le module ainsi qu'une nouvelle equation
pour 1'evolution de la phase :

crl = uj est done la pulsation d'emission des tourbillons. L'equation (2.25)
rend compte des differentes caracteristiques de 1'apparition d'une emission de
tourbillons derriere un cylindre :

- la solution stationnaire en amplitude, a un module \Aeq\ = \Jar/B. Si
on developpe ur en puissances du nombre de Reynolds, on obtient :

ou k' est une frequence caracteristique positive du probleme.
L'amplitude stationnaire de 1'oscillation verifie done (Eq. (2.24)) :

La variation du module \Aeq\ du parametre d'ordre avec le parametre
de controle e de 1'instabilite est bien du meme type que celles illustrees
par la figure 2.10 ; elle est en accord avec les donnees de mesures de
vitesse par anemometrie laser autour du seuil Rec.

- la constante de temps l/crr caracteristique de la dynamique de
1'instabilite verifie :

Ce resultat est en accord avec les observations experimentales, aussi bien
au-dessus qu'au-dessous du seuil d'instabilite, ou la valeur negative de or

traduit 1'amortissement d'une perturbation associee a 1'emission transitoire
de tourbillons. L'equation de Landau permet ainsi de decrire des effets
precurseurs observes juste au-dessous du seuil ; une faible perturbation de
I'ecoulement suffit dans ce domaine a declencher une oscillation, qui s'amortit
ensuite exponentiellement au cours du temps.

La figure 2.12 montre 1'evolution de 1'oscillation de la composante
transverse de la vitesse induite par une petite perturbation en amont de
1'obstacle pour diverses valeurs negatives du parametre e. Des tourbillons
apparaissent dans le sillage pendant un temps limite, de part et d'autre du
cylindre. De plus, la frequence des oscillations ainsi declenchees est tres proche
de la frequence a% des oscillations naturelles qui apparaissent au seuil, puisque
a1 n'a pas de comportement singulier pour la valeur Rec.

Experimentalement, on trouve que le temps caracteristique de la relaxation
exponentielle de 1'oscillation varie comme \Re — Rec\~

l ainsi que le predit
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FIG. 2.12 - Variation de I'amplitude de I'oscillation de la vitesse en reponse a
une impulsion initiale a differentes distances du seuil Rec. On remarque que
la frequence est peu sensible a la valeur de e, mais que le temps de relaxation
T dement long (il diverge) pres du seuil Rec. Les trois courbes correspondent
a des valeurs de Rec — Re respectivement egales a 9,44 (a), 2,70 (b) et 1,25
(c).

1'equation (2.28). La divergence de ce temps, lorsque le nombre de Reynolds
devient egal a Rec est appelee ralentissement critique : on le retrouve dans
toutes les transitions de phase continues. Le nombre de Reynolds critique dans
cette expression, a la meme valeur que celui determine par la loi de croissance
de I'amplitude. Plus precisement, on trouve experimentalement que le temps
de relaxation r, peut etre exprime en fonction du temps de diffusion visqueuse
d2' f v (d est le diametre de 1'obstacle et v la viscosite cinematique de liquide),
sous la forme :

Remarquons que nous avons pu developper cette premiere approche d'une
instabilite hydrodynamique sans avoir a connaitre les equations sous-jacentes
de la mecanique des fluides. Nous retrouverons des comportements analogues
au chapitre 10, dans 1'etude des instabilites de convection thermique
(Rayleigh-Benard). Dans ces cas particuliers, il est de plus possible de
determiner les coefficients du modele de Landau a partir des variables
hy drody namiques.
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Regimes d'oscillation a plus grand nombre de Reynolds et transition
vers la turbulence — structures a grande echelle de la turbulence

Juste au-dessus du nombre de Reynolds critique Rec, le signal de vitesse
transverse, mesure en un point fixe, Ay(t) est sinusoidal: le spectre de Fourier
de Ay(t) ne montre qu'une frequence d'oscillation et ses harmoniques. A
des valeurs plus grandes du nombre de Reynolds Re, apparaissent d'autres
modes d'oscillation. En particulier, pour les cylindres de faible diametre,
lorsque Re est de 1'ordre de 100, le spectre de Ay(t) comprend deux frequences
incommensurables et leurs combinaisons lineaires.

Pour des valeurs superieures a 200, 1'ecoulement devient turbulent. La
distribution spectrale des fluctuations devient continue (avec cependant des
pics pour certaines frequences). En annexe du chapitre 10, nous verrons que
ce spectre continu resulte de 1'interaction d'un petit nombre de modes de
perturbations instables. Le sillage turbulent en aval du cylindre presente des
fluctuations de vitesse locales erratiques, variant rapidement sur des distances
souvent tres faibles ; cependant, on continue frequemment d'observer, en
plus de ces fluctuations turbulentes, la structure periodique des tourbillons

FIG. 2.13 - Vue satellite d'une allee de tourbillon derriere 1'ile de Guadalupe,
proche de la peninsule de Basse Californie (Document GOES - CIMSS).
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de grande taille. C'est en particulier le cas a tres grande vitesse derriere des
obstacles cylindriques circulaires, et a toutes les vitesses pour des barreaux
dont la section possede des angles vifs. Experimentalement, on met en
evidence ces grands tourbillons sans ambigu'ite a partir des grandes oscillations
de pression qu'ils induisent sur les parois des cylindres : ces oscillations
peuvent etre si fortes qu'elles ont cause la chute des vitres de certains gratte-
ciels. Des structures ordonnees similaires ont ete mises en evidence a des
echelles plus grandes dans de nombreux ecoulements atmospheriques. Ainsi, la
figure 2.13 montre une « allee de tourbillon » creee derriere 1'ile de Guadalupe
par un vent dominant: les tourbillons sont visualises par la perturbation qu'ils
induisent dans la couche nuageuse. De telles structures, appelees structures
coherentes, qui persistent a des grands nombres de Reynolds, seront discutees
au chapitre 11 consacre a la turbulence (section 11.5.1).
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Chapitre 3

Cinematique des fluides

CE CHAPITRE est consacre a I'etude des mouvements d'un fluide, en
particulier a I'analyse de ses deformations, sans en considerer les causes

qui seront examinees au chapitre suivant. Nous commencons par indiquer
les methodes d'analyse du mouvement d'un fluide (section 3.1) (definition de
la vitesse d'une particule de fluide, descriptions eulerienne et lagrangienne,
acceleration, lignes caracteristiques d'un ecoulement), puis nous analysons
les deformations dans un fluide (section 3.2) ; cette analyse presente de
nombreuses analogies avec les problemes de deformation en mecanique des
solides. La section 3.3 est consacree d I'etablissement de la relation de
conservation de la masse et de I'hypothese d'incompressibilite d'un fluide (cette
condition sera verifiee tout au long de ce livre) ; nous y mentionnons egalement
differents types d'analogies qui peuvent etre faites avec I'electromagnetisme et
qui seront precisees dans les chapitres suivants. Nous introduisons ensuite la
fonction de courant pour les ecoulements plans ou axisymetriques (section 3.4)
et donnons quelques exemples d'ecoulements plans et de reseaux de lignes
de courant correspondants. Nous terminons (section 3.5) par la description
de quelques methodes experimentales de visualisation d'ecoulements et de
determination du champ de vitesse d'un fluide.

3.1 Description du mouvement d'un fluide

3.1.1 Echelles de longueur et hypothese de continuite
On definit une particule de fluide comme un element de fluide de volume

V tel que sa taille a w V1/3 soit :

- tres petite devant les echelles de longueur caracteristiques L de
1'ecoulement (largeur d'un canal, rayon d'un tube, taille d'un obstacle) ;

- tres grande devant le libre parcours moyen i des molecules. Dans le cas
contraire, les molecules pourraient traverser le volume de la particule
sans variation d'energie et de quantite de mouvement ; une repartition
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moyenne significative de la vitesse ne pourrait done etre definie sur une
telle echelle de longueur.

L'echelle superieure L peut descendre jusqu'a une fraction de millimetre pour
un capillaire sanguin, ou un micrometre dans le cas des canaux d'un milieu
poreux. Le libre parcours moyen I (echelle inferieure) est de 1'ordre d'un
micrometre pour un gaz aux pressions usuelles et se trouve tres inferieur
a L dans la plupart des applications. En revanche, dans le cas d'un gaz
sous tres faible pression (pression inferieure a 10~6 torr) ou encore pour des
echelles superieures L assez faibles, le libre parcours moyen devient du meme
ordre de grandeur que les dimensions macroscopiques du recipient. Dans
ce regime moleculaire, dit regime de Knudsen, 1'etude des ecoulements se
ramene a un probleme de mecanique d'objets discrets que 1'on peut decrire en
termes de chocs entre objets et parois. Ce regime a ete evoque au chapitre 1
(section 1.3.2) en relation avec la definition des coefficients de diffusion dans
les gaz.

Remarque II faut se garder de confondre la particule de fluide avec les molecules
(ou atomes) constituant le fluide ; une particule de fluide contiendra toujours, d'apres
ce qui precede, un tres grand nombre de molecules.

Lorsque le modele de particules de fluide est utilisable, il est possible de
decrire le fluide comme un milieu continu. On definit alors la vitesse locale
du fluide, ou vitesse d'une particule de fluide, comme la moyenne des vitesses
des molecules situees a 1'interieur de cette particule de fluide. Cette moyenne
ne depend pas de la taille a de la particule des lors que 1'hypothese a >> I est
verifiee.

Nous avons vu au chapitre 2 (section 2.2.3) comment des simulations
sur ordinateur permettent d'analyser le mouvement d'un faible nombre de
« molecules individuelles » ; en particulier, la figure 2.7 montrait clairement
la difference entre la vitesse moyenne du fluide et celle des molecules.

3.1.2 Descriptions eulerienne et lagrangienne
du mouvement d'un fluide

L'ensemble des vitesses v des particules de fluide de position r a 1'instant t
(r = OM), definit un champ de vecteurs v(r, £).

Dans la description eulerienne du mouvement d'un fluide, on s'interesse a
la vitesse v(r, t) d'une particule de fluide qui coincide a 1'instant t avec le point
fixe M de vecteur position r ; a chaque instant, on regarde done les vitesses
de particules differentes. A un instant ulterieur t', la vitesse au meme point
r sera devenue v(r, t'). Ce point de vue est celui d'un observateur au repos
par rapport au referentiel dans lequel est mesuree la vitesse v et correspond
aux etudes experimentales realisees avec des sondes fixes par rapport au
mouvement du fluide ; ces techniques seront decrites a la section 3.5 du
present chapitre. C'est la vitesse eulerienne que nous percevons lorsque nous
regardons s'ecouler une riviere du haut d'un pont : les particules de fluide
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FIG. 3.1 - Description lagrangienne du mouvement d'un fiuide : chaque
particule de fluide (representee id par un carre) est reperee par sa position TQ
a un instant origine to, et suivie dans son mouvement. La vitesse du fluide
est caracterisee par la vitesse de cette particule a 1'instant considere.

qui defilent sous nos yeux sont differentes a chaque instant. Leur vitesse
est fonction d'une part, de 1'instant d'observation et, d'autre part, du point
r (fixe par rapport au pont) que nous observons. La description eulerienne
presente cependant 1'inconvenient d'introduire des termes non lineaires dans
1'expression de 1'acceleration, comme nous le verrons a la section 3.1.3.

Dans la description lagrangienne, on suit une particule de fluide au cours de
son mouvement, en specifiant sa position ro(ro = OMo) a un instant reference
donne to- La vitesse du fluide est alors caracterisee par le vecteur V(ro, t) qui
est fonction des deux variables FQ et t (Fig. 3.1) ; la notation en majuscule
que nous utilisons pour la vitesse lagrangienne souligne la distinction avec le
champ de vitesse eulerien v(r, t). Dans la description imagee de la riviere qui
s'ecoule, ce point de vue est celui d'un observateur sur une barque entrainee
par le courant : la vitesse de la barque represente la vitesse lagrangienne. Le
point de vue lagrangien correspond a des mesures faites avec des instruments
qui suivent le fluide dans son mouvement, tels que des ballons-sondes dans
1'atmosphere ou des particules marquees (voir section 3.5).

3.1.3 Acceleration d'une particule de fluide
Considerons une particule de fluide situee au point MI(FI) a 1'instant t ;

sa vitesse a cet instant est v(ri,t). A un instant ulterieur t' = t + 5t, cette
particule de fluide est parvenue au point M2(r2) tel que

et sa vitesse est devenue v(r2, t). La variation de vitesse 8v de cette particule
de fluide, dans 1'intervalle de temps 6t, est associee :

4 d'une part a la variation explicite du champ de vitesse v(r,£)
avec le temps, si 1'ecoulement n'est pas stationnaire (terme en
[vCn.O-vCn.t)] (Fig. 3.2));
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FIG. 3.2 - Decomposition de I'acceleration d'une particule de fluide dans un
ecoulement instationnaire.

t d'autre part a 1'exploration du champ de vitesse par la particule ; cet
effet ne donne une contribution a 1'acceleration que si ce champ n'est
pas uniforme (terme en [v(r-2,£') — V(FI,£')]).

La variation resultante de vitesse Sv s'ecrit done a 1'aide d'un developpement
au premier ordre :

ou 6x, 8y et 6z sont les composantes du vecteur r2 — FI. L'acceleration de la
particule de fluide vaut done :

ou encore, sous une forme plus compacte :

La forme symbolique du deuxieme terme au second membre fait intervenir un
produit scalaire entre le vecteur v et 1'operateur grad de composantes d/dx,
d/dy et d/dz . Les figures 3.3a et b illustrent les deux types de contributions
de ce produit scalaire a 1'acceleration totale dans un ecoulement stationnaire
(tel que dv/dt = 0).

Dans le premier cas (a), il existe une composante non nulle du gradient
de vitesse dvx/dx suivant la direction de 1'ecoulement. Par consequent, une
particule entrainee par ce dernier subit une acceleration egale a vxdvx/dx.
Dans le deuxieme cas (b), il existe un gradient transverse dvx/dy non nul de
la composante de la vitesse de 1'ecoulement suivant Ox. Supposons qu'il existe
de plus une composante non nulle vy de la vitesse suivant la direction Oy ; il
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FIG. 3.3 - Deux contributions traduisant I'effet d}acceleration convective en
ecoulement stationnaire ; (a) acceleration des particules de fluide lorsqu 'elles
suivent une trajectoire ou des gradients de vitesse longitudinaux sont presents ;
(b) acceleration des particules de fluide dans un gradient de vitesse transverse
a I 'ecoulement moyen produit par un ecoulement a travers des plaques limites
poreuses.

en resulte une variation de la vitesse vx le long de la trajectoire d'une particule
dont la derivee temporelle est egale a vydvx/dy. Ces deux termes sont inclus
dans 1'expression (v • grad)vx qui est la composante suivant x du vecteur
(v • grad)v.

Remarque On trouve dans la litterature la notation D/Dt pour designer la
derivee totale telle que nous venons de 1'introduire, arm de bien preciser qu'il s'agit
d'une derivee temporelle obtenue en suivant une particule de fluide. Pour notre
part, nous garderons la notation d/dt pour designer ce type de derivee.

On peut ecrire 1'equivalent de 1'equation (3.la) pour exprimer la variation
d'autres grandeurs que la vitesse le long de la trajectoire d'une particule de
fluide : on peut par exemple exprimer ainsi la variation de la temperature
T(r, t) de la particule ou de sa concentration C(r, i) en une espece chimique.
Ainsi, la variation de temperature d'une particule le long de sa trajectoire
verifie :

ou dT/dt est la derivee temporelle de la temperature du fluide en un point fixe
donne. Le second terme traduit la variation de T due a 1'ecoulement du fluide
dans la direction du gradient de temperature (cette equation se demontre
comme nous avons demontre la relation (3.la)).

3.1.4 Lignes et tubes de courant, trajectoires,
lignes d'emission

t Les lignes de courant sont les lignes du champ de vecteurs v(r,t) ;
elles sont definies comme etant les tangentes en chaque point au vecteur
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vitesse v(x,y,z,to) a un instant donne tQ. Un tube de courant est 1'ensemble
des lignes de courant s'appuyant sur un contour ferme. On peut visualiser
experimentalement les lignes de courant en faisant une photo, en legere pose,
d'un ensemble de particules : la direction des segments obtenus donne la
direction du vecteur vitesse, les lignes de courant sont tangentes aux segments
ainsi determines, et la longueur des segments est proportionnelle au module
de la vitesse. Nous donnons a la fin de ce chapitre (section 3.5.1) quelques
details supplementaires sur les methodes de visualisation des ecoulements.

Mathematiquement, ces lignes sont definies comme les courbes auxquelles
le vecteur vitesse est tangent. En notant dM(ete, dy, dz) un petit deplacement
le long de la ligne d'un point M(x, y, z), on a :

On obtient 1'equation des lignes de courant par integration de ces deux
equations differentielles.

t La trajectoire d'une particule de fluide est definie comme le chemin suivi
par cette particule au cours du temps, c'est-a-dire 1'ensemble des positions
successives de cette particule au cours de son mouvement. On peut les
visualiser experimentalement en photographiant avec une pose prolongee le
deplacement d'un traceur emis pendant un temps tres court en un point du
fluide (colorant, particules diffusant la lumiere, bulles d'hydrogene, ...). On les
obtient mathematiquement, par integration temporelle du champ de vitesse
lagrangien V(ro,t), c'est-a-dire du systeme d'equations :

En effet, soit r la position de la particule de fluide a 1'instant £, et r + dr
sa position a 1'instant t + dt ; on a, par definition de la vitesse lagrangienne
V(ro,i) (particule suivie dans son mouvement) :

d'ou, par integration :

+ Une ligne d'emission represente 1'ensemble des positions successives
d'une particule de fluide ayant coincide a un instant anterieur avec un point
•WoC^Ojyoj-Zo)' Elles sont obtenues experimentalement par emission continue
d'un traceur (colorant par exemple) au point MO, et par photographic
instantanee de 1'ensemble des positions du traceur.
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Dans le cas d'un ecoulement stationnaire, le champ de vitesse ne depend
pas explicitement du temps, et on a dv/dt = 0. Dans ce cas, les lignes
de courant, les trajectoires et les lignes d'emission coincident. En effet, les
differentes particules « marquees » emises d'un meme point au cours du temps
ont les memes trajectoires : elles representent done en m£me temps les lignes
d'emission. Par ailleurs, le vecteur vitesse local (independant du temps) est
tangent en chaque point aux trajectoires qui representent done egalement les
lignes de courant.

Au contraire, dans le cas d'un ecoulement non stationnaire (par exemple
dans le cas d'un obstacle qui se deplace dans un recipient ou le fluide est au
repos loin de 1'obstacle), ces differentes lignes sont en general distinctes, et
la correspondance entre elles est difficile a etudier. On s'interesse alors en
general aux lignes de courant.

Nous decrirons a la derniere section de ce chapitre (section 3.5) quelques
methodes de visualisation de champs de vitesse dans les fluides et de mesure
sur ces champs de vitesse.

3.2 Deformations dans les ecoulements
Nous analysons ici la deformation d'une particule de fluide. Cette

discussion est necessaire pour 1'evaluation (qui sera faite au chapitre 4) de la
force exercee par les particules voisines. Une demarche analogue est utilisable
pour 1'analyse des deformations d'un solide elastique, qui ne peut cependant
subir que des deformations d'amplitude finie. Les notions de deformation et
de rotation du solide remplacent alors celles de taux de deformation et de taux
de rotation. Le terme « taux » signifie ici variation de la quantite consideree
par unite de temps.

3.2.1 Decomposition du champ de gradient de vitesse
au voisinage d'un point

Considerons, a un instant i, une particule de fluide situee en un point r et
dont la vitesse est v(r, t] ; celle d'une particule voisine situee au point r + dr
est v + dv. Pour chaque composante dvi (i — 1 a 3) de dv, 1'accroissement
de vitesse s'ecrit, au premier ordre par rapport aux composantes dxj (j = I
a 3) du deplacement :

Remarquons que le fait de ne s'interesser qu'a la variation de vitesse entre deux
points voisins revient a s'affranchir du mouvement de translation d'ensemble
des particules ; en effet ce dernier ne fait pas apparaitre de deformation.
Les quantites GIJ = (dvi/dxj) sont les elements d'un tenseur de rang deux,
le tenseur des taux de deformation (ou des gradients de vitesse) du fluide.
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II s'ecrit sous la forme d'une matrice 3 x 3 (ou 2 x 2) a trois (respect!vement
deux) dimensions, qui peut etre decomposed en une partie symetrique et une
partie antisymetrique, sous la forme :

Analysons maintenant successivement les deux termes eij et uJij. Nous nous
placerons dans le cas des deformations a deux dimensions (dans le plan) ; en
pratique, on peut les observer en marquant la surface libre d'un liquide avec
des petites particules. Pour analyser 1'effet de chacun des deux termes e^
et uj^ sur le mouvement des particules de fluide, nous etudions 1'evolution
d'une grille « test » ABCD representee sur la figure 3.4a. Afin d'alleger les
notations, nous noterons dans la suite x\ et X2, respectivement x et y, et v\
et i>2, respectivement vx et vy. Nous supposons que la grille est de petites
dimensions, de cotes dx et dy. Pour un point quelconque P de la grille, nous
calculons la variation du vecteur AP durant un intervalle de temps St. En
notant A' et P' les positions des points A et P apres 1'intervalle de temps 5t,
cette variation s'ecrit :

Le membre de droite de la derniere egalite ci-dessus represente le premier
terme du developpement de v(P) — v(A) donne par 1'equation (3.2). Cette
approximation est justifiee pour des intervalles de temps 5t et des gradients
de vitesse dvi/dxj suffisamment petits. C'est le cas des petites deformations
(nous examinerons dans un second temps le cas des grandes deformations,
pour lesquelles cette hypothese n'est plus justifiee). En explicitant les
composantes vx et vy de la vitesse (e^ et ey representent les vecteurs unitaires
sur les axes, x et y respectivement), la relation plus haut peut s'ecrire :

Nous aliens utiliser cette relation pour etudier successivement 1'evolution de
chacun des cotes AB et AC de la grille test sous 1'effet des differents termes dj
du tenseur des gradients de vitesse.
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3.2.2 Analyse des terrnes symetriques : deformation pure
Le tenseur de composantes e^ est symetrique (e^ = 6ji). II comporte,

dans le cas general, a la fois des termes diagonaux (i — j) et non-diagonaux
(i 7^ j). Nous aliens regarder successivement 1'effet de chacun de ces deux
termes sur la grille « test » de la figure 3.4a.

FIG. 3.4 - Deformation d'une grille dans un ecoulement dont le champ de
gradients de vitesse ne comporte que des termes diagonaux du type (dvi/dxi) ;
(a) grille non deformee a I'instant t ; (b) etat de la grille a I'instant ulterieur
t + 6t.

Termes diagonaux

Sous 1'effet d'un champ de gradients de vitesse ne comportant que des
termes diagonaux (termes du type dvi/dxi}, le rectangle ABCD subira, apres
le temps <5t, la transformation montree par la figure 3.4b. D'apres la relation
etablie ci-dessus, en prenant le point P en B, nous pouvons ecrire pour
1'evolution du cote AB (dy = 0), au premier ordre en 5t :

Le c6te AB ne tourne done pas (il reste parallele a 1'axe Ox). Son allongement
relatif est :

II est positif si dvx/dx est positif (cas de la figure 3.4).
De meme, pour 1'evolution du vecteur AC (dx — 0), nous pouvons ecrire :
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Le cote AC ne tourne done pas sous 1'effet de ce champ de vitesse. Son
allongement relatif est :

Ainsi, les cotes de la grille restent paralleles a eux-m£mes. La grille subit une
dilatation (respectivement contraction) dans la direction Ox (respectivement
Oy}. Cela montre que les termes diagonaux du tenseur de composantes
dvi/dxj, representent la vitesse d'elongation, ou taux d'elongation, de
1'element de fluide dans la direction correspondante (direction x pour AB).
Evaluons maintenant la variation relative de surface du rectangle ABCD :

En effet, la trace du tenseur [G], qui est la somme des elements diagonaux
(dvi/dxi), s'identifie a la divergence du champ de vitesse et represente le
taux d'expansion de 1'element de fluide considere. Dans notre exemple pris
dans un plan, cette expansion correspond a un accroissement de surface. Plus
generalement, dans le cas d'un ecoulement avec des variations de vitesse dans
les trois directions, la variation relative du volume V d'un parallelepipede
s'ecrit :

Aussi, le taux d'expansion du volume vaut egalement divv. Pour un fluide
incompressible (5V/V = 0), le champ de vitesse est de divergence nulle, et
nous retrouvons le fait que le volume d'un element materiel de fluide reste
alors constant.

Remarque Dans les relations plus haut et par la suite, nous utilisons la
convention, dite d'Einstein, de semination sur les indices muets : si deux indices sont
repetes dans une expression, la sommation est faite implicitement sur ces indices.
Ainsi, P6criture (dvi/dxi) signifie :

Dans le raisonnement precedent, nous nous sommes limites aux cas des petites
deformations, en supposant que le deplacement d'un point materiel situe
initialement en TO etait egal a v(ro)8t. Ces deformations correspondent
a 1'evolution d'un fluide entre deux instants tres voisins, ou encore aux
deformations elastiques d'un solide.

Nous allons traiter maintenant, sur un exemple, le cas des grandes
deformations pour lesquelles cette hypothese n'est plus valable. Elles
correspondent a 1'evolution d'un liquide sur de grands intervalles de temps, ou
au cas de solides tres deformables. Considerons le champ de vitesse vx = ax,
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vy — —ay. II correspond a un champ dont le gradient ne comprend que
des termes diagonaux et, de plus, il est de divergence nulle. II correspond
done a des elongations des elements de fluide sans changement de volume.
Pour traiter ce probleme, il faut un point de vue lagrangien qui permet de
tenir compte de la variation de vitesse des elements de fluide pendant leur
deplacement. L'equation de mouvement d'un point materiel s'ecrit alors :

FIG. 3.5 - Deformation d'un element de fluide sous I'effet d'un ecoulement
incompressible ne comportant que de la deformation pure.

En faisant le produit de ces deux expressions, on trouve x(t)y(t) = x0y0 :
les trajectoires des particules sont done des branches d'hyperboles (Fig. 3.5).
Remarquons que, pour un rectangle dont la diagonale a pour position initiale
OMo(x0, yo)5 1'aire au temps t est egale a x(t)y(t) (le point O est fixe) et reste
done constante. Les composantes Sx(t) et 6y(t] du deplacement par rapport a
la position initiale valent done: 5x(t) = XQ (eat — 1) et 6y(t) = yo (e~at — 1) ;
ce resultat peut done etre ecrit sous la forme matricielle :
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On voit done que, dans le cas general des grandes deformations, le de-placement
ne varie plus lineairement ni avec le temps, ni avec le tenseur [G] des gradients
de vitesse ; la condition d'incompressibilite reste cependant satisfaite. Dans
1'approximation des petites deformations (at <C 1), on trouve, par un
developpement limite des exponentielles :

ce qui correspond a une dependance lineaire des deformations avec le temps
et le tenseur [G] des gradients de vitesse.

Termes non diagonaux

Etudions maintenant 1'effet d'un gradient de vitesse tel que seuls les termes
non diagonaux du tenseur dj (termes en dvi/dxj avec i ^ j) soient non nuls.
Analysons la deformation du rectangle considere plus haut. Ecrivons a cet
effet les variations des vecteurs AB et AC. Reprenant la meme demarche que
precedemment, on obtient pour le vecteur AB (dy = 0) :

A present, le cote AB ne reste pas parallele a 1'axe Ox. II tourne, d'un angle :

L'angle Sa est positif dans le cas de la figure 3.6.
On en tire :

En calculant de meme la variation du vecteur AC, on obtient :

Le cote AC tourne d'un angle :

Cet angle est negatif dans le cas de la figure 3.6 pour laquelle nous avons
dvx/dy > 0. La vitesse de variation (Sj/St) de Tangle 7 entre les cotes A'B'
et A'C' s'ecrit :
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FIG. 3.6 - Deformation d'une grille dans un ecoulement dont le champ de
gradients de vitesse ne comporte que des termes non diagonaux du type dvidxj
avec i ^ j ; (a) grille non deformee ; (b) etat de la grille a un instant ulterieur
t + St.

Remarque Du fait que la quantite ci-dessus represente la derivee temporelle de
Tangle 7, on rencontre souvent la notation 7 pour cette quantite, appelee taux de
cisaillement. Nous aurons 1'occasion de retrouver cette notion plus loin, notamment
dans la description des differents types de reponses d'un fluide & un ecoulement
(chapitre 4, section 4.4).

Ainsi, les termes croises du tenseur gradient de vitesse representent les
vitesses de deformation angulaire locale. Cette analyse de 1'effet de chacun
des termes du champ de gradient de vitesse (termes diagonaux et termes non
diagonaux) suggere 1'interet d'une decomposition du tenseur symetrique e^,
appele globalement tenseur des taux de deformation. Ecrivons-le sous forme
d'une somme d'un terme diagonal et d'un terme de trace nulle (somme des
termes diagonaux de la matrice) :

Le tenseur diagonal Uj est associe a la dilatation volumique des elements
de fluide. Le tenseur dij, appele deviateur, est associe aux deformations
sans changement de volume des elements de fluide ; on verifie d'ailleurs
immediatement que sa trace est nulle.

Cas general

Envisageons a present le cas ou le tenseur Gij ne comporte a nouveau que
des termes diagonaux, comme dans le cas du debut de la presente section,
mais ou la particule de fluide a ses cotes non paralleles aux axes Ox et Oy
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FIG. 3.7 - Deformation d'un losange sous I'effet d'un ecoulement dont le
champ de gradient de vitesse ne comprend que des elements diagonaux du
type (dvi/dxi) ; (a) losange non deforme a I'instant t ; (b) etat du losange a
I'instant ulterieur t + St.

(losange ABCD de la figure 3.7a). Nous aliens montrer que, contrairement
au cas du rectangle dont les cotes restaient perpendiculaires, les angles entre
les cotes du losange varient au cours du deplacement des particules de fluide,
mais que la variation de sa surface reste toujours associee a la trace du tenseur
des gradients de vitesse. Ce cas peut d'ailleurs se ramener au cas precedent
de 1'etude des termes non diagonaux, par rotation des axes, de fagon a ce que
le tenseur dj soit diagonal dans le nouveau systeme d'axes. Nous allons ici
traiter directement ce cas.

Evaluons tout d'abord les variations des vecteurs AD et CB
correspondant aux diagonales du losange. On peut ecrire :

Ainsi, la diagonale AD reste parallele a 1'axe Oy. De meme, on peut ecrire
pour la diagonale CB :

Elle reste done parallele a 1'axe Ox.
Ainsi, le losange reste un losange, mais il est deforme (« aplati ») sous

I'effet du champ de vitesse (Fig. 3.7b). Sa surface S a varie en valeur relative
de :
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Nous trouvons ici encore que le taux d'expansion (variation relative de surface
par unite de temps) s'identifie a la divergence du champ de vitesse. La
deformation du losange est associee ici au fait que ses cotes ne sont pas orientes
suivant les axes Ox et Oy qui sont les axes propres du tenseur GIJ puisqu'il a
ete choisi diagonal dans ce systeme d'axes. On peut remarquer que le rectangle
(dessine en pointilles a la figure 3.7) qui contient le losange, a subi la meme
deformation que celle etudiee au debut de la presente section.

3.2.3 Analyse des termes antisymetriques : rotation pure
Nous considerons maintenant le terme antisymetrique

uJij = (1/2) (dvi/dxj — dvj/dxi) defini en 3.2.1. Reprenons 1'analyse de
la deformation d'un rectangle elementaire (section 3.2.2) ; le terme Uij
n'introduit aucune elongation des elements de fluide, puisqu'elle est associee
aux termes diagonaux du tenseur des deformations et que tous les termes
diagonaux du tenseur de terme general u)ij sont nuls (LJU — 0, quel que soit
i). Regardons maintenant 1'effet d'un champ de vitesse pour lequel seul le
terme uj^ est non nul. En utilisant a nouveau la relation generale etablie a
la fin de la section 3.2.1, on a pour, la variation du vecteur AB (dy = 0) :

En effet, le terme en dvx/dx est nul puisque le tenseur des gradients de vitesse
ne contient pas termes diagonaux. L'angle 6a, dont tourne le cote AB du
rectangle « test » pendant le temps 8t, vaut done (Fig. 3.8) :

De meme, I'angle 6/3, selon lequel tourne le cote AC pendant le meme temps,
s'ecrit :

puisque nous avons choisi un champ de vitesse ne comportant que le terme
antisymetrique uj^ (&ij = 0 entraine en effet que (dvi/dxj) = — (dvj/dxi)).
Ainsi, nous verifions que la variation £7 = — (da — 5(3} de Tangle entre les cdtes
AB et AC est nulle ; le rectangle ne subit aucune deformation sous 1'effet du
terme cj^- du champ de vitesse, mais tourne simplement en bloc d'un angle :

Le terme u;^ represente done la vitesse angulaire 5a/6t de rotation locale sans
deformation de 1'element de fluide.
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FIG. 3.8 - Effet de la partie antisymetrique du champ de gradients de vitesse
sur une grille. Le tenseur des gradients de vitesse ne comporte que des termes
non diagonaux du type dvi/dxj avec i different de j et tels que dvi/dxj =

Nous pouvons egalement remplacer le tenseur antisymetrique de terme
general o;̂  par le pseudo-vecteur u; tel que :

avec : Eijk = +1 dans une permutation directe des indices i, j et k: e^ — — 1
pour une permutation inverse de ces indices, et e^ = 0 si deux indices
au moins, sur les trois, sont egaux. Ce vecteur u> (appele vorticite de
1'ecoulement) peut alors s'ecrire sous la forme :

Notons en particulier que, pour des ecoulements plans, le vecteur vorticite
est perpendiculaire a ce plan. La notion de vorticite est tres importante en
mecanique des fluides et sera etudiee au chapitre 7 qui lui est entierement
consacre. Le vecteur fi = (l/2)rotv, appele vecteur tourbillon, represente
la vitesse angulaire de rotation locale d'un element de fluide ; ainsi, dans
1'exemple precedent, nous avons vu que (6a/6t] — 0 = uoyx = (If2}<jj^.
Considerons de meme, a trois dimensions, un champ de vitesse de rotation
« solide » autour de 1'axe Oz perpendiculaire a un plan xOy ; notant 17 la
vitesse angulaire de rotation, le champ de vitesse v = S7Ar a pour composantes
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vr =0, ve = Or, vz =0. Son rotationnel vaut :

On peut mettre en evidence experimentalement la rotation locale d'un fluide
(et done la vorticite), en suivant la rotation d'un ensemble rigide de deux
batonnets, disposes en croix et flottant a la surface de 1'eau. D'autres mesures
plus elaborees seront decrites a la section 3.5.4.

Pour resumer 1'etude des deformations faites dans ce paragraphe et en
rassemblant les formules (3.3d) et (3.5), on peut retenir que le tenseur gradient
de vitesse GIJ = dvi/dxj peut toujours £tre decompose en trois termes de la
forme :

ou :

- tij est un tenseur diagonal, qui represente la variation de volume (ou
de surface a deux dimensions) des elements de fluide (il est nul pour un
fluide incompressible);

- dij est un tenseur de trace nulle et symetrique. II est associe aux
deformations des elements de fluide, sans variation de volume;

- ujij est un tenseur antisymetrique qui traduit la rotation en bloc des
elements de fluide.

La decomposition de Gij sous la forme (3.7) intervient dans 1'etude des
contraintes qui apparaissent dans un fluide en reponse a sa mise en ecoulement,
que nous etudierons au prochain chapitre. Nous verrons que seule intervient
la partie de G^ correspondant a des deformations (termes tij et dij).

3.2.4 Application
Prenons 1'exemple de 1'ecoulement bidimensionnel caracterise par le champ

de vitesse stationnaire v(x,y) tel que vx = ax + Iby et vy = —ay. Nous
aliens montrer qu'il combine les differents types de deformation et d'etirement
des elements de fluide que nous venons d'etudier. II s'agit d'un champ sans
ecoulement moyen, pour lequel la vitesse est nulle a 1'origine O(0,0), et le
champ de vitesse symetrique par rapport a O.

Le tenseur [G] des gradients de vitesse defini par 1'equation (3.3a) permet
de caracteriser ces deformations, et s'ecrit :
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Decomposons-le en utilisant 1'expression (3.7) :

La composante de dilatation est nulle, ce qui traduit 1'incompressibilite de
1'ecoulement (divv = 0). Notons que la composante de rotation represente
seulement la rotation en bloc des elements materiels. La composante
de deformation induit, elle-aussi, des deplacements angulaires des vecteurs
materiels <5r et, de plus, elle fait varier leur longueur ; ces deplacements
dependent de 1'orientation des vecteurs 6r. II n'y aura dilatation sans rotation
que dans deux directions propres, qui sont obtenues mathematiquement
en diagonalisant le tenseur deformation. Ecrivons que le determinant

Les vecteurs propres correspondants representent les directions suivant
lesquelles il n'y a pas de rotation induite. Ces directions sont representees
par des droites perpendiculaires d'equation :

- Le cas particulier a ̂  0, b = 0 correspond a une deformation pure, sans
rotation globale des elements de fluide, telle que nous 1'avons representee a
la figure 3.4. Les deux directions propres sont les directions x et y des axes
de depart, et un carre oriente suivant 1'axe Ox se transforme en rectangle
oriente suivant les memes axes ; la condition d'incompressibilite entraine que,
au premier ordre, les variations de longueur des deux cotes sont egales et
opposees.

- Le cas a = 0, b ̂  0 correspond a un ecoulement de cisaillement simple
(ou ecoulement de Couette plan) (Fig. 3.9) ; il resulte de la composition d'une
deformation et d'une rotation telles que celles representees par les figures 3.6
et 3.8. Nous avons alors vx = 2by : la vitesse n'a de composante non nulle que
suivant 1'axe Ox et ne varie que dans la direction perpendiculaire a cet axe.
Ce type de champ de vitesse est obtenu en mettant en mouvement relatif,
parallelement a leur plan, deux plaques paralleles entre lesquelles est place un
fluide visqueux. Remarquons que les directions propres de la composante de
deformation sont orientees a ±45° de la direction de cisaillement (les droites
correspondantes ont en effet pour equation y = ±x d'apres la formule generate
etablie plus haut).
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FIG. 3.9 - La deformation d'un element de volume dans un ecoulement de
cisaillement simple pent etre decomposee en une elongation sans rotation et
une rotation.

Pour mieux percevoir la difference entre ces deux ecoulements, analysons
le comportement d'une goutte liquide, placee dans un liquide non miscible
oii un ecoulement de ce type a ete etabli (la goutte est supposee centree sur
1'origine O) :

- le premier exemple est celui d'une deformation pure, telle qu'elle
est produite par les dispositifs representes plus loin (Fig. 3.14 de la
section 3.4.2 du present chapitre). Dans ce cas, Pelongation de la goutte
est maximale le long de 1'axe Ox (si a est positif), qui est un axe propre
de 1'ecoulement ; les forces capillaires qui tendent a minimiser la surface
de la goutte s'opposent alors a cette deformation. Comme le point O
est un point de vitesse nulle, la goutte reste fixe ; elle dispose done d'un
temps suffisant pour s'allonger (et eventuellement se casser en emettant
des petites gouttes a sa pointe) si les forces capillaires qui assurent sa
cohesion sont insuffisantes ;

- dans le second exemple, 1'elongation la plus forte est a 45° de la direction
de 1'ecoulement de cisaillement simple (comme nous venons de le voir)
et tend a deformer la goutte. Cependant, celle-ci tourne aussi a cause
de la composante rotationnelle de 1'ecoulement ; 1'effet d'etirement est
done en grande partie neutralise et la goutte n'eclatera pas sauf pour
des gradients eleves. Aux vitesses elevees, on peut m£me montrer qu'elle
atteint un etat stationnaire, avec une ellipticite de 0,25.

3.3 Conservation de la masse dans un fluide
en ecoulement

En ecrivant le bilan global de masse de fluide a I'interieur d'un volume fixe,
nous allons obtenir une equation locale de conservation de la masse. La meme
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demarche sera suivie au chapitre 5, pour etablir la loi de conservation d'autres
grandeurs (energie, quantite de mouvement), que nous intitulerons egalement
equation de bilan.

3.3.1 Equation de conservation de la masse
Nous considerons un volume (V) quelconque, fixe par rapport au referentiel

utilise pour decrire 1'ecoulement du fluide, et limite par une surface fermee («S)
(Fig. 3.10). A chaque instant, du fluide entre et sort de ce volume ; la variation
de la masse totale ra qu'il contient est opposee au flux sortant a travers la
surface.

FIG. 3.10 - Evaluation du bilan de masse de fluide a I'interieur du volume
fixe V. Le vecteur unitaire normal n est oriente vers I'exterieur du volume V,
car nous evaluons le flux sortant de ce dernier. Le flux de masse sortant par
unite de temps est egal a pv • ndS.

Remarque
Dans le cas present, ou on s'interesse a un bilan global de masse, il n'y a pas de

terme « source » correspondant a la creation ou la disparition de cette grandeur.
En revanche, en presence d'une reaction chimique et si on s'interesse au bilan d'une
espece determinee, il existe un terme de ce type.

Le vecteur unitaire n normal a la surface <S est oriente vers I'exterieur du
volume V Permutons la derivee temporelle avec 1'integration sur le volume V
(cette operation est possible car ce volume est fixe). En appliquant le theoreme
d'Ostrogradski au second membre de 1'equation (3.8), nous obtenons :

Cette equation est verifiee quel que soit le volume V ; en faisant tendre sa
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taille vers 0, on obtient 1'equation de continuite :

Remarque On peut noter le parallelisme entre cette equation et 1'equation
de conservation de la charge en electromagnetisme. Cette derniere s'ecrit
dp/dt + divj = 0, ou p et j representent respectivement la densite volumique de
charges electriques et la densite de courant.

On peut developper le terme div (pv) de 1'equation (3.10) sous la forme :

ce qui permet de recrire 1'expression (3.10) sous la forme :

Remarquons que le terme entre parentheses represente precisement la
variation (dp/dt) de masse volumique au cours du temps pour un element de
fluide qu'on suit au cours de 1'ecoulement (derivee convective correspondant
a une description lagrangienne). On peut done recrire la relation (3.11 a) sous
la forme :

qui est une autre forme de 1'equation de conservation de la masse.

3.3.2 Condition d'incompressibilite d'un fluide
Pour un fluide incompressible, c'est-a-dire tel que la masse volumique

de chaque element reste constante au cours du mouvement (dp/dt = 0),
1'equation de conservation de la masse (formule 3.lib), prend la forme simple
suivante :

Remarques

(i) Ce resultat n'est pas surprenant, car nous avons vu a la section 3.2.2 que la
quantite divv, qui est la trace du tenseur des gradients de vitesse, represente
le taux d'expansion volumique local de 1'element de fluide.

(ii) Reprenons 1'equation (3.lib) en remplagant divv par son expression
div v = (l/V)(dV/dt) en fonction du taux d'expansion volumique
(l/V)(8V/6t) (Eq. (3.4b) de la section 3.2.2) . On verifie bien que ce
taux d'expansion est 1'oppose du taux de variation de la masse volumique car
(l/p)(Sp/8t) + (l/V)(SV/6t) = 0.
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Les conditions dans lesquelles un fluide peut etre considers comme
incompressible peuvent se reduire dans la plupart des cas a I'inegalite :

ou U represente 1'echelle de vitesse caracteristique de 1'ecoulement et c est la
celerite des ondes de pression dans le fluide considere (ondes acoustiques par
exemple). Nous justifions rapidement ci-dessous ce resultat.

L'ordre de grandeur des variations de pression dues a 1'ecoulement, lorsque la
vitesse U de ce dernier est elevee, est pU2. Ce terme represente en effet le flux
convectif de la quantite de mouvement a travers une surface unite. Ce resultat sera
discute plus en detail au chapitre 5, en relation avec Pequation de Bernoulli. Si x est
la compressibilite du fluide, les variations relatives de densite correspondantes sont
6p/p « XpU2- On pourra done negliger la compressibilite du fluide si Sp/p <gC 1, soit
U <C l/^/xp ou 1/1/XP n'est autre que la celerite c du son.

On peut ecrire la condition (3.13) sous une forme adimensionnelle en
utilisant le nombre de Mach M qui est precisement egal au rapport U/c :

Cette condition n'est manifestement pas verifiee dans 1'etude de la dynamique
des gaz a grande vitesse (aeronautique, ondes de chocs) : negliger la
compressibilite d'un fluide revient en effet a supposer que la vitesse des ondes
sonores est infinie.

Remarque Dans le cas ou 1'ecoulement est domine par les effets de la viscosite
(c'est le cas des ecoulements aux petits nombres de Reynolds qui seront etudies
specifiquement au chapitre 8), la condition (3.13) est remplacee par la condition
plus restrictive :

ou Re est le nombre de Reynolds de 1'ecoulement. Dans ce cas, en effet les variations
de pression dans 1'ecoulement sont de 1'ordre de 6p ~ rjU/L.

Discutons maintenant le cas d'un ecoulement non stationnaire, de temps
caracteristique de variation T (periode d'une onde acoustique par exemple) ;
la condition (3.13) doit alors etre completee par une relation entre le temps T
et le temps caracteristique L/C de propagation d'une perturbation de pression
sur 1'echelle de longueur L. Cette condition s'ecrit :

Pour un ecoulement periodique de periode temporelle T, 1'equation (3.15)
peut etre recrite sous la forme d'une relation entre la longueur d'onde A = cT
et 1'echelle spatiale L :
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FIG. 3.11 - Ecoulement tridimensionnel autour d'un point de stagnation tel
que deux valeurs propres du tenseur des gradients de Vitesse soient negatives
(a) (respectivement positives (b)).

Pout terminer, nous aliens examiner une consequence de la condition
d'incompressibilite (3.12) sur les ecoulements tridimensionnels au voisinage
d'un point de stagnation. On peut ecrire le tenseur des deformations e^ dans
des axes de coordonnees correspondant a ses directions propres. Comme la
trace du tenseur n'est pas modifiee par le changement d'axes, la condition
d'incompressibilite (trace nulle du tenseur) entraine que deux valeurs propres
sont negatives et une positive ou, au contraire, qu'une valeur propre et une
seule est negative. Ces deux types de deformations locales correspondent a
deux types d'ecoulements bien differents ; dans le premier cas (Fig. 3.1 la), le
fluide tend a se concentrer autour de 1'origine a partir de directions situees
dans le plan des valeurs propres negatives, et est etire dans la troisieme
direction : une particule allongee placee dans cet ecoulement s'alignera le
long de cette derniere direction. Dans 1'autre cas (Fig. 3.lib), on peut
penser qu'une molecule en forme d'assiette s'alignera dans la direction du
plan des valeurs propres positives. A cote de cet effet d'orientation, on peut
egalement observer un effet de deformation en plagant une goutte au point O :
son allongement dans le premier cas, ou son applatissement dans le second,
traduisent la forme tres differente du champ de vitesse dans les deux cas.

Si on reprend 1'exemple de 1'ecoulement a deux dimensions traite a la
section 3.2.4, il n'y a plus lieu de considerer les deux types d'ecoulement que
nous venons de discuter, car il n'existe que deux valeurs propres opposees
du tenseur des deformations. II n'y a done qu'un seul type possible de
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deformation d'une goutte : elle prendra la forme d'une ellipse dont le grand
axe sera oriente dans la direction correspondant a la valeur propre positive.

3.3.3 Analogies avec 1'electromagnetisme
De fac,on tres generate, il est possible de representer un champ de vecteurs

v(r) comme la somme de trois termes :

Deux types de correspondances peuvent 6tre envisages pour ces termes suivant
que 1'ecoulement est incompressible (champ de vitesse de divergence nulle),
ou irrotationnel (champ de vitesse de rotationnel nul).

4 Le premier champ YI (r) correspond a une rotation locale avec une vitesse
angulaire O = u?/2 (cu est defini a la formule (3.6)). Ce champ verifie :

La determination de ce champ de vitesse peut etre faite en analogic complete
avec les problemes de magnetisme des courants dans 1'approximation des
regimes quasi-permanents. La vorticite correspond a la densite de courant
electrique, la vitesse a 1'excitation magnetique. Ces ecoulements, dits
rotationnels, sont tres importants en mecanique des fluides et seront etudies
au cours du chapitre 7.

• La composante V2 (r) prend en compte les effets de dilatation volumique
(l/V)(dV/dt) ; elle est telle que :

Cette contribution correspond au champ electrique cree par une distribution
de charges ; il sera en general peu important et n'interviendra pas pour les
fluides incompressibles.

4 Enfin, le troisieme champ vs(r) satisfait simultanement les relations :

Les ecoulements correspondants, dits ecoulements potentiels, sont equivalents
a des problemes d'electrostatique dans le vide ; 1'analogue de la vitesse est
le champ electrique et on introduit dans ce cas un potentiel des vitesses
$, analogue du potentiel electrique, tel que v = grad$. Ces ecoulements
interviendront toutes les fois que 1'on pourra negliger les effets de la viscosite;
ils seront etudies au chapitre 6.
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3.4 Fonction de courant

3.4.1 Introduction et signification de la fonction
de courant

La fonction de courant permet de ramener 1'etude du champ vectoriel de
vitesse d'un fluide incompressible a un champ scalaire. Considerons un fluide
incompressible en ecoulement. La conservation de la masse se traduit par la
relation (3.12) : divv = 0. Flagons-nous dans le cas general d'un ecoulement
a trois dimensions ou aucune des trois composantes de la vitesse n'est nulle ;
on peut alors introduire une fonction vectorielle A telle que :

Le potentiel vecteur des vitesses A, associe a la condition d'incompressibilite
est 1'analogue du potentiel vecteur introduit en magnetisme des courants
et associe a la condition divB = 0. L'interet pratique d'une telle fonction
reste cependant limite, car on remplace le champ de vitesse v a determiner,
par un autre champ vectoriel A. En revanche, lorsque la vitesse ne depend
que de deux coordonnees, le champ de vitesse peut s'exprimer directement a
partir d'une seule composante du potentiel vecteur A ; ce sera le cas pour
les ecoulements plans, ou bien pour les ecoulements axisymetriques (avec une
symetrie de revolution autour d'un axe). Prenons le cas d'un ecoulement
plan (le cas des ecoulements axisymetriques sera traite a la section 3.4.3) :
le vecteur vitesse est suppose invariant par translation le long de 1'axe Oz
et sans composante suivant cette direction (v = (vx(x,y), vy(x,y}, 0)). La
relation div v = 0 se traduit alors a chaque instant par :

D'apres cette equation, il existe done une fonction scalaire \I> telle que :

En identifiant ces relations avec 1'equation (3.17), on obtient :

La fonction scalaire V(x,y) (appelee fonction de courant} represente done
la composante du potentiel vecteur A suivant la direction perpendiculaire au
plan de 1'ecoulement (ici Oz). Remarquons qu'on peut introduire une fonction
de courant \I> pour tous les ecoulements incompressibles a deux dimensions,
qu'ils soient visqueux ou non ; au contraire, on ne peut introduire de fonction
potentiel de vitesse <£ que pour des fluides parfaits sans viscosite.
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FIG. 3.12 - Les lignes de courant d'un ecoulement bidimensionnel
incompressible (tangentes en chaque point au vecteur vitesse) sont confondues
avec les lignes suivant lesquelles la fonction de courant ̂  est constante.

Si des coordonnees polaires (r, 0) sont utilisees dans le plan de 1'ecoulement,
les relations entre les composantes de la vitesse et la fonction de courant ^
s'ecrivent :

Donnons maintenant les proprietes de la fonction de courant, ce qui nous
permettra d'en degager la signification.

4 Les lignes * = constante coincident avec les lignes de courant. Nous
le justifions ici dans le cas d'un ecoulement plan ; une demarche identique
permettrait de faire de meme pour des ecoulements axisymetriques. Evaluons
le produit scalaire (v • grad) ^ en utilisant les relations (3.18a et b) :

Or, les lignes ^ = constante sont orthogonales en tout point au champ de
vecteurs grad^. En effet, pour un deplacement dM, la variation d\& de
cette fonction verifie d^ = grad * • dM ; on a done d\l> = 0 lorsque dM est
perpendiculaire a grad^ (Fig. 3.12) ; la propriete indiquee est done etablie.

4 Dans le cas d'un ecoulement plan, la quantite A\I> = ^2 — ̂ i represente
le debit Q de fluide dans le tube de courant de section rectangulaire, compris
entre les lignes de courant ^ = ^ i e t ^ = ^2e t d'epaisseur unite dans la
direction Oz.

Pour etablir cette propriete, evaluons le debit volumique Q de fluide dans
un tel ecoulement. Pour une epaisseur unite dans la direction Oz, on a :
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Or, si dl = (dx, dy, 0), (din) = (+dy, -dz, 0). On a done bien :

On verifie ainsi que, dans cet ecoulement incompressible, le debit volumique
dans un tel tube de courant est bien constant le long du tube.

3.4.2 Examples d'ecoulements plans et de leurs fonctions
de courant

Les ecoulements elementaires (ecoulement uniforme, tourbillons, sources
et leurs combinaisons) seront analyses au chapitre 6. Nous etudions seulement
1'exemple des ecoulements plans, dont la fonction de courant est de la forme :

ou a et b sont des constantes reelles. Les composantes de la vitesse du champ
d'ecoulement verifient done :

et les lignes de courant sont donnees par 1'equation :

La figure 3.13 regroupe les profils de vitesse et les lignes de courant
correspondant aux differentes valeurs du rapport (a/b). Etudions les
differents cas.

4 cas a/b = 0 (Fig. 3.13a). Nous avons alors :

Nous avons deja rencontre de tels ecoulements de cisaillement simple aux
sections 2.1.2 du chapitre 2 et 3.2.4 du present chapitre. Ce type d'ecoulement
est obtenu dans un fluide visqueux place entre deux plaques paralleles, situees a une
distance d 1'une de 1'autre et se deplacant parallelement a leur plan avec une vitesse
relative U. Le champ de vitesse est caracterise par la valeur du gradient de vitesse
ou taux de cisaillement 7 = (U/d) (il vaut ici 26), qui est homogene a 1'inverse
d'un temps. Les lignes de courant correspondent aux droites y = constants et sont
paralleles aux plaques.

4 Cas a/b = —1 (Fig. 3.13b). Les lignes de courant ont pour equation :

Elles forment un faisceau d'hyperboles equilateres dont les asymptotes sont les
bissectrices de chacun des quadrants (y = ±x). Le champ de vitesse correspondant
a pour composantes :
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FIG. 3.13 - Ensemble des profits de vitesse et des lignes de courant
pour les ecoulements plans dont la fonction de courant est de la
forme ^(a:, y) = ax2 + by2 pour des valeurs particulieres du rapport a/b ;
(a) cisaillement simple a/b = 0 ; (b) cisaillement pur a/b = — 1 ; (c) rotation
pure a/b = 1.

Calculons le rotationnel du champ de vitesse :

Ce champ d'ecoulement est done irrotationnel ; il correspond au champ de
deformation pure sans rotation que nous avons deja aborde aux sections 3.2.2 et 3.2.4
du present chapitre.
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FIG. 3.14 - Forme des lignes de courant dans le cas de I'ecoulement
elongationnel d'un fluide; (a) a travers un orifice en forme de fente ; (b)
entre quatre cylindres contrarotatifs.

Ce type de champ de vitesse est caracterise par la presence de composantes
elongationnelles, qui etirent les particules de fluide dans le sens de I'ecoulement ; on
le rencontre par exemple dans I'ecoulement d'un fluide a travers un orifice en forme
de fente (Fig. 3.14a) ou encore entre quatre cylindres en rotation de sens alternes
(Fig. 3.14b). Dans ce dernier cas, on peut remarquer que le point central O est un
point d'arret, ce qui presente un interet pour etudier la deformation d'un objet qui
n'est pas globalement entraine par I'ecoulement.

4 cas a/b = 1 (Fig. 3.13c). Les composantes de vitesses sont :

ou :

Le rotationnel de ce champ de vitesse vaut :

Get ecoulement correspond a une rotation pure du fluide autour de Paxe Oz
perpendiculaire au plan de I'ecoulement ; le module de la vitesse angulaire vaut
O = |(rotv)/2| = 2a (ce cas a ete discute a la section 3.2.3). On en deduit que les
lignes de courant sont des cercles concentriques dont 1'equation est de la forme :

Dans le cas general ou les coefficients a et b de la relation \f(x, y) = ax2 + by2

ne sont pas egaux en valeur absolue, on peut ecrire ^ sous la forme :
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+ la fonction de courant \I/cjs correspond a un cisaillement pur (les
coefficients de x2 et y2 sont opposes) ;

• la fonction de courant *rot correspond a une rotation pure (les
coefficients de x2 et y2 sont en effet egaux). Le module £7 de la vitesse
de rotation angulaire est alors egal a b + a.

Comme la relation entre la fonction courant \I> et le champ de vitesse
est lineaire (derivation), ce dernier est la somme des champs de vitesse
correspondant a une rotation pure et a un cisaillement pur soit :

L'analyse de ce cas general permet bien entendu de retrouver, pour b — a et
b = —a, les cas limites des ecoulements de cisaillement et de rotation purs deja
decrits ; 1'equation precedente decrit done le passage continu d'une solution
limite a une autre.

3.4.3 Cas des ecoulements axisymetriques
II s'agit des ecoulements presentant un axe de rotation autour duquel le

champ de vitesse est invariant. Pour verifier identiquement 1'equation de
conservation de la masse, nous allons introduire de la meme maniere que
precedemment, une fonction scalaire (dite fonction de courant de Stokes) que
nous noterons egalement \I/.

4 Dans le cas d'un probleme a symetrie cylindrique, nous ecrivons en
coordonnees cylindriques (r, 0, x) 1'equation de conservation de la masse
(div v = 0) pour un fluide incompressible. On obtient :

L'ecoulement etant axisymetrique, le champ de vitesse est independant de 6
et 1'equation precedente devient :

cette equation est verifiee identiquement en introduisant la fonction courant \I>,
telle que :
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• Pour un probleme a symetrie spherique, on utilise des coordonnees
spheriques (r, 93, 9} qui respectent la symetrie du probleme. L'equation de
conservation de la masse s'ecrit dans ce cas :

Pour un ecoulement axisymetrique invariant par rotation autour de 1'axe Ox,
les composantes de vitesse sont independantes de 0, et 1'equation precedente
se reduit a :

Cette relation exprime 1'existence d'une nouvelle fonction courant (egalement
notee \I>) telle que :

En comparant ces relations avec les composantes du rotationnel du potentiel
vecteur A dont derive le champ de vitesse (relation (3.17)), on identifie la
fonction de courant ^ a la quantite (rsin(p AQ).

Plusieurs exemples d'utilisation de cette fonction de courant seront donnes
aux sections 6.2.3, 6.2.4 du chapitre 6 et 8.4.1 du chapitre 8.

Remarque Le choix opere pour la fonction de courant ^ dans le cas des
ecoulements axisymetriques entraine que sa dimension est differente de celle du
cas des ecoulements plans : elle est ici homogene au produit d'une vitesse par une
surface (m3/s), au lieu d'une vitesse par une longueur dans le cas precedent (m2/s).

A 1'annexe 2 du chapitre 6, nous resumons 1'ensemble des relations entre
les composantes de la vitesse et la fonction de courant.

3.5 Visualisations et mesures de vitesse et de
gradient de vitesse dans les ecoulements

Nous decrivons ici quelques methodes de visualisation d'ecoulements
(section 3.5.1), dont certaines permettent de realiser des mesures quantitatives
(section 3.5.2), puis quelques methodes de mesures de la vitesse et des
gradients de vitesse dans les ecoulements (sections 3.5.3 et 3.5.4).

3.5.1 Visualisation des ecoulements

Les techniques de visualisation des ecoulements utilisent des traceurs qui se
deplacent en suivant le mouvement du fluide. D'autres techniques tirent parti
des variations d'indice dues a des changements de densite ou des variations
de temperature induites par I'ecoulement.
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Tragage par bulles, fumees (gaz), colorants (liquides) et particules

Par electrolyse de 1'eau a 1'aide de fils de tres petit diametre (10 a 100 y^m),
on cree des bulles de diametre de 1'ordre de grandeur de celui des fils. II est
possible de moduler remission des bulles et, en masquant une partie du fil,
d'en limiter la zone d'emission.

De meme, on peut marquer un ecoulement gazeux par reaction entre
des gaz presents dans 1'ecoulement (par exemple des fumees de chlorure
d'amonium NH4C1 obtenues par reaction d'ammoniac NHa sur des vapeurs
de gaz chlorhydrique HC1), ou encore par chauffage d'un fil conducteur
recouvert d'huile de paraffine parcouru par un courant electrique place dans
1'ecoulement.

FlG. 3.15 - Visualisation de 1'ecoulement autour d'un obstacle cylindrique
dans des conditions ou 1'ecoulement en aval de I'obstacle est instationnaire
(il correspond d la situation experimental de la figure 2. lid). Le temps
de pose de la photographic est suffisamment long pour qu'on distingue la
trace du deplacement des particules diffusantes d partir desquelles on peut
reconstruire les lignes de courant de 1'ecoulement. Ces lignes de courant et
la ligne d'emission du colorant sont clairement bien differentes (cliche Marc
Fermigier).

Des visualisations de grande qualite peuvent etre obtenues dans des
ecoulements laminaires de liquides, en utilisant un ensemble d'injecteurs
liberant dans le fluide une solution de colorant en differents points. Sur la
figure 3.15, on voit les lignes d'emission d'un colorant (ici une solution de bleu
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de methylene) autour d'un obstacle cylindrique en aval duquel se developpe un
ecoulement instationnaire. En utilisant des colorants fluorescents qui peuvent
etre excites par un rayonnement de longueur d'onde adaptee, on obtient des
visualisations tres contrastees.

On utilise egalement des particules legeres, de densite aussi proche que
possible de celle du fluide, qui suivent localement la vitesse de 1'ecoulement.
En eclairant le fluide avec un plan de lumiere issue d'un laser, on peut
observer le mouvement des particules suivant la lumiere qu'elles diffusent. On
observe egalement de telles particules sur la figure 3.15 ou elles permettent de
visualiser les lignes de courant.

Visualisation a 1'aide de particules reflechissantes anisotropes

Cette methode est efficace lorsqu'on a des variations significatives de la
direction de 1'ecoulement d'un point a un autre. On peut utiliser des paillettes
d'aluminium (telles que celles qui existent dans les peintures aluminisees),
ou des suspensions de particules en forme de plaquettes allongees de faible
epaisseur. Quand ces particules sont en suspension dans 1'eau ou dans un

FIG. 3.16 - Representation d'un ecoulement cellulaire obtenu dans une couche
liquide chauffee par au-dessous et dont la surface superieure est libre. Cette
visualisation, qui correspond a une vue prise du dessus, a ete obtenue a I'aide
de particules, en forme de plaquettes allongees, en suspension dans le liquide.
Le mouvement est induit par les variations locales de la tension superficielle,
comme nous le verrons au chapitre 10 (section 10.3.2) (cliche J. Salan).
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fluide organique, elles s'alignent sous 1'effet des gradients de vitesse : cela
permet de visualiser les ecoulements en creant un contraste de reflexion de
la lumiere. La photographie 3.16 montre 1'utilisation de cette methode pour
la visualisation de 1'ecoulement a la surface libre d'un liquide chauffe par
au-dessous : pour un gradient de temperature suffisant, il apparait une
instabilite (dite de Benard-Marangoni) qui sera etudiee a la section 10.3.2
du chapitre 10. L'ecoulement prend alors la forme d'un ensemble de cellules
periodiques hexagonales.

Visualisation des variations d'indice par la methode du Schlieren

II existe un large eventail de methodes optiques qui utilisent la deviation
des rayons lumineux par des variations locales de 1'indice de refraction.
Ces variations peuvent etre provoquees par variations de temperature, qui
induisent des gradients de densite et d'indice comme c'est le cas pour les
phenomenes de convection thermique ; elles peuvent aussi etre associees a
des variations de masse volumique dues aux effets de compressibilite, comme
dans les gaz a grande vitesse. La methode du Schlieren est un exemple de
ces techniques basees sur des variations d'indice. Son principe consiste a
realiser une image de la zone d'ecoulement avec un dispositif optique qui
arr^te les rayons lumineux qui ne sont pas refractes par les variations d'indice
du fluide en ecoulement ; seuls apparaissent sur 1'image les rayons qui ont ete
refractes, ce qui permet de visualiser les variations d'indice. La figure 3.17
donne le principe d'un des dispositifs experimentaux utilises. On utilise un

FIG. 3.17 - Principe de la methode du Schlieren pour la visualisation des
variations d'indice dans un ecoulement. Deux lames a aretes vives LAV 1 et
LAV2 suppriment la transmission du faisceau direct grace au jeu des deux
lentilles LI et L2. Seule apparait sur Vecran la lumiere refractee par les
variations d'indice optique dues a I'ecoulement du fluide.

faisceau de lumiere que 1'on fait successivement converger sur deux lames a
aretes vives ; le fluide en ecoulement est place entre les lames. La deuxieme
lame est symetrique de 1'image de la premiere et dans le meme plan, et leurs
aretes coincident presque : elles forment ainsi une fente virtuelle de tres faible
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ouverture qui arrete ainsi presque completement le faisceau lumineux direct.
All contraire, la lumiere refractee par les variations d'indice passe au-dessus
de la seconde lame et apparait sur 1'image. La figure 3.18, obtenue par cette
technique, represente un jet d'helium s'ecoulant dans 1'air. Dans ce cas, ce
sont les variations d'indice dues a la nature differente des gaz qui causent la
deviation des faisceaux lumineux.

FIG. 3.18 - Jet d'helium injecte dans de I'air au repos montrant I'existence
d'une structuration au voisinage de la sortie du jet. Le cliche a ete obtenu par
une methode de Schlieren, avec un flash pour lequel la duree des impulsions
est d'environ 1 us (cliche Emmanuel Guyon).

3.5.2 Mesure de la vitesse locale d'un fluide :
la velocimetrie laser Doppler

Cette technique presente 1'avantage de ne necessiter la presence d'aucun
appareillage a I'interieur du canal d'ecoulement (mesure non intrusive). Elle
donne une mesure quantitative directe precise de la vitesse du fluide, le
volume de mesure peut etre tres reduit (une fraction de millimetre) et deux
composantes de la vitesse peuvent etre mesurees simultanement ; enfin, il est
possible de suivre des variations tres rapides de la vitesse du fluide (pendant
des temps de quelques dixiemes de milliseconde ou moins).

D'autres methodes sont egalement utilisees pour les mesures de vitesse
locale des ecoulements. Ainsi, les anemometres a fil chaud determinent la
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vitesse de 1'ecoulement a partir du refroidissement d'un fil de tres petite
taille : nous discuterons le principe physique de cette technique au chapitre 9
(section 9.7.1). La sonde doit etre placee a 1'interieur de 1'ecoulement, et le
temps de reponse peut descendre jusqu'a quelques microsecondes.

Les tubes de Pitot miniatures fournissent une methode simple (bien que
moins performante) de mesure de vitesse locale ; cette methode sera decrite
au chapitre 5 (section 5.3.2) dans les applications de la relation de Bernoulli.

L'anemometrie ou velocimetrie laser Doppler consiste a detecter les
variations d'intensite d'une onde lumineuse diffusee par des particules en
mouvement. On utilise deux faisceaux issus du meme laser qui se croisent
dans un petit volume de mesure (Fig. 3.19). Les deux faisceaux interferent
dans le volume de mesure ou il se forme un reseau de franges (les plans
des franges sombres et brillantes sont perpendiculaires au plan des deux
faisceaux). Des particules diffusantes sont placees dans un fluide. Lorsqu'elles

FIG. 3.19 - (a) Experience de velocimetrie laser Doppler montrant les deux
faisceaux laser qui forment une figure d'interferences dans leur zone de
recouvrement, et un jet gazeux ensemence de particules qui traverse cette zone
(document TSI); (b) vue agrandie du volume de mesure ou sont presentes les
franges d'interference.

traversent le systeme de franges d'interference en suivant 1'ecoulement, elles
sont alternativement eclairees et sombres. Un photomultiplicateur permet de
detecter la modulation correspondante de 1'intensite de la lumiere diffusee par
les particules : la frequence de la modulation est directement reliee a la vitesse
du fluide.
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Relation entre vitesse du fluide et frequence du signal optique

Au chapitre 1 (section 1.5.3, formule (1.90)) nous avons montre que
1'interfrange A, qui correspond a la geometric de faisceaux de la figure 3.19,
verifie :

(p est Tangle entre les faisceaux a 1'interieur du fluide, n 1'indice du fluide, et
A et AQ les longueurs d'onde de la lumiere respectivement dans le fluide et
dans le vide. Si une particule se deplace avec une composante de vitesse UQ
suivant y (done normalement au plan des franges), la frequence des variations
d'eclairement de la particule, done de 1'intensite diffusee par celle-ci, est :

Typiquement, pour UQ = 2 cm/s, (p = 30° et AQ = 0,5 ^m, on trouve
/ « 20 kHz. La valeur de / est identique au deplacement de frequence
qui serait observe si la particule mobile emettait un rayonnement lumineux :
c'est pourquoi on parle d'anemometrie laser Doppler. La mesure de frequence
se fait a 1'aide d'un compteur qui determine la frequence de chaque train
d'ondes correspondant a une particule, ou a 1'aide d'un analyseur de spectre.
Les vitesses maximales qui peuvent etre mesurees atteignent 100 m/s. La
reponse en frequence a des fluctuations de vitesse turbulentes peut atteindre
100 ou 200 kHz.

Avantages des anemometres laser Doppler

- Mesure non perturbatrice ; les poussieres presentes dans un liquide
sont souvent suffisantes pour donner un signal facilement mesurable. Dans le
cas des gaz, il est en general necessaire d'ensemencer 1'ecoulement avec des
petites particules.

- Possibilite de determiner le sens de 1'ecoulement en faisant defiler
continument les franges par un systeme de retard optique variable (le decalage
de frequence est lie a la vitesse relative des particules par rapport aux franges
et, de ce fait, n'est pas le meme pour deux particules dont les vitesses sont de
signes opposes).

- Mesure absolue de vitesse independante des fluctuations de temperature
ou des variations de composition du fluide.

- Mesure possible dans des flammes et des milieux reactifs.
- Possibilite de mesure simultanee de deux composantes de vitesse,

realisable avec un laser a deux couleurs, ou avec deux polarisations differentes
de la lumiere.
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Problemes et limitations

- On ne mesure pas directement la vitesse du fluide mais celle des
particules diffusantes (des particules de 0,25 /^m suivent les variations de
vitesse jusqu'a 10 kHz ; des particules de 4 //m ne permettent pas de depasser
1 ou 2 kHz) ; de plus, le fait d'avoir a ensemencer le fluide par des particules
peut deja presenter des limitations, notamment au niveau de la compatibility
des particules avec le fluide.

- Les mesures sont difEciles pres des parois, a cause de 1'agglomeration de
particules et des reflexions parasites.

- Les mesures sont impossibles dans les fluides opaques.

3.5.3 Mesures a partir du marquage des ecoulements :
velocimetrie par images de particules

Grace aux developpements recents des outils d'analyse et de traitement
d'images, il est maintenant possible de determiner des champs de vitesse de
fluides a partir d'images de particules diffusantes legeres introduites dans le
fluide. Elles suivent le mouvement local du fluide et sont visualisees par
la diffusion de la lumiere d'un faisceau plan issu d'un laser. La lumiere
issue du laser est pulsee de telle sorte qu'il est possible de capturer a 1'aide
d'une camera video et d'un systeme de numerisation d'images, des images
successives separees par un court intervalle de temps 6t (ou encore d'accumuler
sur la meme image deux prises de vue separees par un intervalle St). La
determination du deplacement <5r des particules, a partir de 1'analyse des
images permet de remonter au champ de vitesse local, v = 6r/6t, aux points
ou sont situees les differentes particules. Cette methode presente 1'avantage
par rapport a la velocimetrie laser Doppler decrite au paragraphe precedent,
de fournir directement la vitesse en un grand nombre de points de 1'ecoulement
au meme instant. Sur la figure 3.20a, on voit la photographic correspondant
a une breve exposition unique dans le cas d'un ecoulement de convection (les
cellules de convection sont visibles sur la figure 3.20b ou quatre images ont ete
superposees pour visualiser le deplacement des particules). Les figures 3.20c
et d montrent le champ de vitesse determine a partir de deux (ou quatre pour
la figure (d)) prises de vue consecutives comme celle de la figure 3.20a.

3.5.4 Determination de gradients de vitesse locaux
Un probleme important, en particulier pour 1'analyse des ecoulements

turbulents, est la determination des gradients de vitesse dans un ecoulement
et, plus particulierement, de leur partie rotationnelle que nous avons
introduite a la section 3.2.3 de ce chapitre. Une premiere methode
consiste a ensemencer le fluide avec des particules spheriques qui sont
reflechissantes sur une partie seulement de leur surface. Sous 1'effet de la
composante rotationnelle de 1'ecoulement, les particules sont mises en rotation
a une vitesse angulaire i7 qui represente la moitie de la vorticite locale
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FIG. 3.20 Illustration de la mesure de vitesse par la methode de velocimetrie
par images de particules, appliquee a un ecoulement de convection induit dans
une cavite par refroidissement de la partie superieure par un bloc de glace dont
le contour est marque en pointille (des ecoulements analogues seront etudies au
chapitre 10). (a) Photographic de particules diffusantes correspondant a une
exposition ires breve (image de resolution 500 x 500 pixels) ; (b) superposition
de 4 images successives du type de celle de la figure (a) ; (c) champ de
vitesse obtenu par une technique de calcul du « flot optique » a partir de
la comparaison de deux images consecutives du type de celles de la figure (a),
(d) champ de vitesse obtenu avec une precision amelioree en analysant
quatre images successives. La vitesse au centre de I'image correspond a un
deplacement d'environ 20 pixels entre deux images consecutives (documents
G.M. Quenot, J. Pakleza, LIMSI-CNRS et T.A. Kowalewski, Institute of
Fundamental Technology Research, Varsovie).
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du fluide (0 = (1/2) rot v) (section 3.2.3), a condition que les particules
soient suffisamment legeres pour suivre la rotation du fluide. Lors de leur
rotation, les particules reflechissent periodiquement la lumiere qui provient
d'un faisceau eclairant le fluide. De 1'analyse temporelle de la frequence des
eclats, on tire la vitesse de rotation des particules, et done la vorticite du
fluide. Nous indiquerons au chapitre 9 (section 9.7.2) une autre technique,
la polarographie, qui permet la mesure des gradients de vitesse au voisinage
d'une paroi solide.



Chapitre 4

Dynamique des fluides visqueux,
rheologie, ecoulements paralleles

APRES avoir etudie au chapitre precedent les deformations d'un fluide en
ecoulement, nous presentons id la maniere dont on pent produire ces

deformations en appliquant une contrainte (force exterieure, pression ...).
En mecanique des solides, il existe une relation de proportionnalite entre les
deformations et les contraintes tant que celles-ci sont pen importantes. Cette
relation a ete exprimee en premier par Robert Hooke qui, il y a trois siecles,
ecrivit la loi « ut tensio, sic vis » (« de telle facon est la deformation, ainsi
est la force »). La relation correspondante pour les fluides visqueux, exprimee
par Newton, indique la proportionnalite entre les vitesses de deformation
introduites au chapitre 3 et les contraintes : elle s'applique aux ecoulements
aux faibles nombres de Reynolds et aux fluides dits newtoniens.

Dans ce chapitre, nous ecrirons tout d'abord (section J^.l) I'expression
des forces en surface qui agissent sur un element materiel de fluide (forces
de pression et forces de viscosite). Nous etablirons ensuite (section 4-%)
I'equation du mouvement d'un fluide (equation de Navier-Stokes), dans des
situations ou les effets dus a la viscosite du fluide ne peuvent etre negliges
(fluide reel). Nous discuterons ensuite (section 4-3) les conditions aux limites
sur les frontieres limitant le fluide en ecoulement. Puis nous aborderons
(section 4-4) ^ cas des fluides non newtoniens, pour la relation entre la
contrainte et la deformation n'est plus lineaire et instantanee.

Nous pourrons alors analyser quelques ecoulements de geometric simple,
dans lesquels les termes d'acceleration convective de la forme (v • grad)v
introduits au chapitre 3 sont en general identiquement nuls, ou negligeables,
pour des raisons geometriques. Nous aborderons d'abord le cas d'ecoulements
paralleles de fluides newtoniens (section 4-5), ou non (section 4-6). Nous
presenterons ensuite I'approximation de lubrification, valable pour des
ecoulements dont les lignes de courant sont presque paralleles (section 4-7)
et nous donnerons plusieurs exemples d'ecoulements qui peuvent etre analyses
dans le cadre de cette approximation. Enfin nous discuterons quelques aspects
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de la dynamique du mouillage et de I'etalement de films fluides (section 4-8)
qui peuvent, eux aussi, tire analyses dans le cadre de I'approximation de
lubrification.

4.1 Forces de surface

4.1.1 Expression generate des forces de surface

Contraintes dans un fluide

Considerons un element de surface d'aire dS dans un fluide. On analyse
la force exercee par la fraction de fluide situee d'un cote de 1'element sur celle
situee de 1'autre c6te : la contrainte est la valeur de la force qui s'exerce sur
I'unite de surface. Dans un fluide au repos, elle est normale aux elements de
surface et sa norme est independante de 1'orientation de ceux-ci. La contrainte
etant isotrope, il suffit d'un seul nombre pour en caracteriser la valeur en
chaque point ; c'est la pression hydrostatique.

Dans un fluide en mouvement, il apparait en outre des contraintes
tangentes a 1'element de surface dS. Ces contraintes refletent les forces de
frottement entre des couches de fluide glissant les unes par rapport aux autres,
et sont dues a la viscosite du fluide. En effet, nous avons vu au chapitre 2
que la viscosite etait un coefficient de transport qui traduisait le transfert de
quantite de mouvement des zones de plus grandes vitesses vers les zones de
plus faibles vitesses. Pour preciser ces forces, il est necessaire de connaitre :

- 1'orientation de la surface dS dans 1'espace ; elle est definie a 1'aide du
vecteur unitaire n normal a la surface (on notera dS le vecteur de norme
dS et oriente suivant n) ;

- les valeurs des trois composantes de la force par unite de surface suivant
les axes Ox, Oy, Oz d'un triedre de reference, pour trois orientations
de surfaces unites perpendiculaires a ces axes.

Cela conduit a neuf coefficients cr^ que Ton peut mettre sous forme d'un
tableau a trois lignes et trois colonnes, qui represente le tenseur des
contraintes [a] dans le fluide considere. Ce tenseur de rang deux s'ecrit comme
une matrice trois sur trois ; 1'element Oij du tenseur (i — 1 a 3, j = 1 a 3)
represente la composante suivant i de la contrainte, ou force par unite de
surface, exercee sur une surface dont la normale est orientee suivant j. Ainsi :

- cryx est la composante suivant Oy de la force exercee sur une surface
unite dont la normale est orientee suivant Ox (Fig 4.1) ; c'est une
contrainte tangentielle ou de cisaillement ;

- crxx est la composante suivant Ox de la force exercee sur une surface
perpendiculaire a la meme direction Ox ; c'est une contrainte normale.
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FIG. 4.1 - Composantes o~xx, ayx et crzx de la contrainte exercee sur une
surface dont la normale est orientee suivant Ox.

FIG. 4.2 - Determination de la contrainte sur une surface d'aire dS de
normale n d'orientation quelconque. En raison de I 'existence de contraintes
tangentielles sur la surface, la force df n'est pas colineaire au vecteur n normal
a la surface.

Determinons maintenant la contrainte an exercee sur une surface dS de
normale n quelconque figure 4.2. Analysons pour cela les forces exercees
sur un tetraedre dont trois des aretes sont paralleles aux directions Ox, Oy
et Oz, et de longueurs dx, dy et dz ; la face bordee par les trois autres aretes
a une normale dirigee suivant le vecteur unitaire n de composantes nx, ny et
nz ; n est dirige vers 1'exterieur du volume du tetraedre.

Notons oxn dS, 0-yn dS et azn dS les composantes suivant Ox, Oy et Oz
de la force de contrainte exercee sur la surface dS de normale n. Determinons,
par exemple, axn en ecrivant 1'equilibre de 1'ensemble des forces exercees sur
les faces du tetraedre.
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Les composantes suivant Ox des forces exercees sur les faces
perpendiculaires a Ox, Oy et Oz sont respectivement :

On a utilise les definitions des composantes de contrainte normales et de
cisaillement, et le fait que les surfaces dSx, dSy et dSz auxquelles ces
contraintes s'appliquent sont egales au produit de dS par les cosinus directeurs
nx, ny et nz de n selon les trois axes. Les signes negatifs proviennent du fait
que les normales a ces trois surfaces sont orientees exterieurement au volume
du tetraedre, et de la definition des contraintes. La contrainte totale sur
1'ensemble des quatre faces du tetraedre a done pour composante suivant
Ox :

Ecrivons la loi de Newton en notant dV le volume de I'element, p sa densite,
d2x/dt2 son acceleration suivant Ox et fx une eventuelle force en volume
comme, par exemple, la gravite ; on trouve :

\-iv

Faisons maintenant tendre la taille de 1'element vers zero en reduisant de
maniere homothetique chacune de ses dimensions, ce qui permet de conserver
1'orientation de n. dV tend vers zero comme d53/2. Les deux derniers termes
qui contiennent dV^ dans 1'equation (4.2) tendent vers zero plus rapidement
que le terme qui contient dS, et ne peuvent done le compenser. II en resulte
que ce dernier doit etre identiquement nul, ce qui conduit a 1'egalite :

En utilisant la symetrie entre les indices, on trouve une relation equivalente
pour les deux autres composantes ayn et crzn. On obtient ainsi 1'egalite
matricielle :

qui peut etre recrite sous la forme :

L'expression [cr] • n traduit 1'operation du produit du tenseur [cr] d'ordre 2
par le vecteur n ; on peut egalement utiliser la notation :

ou on effectue une sommation implicite sur 1'indice j (convention de
sommation d'Einstein).
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Forces de pression et tenseur des contraintes de viscosite

On peut extraire du tenseur des contraintes [a] la partie qui correspond
aux contraintes de pression, qui sont les seules presentes en 1'absence
de gradients de vitesse (fluide au repos ou en mouvement global de
translation). Cette composante est purement diagonale (contraintes
exclusivement normales) et isotrope (les trois coefficients diagonaux ont la
meme valeur); on decompose le tenseur sous la forme :

ou p est la pression et 8ij represente le tenseur de Kronecker (5ij = I si i — j,
et 6ij = 0 si i ̂  j). Le signe negatif apparaissant devant p traduit le fait que
le fluide au repos est generalement en compression : la contrainte est done
de sens oppose au vecteur n normal a la surface, qui pointe vers 1'exterieur.
Le terme <r^ est I'element generique du tenseur des contraintes de viscosite :
c'est la partie de cr^ liee a la deformation des elements de fluide.

Remarques

(i) Le fait d'avoir ecrit le tenseur [<r] sous la forme precedente (relation (4.7))
n'entraine pas que le tenseur des contraintes de viscosite [or'] ne comporte
aucun terme diagonal ; de fait, il apparait en general des contraintes normales
lors du mouvement relatif de differentes parties du fluide (formule 4.15a).
Dans les fluides elastiques, les contraintes normales dependent de la direction ;
par exemple, pour un champ de vitesse de cisaillement, vx (y), des differences
entre les contraintes normales a'xx et a'yy apparaissent ; elles seront examinees
a la section 4.4.4.

(ii) Le terme de pression utilise pour designer le parametre p de la relation (4.7)
doit etre compris dans le sens de contribution a la pression mecanique,
definie a partir des contraintes mecaniques exercees sur un element de fluide.
On ne peut pas definir la pression dans un fluide en mouvement a partir
de considerations thermodynamiques, car le systeme n'est pas en equilibre
thermodynamique a chaque instant.

4.1.2 Caracteristiques du tenseur des contraintes
de viscosite

Montrons d'abord que le tenseur [tr'] est symetrique : pour cela, analysons
1'equilibre des couples sur un petit element de volume cubique de cotes dx,
dy et dz paralleles aux axes (Fig 4.3).

Dans le raisonnement, nous nous limiterons a la rotation autour d'un
axe parallele a la direction Ox, passant par le centre du cube, ainsi qu'aux
composantes a'yz et a' des forces de surface qui sont seules a contribuer au
couple resultant Tx par rapport a cet axe (Fig. 4.3). On pourrait bien entendu
raisonner de meme pour les autres composantes. Les autres forces exercees
sur les faces du cube sont paralleles a 1'axe de rotation, ou le rencontrent, et
ne contribuent pas a Fx. Calculons le couple resultant F^ des forces exercees
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FIG. 4.3 - Couples associes aux forces de viscosite qui s'exercent sur les faces
d'un cube a I'interieur d'un fluide.

sur les faces du cube par rapport a un axe passant par son centre et parallele
a Ox (Fig. 4.3).

ou dV est le volume de 1'element. Si d2f2x/dt2 est 1'acceleration angulaire
de 1'element et d/ son moment d'inertie par rapport a 1'axe de rotation, on
a Tx = d/(d2ilx/dt2). Faisons tendre dV vers zero, comme nous 1'avons
fait pour etablir 1'equation (4.3) : di, qui est de 1'ordre de dV(dy2 + dz2),
decroit plus vite que dV (comme dV5/3). On doit done avoir a'zy = a'yz

pour que I'acceleration angulaire reste finie (notons que, meme s'il existait un
mecanisme de creation de couple en volume, le couple global sur 1'element de
volume serait lui aussi proportionnel a dV et n'interviendrait pas).

Remarque Dans le calcul du couple, on n'a pas pris en compte les termes
correspondant a la variation des forces de surface d'une face a 1'autre, comme
par exemple (da'zy / dy) dy. En effet dans 1'equation (4.8), ces termes donnent des
contributions d'ordre superieur, du type (dcr'zy / dy) dydV, qui sont negligeables
quand on fait tendre les dimensions de 1'element de volume vers 0.

Cette egalite se generalise aux autres composantes sous la forme :

Cette relation reflete simplement 1'equilibre des couples exerces sur les volumes
de fluide.

Precisons maintenant la relation entre les contraintes de viscosite
(tenseur [cr']) apparaissant dans un fluide et les deformations de ce fluide. Ces
contraintes s'annulent quand un element du fluide se deplace sans se deformer,
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et ne dependent, de ce fait, ni de la vitesse (translation globale), ni de la
rotation locale. Cette derniere est determinee par le tenseur antisymetrique
d'element general :

(les composantes u;^ sont reliees au pseudovecteur vorticite u; = rot v, que
nous avons defini a la section 3.2.3 du chapitre 3) ; les composantes cr^ du
tenseur des contraintes de viscosite, qui est lui-meme symetrique, doivent done
dependre uniquement des composantes e^ de la partie symetrique du tenseur
des gradients de vitesse, avec :

Les remarques precedentes nous permettent deja de dire que, dans le cas
general, les composantes du tenseur [cr'j ne dependent que de celles du
tenseur [e].

4.1.3 Tenseur des contraintes de viscosite pour un fluide
newtonien

Dans la suite de cet ouvrage, nous etudierons presque exclusivement les
fluides qualifies de newtoniens. Ce sont les fluides pour lesquels on suppose
que les composantes <r^ du tenseur des contraintes de viscosite dependent
lineairement des valeurs instantanees des deformations. Lorsqu'on suppose,
de plus, que le milieu est isotrope, cela se traduit par :

ou A et B sont des constantes reelles caracteristiques du fluide considere.

Justification de la relation entre <r^- et eij
Au premier ordre, les composantes du tenseur [<r'] dependent lineairement des

composantes de deformation e^ : ces composantes doivent en effet changer de sens
quand on inverse celui de la deformation, cr'^ s'ecrit done :

ou Aijki represente un tenseur de rang quatre pour un milieu isotrope, dont on peut
montrer que la forme generate est :

Le tenseur [cr'j etant symetrique (cr^ = cr^), Aijki doit etre symetrique en i et j, ce
qui impose A = A' ; on a done :
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FlG. 4.4 - Contrainte de cisaillement dans un ecoulement de cisaillement
simple.

Nous utiliserons la relation (4.12) sous la forme equivalente :

qui utilise la decomposition du tenseur des deformations donnee au chapitre 3
(formule (3.5)). Le premier terme correspond a une deformation sans
changement de volume, le second correspond a une dilatation isotrope ; il
est nul pour un fluide incompressible.

Verifions d'abord que 77 est identique au coefficient de viscosite de
cisaillement introduit au chapitre 2 (section 2.1.2), dans le cas particulier
d'un mouvement de cisaillement simple que nous avions utilise alors (Fig 4.4).
Supposons par exemple que le vecteur vitesse est oriente suivant la direction
Ox et que la composante correspondante vx ne varie que dans la direction
perpendiculaire Oy. Les seuls termes non nuls de [<r'\ sont, d'apres la
relation (4.15a) :

On retrouve bien 1'equation (2.2) pour le terme a' representant les
contraintes tangentielles dues au glissement relatif des differentes couches de
fluide.
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L'autre coefficient ( apparaissant dans la relation (4.15a) est appele
deuxieme viscosite ou viscosite de volume ; les contraintes correspondantes
(termes diagonaux du tenseur [cr'] de la forme £divv) sont associees aux
variations de volume du fluide par compression. Ce terme n'apparait pas dans
1'etude des fluides incompressibles, car div v est nul dans ce cas (les conditions
dans lesquelles le fluide peut etre considere comme incompressible ont ete
discutees a la section 3.3.2 du chapitre 3). Dans ce cas, la relation (4.15a)
prend la forme simplifiee :

Le coefficient £ intervient uniquement dans les phenomenes d'attenuation
du son : la propagation du son dans un fluide s'accompagne en effet
necessairement d'un phenomene de compression ; dans le cas contraire, la
vitesse du son serait infinie. En pratique, les mesures donnent des valeurs tres
faibles pour £.

Les coefficients de viscosite r\ et £ introduits ici sont tous deux positifs ;
nous le justifierons au chapitre 5 (section 5.3.1) dans le cas du coefficient rj.
En annexe au present chapitre, nous donnons 1'expression du tenseur des
contraintes [crr] dans les systemes de coordonnees courants.

4.2 Equation du mouvement d'un fluide

4.2.1 Equation de la dynamique d'un fluide
dans le cas general

Nous appliquons la relation fondamentale de la dynamique a un volume
de fluide V en ecrivant 1'egalite entre la variation temporelle de sa quantite de
mouvement et 1'ensemble des forces (de volume et de surface) exercees sur V.
Le volume V est constitue d'elements materiels dont il suit les deplacements.

Dans cette relation, dr represente le volume d'un element materiel de fluide
et dE est un element de la surface fermee S limitant le volume V. Le
tenseur [cr] prend en compte 1'ensemble des forces de surface (pression et
viscosite) s'exergant sur 1'element dS. La force en volume par unite de masse f
appliquee a 1'unite de masse du fluide est, par exemple, la pesanteur ou la force
electrostatique sur un fluide charge.

La derivee lagrangienne (d/di) est calculee dans un referentiel qui suit
le mouvement du fluide (ces notions ont ete discutees au chapitre 3,
section 3.1.2). Dans ce referentiel, le produit pdr, qui represente la masse
d'un element materiel de fluide, est une constante : en effet, tout element
de fluide contient, par definition, toujours les memes molecules qui suivent
le champ de vitesse local de 1'ecoulement. Ce resultat essentiel nous permet
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d'appliquer la derivation temporelle uniquement au facteur v dans le premier
terme de 1'equation (4.17) et d'ecrire :

En toute rigueur, un calcul complet du bilan des variations de quantite de
mouvement dans le volume V serait necessaire, mais le raisonnement simplifie
ci-dessus contient 1'essentiel de la physique du probleme.

Par ailleurs, la composante totale de la force de surface dans la direction i
peut s'ecrire :

Elle represente done le flux du vecteur de composantes (c^x, cr^, <JiZ] a travers
la surface 5. La relation (4.19) peut se transformer en integrate de volume a
1'aide du theoreme d'Ostrogradsky :

(dans les deux integrales, on a omis le signe ̂  en utilisant la convention de
sommation sur des indices repetes). L'equation (4.17) peut done etre mise
sous la forme :

L'expression div[cr] represente ici le vecteur de composantes dffij / d x j .
Rappelons que, dans 1'equation (4.21), les integrales portent sur un volume V
qui suit le mouvement du fluide en se deformant. En faisant tendre ce volume
vers zero et en divisant par 1'element de volume, on obtient 1'equation locale
de mouvement d'une particule de fluide :

En toute rigueur, comme nous 1'avons vu au chapitre 3 (section 3.1.1), le
volume minimal d'integration (representant celui d'une particule de fluide)
est le volume au-dessous duquel 1'hypothese de continuite n'est plus verifiee ;
cette limite ne jouera de role que dans des cas tres particuliers, comme celui
de gaz a tres faible pression.

Dans [cr], separons maintenant la partie correspondant aux forces de
pression de celle qui se rapporte aux forces de viscosite, comme dans la
relation (4.7) (aij = o'^ —p8ij). On obtient :
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L'equation (4.22) devient alors :

cette equation est valable pour tous les fluides, car aucune hypothese
concernant la forme du tenseur des contraintes de viscosite [or1] n'a encore ete
introduite. On ecrit le plus souvent cette equation en decomposant dv/dt en
dv/dt + (v • grad)v comme nous 1'avons montre au chapitre 3 (section 3.1.3).
Soit :

- le premier terme du membre de gauche de 1'equation (4.25) represente
1'acceleration d'une particule de fluide due a la variation explicite de sa
vitesse avec le temps dans un repere eulerien fixe (acceleration dans un
champ homogene instationnaire v(r,t)) ;

- le second terme correspond a la variation de vitesse associee a
1'exploration du champ de vitesse par la particule de fluide au cours
de son mouvement. Cette acceleration sera presente meme dans un
champ de vitesse stationaire v(r)) ;

- le terme pf du membre de droite regroupe 1'ensemble des forces en
volume appliquees au fluide ;

- le second terme - grad p represente les forces de pression correspondant
aux contraintes normales, qui existent meme en 1'absence de mouvement
(pression hydrostatique). Dans le cas d'un fluide immobile (v = 0),
1'equation (4.25) se reduit a :

qui exprime le principe fondamental de 1'hydrostatique ;

- enfin, le dernier terme div[<r'] represente les forces de viscosite dues a la
deformation des elements de fluide. II contient a la fois les contraintes
tangentielles, et les contraintes normales qui peuvent intervenir au cours
du mouvement d'un fluide compressible ou elastique.

4.2.2 Equation de Navier-Stokes du mouvement d'un
fluide newtonien

Reportons 1'expression (4.15a) du tenseur \<r'} dans le terme div[cr'] de
1'equation (4.25) ; on obtient, pour la composante des forces de viscosite
suivant la direction i :
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Remarque
On a suppose implicitement que les variations spatiales dr] / dxj et d(, / dxj des

coefficients de viscosite 77 et £ etaient negligeables, ce qui est verifie pour des fiuides
homogenes. Cela n'est pas toujours le cas, comme par exemple pour les suspensions
(chapitre 8, section 8.5) ou les variations spatiales de concentration entrainent des
variations de viscosite.

L'equation (4.27) s'ecrit sous la forme vectorielle :

En reportant cette expression dans 1'equation (4.25), on obtient, pour
1'equation de mouvement d'un fluide newtonien compressible ou non :

Lorsque 1'ecoulement du fluide est tel qu'on peut negliger les effets de
compressibilite, divv = 0 et le second coefficient de viscosite ( s'elimine.
On obtient alors 1'equation de Navier-Stokes que nous utiliserons largement
dans la suite de cet ouvrage :

On trouvera, en annexe a ce chapitre, 1'ecriture de cette equation dans
differents systemes de coordonnees usuels.

4.2.3 Equation d'Euler pour le mouvement
d'un fluide parfait

L'equation d'Euler est 1'equation de la quantite de mouvement pour
un fluide parfait (pour lequel les effets de viscosite sont negligeables) et
incompressible. C'est done simplement un cas particulier de 1'equation de
Navier-Stokes (4.30), dans laquelle nous posons rj = 0, pour obtenir :

Cette equation est strictement valable pour les fluides parfaits, c'est-a-dire
de viscosite nulle. C'est le cas de l'helium dont 1'isotope 4 voit sa viscosite
s'annuler completement lorsqu'il est refroidi a une temperature inferieure a
2,17 °K. Quelques proprietes de ce fluide tres particulier seront presentees en
annexe aux chapitres 6 et 7.

L'equation d'Euler est egalement valable pour les ecoulements de fluides
reels, dans lesquels les perturbations de vitesse dues a la viscosite (vitesse nulle
sur une paroi solide par exemple) n'ont pas le temps de diffuser par viscosite
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pendant le temps de passage du fluide : cela se produit pour les ecoulements
instationnaires, a des echelles de temps courts, ou a haute frequence, tels que
nous en decrirons plus loin.

De meme, pour des ecoulements a grands nombres de Reynolds, 1'equation
d'Euler peut etre appliquee suffisamment loin des parois, mais seulement si
1'ecoulement en volume n'est pas turbulent. L'existence et les caracteristiques
des zones ou 1'equation d'Euler ne s'applique pas (couche limite pres d'une
paroi solide, sillage derriere un obstacle) seront discutees au chapitre 9.

4.2.4 Forme adimensionnelle de 1'equation
de Navier-Stokes

Nous aliens ecrire 1'equation de Navier-Stokes (4.30) a 1'aide de
combinaisons sans dimension (que nous noterons par des « primes ») des
differentes quantites qui y interviennent. Soient L et U les echelles respectives
de taille et de vitesse de 1'ecoulement ; on a :

Nous avons introduit dans p' la valeur PQ que prend la pression en 1'absence
d'ecoulement (pression hydrostatique). L'equation de Navier-Stokes devient,
apres division des deux membres par p U2 / L :

Nous voyons apparaitre, en facteur du terme A'v', 1'inverse du nombre de
Reynolds Re — (UL / is) associe a 1'ecoulement ; ce nombre represente le
rapport des termes non lineaires (v • grad) v aux termes de viscosite v Av,
comme nous 1'avons vu au chapitre 2 (section 2.3.1).

D'apres la forme de 1'equation ci-dessus, nous pouvons dire que les champs
de vitesse v' et de pression p', solutions de cette equation et satisfaisant les
conditions aux limites, se mettront sous la forme :

ou F et G sont des fonctions dependant de 1'ecoulement considere.

4.3 Conditions aux limites dans les ecoulements
fluides

La determination complete du mouvement d'un fluide (champ de vitesse
v (r,t)) necessite, d'une part 1'integration de 1'equation du mouvement des
particules de fluide, d'autre part la donnee des conditions aux limites, c'est-a-
dire la valeur des champs de vitesse et de contraintes a la frontiere du domaine
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qui limite le fluide. Deux cas sont a envisager, selon que le milieu qui limite
le fluide est un corps solide, ou un autre fluide.

4.3.1 Conditions aux limites a la surface d'un corps
solide

La non-penetration du fluide dans le solide impose 1'egalite des
composantes de vitesse perpendiculaires a la surface de separation, pour le
fluide et le solide :

Cette condition decoule directement de 1'equation de continuite divv = 0
demontree au chapitre 3 (formule (3.12)). Pour 1'obtenir, il suffit d'integrer
cette relation dans un volume dV limite par deux elements de surface voisins,
situes de part et d'autre de la surface du solide et paralleles a celle-ci (Fig 4.5).
La condition a la limite precedente exprime que le flux du vecteur vitesse
sortant du solide est nul dans le referentiel ou le solide est au repos.

FIG. 4.5 - Conditions aux limites sur les composantes de la vitesse
d'ecoulement a la surface de separation entre un solide et un fluide parfait.

Pour un fluide parfait (viscosite nulle), aucune condition n'est a imposer
sur la composante tangentielle de la vitesse ; cela implique que le glissement
du fluide parallelement a la paroi solide est possible (cas de la Fig. 4.5).

En revanche, dans le cas d'un fluide reel, les contraintes de viscosite
interdisent le glissement du fluide par rapport a la surface solide. Nous
montrerons au chapitre 5 (section 5.3.1) qu'une telle discontinuity entrainerait
une dissipation d'energie infinie a la surface, par 1'effet de la viscosite. Les
composantes tangentielles des vitesses du fluide et du solide doivent done
etre egales, ce qui, ajoute a la condition d'egalite des composantes normales,
conduit a la relation :

Vfluide = Vsoiide. (4-32)
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4.3.2 Conditions aux limites entre deux fluides - effet
de la tension superficielle

En plus de la condition (4.32) de continuite sur les vitesses, il faut exprimer
une condition sur la continuite des contraintes (forces par unite de surface) a
la surface de separation entre les deux fluides. En effet, on doit avoir equilibre
entre les contraintes a 1'interieur de chacun des deux liquides et les contraintes
localisees sur la surface.

Remarque La condition d'egalite des contraintes a la surface de separation
entre un fluide et un solide est egalement valable, meme pour un solide tres peu
deformable. Cependant, elle est surtout utile pour 1'etude des efforts mecaniques
induits par le fluide a 1'interieur du solide et ne fournira pas d'informations
supplement air es sur les caracteristiques de Pecoulement.

-A 1'interface entre deux fluides, la condition sur les contraintes normales
(pression) s'exprime par la loi de Laplace ecrite au chapitre 1 (formule (1.58)).
On a, entre les pressions p\ et p-2 dans chaque fluide, la relation :

7 est le coefficient de tension superficielle entre le fluide 1 et le fluide 2, et R
et R' sont les rayons de courbure principaux de 1'interface. Rappelons que la
pression est plus elevee a 1'interieur de la concavite de 1'interface.

-Par ailleurs, 1'equilibre des contraintes tangentielles a 1'interface
s'exprime par :

Dans cette relation, les vecteurs resultant des produits tensoriels [crj^-n
representent les contraintes S(j) qui s'exercent sur 1'interface de normale n.
Le produit scalaire de S^) par le vecteur unitaire t tangent a 1'interface donne
les composantes tangentielles de ces contraintes. Les indices (i) (i = 1 et 2)
se rapportent aux deux fluides de part et d'autre de 1'interface.

L'equation (4.34) exprime 1'equilibre au niveau de 1'interface entre 1'action
exercee par chaque fluide sur 1'autre et la reaction qu'il en regoit.

Si 1'un au moins des fluides est parfait, la contrainte tangentielle a
1'interface est nulle.

Pour un fluide newtonien incompressible, la relation (4.15b) entre
contraintes et gradient de vitesse prend la forme : a'^ = rj (dvi/dxj + dvj/dxi)
(en tenant compte de la condition d'incompressibilite div v = 0). La condition
de continuite (4.34) devient alors (Fig. 4.6) :
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FlG. 4.6 - Conditions a I'interface entre deux fluides visqueux (1) et (2).

cm ti (resp. n^) represente les composantes d'un vecteur unitaire t (resp.
n) quelconque, tangent (resp. normal) a I'interface. Supposons plus
particulierement que, dans le cas de la figure 4.6, on peut remplacer I'interface
entre les deux fluides pres du point O par un plan xOz, et que la vitesse v est
localement parallele a Ox et fonction de la distance y(vx (y)). La contrainte
tangentielle sur I'interface se reduit au terme axy — rjdvx/dy. La condition
d'egalite des contraintes tangentielles se reduit alors a :

ce qui signifie simplement que les gradients de vitesse a I'interface sont dans
le rapport inverse des viscosites dynamiques.

La relation (4.36) se simplifie encore davantage lorsque 1'un des deux fluides
est un gaz (I'interface est alors qualifiee de surface libre) ; la faible viscosite
des gaz permet alors d'ecrire la nullite de la contrainte tangentielle dans le
liquide a I'interface, avec (comme pour un fluide parfait) :

soit, dans 1'exemple decrit plus haut, dvx/dy = 0 pour le liquide.

4.4 Les fluides non newtoniens

4.4.1 Fluides non newtoniens et rheologie
Jusqu'a present, nous nous sommes limites au cas des fluides dits

newtoniens, pour lesquels on a proportionnalite a tout instant entre les
contraintes et les taux de cisaillement (ou les gradients de vitesse). Nous
aliens ici discuter qualitativement les fluides dits non newtoniens pour lesquels
cette relation n'est plus lineaire et peut, de plus, dependre de 1'histoire de
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1'ecoulement. Sou vent, ces proprietes proviennent de la presence dans le fluide
d'objets de grande taille par rapport a 1'echelle atomique (tout en restant
tres petits par rapport a la dimension globale de I'ecoulement) : ce sont
des macromolecules dans les solutions de poly meres, ou des particules dans
les suspensions, ou encore des gouttelettes dans les emulsions. Ces objets
peuvent eux-memes former des structures encore plus grandes : comme des
agregats de plaquettes dans les argiles, des particules ou des macromolecules,
qui influencent, considerablement les proprietes d'ecoulement. Ces fluides
sont tres repandus tant dans la nature (neige, boue, sang, creme ...) que dans
la vie courante (peinture, mousse a raser, mayonnaise, yaourt) ou 1'Industrie
(ciment ...).

La comprehension de ces caracteristiques d'ecoulement necessite de
comprendre la reponse des fluides a une contrainte imposee. C'est 1'objet
de la rheologie : ce terme date seulement des annees 20 et a ete propose
par Bingham considere, avec M. Reiner, comme le fondateur de cette science.
Rappelons a ce propos 1'affirmation d'Heraclite : panta rei « tout s'ecoule ».

4.4.2 Mesures des caracteristiques rheologiques
des fluides

Pour des fluides newtoniens ou des fluides non newtoniens aux
caracteristiques independantes du temps, il suffit de mesurer la relation
entre le taux de deformation du fluide et la contrainte a 1'origine de cette
deformation. Pour un fluide newtonien, un seul point experimental suffit en
principe, alors que 1'ensemble de la courbe est necessaire pour les fluides non
newtoniens.

Au contraire, pour les fluides dependant du temps et les fluides
viscoelastiques, il faut analyser la reponse temporelle du fluide a une
excitation variable dans le temps. Par exemple, on peut mesurer 1'evolution
de la deformation lorsqu'on applique brusquement une contrainte, ou encore
analyser la reponse du fluide a des variations sinusoi'dales de la contrainte ou
du taux de cisaillement.

Les approches experimentales peuvent etre tres simples : mesure de debit
a travers un tube sous une pression donnee, ou mesure de vitesse de la chute
d'une bille dans un fluide. La mesure du temps de vidange d'un certain volume
de fluide a travers un entonnoir fournit un test de terrain acceptable dans de
nombreux cas. Cependant, le taux de cisaillement auquel sont soumis les
fluides n'est pas constant dans de tels systemes et, de plus, il est souvent trop
complexe pour etre calcule. De telles mesures ne sont quantitatives que pour
des fluides newtoniens (apres une calibration soigneuse avec des fluides bien
connus) ; elles seront en revanche fort utiles pour evaluer simplemement la
qualite d'un lot de fluide en vue d'une utilisation immediate dans 1'industrie
ou sur le terrain.
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FIG. 4.7 - (a) rheometre de Couette cylindrique ; (b) rheometre cdne-plan.
La rotation est imposee a un des solides et le couple mesure sur celui-ci ou
sur la surface lui faisant face.

Les viscosimetres de laboratoire utilisent des geometries ou le taux de
cisaillement est le mieux connu et le plus constant possible dans le volume de
mesure. La figure 4.7 montre deux des geometries les plus courantes.

Dans le viscosimetre de Couette a cylindres coaxiaux (a), le fluide est
place entre deux cylindres concentriques dont un seul est en mouvement.
Dans les appareils les plus simples (dits a cisaillement impose), on mesure
le couple sur un des cylindres, apres avoir impose la vitesse de rotation de
1'autre. Dans d'autres cas, on impose le couple, et on mesure la vitesse
de rotation ainsi obtenue. Cette derniere configuration (dite a contrainte
imposee] permet la determination des seuils de contrainte des fluides a seuil.
Le taux de cisaillement est a peu pres constant si 1'intervalle entre les deux
cylindres est faible devant leur rayon, comme nous le verrons dans le calcul
du champ de vitesse presente plus loin dans ce chapitre. Des instabilites
peuvent apparaitre a forte vitesse (chapitre 10, section 10.3.1), et le domaine
de taux de cisaillement accessible est limite. Par ailleurs, on a aussi des
effets parasites sur le fond horizontal des cylindres, ce qui explique le choix
d'une forme conique pour le bas du cylindre interieur. Enfin, il n'est pas
toujours facile d'obtenir un entrefer bien constant, surtout s'il est tres faible.
De tels dispositifs peuvent etre tres sensibles et permettre des mesures sur des
fluides peu visqueux ; les appareils les plus sensibles permettent egalement
d'atteindre des domaines de taux de cisaillement suffisamment faibles pour
ne pas perturber la structure interne des fluides. Les rayons des cylindres
varient de un a quelques centimetres et les entrefers de un dixieme a quelques
millimetres (mais des dispositifs de plus grande taille sont necessaires pour
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analyser des suspensions de grosses particules). Dans le cas ou les rayons
interieur RI et exterieur R% = RI + AR sont proches (AR <C -^2) et pour des
cylindres de hauteur h, le taux de cisaillement 7 et la contrainte a verifient
approximativement :

(M est le moment du couple applique aux cylindres, u;0 la vitesse angulaire
de rotation et R la moyenne des rayons).

Le rheometre c6ne-plan (Fig. 4.7b), necessite peu de liquide et est sou vent
plus facile d'emploi. Les cones sont d'angle a tres faible (a < 4°). On fait
tourner le cone superieur en laissant le plan inferieur fixe ou 1'inverse : le
taux de cisaillement est presque constant, sauf pres de la pointe (legerement
tronquee) si le sommet du cone coincide parfaitement avec le plan inferieur.
En effet, 1'epaisseur et la vitesse tangentielle augmentent tous les deux
lineairement avec la distance a 1'axe de rotation. Le gradient vertical
de vitesse est done constant. Avec les memes notations que pour les
equations (4.38a et b), on trouve :

La encore, les instabilites hydrodynamiques peuvent etre une gene a haute
vitesse, ainsi que la presence d'une surface libre sur le cote qui favorise
1'evaporation. Les dispositifs cone-plan sont en general moins sensibles et
ne permettent d'etudier que des viscosites et/ou des taux de cisaillement plus
eleves que pour les rheometres de Couette. De plus, certains rheometres
permettent la mesure des contraintes normales aux surfaces en deplacement
(nous verrons que cette mesure permet en particulier de detecter les
eventuelles proprietes elastiques des fluides).

4.4.3 Fluides independants du temps soumis
a un cisaillement

Principaux types de comportements

En general, on caracterise la vitesse de deformation par le taux de
cisaillement 7 qui correspond, pour un ecoulement de cisaillement simple, au
gradient de vitesse dvx/dy et s'exprime en s"1. La figure 4.8 montre, en echelle
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FIG. 4.8 - Relation entre le taux de cisaillement et la contrainte, pour
differents types de fluides.

lineaire, des relations typiques entre contrainte de cisaillement a et taux de
deformation 7 observees pour differents types de fluides non newtoniens.

4 Fluides a seiril
Pour des fluides a seuil, on n'a aucun ecoulement tant que la contrainte

appliquee ne depasse pas une valeur critique oc (dans des ouvrages ou articles
anciens on trouve egalement le qualificatif de « fluides plastiques »). De
nombreuses suspensions concentrees de solides dans un liquide et certaines
solutions de polymeres presentent effectivement un seuil d'ecoulement, au-dela
duquel la contrainte augmente avec la deformation. On introduit sou vent la
notion theorique de « fluide de Bingham » qui suppose une variation lineaire
de la deformation avec la contrainte au-dela du seuil: une telle caracteristique
ne reflete pas bien la relation contrainte - taux de cisaillement des fluides
reels, et la loi reelle, au-dessus du seuil, est sou vent plus proche d'une loi de
puissance.

Appliquons une difference de pression croissante a un tel fluide qui remplit
un tube cylindrique : on observe, juste au-dessus d'une valeur seuil, un
ecoulement en bloc de presque tout le fluide, avec une vitesse independante de
la distance aux parois. Les gradients de vitesse sont localises dans le voisinage
immediat de celles-ci, car c'est le seul endroit ou on atteint la contrainte
necessaire pour creer un ecoulement de cisaillement. On parle dans ce cas
d'ecoulement bouchon. En augmentant la contrainte, on retrouve un gradient
de vitesse reparti dans tout le volume. Nous presenterons, a la section 4.6.2,
le calcul quantitatif de ces profils.

On peut interpreter ces comportements par la destruction des structures
tridimensionnelles internes du fluide qui se forment au repos : ainsi, certaines
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argiles (bentonites ou laponites par exemple) ont une structure microscopique
en plaquettes. En 1'absence d'ecoulement, les plaquettes forment des agregats
rigides, qui resistent jusqu'a un certain seuil de contrainte. Au-dessus de ce
seuil, la structure est en partie detruite, et I'ecoulement est rendu possible :
plus la vitesse augmente, plus la structure se detruit, tandis que les plaquettes
s'alignent dans la direction du mouvement. II en resulte une augmentation
de la contrainte avec la deformation plus lente que celle que donnerait une
relation lineaire. On parle alors de fluides a seuil rheo-fluidifiants (appeles
parfois « fluides de Casson »). Un autre exemple de fluides de ce type est
represente par certaines suspensions de particules colloi'dales; de meme, les
peintures doivent s'etaler quand elles sont soumises a un cisaillement avec un
pinceau, mais elles ne doivent pas couler spontanement une fois appliquees.

Les boues de forage constituent un exemple particulierement significatif d'une
utilisation pratique de ce type de fluide : elles sont injectees au fond du puits au
niveau du trepan a travers un train de tiges creuses qui entrainent la rotation de
ce dernier depuis la surface, puis elles remontent ensuite vers la surface dans le
forage. Elles doivent pouvoir couler facilement quand une pression de pompage
est appliquee, mais doivent aussi entrainer les debris de roches vers la surface et
empecher leur chute quand la circulation est arretee.
Parmi les autres fluides a seuil dont les applications pratiques sont importantes, on
peut citer de nombreuses cremes et emulsions utilisees par exemple dans 1'Industrie
des cosmetiques et des pates dentifrices. Un autre exemple est le ciment frais
(contrainte seuil ac de 1'ordre de quelques dizaines de pascals), ou divers produits
de 1'industrie alimentaire (concentres de tomate a secouer avant de verser).

4 Fluides rheo-fluidifiants
Ces fluides s'ecoulent meme sous une contrainte faible, mais ils ont

une viscosite effective r/eff = cr / -y qui diminue lorsque la contrainte croit
(noter que la litterature en langue anglaise parle de shear-thinning fluids,
et que 1'ancienne appellation de fluides « pseudoplastiques » est parfois
rencontree). De nombreuses solutions de polymeres presentent ce type de
comportement qui peut etre attribue a des macromolecules entremelees qui
se separent progressivement et s'alignent dans les ecoulements. Dans d'autres
cas, il provient de la disparition des structures qui sont formees par suite de
1'attraction entre particules solides.

Des exemples classiques sont les suspensions diluees de particules solides,
les solutions diluees de polymeres de masse moleculaire elevee. On peut
citer egalement le shampooing, ou les concentres de jus de fruits. De meme,
les encres d'imprimerie formees de pigments solides en suspension dans des
liquides complexes ont des caracteristiques rheofluidifiantes.

4 Fluides rheo-epaississants

Ce sont des fluides dont la viscosite augmente cette fois avec la contrainte
appliquee. Le sable mouille en est un exemple : a faible vitesse, les grains
glissent les uns par rapport aux autres en etant lubrifies par 1'eau ; sous
forte contrainte, ils viennent frotter et s'arc-bouter les uns centre les autres.
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Les suspensions concentrees d'amidon ont des proprietes similaires. Certaines
solutions de polymeres presentent egalement ce comportement : quand les
macromolecules sont initialement enroulees sur elles-memes, les contraintes
associees a 1'ecoulement peuvent les derouler en longues chaines, ce qui
augmente la viscosite. Ces fiuides sont quelquefois appeles « dilatants » (shear
thickening en anglais), ils n'ont presque jamais de seuil d'ecoulement. D'autres
fluides ont des caracteristiques encore plus complexes que les precedents et
presentent successivement des regimes rheo-fluidifiants et rheo-epaississants
lorsqu'on augmente le taux de cisaillement (on peut ainsi commencer par
derouler et aligner des chaines polymeres, ce qui diminue la viscosite 77,
jusqu'a ce qu'elles commencent a interagir et a se structurer, ce qui augmente
de nouveau 77). La diminution de 77 dans le domaine des contraintes de
cisaillement intermediaries peut entrainer 1'apparition d'instabilites.

Deux examples de fluides reels

4 Fluide rheofluidifiant sans seuil

La figure 4.9 montre des caracteristiques rheologiques typiques obtenues
pour des solutions de differentes concentrations d'un polymere (scleroglucane
de la famille des polysaccharides) produit industriellement par fermentation
bacterienne. Ce polymere, et d'autres similaires, sont utilises dans de
nombreuses applications chimiques et agroalimentaires. Au lieu de tracer
le taux de cisaillement 7 en fonction de la contrainte <r, comme a la
figure 4.8, on a trace en coordonnees logarithmiques la variation de la
viscosite effective 77 = a / 7 en fonction du taux de cisaillement. Un tel trace
permet de mettre en evidence les deviations par rapport au comportement
newtonien : la caracteristique de 1'eau apparaitrait comme une droite
horizontale correspondant a une viscosite constante de 1'ordre de 1 mPa.s,
alors que des variations de plus d'un facteur 1000 sont observees pour
certaines solutions. Chaque courbe correspond a une concentration donnee
croissant de bas en haut. La concentration en masse de polymere dans une
masse donnee de solution varie typiquement de 5.10~4 a 3.10~3.

On observe que la viscosite effective r\ = a / 7 varie avec 7 en suivant une
loi de puissance :

(representee par une droite en coordonnees logarithmiques) sur une gamme de
taux de cisaillement 7 d'autant plus large que la concentration de la solution
est forte (les exposants a sont indiques a cote de chaque courbe de la figure).
Aux faible valeurs de 7, la viscosite tend vers une valeur constante 770 (palier
newtonien) : 770 est d'autant plus forte que la concentration est plus elevee et
peut etre plusieurs millliers de fois superieure a la viscosite du solvant (1'eau).
De plus, la limite inferieure du domaine de valeurs de 7, ou la loi de puissance
est valable, est d'autant plus faible que 1'exposant a est eleve.
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FIG. 4.9 - Mesures de la viscosite apparente r\ — cr/7 en fonction du taux
de cisaillement 7 realisees en ecoulement continu dans un viscosimetre de
Couette pour des solutions aqueuses de polymere (scleroglucane) de differentes
concentrations. Les chiffres reportes sur chaque courbe correspondent a
I'exposant a de la variation de la viscosite avec 7 (document C. Allain,
A. Paterson, A. d'Onofrio).

Aux plus forts taux de cisaillement, la viscosite de la solution reste de
toute maniere superieure a celle du solvant. Comme pour presque tous les
fiuides non newtoniens, la variation de la viscosite reflete une evolution de la
structure interne du fluide (ici un rearrangement des macromolecules). Les
caracteristiques rheologiques des solutions correspondant a la figure 4.9 varient
peu lorsqu'on les soumet a des cycles d'augmentation et de diminution du taux
de cisaillement. Ce comportement n'est pas general, et les caracteristiques
rheologiques des fiuides complexes evoluent frequemment de fagon marquee
au fur et a mesure des cycles de variation de contrainte.

• Fluide a seuil

La figure 4.10 montre la relation contrainte-deformation en coordonnees
semi-logarithmiques pour un melange eau-kaolin qui correspond a une
suspension de particules colloidales : lorsque la contrainte est progressivement
augmentee a partir de zero, aucun ecoulement ne se produit jusqu'a ce qu'elle
atteigne une valeur de 1'ordre de 10 Pa.

Quelques lois rheologiques approchees

Pour de nombreuses applications pratiques, il faut disposer de lois
analytiques approchees reliant la contrainte et la deformation. Comme nous
venons de le voir, une variation en loi de puissance du type de celle de
1'equation (4.40) - initialement proposee par Ostwald - fournit une premiere
approximation valable dans certains cas. Un exposant a > 0 correspond
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FlG. 4.10 - Relation contrainte-deformation (en coordonnees semi-
logarithmiques) mesuree avec un rheometre plan-plan sur un melange
eau-kaolin. Les triangles pleins representent les donne.es experimentales. La
ligne continue correspond a un ajustement avec I 'equation (4-43) (document
P. Coussot).

a un fluide rheo-fluidifiant (les plus frequents), alors que a < 0 correspond
aux fluides rheo-epaississants. Pour a > 0, la relation (4.40) predit que r\
devient infini quand le taux de cisaillement 7 tend vers 0, alors qu'on observe
que T] tend au contraire vers une valeur limite constante (appelee souvent
« palier newtonien ») comme on 1'observe dans la figure 4.9. Pour representer
1'ensemble de la courbe et, en particulier, les limites aux valeurs de 7 faibles
et elevees, on utilise des formules plus complexes du type :

ou la fonction / (7) est par exemple une loi de puissance modifiee du type
/ (7) = (1 + 02 ^2)-P (loi de Carreau).

Les lois precedentes predisent une viscosite finie pour 7 = 0 ; et ainsi elles
ne s'appliquent pas par construction aux fluides a seuil. II faut done utiliser
d'autres equations, dont la plus simple est celle de Bingham, qui suppose que
le taux de cisaillement est proportionnel a la difference a — ac au-dessus de
la valeur seuil ac de la contrainte a. Tres peu de fluides suivent une telle
caracteristique, et la relation contrainte-deformation presente en general une
courbure dirigee vers le bas (fluides a seuil rheofluidifiants). On represente
souvent un tel comportement par des lois combinant effet de seuil et lois de
puissance, comme la loi d'Herschel-Bulkley :
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et

Cette loi represente tres bien, par exemple, la caracteristique rheologique de
la figure 4.10 (la ligne en traits pleins correspond aux valeurs ac = 9 Pa,
n = 0,32 et K = 4, 2 Pa.s-°'32).

4.4.4 Fluides non newtoniens dependant du temps

Quelques types de comportements

4 Fluides thixotropes

Ces fluides ont une viscosite qui diminue avec le temps quand on leur
applique une contrainte constante. Apres suppression de cette contrainte,
on ne retrouve la viscosite initiale qu'apres un certain temps. Les solutions
concentrees de polymeres et les suspensions en sont des exemples. De
nombreux corps sont a la fois thixotropes, rheofluidifiants et meme, a seuil.

La relation entre thixotropie et proprietes rheo-fluidifiantes depend des
valeurs relatives des temps caracteristiques r de rearrangement de la structure
interne du fluide, et T de variation de la contrainte appliquee. Le rapport :

de ces deux temps est appele nombre de Deborah, De. Lorsque le nombre De
est tres petit devant 1'unite, le fluide a le temps de se rearranger lorsqu'on
fait varier la contrainte (ou bien le taux de cisaillement 7) imposee. Pour
un fluide rheo-fluidifiant, tel que ceux decrits a la section 4.4.3, la viscosite
apparente diminue avec 7, mais la valeur obtenue est independante de la
duree de la mesure ; de plus, si on decrit des cycles d'augmentation et de
diminution de taux de cisaillement, la relation contrainte-taux de cisaillement
est toujours la meme. En pratique, de telles caracteristiques represented
surtout un cas modele qui ne decrit bien que des ecoulements permanents ou
lentement variables de fluides reels. Au contraire, pour un nombre De tres
superieur a 1'unite et, meme si on impose une contrainte ou un cisaillement
constant, les proprietes rheologiques mesurees evoment au fur et a mesure du
changement de structure des fluides. De meme, lorsqu'on decrit une suite
d'augmentations et de diminutions du taux de cisaillement, on observe un
effet d'hysteresis et on finit par decrire - apres un regime transitoire - un
cycle limite ou les courbes caracteristiques correspondant a une variation dans
un sens et dans 1'autre ne coincident pas. De tels comportements sont des
manifestations de la thixotropie.

Pour les polymeres, la thixotropie reflete sou vent, a 1'echelle
microscopique, le desenchevetrement d'amas de macromolecules. Pour
les suspensions, on peut avoir destruction d'edifices de particules dont la
formation est due a 1'existence de forces d'attraction electrostatiques ou
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de forces de Van der Waals. On observe des proprietes similaires pour
certaines solutions d'argiles (bentonites) evoquees a la section precedente :
lorsqu'on mesure la variation du couple a exercer pour maintenir une vitesse
de rotation donnee, on constate que celui-ci diminue avec le temps sur des
durees de plusieurs minutes ou dizaines de minutes. Si on ramene ensuite
progressivement la vitesse de rotation a zero, on decrit une caracteristique
contrainte-deformation differente de la courbe initiale : une modification
lente de la structure s'est produite et on ne retrouve la courbe de depart
qu'en laissant le fluide au repos pendant plusieurs heures (meme si le fluide
retrouve en quelques minutes, ou meme secondes, une partie de ses proprietes
au repos). Cette evolution lente de la structure interne du fluide en ecoulement
se superpose aux non-linearites de la relation contrainte-defomation : elle est
d'autant plus marquee que les gradients de vitesse auxquels est soumis le fluide
sont plus importants. Enfin, les temps caracteristiques de destruction et de
rearrangement de la structure interne de tels fluides soumis a des cisaillements
peuvent etre differents.

Les fluides thixotropes ont de nombreuses applications pratiques : les
peintures et les boues de forage deja evoquees sont fortement thixotropes,
ce qui vient renforcer 1'effet des caracteristiques rheofluidifiantes que nous
avons vues plus haut. Quelques rares fluides ont des caracteristiques inverses
des precedentes et deviennent plus visqueux au cours du temps quand on les
soumet a un cisaillement: on parle alors de fluides anti-thixotropes, tels que la
pate de gypse et certains polymeres auto-associatifs (on rencontre egalement
le terme de rheopexie, mais il caracterise plutot la solidification progressive de
certains fluides lorsqu'ils sont agites).

Remarque Marcus Reiner, 1'un des peres de la rheologie avec E.G. Bingham,
a defini le nombre de Deborah en reference a la prophetesse Deborah qui, selon
la Bible (livre des Juges 5, 5), chanta apres une victoire sur les Philistins : « les
montagnes coulerent devant le Seigneur ». Dans les traductions anglaises, « couler »
fut incorrectement change en « fondre », mais c'etait negliger le fait que si, a 1'echelle
humaine, les montagnes paraissent intangibles elles finissent necessairement par se
deformer, puis par disparaitre, pendant la duree - infinie - de 1'observation divine.
Tout n'est qu'une question d'echelle de temps caracteristique !

• Viscoelasticite

La viscoelasticite correspond a un comportement intermediate entre
celui d'un solide elastique (deformation proportionnelle a la contrainte et
reliee a celle-ci par les coefficients d'elasticite) et celui d'un liquide (taux
de deformation croissant avec la contrainte). Un exemple particulierement
spectaculaire de tels fluides (Fig. 4.11) est fourni par des boules de certaines
pates silicone qui rebondissent elastiquement sur le sol comme des solides mais
s'etalent comme des liquides quand on les laisse posees assez longtemps sur
un plan.

Quand la vitesse de variation des contraintes est tres elevee (comme
dans le cas d'un impact), la structure interne de la substance n'a pas le
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FIG. 4.11 - Une boule de certaines pates silicone se comporte tres differemment
suivant la variation temporelle des contraintes auxquelles elle est soumise.
Vues du haut : elle s'etale comme un liquide si on la laisse reposer un long
moment sur une table. Vues du has : elle rebondit comme une balle elastique
si on la laisse tomber en la soumettant ainsi a une contrainte breve et intense.
(Extrait de Illustrated experiments in Fluid mechanics,)

temps de se rearranger pour s'adapter, et le materiau reagit comme un solide
elastique ; il reagit au contraire comme un fluide et finit par s'etaler sous 1'efFet
d'une contrainte constante dans le temps quand la vitesse de variation des
contraintes est faible. Comme la thixotropie, la viscoelasticite fait intervenir
des changements de structure induits par les contraintes, et la valeur relative
des temps de rearrangement de la structure et devolution des contraintes
appliquees est egalement un parametre essentiel.

Les solutions concentrees aqueuses de polymeres (solution de
polyoxyethylene a des concentrations en masse de quelques centiemes),
la pate a pain, les fibres textiles artificielles sont d'autres exemples de fluides
viscoelastiques. Parfois, les caracteristiques des materiaux viscoelastiques
sont proches de celles des solides - c'est le cas, par exemple, des gelees et de
certaines mousses.

Les fluides viscoelastiques presentent enfin generalement des differences
de contraintes normales entre les composantes paralleles et perpendiculaires
au plan du cisaillement. Get effet - aussi observable dans d'autres types de
fluides - sera decrit plus loin dans ce chapitre.

4 Autres dependances par rapport aux variations temporelles
des contraintes

On observe aussi des comportements dependant du temps sur
des substances de caracteristiques rheologiques tres differentes et pas
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necessairement viscoelastiques : le sable mouille ne reagit pas de la meme
maniere si on appuie fortement et brievement dessus (les grains tendent a
s'arc-bouter les uns centre les autres et le volume entre grains peut meme
alors augmenter), ou plus longuement (on peut y enfoncer un objet pointu).
Dans le premier cas, le phenomene, appele dilatance, permet d'expliquer
pourquoi, lorsqu'on marche sur du sable de plage humide, la zone voisine du
pied apparait plus seche. Pour les memes raisons, une epaisse couche de farine
de mai's (mai'zena) en solution dans 1'eau reagit comme un solide elastique si on
la frappe sechement avec le fond d'une cuillere, alors qu'on pourra y enfoncer
facilement cette meme cuillere en la deplagant plus lentement (ou meme en
la laissant posee). Si, dans ces deux exemples, le temps de relaxation des
structures est tres court, il peut etre beaucoup plus eleve dans certains cas.
Un cas extreme est celui du manteau terrestre, qui se comporte comme un
fluide visqueux dans les mouvements convectifs tectoniques, mais, qui est bien
evidemment un solide aux echelles de temps usuelles.

Mesure des proprietes dependantes du temps

Une premiere approche consiste a imposer une brusque variation de
contrainte (resp. de taux de cisaillement) et a suivre les variations
correspondantes de la deformation (resp. de la contrainte). Augmentons
par exemple brusquement le couple F applique a un des cylindres d'un
viscosimetre de Couette rempli de fluide viscoelastique (Fig. 4.12a). Pour
un fluide newtonien classique, la vitesse de rotation se stabilise en principe
instantanement apres la variation de couple imposee. Pour un fluide
viscoelastique, au contraire, la vitesse de rotation uj du cylindre augmente
d'abord sou vent fortement, puis relaxe ensuite vers une valeur finale plus faible
(Fig. 4.12b). L'effet inverse est observe en reduisant ensuite bruquement le
couple ; s'il revient a 0 ou a une valeur faible, le cylindre peut meme tourner
legerement en sens inverse, avant de s'immobiliser comme s'il etait tenu par un
fil de torsion en caoutchouc representant 1'elasticite du liquide (phenomene de
« recouvrance »). Les constantes de temps qui apparaissent dans les reponses
a de telles excitations caracterisent le temps d'adaptation de la structure (le
temps r intervenant dans le nombre de Deborah).

Get exemple decrit un fluide qui reagit comme un solide elastique pour
des excitations breves, et comme un liquide aux temps longs, ou pour des
deformations lentement variables. On peut egalement rencontrer le cas
inverse d'un systeme plus proche d'un solide dont la variation de taux de
cisaillement sous une excitation brusque est, au contraire, ralentie. De tels
processus font intervenir plusieurs temps caracteristiques : le (ou les) temps
caracteristique(s) de reponse de la structure du fluide, le temps caracteristique
de variation de la contrainte (ou du taux de cisaillement), 1'inverse du taux de
cisaillement. Suivant les valeurs relatives de ces temps (et les non-linearites
des caracteristiques du fluide), 1'un ou 1'autre type de comportement pourra
etre observe.
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FlG. 4.12 - Exemples de reponse d'un fluide viscoelastique a des variations
brusques de contrainte appliquee. (a) Variation brusque du couple T applique
par un rheometre ; (b) variations correspondantes de la vitesse de rotation u.

Une mesure similaire realisee sur les fluides a seuil est 1'etude du « fluage »
du liquide : on impose une contrainte constante proche du seuil, et on
suit ensuite 1'evolution de la deformation au cours du temps. Ces mesures
sont particulierement interessantes pour les gels, qui peuvent supporter des
contraintes importantes sans qu'apparaisse un taux de cisaillement mesurable
en regime stationnaire. Enfin, on obtient des informations complementaires
en effectuant des sequences de variation des contraintes (ou des deformations)
et en analysant la reversibilite des variations d'un cycle a 1'autre.

Enfin, une autre technique d'etude des fluides dependant du temps consiste
a leur faire subir des variations sinusoidales de contraintes (ou de taux de
cisaillement) et a mesurer les variations correspondantes de 1'autre variable
en fonction du temps. Dans le cas de petites deformations, celles-ci sont aussi
sinusoidales mais presentent un dephasage variable par rapport a 1'excitation :
il est done necessaire de mesurer aussi bien 1'amplitude que la phase du signal
pour une excitation donnee. La reponse a ces excitations sinusoidales est tres
variable suivant les ordres de grandeur relatifs de la periode de 1'excitation et
des temps de rearrangement de la structure interne (done suivant le nombre
de Deborah) ; elle depend aussi de 1'amplitude des deformations realisees.

Elasticite et viscosite complexes des fluides viscoelastiques

4 Definition des coefficients caracteristiques

Quantitativement, les mesures sous excitation sinusoidale citees
precedemment permettent de determiner le module complexe G (ui) qui relie
la contrainte complexe a(t) = <TQ (o;)el(^t+<^ et la deformation complexe
^ (t) = 70 (cj) elwi avec :

(a noter que 7(i) est la deformation et non pas le taux de cisaillement qui
est sa derivee temporelle). G(UJ) est appele module de rigidite complexe : sa
partie reelle, directement reliee a 1'elasticite du materiau, est le module de
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conservation et la partie imaginaire, liee a la viscosite, est le module de perte.
Pour un solide elastique :

ou G est le module de cisaillement du materiau. Pour un fluide visqueux
newtonien, on a, en notation complexe : 7 (t) = io;7(£). En identifiant avec
la relation habituelle a — 77 7 (t) on a :

Pour des fluides ayant un caractere essentiellement visqueux avec une
faible composante viscoelastique, il est plus significatif (mais equivalent)
d'introduire une viscosite complexe :

Avec de telles definitions, on obtient les relations :

Pour un fluide purement visqueux sans elasticite, on retrouve bien r/ (cj) — 77
et r/'H = 0.

Les coefficients G' (u), G" (w), rf (u) et 77" (a;.) dependent de la frequence,
mais aussi de 1'amplitude, de 1'excitation, et une etude de ces fluides implique
1'analyse de 1'influence de ces deux parametres. Ainsi, la frequence de
transition entre les regimes visqueux a basse frequence (nombre de Deborah
petit devant 1'unite) et elastique a haute frequence donne une estimation du
nombre de Deborah, et permet d'estimer les temps caracteristiques de reponse
de la structure interne du fluide.
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• Modeles mecaniques de fluides viscoelastiques
Comme pour la relation contrainte-deformation des fluides independants

du temps, il est utile de disposer d'expressions analytiques approchees. On
peut caracteriser la variation de G' et G" avec la frequence u; d'excitation
avec des modeles lineaires de type mecanique.

Le modele du « liquide de Maxwell » rend compte du cas d'un fluide viscoelastique
se comportant comme un liquide de viscosite 77 a des frequences angulaires u
faibles, et comme un solide de module elastique G lorsqu'elles sont plus elevees
(qualitativement, cela correspond au comportement des pates de silicone evoquees
plus haut). Du point de vue des relations contrainte-deformation, le materiau se
comporte comme un ressort (contrainte a proportionnelle a la deformation avec
a — GI) en serie avec un amortisseur (contrainte a = 777 = iu;r?7 proportionnelle
au taux de cisaillement 7) (Fig. 4.13a).

FIG. 4.13 - (a) Modele mecanique d'un fluide de Maxwell avec un ressort et
un amortisseur en serie ; (b) modele mecanique d'un solide de Kelvin-Voigt.

Pour les excitations de frequence elevee, 1'amortisseur n'a pas le temps de reagir,
et le systeme se comporte comme un ressort pur ; aux frequences tres basses, le
ressort est a peine deforme, et seul 1'amortisseur intervient. Soulignons toutefois
qu'il ne s'agit que d'un modele analogique mecanique, qui ne vise nullement a decrire
la structure interne du materiau, mais uniquement a reproduire son comportement
global. Dans ce systeme, on retrouve la contrainte appliquee a aussi bien sur le
ressort que sur 1'amortisseur ; les deux deformations 7ressort et 7amortisseur s'ajoutent
avec :

ou r — TJ / G represente le temps caracteristique de relaxation du fluide, qui
determine la frequence uj de transition entre les regimes de frequence ou le fluide
apparait comme un liquide (a; <C 1/r soit De <C 1), et comme un solide elastique
(u > 1/r soit De > 1).
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Le modele du « solide de Kelvin-Voigt » se comporte au contraire comme un
solide elastique (module elastique G) pour des variations lentes d'excitation, et
comme un liquide visqueux (viscosite rj) sous des excitations breves. Le materiau
peut aussi etre modelise par un ressort mis cette fois-ci en parallele avec un
amortissseur (Fig. 4.13b). En procedant comme precedemment, 1'expression du
module elastique complexe G est cette fois :

Les fluides reels correspondent rarement a ces deux cas limites et font
souvent intervenir plusieurs temps caracteristiques de rearrangement de leur
structure. Des modeles plus complexes ont ete elabores pour decrire leur
comportement et, en particulier, pour prendre en compte 1'effet de Pamplitude
des deformations.

Exemple de caracteristiques d'un fluide viscoelastique

La figure 4.14 montre les caracteristiques rheologiques d'un fluide
contenant des micelles geantes : il s'agit de solutions de molecules de composes

FIG. 4.14 - Variation en frequence (echelle log-log) des modules rheologiques
G' et G" d'une solution de micelles geantes neutres (solution de chlorure de
cetylpyridinium et de salicylate de sodium de concentration 12 % dans de I'eau
salee avec 0,5 M de NaCl). La ligne continue correspond a un ajustement par
le modele de Maxwell (Eq. (4-51)) avec les valeurs de parametres r = 0,38 s
et G = 249 Pa. Les courbes ont ete obtenues a plusieurs temperatures, puis
remises a I'echelle pour correspondre a T — 25 °C (document J.-F. Berret, G.
Porte et J.-P. Decruppe).



Les Guides non newtoniens 191

tensioactifs qui se groupent en structures vermiformes de tres faible diametre
(deux tallies moleculaires) et de grande longueur. Ces structures sont dites
« vivantes » car elles se coupent et se rattachent en permanence de maniere
dynamique. Sur la figure, on distingue clairement deux comportements,
suivant la frequence de 1'ecoulement. Aux frequences inferieures a 0,2 Hz, les
solutions se comportent essentiellement comme des fluides visqueux avec un
module de perte G" croissant lineairement avec la frequence (ce qui correspond
a la partie imaginaire de la relation (4.51)) ; 1'influence du module de perte est
alors dominante par rapport a celle du module de conservation G' qui varie
comme le carre de la frequence. Aux frequences superieures a 2 Hz, le module
de conservation G' est pratiquement constant, et le module de perte G" decroit
avec la frequence comme f~l. Dans ce domaine, le comportement du fluide se
rapproche de celui d'un solide elastique. Aux frequences encore superieures,
(au dessus de 10 Hz), la composante G" devie vers le haut par rapport a la
relation (4.51) a cause de nouveaux mecanismes de perte d'energie.

Un tel exemple est particulierement simple, m£me si plusieurs mecanismes
interviennent deja : les fluides usuels rencontres dans la nature et dans
1'industrie suivent generalement des lois beaucoup plus complexes.

Quelques autres effets rheologiques des fluides dependant du temps :
contraintes normales, viscosite elongationnelle

Nous avons traite jusqu'a present les differents types de relations
contrainte-deformation dependant ou non du temps - observees sur les
fluides non newtoniens en n'analysant que le comportement de la viscosite de
cisaillement. Nous aliens maintenant decrire d'autres phenomenes, tels que
1'anisotropie des contraintes normales, ou la viscosite elongationnelle qui font
intervenir d'autres composantes du tenseur des contraintes ou du tenseur des
deformations (voir Fig. 3.14).

4 Observation qualitative de 1'anisotropie des contraintes
normales

Dans un fluide newtonien en ecoulement parallele, il n'apparait pas
de contrainte normale due a 1'ecoulement. Prenons par centre un fluide
viscoelastique soumis a un cisaillement en le faisant s'ecouler dans un tube. II
apparait alors sou vent, au sortir du tube (extrusion), une contrainte normale
de type « tension » dans la direction parallele a 1'ecoulement, et de type
« pression » dans la direction perpendiculaire. La difference entre ces
contraintes normales est la cause du gonflement des jets de certains polymeres
fondus (liquides sans solvant a temperature elevee), ou en solution a la sortie
d'un orifice (Fig. 4.15). Le diametre final du jet augmente avec la vitesse
d'ecoulement (Figs. 4.15a & b) et peut atteindre plusieurs fois le diametre de
depart. Au-dela d'une certaine vitesse d'ecoulement, on peut observer des
effets de retard, ou le jet ne commence a gonfler qu'apres avoir parcouru une
certaine distance (Fig. 4.15c). Lors de la fabrication de fils ou de tubes par
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FIG. 4.15 - (a) Gonflement d'un jet de solution aqueuse de polymere
(scleroglucane de concentration en masse 1 %o) et de sel a la sortie d'un
tube capillaire (diametre interieur d» = 0,6 mm, exterieur de = 0,9 mm). Le
jet est injecte dans une solution d'eau et de sel de meme densite. (a) Debit
g = 5 ml/h, diametre final df = 1,3d,. (b) q = 80 ml/h, df = 2,57^. (c)
q = 120 ml/h, df = 2,48^ (document C. Allain, P. Perrot, D. Senis).

extrusion, ou pour la realisation de pieces de plastique par injection dans un
moule, il faut tenir compte de cet effet pour le choix de la taille de 1'orifice.

L'effet Weissenberg est une autre manifestation classique des differences
de contraintes normales. Un fiuide viscoelastique comme le blanc d'ceuf (ou
les pates a pain) remonte le long de 1'axe d'un batteur rotatif ; pour un
fiuide newtonien, on observe au contraire un creusement de la surface libre
du a la force centrifuge. La encore, cette montee est due a la repartition des
contraintes normales : le maximum de pression qui apparait pres de 1'axe
est similaire a 1'effet d'une bande elastique entourant le cylindre et mise en
tension sous 1'erfet de la rotation.

Enfin, si les anisotropies de contraintes normales sont souvent importantes
dans les solutions viscoelastiques de polymeres, elles peuvent aussi etre
observees dans d'autres fluides comme les suspensions de particules
anisotropes non browniennes (par exemple des batonnets de taille superieure
au micrometre), ou les solutions de micelles geantes (comme celles utilisees
pour obtenir les courbes de la figure 4.14). Dans le cas des solutions de
polymeres, on peut expliquer de maniere simpliste les comportements observes
par la traction exercee par les macromolecules de polymere deroulees et
allongees dans la direction de I'ecoulement : celles-ci agissent alors un peu
comme des caoutchoucs etires. Suivant cette approche, le fiuide se comporte
dans 1'experience de gonflement du jet comme une bande elastique etiree par
1'ecoulement qui reprend ensuite sa longueur et sa forme.

4 Variation quantitative des differences de contraintes normales

Nous avons evoque qualitativement plus haut 1'anisotropie des contraintes
normales induites par un ecoulement de cisaillement d'un fiuide viscoelastique.
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Supposons ainsi un ecoulement de cisaillement a deux dimensions vx (y). Dans
1'ecoulement d'un fluide newtonien isotrope, les contraintes normales axx, cryy

et azz sont toutes identiques. En revanche, dans les ecoulements de certains
fluides non newtoniens, la difference :

appelee premiere difference des contraintes normales^ a souvent une valeur
importante et positive (dans certains cas elle atteint dix fois la contrainte de
cisaillement). La seconde difference des contraintes normales est prise egale a :

Elle a en general une valeur beaucoup plus faible (moins de 10% de N\) et
negative, et elle est consideree comme nulle dans certains modeles classiques
(Weissenberg). A/i et A^2 s'annulent a cisaillement nul, et varient souvent
selon une loi de puissance en fonction de taux de cisaillement. Enfin, des
effets dependant du temps peuvent egalement etre observes sur la variation
des contraintes normales : ainsi, dans 1'experience de la figure 4.15, le jet
n'augmente de diametre qu'en aval de 1'orifice, au-dela d'une vitesse seuil
d'ecoulement (la distance d'apparition augmente avec la vitesse).

Certains rheometres actuels permettent de mesurer N\ dans la geometric
classique cone-plan. Les effets provoques par les differences de contraintes
normales peuvent egalement etre utilises pour estimer plus indirectement ces
dernieres (gonfiement d'un jet, ascension d'un fluide pr£s d'un axe tournant).
II est a noter que ces differences de contraintes normales ne dependent pas du
sens de la deformation : on observe, en effet, une ascension de la surface du
fluide quel que soit le sens de rotation.

4 Effets de viscosite elongationnelle

De tels effets sont particulierements importants dans les geometries ou
la composante elongationnelle est privilegiee, comme par exemple dans
1'ecoulement a travers un petit orifice ou encore entre deux cylindres d'axes
paralleles tournant en sens contraire. Nous considerons ici le cas de
1'ecoulement entre deux disques identiques paralleles et coaxiaux qu'on eloigne
1'un de 1'autre. La vitesse s'annule sur 1'axe a mi-distance entre les disques
(point O]. En dehors du plan median (x = 0), la composante axiale est dirigee
vers le disque le plus proche alors que la composante radiale est dirigee vers
1'axe Ox. Un champ de vitesse de la forme :

represente bien de maniere approchee un tel ecoulement (il verifie d'autre part
div v = 0). Pour un tel champ de vitesse, on definit la viscosite elongationnelle
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On rencontre egalement une definition identique, mais n'incluant pas le
facteur 3 (viscosite de Trouton). Comme pour les phenomenes analyses plus
haut, cette definition fait intervenir des differences de contraintes normales,
mais le type de deformations associe a 1'ecoulement est different. Pour un
fluide newtonien, on a simplement oxx = 2rj£, cryy = —r\i, azz = —r\£ et on
retrouve simplement rjei = r\. Mais, pour certains fluides non newtoniens,
la viscosite elongationnelle est beaucoup plus elevee que la viscosite de
cisaillement. A 1'echelle microscopique, les variations d'orientation des
macromolecules ou des particules induites par la composante extensionnelle
de l'ecoulement ont une influence importante sur la viscosite elongationnelle.

La viscosite elongationnelle est difficile a mesurer en pratique car,
contrairement aux cas precedents, on peut difficilement realiser des
ecoulements elongationnels stationnaires. Une consequence pratique tres
importante est par exemple la forte resistance a 1'etirement des fibres textiles
synthetiques : 1'elongation est forte au niveau des points d'amincissement mais
s'accompagne d'une augmentation de la viscosite elongationnelle, et done de
la resistance locale de la fibre a retirement. Pour un fluide ordinaire, la
resistance diminuerait au contraire aux points d'amincissement. De tels effets
de resistance a 1'etirement et a la rupture d'un filet liquide sont demontres
par d'autres experiences spectaculaires sur des fluides viscoelastiques. Un
« fil » d'un tel fluide tire vers le haut a partir d'une surface libre sans support
solide peut ainsi etre enroule sur une bobine tournante placee au-dessus.
Signalons enfin que certains ecoulements font intervenir simultanement les
differents effets decrits a la presente section : les ecoulements d'extrusion
font apparaitre des effets d'anisotropie de contrainte normale, mais presentent
aussi une composante elongationnelle importante.

4.5 Quelques exemples d'ecoulements paralleles
de fluides visqueux newtoniens

4.5.1 Equation de Navier-Stokes pour les ecoulements
unidirectionnels

L'equation de Navier-Stokes, qui decrit le mouvement d'un fluide
newtonien visqueux incompressible :

resulte de nombreuses hypotheses simplificatrices que nous avons evoquees
plus haut. Elle ne peut cependant 6tre, en general, resolue analytiquement.
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Cela est du, en particulier, a la presence d'un terme non lineaire convectif
p (v • grad) v qui traduit 1'exploration des variations spatiales du champ
de vitesse par les particules de fluide. Cependant, aux tres faibles
vitesses d'ecoulement, ce terme est negligeable devant la composante 77 Av
representant les forces de frottement visqueux. Les ecoulements a faible
nombre de Reynolds etudies au chapitre 8 verifient ainsi une equation de
mouvement lineaire ou equation de Stokes.

L'equation de Navier-Stokes se simplifie egalement lorsque les termes
non lineaires sont identiquement nuls ou negligeables, independamment de la
valeur de la vitesse (nous avons deja signale ce cas au chapitre 2, section 2.3.1).
C'est le cas pour les ecoulements unidirectionnels et quasi-unidirectionnels
que nous aliens presenter maintenant. Supposons par exemple un ecoulement
unidirectionnel ou la vitesse est partout parallele a Ox avec :

Compte tenu de ces deux egalites, la condition d'incompressibilite divv = 0
se reduit a :

Physiquement, ce resultat signifie que le terme convectif de 1'equation de
mouvement est absent, non pas en raison des faibles valeurs de la vitesse (ce
qui serait approximativement le cas lorsque le nombre de Reynolds est petit),
mais a cause de la geometric particuliere de 1'ecoulement unidirectionnel.
Lorsque le champ de vitesse est stationnaire, le mouvement des particules
de fluide resulte de 1'equilibre entre le gradient de pression et les forces de
frottement visqueux.

Les quatre premiers exemples d'ecoulements que nous allons analyser sont
de ce type. Nous verrons ensuite I'ecoulement de Couette cylindrique, qui
constitue un exemple de determination possible d'un champ de vitesse en
presence de termes non-lineaires. Le fait que nous trouvions une solution
pour 1'ecoulement ne signifie pas que celui-ci soit le seul observable. De fagon
generale, pour des nombres de Reynolds sufnsament eleves, ces ecoulements
paralleles deviennent instables, et il se developpe des ecoulements turbulents
dont les champs de vitesse sont beaucoup plus complexes et instationnaires.

4.5.2 Ecoulement de Couette entre deux plans paralleles
en mouvement relatif

Nous avons precedemment decrit cet ecoulement au chapitre 2
(section 2.1.2), en introduisant la diffusion de la quantite de mouvement.
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FIG. 4.16 - Ecoulement de Couette plan. Le plan inferieur est fixe et le plan
superieur est deplace a vitesse constante VQ dans la direction Ox.

Nous determinons ici le profil de vitesse vx (y) entre un plan inferieur (y — 0)
fixe et un plan superieur (y — a) qui se deplace parallelement a Iui-m6me
a une vitesse constante VQ (Fig. 4.16). On suppose qu'aucun gradient de
pression exterieur n'est applique parallelement aux plaques, que 1'ecoulement
est etabli et stationnaire, et que les plans sont horizontaux. L'equation de
Navier-Stokes s'ecrit :

En 1'absence de gradient de pression exterieur applique, on a dp/dx = 0 ;
1'equation (4.60) devient :

qui s'integre en :

en tenant compte des conditions aux limites de vitesse relative nulle par
rapport aux plans (nous avons vu au chapitre 3 (section 3.2.4) que cet
ecoulement de cisaillement correspond a une combinaison d'une rotation et
d'une deformation des elements de fluide). La pesanteur cree simplement un
gradient de pression hydrostatique vertical, mais n'innuence pas 1'ecoulement.
La force de frottement visqueux par unite de surface sur chacun des plans
vaut :
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Notons que, aussi paradoxal que cela puisse paraitre, la force resultante
d'origine visqueuse r\ (d2vx/dy2} par unite de volume d'un element materiel
de fluide en mouvement est nulle. Les forces correspondant aux contraintes
locales sur les divers elements de sa surface s'annulent en effet globalement,
puisque Fx est independante de la distance y aux plans. Cela est du au fait
que le gradient de pression exterieur applique est nul.

4.5.3 Ecoulements de Poiseuille

Nous traitons maintenant 1'ecoulement d'un fluide incompressible entre
deux plans paralleles fixes puis dans un tube de section circulaire ; ces
ecoulements sont induits par une difference de pression appliquee entre les
deux extremites du tube ou des plans. Nous nous plagons a une distance
suffisamment grande de 1'entree du canal pour pouvoir considerer le profil
d'ecoulement comme independant de la position dans la direction des plans
(les problemes d'etablissement de profils de vitesse seront traites au chapitre 9
(section 9.2) en liaison avec la variation d'epaisseur des couches limites avec
la distance). Le cas de 1'ecoulement entre les deux plans paralleles sera traite
directement a partir du bilan des forces appliquees sur un element de fluide,
afin de montrer que differentes methodes de resolution sont possibles ; le profil
d'ecoulement dans un tube circulaire sera determine en utilisant Pequation de
Navier-Stokes.

Ecoulement entre deux plans paralleles fixes

Nous etudions 1'ecoulement d'un fluide visqueux entre
deux plans horizontaux, fixes et paralleles d'equations y — —a/2 et
y = a/2. L'ecoulement est induit par un gradient de pression
(dp/dx) = — K = —(Ap/L) dans la direction x. Le gradient de pression est
negatif lorsque 1'ecoulement se fait dans la direction des x positifs.

Evaluons la composante suivant 1'axe Ox des forces exercees sur un element
de fluide de dimensions da:, dy, dz (Fig. 4.17) : sur les faces ABCD et
A'B'C'D', nous avons les forces de pression (contraintes normales), qui
donnent une contribution :

Sur les faces superieure (ABB'A'} et inferieure (DCC'D'), les contraintes de
viscosite a'xy = r\ (dvx/dy] donnent une force globale dans la direction x :
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FIG. 4.17 - Bilan des forces exercees sur un element de fluide de forme
parallelepipedique dans un ecoulement unidirectionnel.

Notons que, pour un canal horizontal, le seul effet de la pesanteur est
d'induire une difference de pression hydrostatique entre les parois inferieure
et superieure : cette difference equilibre le poids de I'element de fluide et
n'influence pas son mouvement. En ecoulement permanent etabli, la somme
des forces appliquees a I'element considere est nulle :

Cette derniere equation n'est autre que la composante suivant Ox de
1'equation de Navier-Stokes pour le probleme considere. En integrant cette
equation, et compte tenu des conditions aux limites sur les parois du tube
(vx = 0 pour y — ± a / 2), on trouve :
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L'ecoulement correspondant est appele ecoulement de Poiseuille plan. Son
profil de vitesse est parabolique, et la vitesse a sa valeur maximale Vmax dans
le plan de symetrie du canal (y =• 0) avec :

Le debit volumique de fluide Q, par unite de largeur du canal dans la direction
Oz, verifie alors :

Le debit Q est done proportionnel a a3 pour une difference de pression donnee,
et decroit done beaucoup plus rapidement que la section de 1'ecoulement (qui
varie comme a) ; les forces de viscosite, qui augmentent avec le gradient de
vitesse, sont done plus elevees dans des capillaires de petite dimension.

On definit, a partir du debit Q, la vitesse moyenne d'ecoulement U par la
relation U a — Q, d'ou :

Superposition d'un ecoulement de Couette et de Poiseuille
entre deux plans

Prenons maintenant un ecoulement entre deux plans paralleles a 1'axe
Ox dans la geometric de la figure 4.16, avec deux plans distants de a, le
plan inferieur y = 0 etant pris comme reference et le plan superieur se
deplagant a la vitesse vx = VQ parallelement a lui-meme. A la difference
du cas de la section 4.5.2, on applique un gradient de pression constant
dp/dx parallelement aux plans. Comme pour 1'ecoulement de Poiseuille,
1'equation (4.61) implique que ce gradient de pression est independant de
y. En integrant 1'equation (4.60), on trouve que :

Le coefficient D est egal a 0 puisque la vitesse s'annule sur le plan y = 0 ;
le coefficient C peut etre determine en ecrivant que la vitesse vaut VQ sur le
plan superieur. On obtient alors :

Le champ de vitesse resultant est done la superposition d'un champ de vitesse
parabolique de Poiseuille qui correspond au premier terme du membre de
droite de 1'equation (4.71) et d'un champ de vitesse de Couette represente
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FIG. 4.18 - Superposition d'un ecoulement de cisaillement (a) et d'un
ecoulement de Poiseuille plan (b) ; on obtient un troisieme ecoulement (c), ou
coexistent un cisaillement et un gradient de pression le long de I'ecoulement.

par le second terme. La figure 4.18 donne 1'allure de ces differents champs de
vitesse. Suivant les cas, les profils de vitesse correspondants presenteront ou
non un maximum entre les deux plans.

Le debit resultant par unite de longueur suivant Oz peut etre obtenu par
integration directe de 1'equation (4.71) :

On remarque qu'il correspond lui aussi a la somme des debits respectifs
des composantes de Poiseuille et de Couette. La possibilite d'additionner
les champs de vitesse et les debits resulte, comme nous le verrons plus
generalement au chapitre 8, de la linearite de 1'equation (4.60).

Nous rencontrerons des ecoulements de ce type lors de 1'etude de
I'ecoulement induit par deux plans en mouvement relatif 1'un par rapport
a 1'autre et faisant entre eux un petit angle (section 4.7.4), et de 1'etude de
I'ecoulement induit par des variations de temperature a la surface libre d'un
liquide (effet Marangoni, section 4.8.3).

Ecoulement dans un tube cylindrique

On considere un tube cylindrique horizontal de rayon R (Fig. 4.19) et on
etudie I'ecoulement induit par une difference de pression Ap sur une longueur
L du tube. On s'interessera aux ecoulements unidirectionnels paralleles a 1'axe
Ox du tube, pour lesquels la vitesse vx depend uniquement de la distance r a
1'axe du tube. Comme dans le cas precedent, nous utiliserons le coefficient de
perte de charge K = (Ap/L) = —(dp/dx) — constant (positif si I'ecoulement
se fait dans la direction des x positifs) ; mais, cette fois, nous chercherons a
resoudre directement 1'equation de Navier-Stokes.

(i) Champ de vitesse de I'ecoulement

Ecrivons 1'equation de Navier-Stokes (4.56) en coordonnees cylindriques
pour le champ de vitesse vx(r) ; en projection sur les trois axes r, 9 et x on
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FlG. 4.19 - Ecoulement de Poiseuille dans un tube cylindrique de rayon R,
induit par une difference de pression Ap = Pi — P2 sur une longueur L
(rapprocher ce profil de celui de la figure 2.7b).

obtient :

Remarques

- nous avons pris 9 = 0 pour le rayon vecteur vertical dirig6 vers le haut a
1'oppose de I'acceleration g de la pesanteur ;

- nous avons suppose que la vitesse n'avait pas de composante suivant 0 ; cette
composante correspondrait a une rotation transitoire du fluide autour de 1'axe
du tube, qui disparaitrait en regime stationnaire, comme nous 1'avons vu au
chapitre 2 (section 2.1.1) ;

- 1'absence de composante de vitesse radiale peut 6tre deduite de 1'equation
d'incompressibilite divt; = 0. Si vx est independant de x, cette equation se
reduit & (l/r}d/d(rvr) = 0. Compte tenu de la condition aux limites au bord
du tube, cela impose que la composante de vitesse radiale soit identiquement
nulle ;

- il est possible d'etablir directement 1'equation (4.73c) qui regit le profil de
vitesse, en considerant un bilan de forces, comme nous avons fait plus haut
dans le cas de deux plans (4.5.3). On utilise pour cela un volume limite par
deux cylindres concentriques de rayon r et r + dr auxquels sont appliquees
les contraintes visqueuses, et deux sections distantes de dx entre lesquelles
s'exerce le gradient de pression. On obtient alors 1'equation :
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Les relations (4.73a) et (4.73b) montrent que le seul effet de la pesanteur
est d'etablir dans la section du tube un gradient de pression hydrostatique
sans influence sur 1'ecoulement. Ce gradient de pression est independant de
la distance x dans la direction de 1'axe ; aussi, dp/dx sera independant de r
et 0. On obtient alors :

En integrant cette equation et en tenant compte des conditions aux limites
sur les parois du tube (vx — 0 pour r — R), on obtient :

avec :

oii VQ est la valeur maximale de la vitesse, obtenue sur 1'axe du tube (r = 0).
Le debit volumique de fluide Q dans la section du tube s'ecrit :

En exprimant le debit en fonction du diametre d du tube, de sa longueur L
et de la difference de pression Ap entre les deux extremites, on obtient :

Ce resultat, qui constitue la loi de Poiseuille, montre que le debit varie comme
la puissance quatrieme du diametre d'un tube circulaire, c'est-a-dire comme le
carre de la section du tube (le changement de puissance a —> a3 entre la section
et le debit pour le probleme de Poiseuille plan, correspond a celui d2 —> d4

dans le cas du tube circulaire). Comparons par exemple les debits Q induits
par un m6me gradient de pression dans un tube de diametre R et dans cent
tubes de diametre R/10 en parallele, representant la meme section totale :
le debit sera cent fois plus faible dans le dernier cas ! Ce resultat est tres
different de celui qui est obtenu dans un probleme de transport de courant
electrique : si les deux systemes de tubes sont remplis d'un meme fluide
conducteur, on obtient la meme resistance electrique globale dans les deux
cas, pour un courant circulant parallelement a 1'axe des tubes. La difference
entre les deux problemes vient de la condition aux limites de vitesse nulle
sur les parois pour Pecoulement des fluides visqueux, qui n'existe pas pour le
transport de courant electrique. A cause de cette condition, les gradients de
vitesse et, par suite, les forces de frottement visqueuses augmentent fortement
quand la taille des canaux diminue.
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Remarque Nous avons toujours suppose jusqu'a present que I'acceleration de la
pesanteur a une composante nulle suivant la direction Ox de 1'ecoulement, ce qui
revient a supposer un ecoulement horizontal. Dans le cas contraire, et pour une
geometrie de tube cylindrique, 1'equation (4.73c) devient :

C'est done la somme —dp/dx + pgx et pas simplement le gradient —dp/dx qui
represente le terme moteur induisant 1'ecoulement. Prenons le cas d'un tube parallele
a Ox, ouvert a la pression atmospherique a ses deux extremites et incline par rapport
a 1'horizontale d'un angle 9 (il peut par exemple relier deux reservoirs a surface libre
de niveaux differents). Le gradient de pression —dp/dx est alors nul, puisqu'il
est constant le long du tube et qu'on a la meme pression aux deux extremites.
L'ecoulement qui apparait est done uniquement du a la composante pgx = pgsmO
et 1'equation (4.78) est remplacee par :

On peut faire bien entendu des raisonnements du meme type pour les autres
geometries d'ecoulement.

(ii) Force de frottement sur les parois d'un tube circulaire
La force de frottement exercee par le fluide sur le tube se calcule a partir

de la contrainte sur les parois :

ou n est le vecteur unitaire normal a la paroi. La composante Fx dans la
direction Ox de 1'ecoulement s'ecrit simplement :

En utilisant 1'expression a'xr = rj(dvx/dr) donnee dans 1'annexe A-l de la fin
de ce chapitre, on obtient, pour la force fx par unite de longueur de tube :

On definit habituellement un coefficient de frottement sans dimension Cd en
normalisant la force fx par la quantite (l/2)pV^2 R. Comme nous 1'avons vu
au chapitre 2 (section 2.3.1), le terme (l/2)/9V0

2 correspond a un terme de
pression dynamique, ou encore - avec un facteur 0,5 supplementaire - a un
flux convectif de la quantite de mouvement. On obtient alors :
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cm on a defini le nombre de Reynolds associe a 1'ecoulement par
Re = (VoRp}/1^. Ce type de variation du coefficient de frottement en (I/Re)
est caracteristique des ecoulements dans lesquels les effets convectifs associes
aux termes (v • grad) v sont mils ou negligeables. Au contraire, dans la
limite opposee des grands nombres de Reynolds, on obtient en general un
coefficient Cd qui varie peu avec le nombre de Reynolds (Figs. 11.8 et 11.13).
La definition de Cd est done bien adaptee aux ecoulements aux grands nombres
de Reynolds.

4.5.4 Ecoulements oscillants dans un fluide visqueux
Ecoulement de cisaillement pres d'un plan oscillant parallelement
a sa surface

Nous allons maintenant etudier 1'ecoulement d'un fluide visqueux
incompressible au-dessus d'un plan horizontal infini, anime d'un mouvement
d'oscillation sinusoi'dale parallelement a lui- meme. On notera A 1'amplitude
du mouvement, suppose dirige suivant Faxe Ox, et / sa frequence (Fig. 4.20).
Ce probleme est la version « harmonique » de la brusque mise en mouvement
d'un plan infini a vitesse constante, deja analysee au chapitre 2 (section 2.1.2).

FlG. 4.20 - Profil instantane de vitesse vx(y, t) du a ^oscillation d'un plan
rigide xOz parallelement a lui-meme dans la direction Ox, avec une amplitude
A pour differentes phases du mouvement de la plague y — 0.

On recherche la solution des equations de mouvement la plus simple qui
respecte les symetries du probleme. Analysons tout d'abord les composantes
du champ de vitesse au-dessus du plan solide. Par suite de 1'invariance
par translation dans les directions Ox et Oz, le champ de vitesse du fluide
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ne depend ni de x, ni de z ; on en deduit, en utilisant la condition
d'incompressibilite divv = 0, que (dvy/dy) — 0. Par suite, comme vy = 0
sur le plan, on a vy = 0 dans tout 1'espace. Enfin, le plan xOy est un plan de
symetrie du probleme et doit done etre un plan du symetrie des champs de
vitesse et de pression, ce qui impose vz — 0 et (dp/dz) = 0. Les composantes
de v sont done : (vx(y, £), 0, 0). Ecrivons les projections de 1'equation de
Navier-Stokes (4.56) suivant les axes Ox et Oy :

La composante suivant 1'axe Oz de 1'equation vectorielle est identiquement
verifiee car vz et dp/dz sont tous deux nuls. L'equation (4.83b) montre
que le gradient de pression suivant Oy correspond simplement a la pression
hydrostatique et n'a pas d'effet sur le mouvement du fluide. Ce gradient de
pression vertical est le meme quels que soient x et z. Ainsi, si, a une altitude y$
donnee, on &p(x, yo, z) = constante (surface libre a la pression atmospherique
par exemple), p(y) sera partout independant de x et z, et (dp/dx) — 0. Nous
allons maintenant chercher une solution de 1'equation (4.83a) sous la forme
d'une fonction vx = v(y, i] periodique dans le temps :

f(y) est une fonction complexe, et le symbole ffi. signifie qu'on prend la
partie reelle de la quantite consideree. En reportant cette expression dans
1'equation (4.83a), nous obtenons :

dont la solution generale est :

ou on a pose :

On en tire :

Physiquement, la vitesse doit rester finie lorsqu'on s'eloigne du plan oscillant
et que y tend vers 1'infini, ce qui impose 6*2 — 0. D'autre part, la condition a
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la limite sur la surface du plan oscillant s'ecrit : v(y = 0, t) = uAcosut, ce
qui permet de determiner la constante d'integration C\ = uA ; on en deduit :

Cela montre que 1'oscillation de vitesse imposee a la surface du plan se
propage a 1'interieur du fluide (terme en cos(ut — ky}} en s'amortissant
exponentiellement (terme en e~ky). On a ainsi propagation d'une onde
transverse attenuee dans le fluide visqueux.

On definit la profondeur de penetration d de la vitesse comme la distance
par rapport au plan oscillant pour laquelle 1'amplitude de la vitesse est reduite
par un facteur 1/e, soit :

Prenant par exemple un mouvement d'oscillation a une frequence de 2 Hz
dans un fluide de viscosite v — 10~3 m2/s (mille fois la viscosite de 1'eau),
nous obtenons 5 w 10~2 m.

Ce probleme est 1'analogue de 1'effet de peau en electricite, ou de
la penetration des variations saisonnieres de temperature dans le sol.
L'equivalent du coefficient de viscosite est la resistivite du conducteur dans
le cas de 1'effet de peau (au facteur //o pres), et la diffusivite thermique dans
le cas du probleme des variations de temperature du sol. Dans tous ces cas,
on a une profondeur de penetration 5 variant comme 1/v^ et un vecteur
d'onde complexe k de module egal a 1'inverse de 8. Ces deux variations sont
caracteristiques de tous les phenomenes de propagation diffusive.

Le resultat principal de cette etude est 1'impossibilite de propager, a
grande distance, une onde de cisaillement dans un liquide. L'onde acoustique
correspondante est dite amortie critiquement. On a la une difference
essentielle entre les liquides et les solides dans lesquels on peut propager,
en plus de I'onde de compression, deux modes d'oscillations trans verses a la
direction de propagation qui correspondent a deux polarisations orthogonales :
les ondes de cisaillement. Des resultats intermediates, avec possibilite de
propager des ondes de cisaillement sur des distances significatives peuvent £tre
obtenus avec des fluides viscoelastiques, ils seront decrits dans ce chapitre, a
la section 4.6.4.

Application en geophysique

Un sismographe, place a une certaine distance d'un point ou a eu lieu une
secousse sismique, detecte trois pics correspondant aux trois types d'ondes qui
se propagent dans le sol. Neanmoins, si la source et le detecteur sont disposes
au voisinage des antipodes, le sismographe ne detecte qu'un seul signal d'onde
de compression ; en effet, les ondes de cisaillement ne se propagent pas a
travers le noyau terrestre central dont la partie peripherique (a des distances
du centre allant de 2 800 a 5 100 km) est liquide.
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La force de frottement Fx sur le plan oscillant s'ecrit :

En combinant les equations (4.86, 4.88) et (4.90) on obtient la valeur fx d
la force de frottement par unite de surface :

Ainsi, la force de frottement fx a un retard de phase de trois huitiemes de
periode sur la vitesse v (0, t) du plan. Comme nous 1'avons fait dans le cas
du tube circulaire, normalisons 1'amplitude de la force fx par la pression
dynamique (l/2}pA2uj2 construite avec la valeur crete U — uA de la vitesse.
Nous obtenons le coefficient de frottement :

ou Re = (<joA2}/i> est le nombre de Reynolds de 1'ecoulement construit a partir
de la vitesse U et de la longueur A. Cette fois, nous trouvons une dependance
du coefficient de frottement Cd en racine carree de Tin verse du nombre de
Reynolds. Cette variation est plus lente que celle en I/Re obtenue pour les
ecoulements laminaires paralleles discutes ci la section 4.5.3. Nous trouverons
un resultat du meme type au chapitre 9, pour les ecoulements de couches
limites.

Ecoulement induit entre deux plans par un gradient de pression
oscillant

Lorsqu'on module le debit d'un ecoulement, 1'effet de 1'inertie du liquide
augmente avec la frequence de modulation. Pres des parois d'un tube
capillaire, il peut apparaitre des couches limites oscillantes comme celles que
nous avons rencontrees dans 1'exemple precedent. Analysons ces phenomenes
dans le cas simple d'un ecoulement entre deux plans y = ±a/2, ou la vitesse
locale u(y) est dirigee suivant 1'axe Ox (Fig. 4.21).

Supposons le gradient longitudinal de pression dp/dx module
sinusoidalement a une pulsation u) avec une amplitude (dp/dx)(uj).
Ecrivons 1'equation de Navier-Stokes en incluant le terme d'acceleration
du/dt (u represente la composante de la vitesse dans la direction Ox) ; les
termes non lineaires (v • grad) v sont nuls car 1'ecoulement est parallele. En
cherchant pour u une solution sinusoi'dale a la pulsation a;, on obtient en
notation complexe :
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FlG. 4.21 - Ecoulement oscillant induit entre deux plans paralleles fixes par
un gradient de pression sinusoidal dans la direction parallele aux plans.

La fonction complexe u(u), y)elwt, solution de cette equation differentielle
lineaire, qui satisfait aux conditions aux limites u = 0 pour y — ± — , est :

Zt

avec :

Nous deduisons, par integration sur la variable ?/, la valeur moyenne de
1'amplitude complexe des variations de vitesse :

k(ui) est le vecteur d'onde complexe de 1'onde de cisaillement amortie, qui se
propage a partir d'un plan oscillant parallelement a Iui-m6me dans un fluide
visqueux (relation (4.84)) ; la quantite l/\k(uj}\} = 6(u) — donne done
1'ordre de grandeur de la distance 6(u) sur laquelle se fait sentir 1'influence
des parois en regime oscillant a pulsation u. La reponse du systeme sera tres
differente suivant que 6(u) est plus grande ou plus faible que la distance a
entre plaques :

+ \k(u)\a <C 1, ou S(u) ^> a (regime de basses frequences ou les forces de
viscosite sont dominantes).



Quelques exemples d'ecoulements paralleles 209

Effectuons un developpement limite de tanh(/ca/2) au voisinage de ka = 0 ;
nous obtenons :

Le premier terme domine : il represente simplement la vitesse que nous avons
calculee en ecoulement stationnaire ; 1'ecoulement n'est que peu influence par
les forces d'inertie auxquelles correspond le second terme en quadrature de
phase (a cause du facteur i).

On peut remarquer que le terme correctif N = a2uj/v est un rapport de
frequences dans lequel o> est divisee par 1'inverse du temps de diffusion par
viscosite sur la distance a. II represente le rapport des effets d'instationnarite
de 1'ecoulement (terme en p(dv/dt) dans Pequation du mouvement), a
ceux de viscosite (termes en 77 Av). Dans le cas d'une geometrie plus
complexe, ou il faudrait faire intervenir egalement les termes en (v • grad) v,
1'ecoulement dependrait egalement d'un nombre de Strouhal de la forme uL/U
(L et U vitesse et longueur caracteristiques). Ce nombre a ete defini au
chapitre 2 (section 2.4.1) et represente le rapport des termes d'instationnarite
et convectifs. Le rapport de ces deux nombres sans dimension est le nombre
de Reynolds de 1'ecoulement.

4 \k\a » 1 ou 6(uj) <C a (regime des hautes frequences ou les effets d'inertie
sont dominants).

Developpons la tangente du nombre complexe (ka)/1 ; on obtient, en
notant a = (l/2,)^uja2/2v et en utilisant 1'identite tanh (ix) = i tan(x), vraie
quel que soit x reel) :

Or, pour a grand devant 1'unite, tanh(a) est de 1'ordre de Punite ; on en
deduit :

et done :

Le terme dominant ( i / 'puj}(dp/dx] correspond a une oscillation en bloc de
la masse de fluide en quadrature de phase avec la variation de pression et
d'amplitude uniquement limitee par son inertie. C'est seulement sur une
epaisseur de 1'ordre de grandeur de 5(uj) que les effets de la viscosite dominent
et causent une dissipation qui se traduit dans la partie reelle du terme correctif.
Le rapport entre les deux termes de 1'equation (4.96) est d'ailleurs
de 1'ordre de grandeur du rapport entre 1'epaisseur de la couche limite et la
largeur totale du canal.
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4.5.5 Ecoulement de Couette cylindrique
On considere 1'ecoulement permanent d'un fluide incompressible de

viscosite rj, compris entre deux cylindres coaxiaux de rayons RI et R2 tournant
autour de leur axe avec des vitesses angulaires respectives Oi et ^2 (Fig. 4.22).
On suppose qu'aucun gradient de pression n'est applique exterieurement.
On choisit le systeme de coordonnees cylindriques (r, 9, x) ou 1'axe Ox est
confondu avec celui des cylindres, et on cherche a determiner les composantes
vr, VQ et vx de la vitesse.

FIG. 4.22 - Ecoulement de Couette entre deux cylindres concentriques
en rotation, vu dans la direction de I'axe des cylindres.

Nous nous interessons ici a 1'ecoulement le plus simple possible, qui
correspond a des champs de vitesse et de pression independants de x et 9 ;
c'est celui qui est observe aux faibles vitesses.

Dans ce cas, compte tenu de la symetrie du probleme par rapport aux
plans perpendiculaires a Ox et de 1'absence de gradient de pression axial, on
&vx =0. Par ailleurs, dans la configuration d'ecoulement la plus simple, VQ est
independant de 0 par symetrie. L'equation de conservation de la masse pour
un fluide incompressible (divv — 0), qu'on trouvera ecrite en coordonnees
cylindriques en fin de chapitre (annexe A-l), donne :

vr ne peut done etre que de la forme vr = (C/r) ou C est une constante. Or,
les conditions aux limites sur les parois solides imposent que vr(r = RI] =
vr(r = R2) = 0 ; vr sera done nul dans tout le fluide.
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L'equation de Navier-Stokes, ecrite en coordonnees cylindriques (voir
annexe A-l), donne :

Dans la premiere equation, le terme (VQ/T) correspond simplement a la force
d'inertie centrifuge due a la courbure des trajectoires des particules de fluide.
Bien que ce terme fasse intervenir le carre de la vitesse, il n'intervient pas sur
Pecoulement, car il est equilibre par le gradient de la pression dans la direction
radiale ; il represente done une forme generalisee de pression hydrostatique,
tout comme le terme de pesanteur dans les ecoulements unidirectionnels
horizontaux etudies precedemment. Les termes de la deuxieme equation
correspondent aux differents termes du laplacien de la vitesse en coordonnees
cylindriques.

Remarque L'equation (4.98b) peut aussi etre obtenue en ecrivant que le couple
global sur un volume limite par deux cylindres concentriques de hauteur unite et de
rayons r et r + dr est nul, soit :

soit, en faisant tendre dr vers 0 :

En effet, crer est la seule composante non nulle du tenseur des contraintes, compte
tenu de la symetrie du champ de vitesse v (0, v$(r}, 0), (on le verifie a partir
des expressions du tenseur des contraintes en coordonnees cylindriques donnees a
1'annexe A-l) ; OQT s'ecrit done :

(remarquons que oer s'annule bien pour une rotation en bloc du fluide avec ve = wr).
En reportant 1'expression ci-dessus dans 1'equation (4.99b) qui exprime 1'absence de
couple global sur un volume annulaire, on retrouve la relation (4.98b) sous la forme :

En cherchant des solutions de la relation (4.98b) sous la forme de puissances
de r, on trouve :
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(nous omettrons desormais 1'indice 0 dans v). Les constantes a et 6 sont
determinees par les conditions aux limites :

On obtient alors :

La distribution de pression s'en deduit par integration a partir
de 1'equation (4.98a). Examinons a present quelques cas particuliers qui
dependent des valeurs des vitesses de rotation des cylindres et de leur rayon :

- lorsque le rayon des deux cylindres tend vers 1'infini, tandis que la
difference R% — R\ — d reste constante, nous retrouvons le champ de
vitesse correspondant a 1'ecoulement de Couette plan ;

- si 0,i = f^2, alors v = Or, ce qui correspond a un mouvement de rotation
en bloc du fluide ;

- si ^2 — 0 et que 1'on fait tendre J?2 vers 1'infini (ce qui revient a
supprimer le cylindre exterieur), alors v = (fii R\}/r. C'est le champ
de vitesse d'un ecoulement bidimensionnel tourbillonnaire irrotationnel,
qui sera discute au chapitre 6 (section 6.2.3) ;

- dans le cas ou seul le cylindre interieur tourne, et pour une vitesse de
rotation Q,\ du cylindre interieur superieure a une valeur critique f2c,
nous montrerons, au chapitre 10 (section 10.3.1), que 1'ecoulement de
base est instable ; il apparait alors un ecoulement secondaire sous forme
de rouleaux toroi'daux.

Cette instabilite, dite de Taylor-Couette, peut etre observee aussi dans le cas ou les
deux cylindres sont en rotation avec un seuil qui depend de £2i et f^.

Calculons maintenant le moment des forces de viscosite qui s'exercent
sur les cylindres (forces tangentielles). En utilisant la formule (4.100) pour
calculer cr^r, on trouve :

ou b est le coefficient du terme en 1/r du champ de vitesse dans
1'equation (4.101). Calculons maintenant le couple de frottement visqueux
total FI exerce sur le cylindre de rayon RI, par unite de longueur suivant 1'axe
Ox. TI est egal au produit de (TQr(R\) par la surface lirRi sur laquelle est
exercee la contrainte, et par la distance R\ entre 1'axe et le point d'application
des forces. Ainsi, le couple sur le cylindre interieur est :



Ecoulements paralleles simples de Guides non newtoniens 213

ou ex est le vecteur unitaire suivant 1'axe Ox. On verifie qu'une rotation
« solide » globale des deux cylindres a la meme vitesse angulaire ne fait pas
apparaitre de couple : une rotation relative (^2 ^ &i} est necessaire pour cela.

L'equation (4.104) confirme la possibilite (deja discutee a la section 4.4.2)
d'une mesure du coefficient de vicosite rj a partir de la mesure du couple
resistant exerce par le fluide sur 1'un des deux cylindres lorsqu'on leur impose
une rotation relative (viscosimetre de Couette). Avec certains appareils
d'ailleurs, on impose un couple sur un des cylindres, et on mesure la rotation
resultante.

Remarque En regime stationnaire, d'apres 1'equation 4.103, la contrainte de
cisaillement varie en 1/r2 avec la distance a 1'axe de rotation. Ce resultat - etabli
a 1'aide des equations (4.99a &; b) - exprime Fequilibre des couples des forces entre
les differentes couches de fluide, et reste verifie pour des fluides non newtoniens.
La relation deformation-contrainte ne peut done etre determinee directement pour
de tels fluides que si la contrainte peut etre consideree comme constante dans le
volume de mesure, et done si 1'intervalle entre cylindres est tres petit devant leur
rayon moyen.

4.6 Ecoulements paralleles simples de fluides
non newtoniens independants du temps

Pour les fluides non newtoniens, 1'equation de Navier-Stokes n'est
plus valable : nous nous limitons au cas de fluides de caracteristiques
independantes du temps et isotropes, en supposant une relation entre le taux
de cisaillement et les contraintes visqueuses qui soit definie et uniquement
fonction du materiau. Pour un ecoulement plan parallele vx(y), on considere
que le taux de cisaillement dvx/dy n'est pas simplement proportionnel a
la contrainte visqueuse, mais presente une variation plus complexe f ( o ' x y )
(Fig. 4.8). Cela revient a dire qu'on prend en compte les caracteristiques
rheo-fluidifiantes ou rheo-epaississantes, mais pas la thixotropie ou la
viscoelasticite. Par ailleurs, on continue de supposer que le gradient de
pression dp/dx est constant entre les plans : cela est verifie si on atteint
un regime d'ecoulement etabli suivant Ox. Meme si des gradients de pression
transverses apparaissent a cause des contraintes normales, ils seront constants
avec la distance. Pour un ecoulement a symetric radiale, cette relation devient,
en coordonnees polaires (r, 0, x) : dvx/dr — f(a'xr}.

4.6.1 Ecoulement stationnaire d'un fluide non newtonien
entre deux plans paralleles en mouvement relatif

On considere un ecoulement stationnaire parallele, de meme geometric
que celui de la figure 4.16 : la tranche de fluide situee entre y et
y + 6y doit etre en equilibre mecanique, ce qui impose que la condition



214 Chapitre 4 : Dynamique des Guides visqueux ...

axy(y + $y) = a'xy(y] so^ realisee pour toutes les valeurs de y et de 6y. La
contrainte visqueuse cr'xy doit done etre constante dans toute la couche fluide,
ce qui impose que le taux de cisaillement dvx/dy — f(cr'xy) soit egalement
constant. On a done, comme pour un fluide newtonien, un ecoulement
de cisaillement simple de vitesse vx = Voy/a. Une telle geometric serait
theoriquement ideale pour une mesure directe de la caracteristique rheologique
f(a'xy)> puisque aussi bien le taux de cisaillement que la contrainte visqueuse
sont parfaitement definis. Cette condition n'est verifiee que de maniere
approximative dans les geometries pratiques decrites plus haut (rheometre
cone-plan et rheometre de Couette cylindrique).

4.6.2 Calcul du champ de vitesse et de la chute
de pression pour un fluide non newtonien
dans un ecoulement entre deux plans paralleles

On etudie d'abord 1'ecoulement bidimensionnel entre deux parois planes
y = a/2 et y = —a/2 paralleles a 1'axe Ox aborde plus haut (section 4.5.3)
pour les fluides newtoniens. La projection sur Ox de 1'equation de mouvement
generale (4.25) :

peut s'ecrire :

(comme dans le cas newtonien, on suppose 1'axe y vertical pour ne pas avoir a
faire intervenir 1'acceleration de la pesanteur). Dans le plan de symetrie y — 0
de 1'ecoulement, on a a' = 0, car le transport de quantite de mouvement n'a
pas de raison de s'effectuer dans une direction plutot que dans une autre. Par
integration de 1'equation (4.106), on a alors :

Remarque On verifie bien que la force pax unite de surface est la meme en valeur
absolue sur les deux parois. Plus generalement, 1'equation (4.107) reflete, comme
nous 1'avons fait a la section 4.6.1, le bilan des forces sur des tranches de fluide
situees entre des plans y — cte. II est cependant necessaire de prendre en compte
les forces dues au gradient de pression qui n'apparaissent pas dans 1'ecoulement de
cisaillement pur. Notons egalement que, aussi bien les gradients de vitesse que les
contraintes visqueuses partent de 0 dans le plan y = 0, pour devenir maximales
en valeur absolue sur les parois (cela resulte de 1'equation (4.107) et du fait que la
fonction / est monotone et croissante).
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Si dvx/dy = f(cr'xy}, on obtient par integration la vitesse vx(y) a la
distance y avec :

Le debit Q entre les deux plans par unite de longueur dans la troisieme
direction Oz est obtenu par une nouvelle integration suivant Oy :

(on integre sur une moitie de 1'mtervalle entre les plans et on prend le double
du resultat). Une integration par parties transforme alors 1'integrale en une
forme plus simple :

Remarque Dans le cas d'un fluide newtonien, la fonction f(u) se reduit
simplement a f(u) = u/rj, et on retrouve 1'expression Q = — (a3/l2r])(dp/dx)
(Eq. (4.68)). Par ailleurs, 1'utilisation des expressions precedentes necessite
simplement que la fonction / soit definie monotone et integrable. II sera en
particulier possible de traiter sans probleme des cas ou la fonction / a une expression
differente de part et d'autre d'une valeur seuil de la contrainte.

On peut calculer le taux de cisaillement 7^ a la paroi, sans avoir besoin
de connaitre la fonction /, simplement a partir de la variation du debit Q en
fonction du gradient de pression. Recrivons pour cela la relation (4.110) en
exprimant y en fonction de a'xy avec le changement de variable

La relation (4.110) devient alors, en introduisant la valeur a la paroi
a'w = (a/2)(0p/0z)

ou :

Derivons alors cette equation par rapport a cr'w (notons que Q depend de
dp/dx et done de cr^), on obtient :
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ou :

Cette equation (dite de Mooney-Rabinovitch) est tres utile lorsque ses
conditions de validite sont verifiees (loi universelle et constante dans le
temps pour la variation de la contrainte du fluide en fonction du taux
de cisaillement). En effet, elle ne fait intervenir que des parametres
macroscopiques relativement faciles a mesurer (debit, difference de pression).
Par ailleurs, la contrainte a la paroi a'w se deduit immediatement par la
relation : a'w = (a/2}(dp/dx). La caracteristique rheologique locale peut
done etre alors determinee a partir de la courbe de variation globale qui relie
le debit et le gradient de pression suivant 1'ecoulement.

Transposition des resultats a des geometries cylindriques : tube capillaire
par exemple

A partir de 1'equation (4.105), et en tenant compte du fait que la relation = 0

reste verifiee, on obtient :

d'ou :

On a suppose de nouveau, pour passer de (4.115a) a (4.115b), que axr — 0 sur
1'axe r = 0. Pour une relation force-deformation dvx/dr = f ( c r x r ) , on en deduit la
relation :

On peut alors calculer le debit Q par integration de 2Trrvx(r) suivant r. Apres
integration par parties, on obtient finalement 1'equivalent de la relation (4.110) :

On verifie de meme qu'en prenant f ( u ) = w/r;, on retrouve bien les equations pour
les fluides newtoniens. Comme dans le cas des deux plans, on peut remplacer dans
1'equation (4.117) r et (dp/dx) en fonction de a'xr et de la contrainte a'w a la paroi,
en utilisant la relation (4.115b) et la relation a'xr = a'wr/R qui en derive. On a
alors :

soit :
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Derivons cette equation par rapport a o'w :

ou

La encore, cette equation combinee avec la relation entre dp/dx, u'w et le rayon du
tube permet de determiner en principe la caracteristique rheologique du fluide a
partir de la relation debit-difference de pression. En pratique, on realise plusieurs
mesures sur des tubes de meme diametre, mais de longueurs differentes, pour pouvoir
estimer et corriger 1'influence des effets d'entree. La comparaison des resultats
obtenus sur des tubes de diametres differents permet de detecter des effets eventuels
de glissement a la paroi.

4.6.3 Quelques profils de vitesse pour des lois
rheologiques simples

Fiuides en loi de puissance

Supposons que <j'xy = D(dvx/dy)l~a (correspondant a une viscosite
effective en (dvx/dy)~a] ; cette loi se reduit a la loi des fluides newtoniens pour
a = 0 avec D = 77. Pour a < 0, la viscosite apparente a'xy/(dvx/dy] augmente
avec le taux de cisaillement (fluide rheo-epaississant). Pour a > 0, la viscosite
apparente diminue avec le taux de cisaillement (fluide rheo-fluidifiant). On
a alors : f ( u ) = D~1/(1~a)u1/(1~a). En reportant cette expression dans les
equations (4.108) et (4.116), on obtient pour 1'ecoulement entre deux plans
distants de a et symetriques par rapport a y = 0, le profil :

et, a 1'interieur d'un tube cylindrique :

(on multiplie ces expressions par —1 si dp/dx > 0). Les valeurs de debit
correspondantes sont :
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FIG. 4.23 - Profil diametral du rapport de la vitesse locale et de la
vitesse moyenne dans un tube cylindrique pour des fluides presentant une
caracteristique rheologique en lot de puissance a'xy = r)(dvx/dy)l~a ; courbe
superieure : a = — 0,8 (fluide rheo-epaisissant), courbe intermediate : a — 0
(fluide newtonien), profil le plus aplati : a = 0, 8 (fluide rheo-fluidifiant).

On constate que, pour a > 0, 1'exposant de la loi de variation du debit avec
1'ouverture des canaux a gradient de pression donne est plus eleve que les lois
en a3 ou en R4 obtenues pour des fluides newtoniens (1'exposant de a peut en
effet etre recrit : 3 + a/(l — a),et celui de R : 4 + a/(l — a)). Le contraste de
debit entre deux canaux de sections differentes sous une difference de pression
donnee est done augmente par les caracteristiques rheo-fluidifiantes du fluide.
Ce contraste est au contraire reduit pour un fluide rheo-epaississant.

Soit vm = Q/a et vm = Q/(7tR2) les valeurs moyennes respectives de la
vitesse dans les deux cas ; on peut reecrire les profils de vitesse sous la forme :

et

Comme on peut le voir a la figure 4.23, les profils de vitesse obtenus pour
a > 0 (fluides rheo-fluidifiants) sont plus aplatis que le profil parabolique
correspondant aux fluides newtoniens (a — 0). Par centre, pour les valeurs de
a < 0 (fluides rheo-epaississants), les profils sont plus pointus. Plus la valeur
de a est superieure a 0, et plus 1'exposant qui caracterise les profils est eleve :
les profils sont done de plus en plus aplatis.
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Fluide de Bingham entre deux plans paralleles

Comme nous 1'avons vu plus haut, ce sont des fluides a seuil, pour lesquels
on a une relation lineaire entre contrainte et deformation au-dessus du seuil
ac. On suppose que :

et :

Dans le cas present, la fonction f ( u ) est done du type (l/D)(u — signe(w)<rc)
pour \u\ > ac et f ( u ) = 0 pour |w| < ac. Par la suite, nous supposons que
dp/dx < 0 et vx > 0. La relation : a'xy = y(dp/dx) reste par ailleurs valable,
et la contrainte a'xy s'annule pour y = 0. On a done une zone pres du plan
de symetrie, ou a'xy est inferieure a la valeur seuil et ou dvx/dy est nul. La
limite ± yo de cette zone, ou la vitesse est constante et egale a une valeur
Knax, verifie :

Si 2/0 > a/2, la vitesse est nulle en tout point. Si yo < a/2, le profil
de vitesse pres de la paroi y — a/1 est obtenu par simple integration de
1'equation (4.123a) :

et on a un profil symetrique pres de la paroi y = —a/2. On obtient alors, a
1'aide des relations (4.123a et b), les profils :

et :

respectivement pour y > yo et 0 < y < yo (on a une distribution de vitesse
symetrique dans la region y < 0). Qualitativement, on observe les formes de
profils de vitesse de la figure 4.24.

Lorsque la contrainte a'xy est en tous points inferieure a la contrainte seuil,
aucun ecoulement n'est observe. Lorsque le gradient de pression applique
augmente, on observe des profils de vitesse avec une partie plate au centre,
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FIG. 4.24 - Profits de vitesse observes pour unfluide de Bingham avec diverses
valeurs du gradient de pression longitudinal.

et dont 1'etendue diminue au fur et a mesure qu'on augmente le gradient de
pression applique. Plus generalement, on remarque, d'apres les figures 4.23
et 4.24, que 1'existence d'un effet de seuil ou d'une diminution de la viscosite
avec la contrainte de cisaillement (qui joue un peu le meme rdle) conduit a
un aplatissement du profil de vitesse.

Fluide de Bingham dans un tube cylindrique

Le cas d'un fluide de Bingham dans un tube cylindrique est resolu
exactement comme celui de 1'ecoulement entre deux plans, en utilisant la relation
°"zr — (r/2)(dp/dx) qui reste egalement valable. Le gradient de vitesse dvx/dr est
nul dans la region centrale du profil jusqu'a un rayon ro verifiant :

Dans cette zone, on aura une vitesse constante Vmax qui est nulle si ro > R. Si
ro < R, le profil de vitesse pres de la paroi verifie 1'equation :

On obtient alors les expressions des profils de vitesse respectivement pour r > ro et
r < ro :

et :

La forme de ces profils est qualitativement la meme que dans la figure 4.24.
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4.6.4 Ecoulement d'un fluide viscoelastique
pres d'un plan oscillant

Nous avons etudie, a la section 4.5.4, 1'ecoulement d'un fluide newtonien
pres d'un plan solide oscillant parallelement a lui-meme, avec une pulsation
uj. Supposons maintenant que le fluide est un fluide viscoelastique de
Maxwell de caracteristiques rheologiques decrites par 1'equation (4.51).
Pour analyser ce probleme, nous reprenons la meme demarche que
precedemment, en supposant que la vitesse v parallelement au plan verifie
v(y^ t) = f(y] cos(ut + </?) = 9l(f(y)eiujt) (Fig. 4.20), et en remplagant dans
1'equation (4.85) la viscosite z/ par une viscosite complexe v verifiant :

Le temps caracteristique r du fluide est relie au module elastique G et a la
viscosite dynamique 77 = vp par T — r\jG. En resolvant 1'equation (4.85) en
utilisant 1'expression (4.130) de la viscosite, on trouve que les solutions sont
du type :

ou, contrairement au cas newtonien, on n'a plus necessairement (3 = fc, et ou
(5 et k verifient :

Si on se limite aux ecoulements dans le demi-espace infini y > 0, on peut
prendre (comme pour le fluide newtonien) Ci = 0 avec /3 > 0. Les parties
reelles et imaginaires de 1'equation (4.132) fournissent les deux relations :

et

En reportant la valeur de (32 — k2 d'une equation dans 1'autre, on trouve la
relation :

Cette expression impose done A; > 0 si (3 > 0. En la reportant dans
1'equation (4.133a), et en prenant la racine positive de la relation ainsi
obtenue, on obtient finalement 1'expression de k :
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On en deduit imm^diatement 1'expression de (3 a 1'aide de la relation (4.131).
Aux faibles frequences telles que CUT <C 1, 1'expression (4.135) se reduit
a k2 — (jjflv et on obtient la meme valeur pour (3 d'apres (4.134). Ce
comportement est identique a celui d'un fluide newtonien (Eq. (4.86)) : cela
etait attendu puisque la viscosite complexe F devient alors egale a v, d'apres
la relation (4.130). Dans le cas oppose ou ur ^> 1 (periode de 1'excitation
sinusoi'dale courte devant le temps caracteristique r du fluide viscoelastique),
1'equation (4.135) devient :

Le rapport uj/k est alors egal a la vitesse de propagation cs des ondes
transverses de cisaillement dans un solide de module elastique de cisaillement
G et de densite p : pour les hautes frequences d'excitation, le corps
se comporte bien comme un solide elastique (le module complexe G de
1'equation (4.51) se reduit alors a G) ou peuvent se propager de telles
ondes, contrairement a un fluide newtonien dans lequel elles s'attenuent tres
rapidement.

Remarque La distance 1//5 represente la distance caracteristique d'attenuation
des oscillations de vitesse induites par le plan ; le rapport k//3 represente done 1'ordre
de grandeur du nombre de longueurs d'onde sur lesquelles s'effectue 1'attenuation.
A 1'aide des relations (4.134) et (4.136), et en utilisant la definition (4.89) de la
profondeur de penetration 6(uj) des oscillations pour un fluide newtonien, on obtient :

et

La condition UJT^>! (comportement elastique du fluide) entraine done necessairement
k8(u}} >> 1 (longueur d'onde faible devant la profondeur de penetration visqueuse),
k/'(3 ~^> 1 (grand nombre de longueurs d'ondes dans la distance d'attenuation des
oscillations de vitesse). Comme la relation (4.134) peut etre recrite sous la forme :
08(u] = \/(k8(iij}} <^ 1, on en deduit egalement que la distance d'attenuation 1//3
dans le regime elastique est tres superieure a la distance de penetration 8(u) qui
resulterait des seuls effets de la viscosite (il faut cependant noter que, avec des fluides
reels tels que ceux qui correspondent a la figure 4.14, les deviations par rapport a
la loi de Maxwell observees a haute frequence reduiront en pratique la distance de
propagation).

4.7 Ecoulements quasi paralleles -
approximation de lubrification

Nous avons etudie jusqu'a present dans ce chapitre les ecoulements
paralleles pour lesquels le terme non lineaire (v • grad) v de 1'equation de
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Navier-Stokes est mil, parce que le gradient de la vitesse v est normal a
celle-ci. Si les ecoulements sont stationnaires (dv/dt = 0), ils verifient par un
simple effet de geometrie - et quel que soit le nombre de Reynolds - 1'equation
de Stokes :

Les ecoulements quasi paralleles se rencontrent dans de nombreuses
applications telles que 1'etalement d'un film fluide ou la lubrification de
machines tournantes. On peut calculer la dynamique de 1'etalement du
film dans le premier cas, les forces entre les surfaces en mouvement dans
le second, en faisant 1'hypothese que les ecoulements sont principalement
paralleles aux surfaces de ces films. Dans cette section, nous nous interessons
a des ecoulements de couches minces de fluide entre des parois fixes presque
paralleles : les termes non lineaires de 1'equation de mouvement ne sont pas
exactement nuls mais ils sont alors suffisamment petits pour ne pas influencer
la dynamique du fluide. On parle alors d'approximation de lubrification.

4.7.1 Approximation de lubrification
Nous supposerons que les distances caracteristiques de variation des

parametres d'ecoulement parallelement aux parois sont beaucoup plus grandes
que la distance entre celles-ci, comme c'est le cas sur la figure 4.25 (on
doit avoir en particulier un angle 0 <C 1 en tout point entre les parois).
Dans la suite, nous nous plagons dans une configuration bidimensionnelle,
ou seules interviennent les directions x et y, mais les resultats sont aisement
generalisables a un cas tridimensionnel.

FIG. 4.25 - Vue schematique de la geometrie d'un ecoulement de lubrification.

Cherchons ce que deviennent les differents termes de 1'equation de Navier-
Stokes (4.56) pour 1'ecoulement bidimensionnel dans le plan (x, y ) . A cette
equation, il faut ajouter 1'equation de conservation de la masse pour un fluide
incompressible :
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Comme deja indique precedemment, il faut noter que, 1'ecoulement n'est
pas induit seulement par le gradient de pression, mais par le gradient
de la combinaison (p — pg • r) (en 1'absence de mouvement, 1'equation de
1'hydrostatique donne (p — pg-r) = cte, ou r est le rayon vecteur pour le point
considere). En supposant la gravite absente, ou en supposant que gradp
represente en fait le gradient de (p — pg-r), les composantes de 1'equation
(4.56) deviennent :

et

cependant que :

Nous considerons d'abord un ecoulement stationnaire, ce qui permet
de negliger les termes en d/dt, et nous faisons un raisonnement axe
sur 1'evaluation approchee des ordres de grandeur des differents termes.
Dans le cas d'un ecoulement « laminaire » stable et lent, on observe
experimentalement que la trajectoire des particules de fluide suit le profil des
parois, de meme que dans la figure 4.25. Comme dans le cas de deux plans
paralleles, la vitesse s'annule sur les parois. Dans le centre de 1'ecoulement,
on peut considerer que Tangle du vecteur vitesse avec la paroi y = 0 est de
1'ordre de I'angle #(<C 1) entre les deux parois. D'ou :

ou U est la vitesse caracteristique de 1'ecoulement (la vitesse moyenne, par
exemple ou encore la vitesse maximale au centre du canal - les deux pouvant
etre considerees comme d'un meme ordre de grandeur dans le raisonnement
approximatif que nous effectuons). Compte tenu de 1'existence d'un profil de
vitesse de type Poiseuille entre les parois, on peut considerer que la distance
type sur laquelle s'effectuent les variations de vitesse dans la direction y est
1'epaisseur locale e(x) qu'on supposera de 1'ordre de grandeur d'une valeur
moyenne CQ (cela revient a dire que la variation relative de 1'epaisseur n'est
pas trop grande sur la longueur L). On obtient done :

et :
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D'ou, en utilisant 1'equation (4.142) :

(Tous les ordres de grandeur sont donnes en valeur absolue). En ce qui
concerne les derivees secondes, on peut alors, en utilisant ces resultats, estimer
de la meme maniere, que :

et :

On peut egalement donner une borne superieure des termes d2vx/dx2 et
d2vy/dydx (egaux et opposes en raison de la condition d'incompressibilite)
en prenant d/dx « l/L avec, par consequent :

et, de meme :

Ces termes sont tres petits, et seules les derivees secondes par rapport
a y doivent etre prises en compte dans les termes de viscosite des
equations (4.141a & b).

Evaluons maintenant les conditions pour que le terme non lineaire de la
composante de 1'equation de mouvement suivant 1'ecoulement moyen reste
negligeable devant le terme de viscosite. En utilisant les resultats precedents,
on obtient :
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Les termes non lineaires sont done negligeables si :

soit :

Pour des ecoulements de geometric quelconque, la condition sur le nombre
de Reynolds, qui permet de negliger les termes non lineaires, est Re <C 1.
Ici, la condition (4.149b) est bien moins severe car, dans les geometries de
lubrification, Tangle 0 est tres petit devant 1'unite. On pourra done continuer
a utiliser une equation lineaire meme pour des ecoulements correspondant
a un nombre de Reynolds nettement superieur a 1'unite. Dans le cas des
ecoulements exactement paralleles, la condition devient Re < oo, ce qui
reflete le fait que le terme non lineaire s'annule pour des raisons purement
geometriques, quel que soit le nombre de Reynolds.

Calculons la composante dp/dy du gradient de pression dans la direction
perpendiculaire a 1'ecoulement moyen a partir de 1'equation (4.141b). On
estime comme precedemment que :

Le terme visqueux donne par 1'equation (4.150c) est done d'un ordre de
grandeur en 9 inferieur a celui de 1'equation (4.148c). Si Re -C I/O et que
eo/L est assez petit, les termes non lineaires (4.150a et b) seront inferieurs au
terme visqueux (4.150c), et en tout cas tres faibles devant le terme visqueux
de 1'equation suivant Ox. On peut done considerer que le gradient de pression
transverse a 1'ecoulement est nul (ou plutot se reduit au gradient de pression
hydrostatique) quand 9 est faible et que le nombre de Reynolds est assez petit.

II faut cependant noter que toute cette discussion suppose que 1'ecoulement
laminaire est etabli et non perturbe : au-dela de certaines vitesses critiques
d'ecoulement, et meme si la condition (4.149b) reste verifiee (comme entre des
plans paralleles), 1'ecoulement devient instable et des composantes de vitesse
significatives normales a 1'ecoulement moyen apparaissent. La discussion
precedente n'est alors plus valable.
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4.7.2 EfFets d'instationnarite
Reprenons maintenant la forme generate (4.56) de 1'equation de Navier-

Stokes en supposant que 1'ecoulement varie avec un temps caracteristique T ou
une pulsation caracteristique a; (parametre mieux adapte pour un ecoulement
periodique). Le terme dv/dt sera de 1'ordre de U/T, ou encore de Uu). II sera
negligeable devant le terme de viscosite si dv/dt <C z'Av, soit :

ou :

Nous retrouvons le meme rapport de frequences que nous avons rencontre
dans 1'etude de 1'ecoulement alternatif entre deux plans (section 4.5.4,
formule (4.95)). La condition N <C 1 implique que le temps caracteristique
de diffusion des gradients de vitesse (ou de la vorticite) sur 1'efpaisseur du film
fluide, qui represente le temps caracteristique d'etablissement d'un profil de
vitesse stationnaire, soit beaucoup plus petit que le temps caracteristique T
devolution de 1'ecoulement (ou encore I/a;). Si cette condition est realisee,
1'ecoulement pourra etre considere comme quasi stationnaire, et les termes en
dv/dt pourront etre negliges.

4.7.3 Equations de mouvement dans 1'approximation
de lubrification

Dans ce cas, si des d'instabilites ne se developpent pas dans Pecoulement,
et que les conditions 0 <§C 1 et Re <§; 1/9 sont verifiees, les equations (4.141a
& 4.141b) se reduisent, en regime stationnaire, a :

et

ce qui represente exactement le meme systeme d'equations que pour un
ecoulement parallele. La vitesse vx variera suivant Ox si 1'epaisseur n'est
pas constante, mais beaucoup plus lentement que dans la direction Oy pour
laquelle la distance caracteristique de variation est BQ. Pour calculer le profil
de vitesse, on integre done 1'equation (4.151a) par rapport a y, comme si
dp/dx etait une constante (les deux variables sont decouplees). En fait
dp/dx est effectivement pratiquement independant de y (si les conditions de
1'approximation de lubrification sont verifiees), mais pourra evoluer suivant
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Ox sur des distances tres grandes cependant devant 1'epaisseur de la couche
de fluide. Les ecoulements faiblement instationnaires peuvent etre traites de
la meme fagon si la variation temporelle de la vitesse est suffisamment lente.
Nous verrons plus loin des exemples ou 1'instationnarite joue un role.

4.7.4 Ecoulement stationnaire entre deux plans mobiles
formant un angle faible

Si on fait glisser une feuille de papier parallelement a la surface horizontale
d'une table lisse, la presence du film d'air entre la table et la feuille favorise le
glissement ; au contraire, si la feuille est percee de quelques trous, elle glisse
tres mal, car il n'existe plus de difference de pression entre 1'air exterieur et
cette couche intermediate. La difference de pression qui existe dans le premier
cas est due a la formation d'un biseau vers Parriere entre la feuille et la table,
schematise par la figure 4.26.

FIG. 4.26 - Schema de I'ecoulement induit par le mouvement relatif d'un plan
incline se deplacant par rapport a un plan horizontal; (a) le champ de vitesse
a ete represente dans le referentiel ou le plan incline est fixe ; (b) loi de
variation de la pression dans I'intervalle entre les deux plans.

Pour le calcul, nous considerons que les plaques sont infiniment etendues
dans la direction transverse (direction perpendiculaire au plan de figure) :
aussi, nous donnerons des valeurs de force ou de debit correspondant a une
tranche de dimension unite dans cette direction. Nous supposons par ailleurs
que la vitesse de la feuille est nulle, le plan inferieur se deplagant avec une
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vitesse —U ; cela per met d'obtenir un profil d'ecoulement stationnaire, car la
surface inferieure se deplace dans son propre plan et 1'epaisseur de fluide reste
done constante en un point fixe par rapport au plan superieur. La distance
entre les plans est donnee par :

ou Tangle 0 = (e2 — ei)/L est suppose petit. On peut done appliquer les
equations (4.151a et b) et integrer 1'equation (4.151a) en prenant dp/dx
independant de y.

L'equation (4.151b) montre que la pression p ne depend que de x. En
tenant compte des conditions aux limites v(y = 0) = —U et v(y — e(x)) = 0,
on obtient alors par integration de 1'equation (4.15la) :

Remarquons que, comme plus haut (section 4.5.3), le champ de vitesse
correspond a la superposition d'un ecoulement de Poiseuille (terme
parabolique associe au gradient de pression) et d'un ecoulement de Couette
(terme lineaire en y, associe au deplacement du plan a la vitesse —U). Sur la
figure 4.26a on a represented les profils de vitesse paraboliques correspondant
a differentes positions entre les deux plans.

Calculons a present la repartition de pression sous le plan superieur ; pour
cela, nous exprimons la condition de conservation, aux differentes abcisses, du
debit Q (par unite de largeur de plaque suivant Oz], obtenu par integration
de 1'equation (4.152), soit :

Comme on pouvait s'y attendre, cette expression coincide avec
1'expression (4.72) lorsqu'on remplace VQ par —U et a par e(x). On en
deduit :

Cette equation donne d'ailleurs la valeur em de 1'epaisseur au point ou la
pression est extremale (dp/de = 0) avec :

On obtient ensuite la valeur du champ de pression en integrant
1'equation (4.154) par rapport a e, compte tenu de la condition p(x = 0) = po
(pression atmospherique a 1'exterieur du film de faible epaisseur). On trouve :
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On determine la valeur du debit Q en ecrivant que la pression vaut egalement
PQ a 1'autre extremite du plan (en e — 62). On trouve alors :

d'ou, d'ailleurs :

L'equation (4.158) indique que, dans le cas ou e\ <C e2, le point ou la pression
est extremale verifie em = 2ei, et est done tres proche du bord ou 1'epaisseur
est faible. L'equation (4.157) indique que Q et U sont de signes opposes
c'est-a-dire que le debit moyen du fluide est oriente dans la direction du
mouvement du plan inferieur. L'equation (4.156) peut alors etre transformee
en remplagant Q par son expression en fonction de U, pour obtenir finalement:

La difference p(x) — po est done necessairement du meme signe que U/9,
puisque e(x] est compris entre e\ et 62- On a represente a la figure 4.26b la
repartition de pression correspondante entre plans (dans le cas de cette figure,
la condition e\ <C e^ n'est pas verifiee, et le maximum de pression est situe
un peu plus loin de 1'ouverture d'epaisseur ei).

La force de sustentation F/v sur la feuille, due a 1'excedent de pression
induit par le debit, est donnee par 1'integrale :

On peut aussi determiner la force de frottement tangentielle sur la plaque,
soit :

Dans le cas general, le role relatif des valeurs de #, e\ et 62 est subtil puisque,
lorsque 0 —> 0, 62 —> e,\ ; le numerateur ainsi que le denominateur des
expressions de FT et FN tendent alors vers 0. Nous evaluerons done ces
deux composantes dans le cas particulier ou 1'epaisseur 62 est tres superieure
a 1'epaisseur minimale e\. Dans ce cas, on trouve :
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avec 9 = (e^ — ei)/L w e^/L (on remarque que les variations du rapport
62/61 influent peu sur celles de FT et FN). Compte tenu des faibles valeurs
de #, FN peut prendre des valeurs tres importantes, alors que la force de
freinage tangentielle FT est inferieure d'un ordre de grandeur : c'est le
resultat essentiel de la lubrification. Cette propriete est mise a profit dans
les paliers de machines tournantes, ou sur les patins hydrauliques ; grace a
des biseaux d'angle tres faible, on peut creer des forces normales importantes,
qui supportent de lourdes charges. Dans un palier hydraulique, les forces
normales dites elastohydrodynamiques peuvent ainsi deformer elastiquement
les solides au voisinage des points de section minimale.

Remarques
f Pour 62/61 = 10, par exemple, les coefficients numeriques des expressions de

FT et FN valent respectivement —8, 3 et 0,3, et ils ne varient que tres lentement
avec 62/61. Remarquons que les variations respectives de FT et FN en 1/9 et I/O2,
dans ces formules, ne restent valables que si 62/61 reste eleve (i.e. la reduction de 9
est due uniquement a la diminution de ez/L). Si 62/61 —> 1, il faut alors revenir a
la forme initiale des expressions de FT et FN donnant FN = 0 pour 62 = ei (plans
paralleles).

4 Notons aussi que, lorsque 62 ^> ei, le maximum de p(x) est obtenu pour
e ~ lei ; ce resultat montre que les forces normales sont localisees dans les zones
de plus faible epaisseur ; il permet d'obtenir des solutions approchees des problemes
de lubrification. Prenons, par exemple, le calcul de la force qui s'exerce entre deux
spheres de meme rayon R, qui s'approchent 1'une de 1'autre de telle fagon que la
separation minimale a 1'instant t est e\(t) : on resoud le probleme en se limitant
aux contributions des points de 1'ecoulement sur une calotte spherique de rayon
i/J?ei(t) (la separation des bords de la calotte au plan est egale dans ce cas a 2ei).

4 Discutons finalement les profils de vitesse entre les deux parois a partir de
I'equation (4.141) transformee en remplagant dp/dx par 9(dp/de), et en remplagant
dp/de par 1'expression (4.154) combinee a 1'expression (4.157). On s'interesse tout
particulierement ici a 1'existence possible d'un maximum dans le profil de vitesse.
Nous calculerons done simplement la derivee :

Pres de la paroi inferieure (y = 0) et de la paroi superieure (y = e(x)), on a
respectivement :

et

Les derivees dvx/dy du profil de vitesse sur les plans inferieur et superieur
s'annulent done respectivement pour e(x\] = 3ei62/(2(ei + 62)) = 3em/4 et
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6(0:2) — 3ei62/(ei + 62) = 3em/2, c'est-a-dire de part et d'autre du point ou se
trouve le maximum de pression. Pour des distances plus faibles que x\, on a un
minimum de vitesse ; pour des distances plus grandes que xz, la vitesse est dirigee
vers la droite a proximite de la paroi superieure et on a un maximum de vitesse. Pour
la section d'epaisseur em correspondant au maximum de la pression, on a un profil
de variation lineaire avec la distance : on le voit aisement en calculant la derivee
seconde d2vx/dy2 du profil v x ( y ) de la vitesse a partir de Pequation (4.163), pour
obtenir d2vx/dy2 = (9/r])(dp/de(x)}. Le profil de courbure nulle correspond bien
au maximum de pression : ce qui est normal puisque, en 1'absence de gradient de
pression, la composante de Poiseuille de Pecoulement s'annule et seule la composante
de Couette subsiste.

4.7.5 Ecoulements d'un film fluide de profil d'epaisseur
quelconque

Dans cette partie, nous traitons le cas plus general de 1'ecoulement d'un
film mince de fluide entre deux surfaces solides d'espacement variable avec
des mouvements relatifs dans des directions quelconques.

Equation de Reynolds

On conserve 1'hypothese d'un film fluide sufHsamment mince par rapport
aux distances caracteristiques de variation de la vitesse et de 1'epaisseur
parallelement au film, pour qu'on puisse continuer de considerer 1'ecoulement
comme quasi parallele (Fig. 4.27). On suppose egalement que la surface
inferieure est un plan immobile y — 0, que la surface superieure est situee
a une hauteur h(x, i), et que chaque point de la surface superieure a une
vitesse U(x, t) de composantes respectives U(x, t) et V(x, t) suivant Ox
et Oy. Le gradient longitudinal de pression dp/dx est considere comme
constant sur 1'epaisseur du film, mais peut varier lentement le long de celui-ci.

FIG. 4.27 - Schema d'un ecoulement quasi unidimensionnel d'une fine couche
de liquide entre un plan et une surface superieure solide de distance h(x, t)
au plan variable avec le temps et la position.
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Enfin, comme precedemment, 1'ecoulement local est une superposition d'un
ecoulement de Poiseuille (induit par le gradient de pression dp/dx) et d'un
ecoulement de Couette du au deplacement relatif eventuel des surfaces solides
limitant les surfaces superieure et inferieure du film.

Negligeons des forces en volume (paralleles a la couche fluide) eventuelles :
on peut conserver la relation (4.153) entre le debit local Q(x, t} dans le film
(par unite de longueur suivant Oz), le gradient dp/dx et la composante de
vitesse U(x, t) du plan superieur dans la direction Ox, avec :

Analysons maintenant la conservation de la masse dans une tranche du film
fluide sur 1'intervalle (x, x + dx) : la variation (dh/dt)dx de volume de fluide
dans la tranche, par unite de temps, est la difference Q(x) — Q(x + dx) =
—(dQ/dx)dx entre les debits de fluide entrant et sortant. On obtient alors,
en derivant par rapport a x 1'equation (4.165) :

Cela correspond a un ecoulement a deux dimensions invariant par translation
dans la direction Oz. On appelle 1'expression (4.166) equation de Reynolds.
En pratique, on impose souvent les valeurs de pression aux extremites de la
couche fluide.

Notons enfin que les composantes verticale V et horizontale U de la vitesse
locale de la paroi sont reliees a la derivee dh/dt par la relation geometrique :

En effet, un deplacement horizontal de la paroi superieure entrainera une
variation de 1'epaisseur locale si la paroi n'est pas elle-meme localement
horizontale. Cette variation locale s'ajoute a celle induite par la composante
verticale du deplacement de la paroi. La variation resultante est nulle si la
paroi superieure se deplace dans son plan (V/U = dh/dx). Dans le cas d'un
film a deux dimensions ou 1'epaisseur h(x: z, t) varie dans les deux directions
x et z paralleles au plan inferieur, on doit remplacer 1'equation (4.165) par :

ou U represente la projection sur le plan xOz de la vitesse de la surface
superieure et Q a pour composantes le debit local par unite de section
respectivement perpendiculaire a Ox et Oz. En ecrivant 1'equation de
conservation de la masse sous une forme tridimensionnelle dh/dt + div Q = 0,
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on obtient la generalisation de 1'equation (4.166) :

De meme, 1'equation (4.167) devient alors :

Le probleme de la section 4.7.4 (ecoulement entre deux plans formant un angle
0) peut etre traite comme une solution particuliere de 1'equation de Reynolds
avec dh/dt = —Udh/dx, h(x] — e(x) et de/dt = —Ude/dx. En effet, on se
plac.ait dans un referentiel fixe par rapport au plan superieur ou 1'ecoulement
etait stationnaire, alors que dans cette section on se place dans un referentiel
fixe par rapport au plan inferieur (la vitesse locale du plan superieur est alors
U}. L'equation (4.166) devient alors

On obtient la meme equation en multipliant la relation (4.154) par e(x)3 et
en derivant par rapport a x (Q = cte par rapport a x dans le referentiel du
plan superieur, alors qu'il varie dans celui du plan inferieur).

Un exemple d'application de 1'equation de Reynolds :
cylindre descendant vers un plan irifini

Considerons le probleme avec une symetrie de revolution (Fig. 4.28) d'un
cylindre, qui s'approche d'un plan infini parallele a sa face inferieure. On
suppose qu'il y a une goutte de volume constant VQ (Fig. 4.28a) entre le
cylindre et le plan, ou que le cylindre et le plan sont immerges completement
dans un meme fluide (Fig. 4.28b). On appelle Fext la force supposee constante,
qui peut etre le poids du cylindre, exercee par le cylindre sur le fluide. On
suppose que la pression en dehors de la goutte, ou en dehors de 1'intervalle
cylindre-plan, est une constante notee pai. En notant que grad/i = 0 et
U — 0, on trouve :

En integrant deux fois 1'equation (4.172) par rapport a r, on trouve :
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FIG. 4.28 - (a) Schema d'un cylindre descendant vers un plan infini en
ecrasant une goutte liquide de volume constant, avec une symetrie de
revolution du cylindre ; (b) cylindre completement immerge dans un fluide
descendant vers un plan infini parallele.

Le coefficient B est mil car la pression doit rester finie sur 1'axe, et C est
determine en ecrivant que p(r) = y>at pour r — a(£) (cas (a)) ou r = R
(cas (b)). On obtient alors respectivement :

et

Notons que, dans le cas d'une goutte de volume constant VQ fini, le rayon a(t}
de la goutte est relie a 1'epaisseur h(t) par a2(t) = VQ/(nh(t)). Calculons la
force totale Fp exercee par la pression du fluide sur le piston par integration
de la pression par rapport a r entre 0 et a(t) ou R (Fp — f 2vr(p — Pat)f dr).
On obtient alors respectivement :

et

Cette force est equilibree par la force Fext supposee constante appliquee par le
cylindre. En remplagant h(i) par sa valeur, en supposant la force Fext dirigee
vers le bas et en negligeant les termes associes a 1'acceleration du cylindre, on
obtient les equations differentielles pour la variation de h(t) :
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et

En appelant ho la distance entre le cylindre et le plan au temps t ~ 0,
et to le temps caracteristique defini par : 87rt0 |Fext|/(3?7 F0

2) = I/fog ou

4t0 |JFext|/(37T7/JR
4) = I/hi, on obtient :

et

Dans le premier cas (a), le rayon a(t) de la goutte augmentera avec le temps
en (t + to)~1/8. Quand le rayon de goutte atteint le rayon R du cylindre, les
formules du deuxieme cas (b) s'appliquent au premier.

Pour une force (.Fext constante imposee, le cylindre devrait atteindre le
plan au bout d'un temps infini par suite de 1'effet croissant du ralentissement.
Ce dernier est encore plus marque dans le cas d'une goutte n'occupant qu'une
partie de Fintervalle entre cylindre et plan : en effet, quand h diminue, non
seulement les forces de frottement deviennent plus elevees mais, de plus, la
surface sur laquelle on a frottement visqueux augmente.

Remarque En pratique, 1'effet des rugosites des surfaces en regard fait disparaitre
la singularity, lorsque la distance devient de 1'ordre de la hauteur de ces rugosites.

Inversement, si on impose la vitesse de descente Vz — d/i/di, la force de
pression Fp a appliquer pour conserver cette vitesse de descente augmentera
rapidement lorsque 1'epaisseur diminuera (d'apres (4.175a et b)) :

et

On voit done qu'on peut developper des forces considerables lorsque
1'intervalle entre les objets et 1'epaisseur du film fluide diminue.

4.7.6 Quelques problemes de lubrification
Une application tres importante des problemes de lubrification se rencontre

dans les deplacements de pieces en mouvement, lorsqu'il y a un faible intervalle
entre les pieces (piston-cylindre, essieu-logement ...). Un autre exemple
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est 1'interaction entre des particules dans une suspension, lorsqu'elles se
rapprochent a faible distance. Les calculs de lubrification permettent aussi de
rendre compte de 1'augmentation de la force de frottement visqueux sur une
sphere se deplagant au voisinage d'une paroi. Neanmoins, lorsque la distance
devient tres faible, les effets de rugosite jouent un role important. Un exemple
en est donne a la figure 4.29. Dans le cas de deux spheres parfaitement lisses
qui se rencontrent, la trajectoire finale coincide avec la ligne de deplacement
initial (Fig. 4.29a) : on peut montrer que cela resulte de la reversiblite par
renversement du temps des solutions de 1'equation de mouvement de Stokes a
petit nombre de Reynolds (voir chapitre 8, section 8.2.3). Cette reversibilite
peut etre brisee par 1'effet des rugosites des particules (Fig. 4.29b). Nombre
de problemes lies a la lubrification, aux frottements et a 1'usure dependent
des heterogeneites des surfaces.

FIG. 4.29 - Difference entre le mouvement d'une sphere se deplacant par
rapport a une autre sphere fixe, dans le cas ideal de spheres sans interactions
autres que celles dues a I'hydrodynamique (a) ; dans un cas reel de spheres
rugueuses (b). Dans le deuxieme cas, les deux spheres subissent un decalage
de leur trajectoire apres s'£tre rencontrees, au lieu de revenir sur la ligne
commune ou elles se trouvaient initialement (un effet analogue pourrait
etre obtenu dans le cas oil les deux spheres presenteraient des interactions
interparticulaires telles que, par exemple, la repulsion electrostatique).

Notons enfin que 1'argument de reversibilite suppose que le champ de
vitesse prend a chaque instant sa configuration d'equilibre qui correspond a la
valeur instantanee de la distance entre les obstacles. En fait, les variations de
vitesse se font sentir avec une constante de temps gouvernee par la viscosite.
Dans le cas des deux spheres qui se rapprochent, ce temps est de 1'ordre de
d2 /]/ ; il doit etre petit devant le temps convectif d/U, de fagon a ce que le
nombre de Reynolds construit avec ces deux temps soit petit. Dans le cas
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inverse, le mouvement de la sphere depend de 1'histoire passee, cas que nous
ne discuterons pas ici.

4.8 Ecoulements de couches liquides
avec surfaces libres - hydrodynamique
du mouillage

Un autre type d'ecoulement ou les forces inertielles et les termes non
lineaires des equations de mouvement des fiuides sont negligeables est celui
des films fiuides minces a surfaces libres. De tels ecoulements ont des
applications tres importantes dans 1'etalement de revetements, de peintures ou
de nettoyants sur des materiaux. Ce cas est proche de celui de la lubrification
car, la aussi, les lignes de courant sont presque paralleles, mais la presence
de surfaces libres fait apparaitre des forces supplementaires de tension
superficielle. Nous avons introduit cette notion au chapitre 1 (section 1.4)
et decrit quelques proprietes statiques des interfaces qui en resultent. Nous
avons egalement introduit les notions de parametre d'etalement et d'angle de
contact statique a travers la relation d'Young-Dupre (1.72).

A present, nous nous interessons aux phenomenes dynamiques
d'ecoulement de films fluides, pour lesquels il y a competition entre la tension
superficielle, la gravite et la viscosite. Ainsi, nous etudierons tout d'abord
1'evolution, avec la vitesse de deplacement de la ligne de contact, de Tangle de
contact dynamique d'une interface en situation de mouillage total. Ce resultat
sera utilise pour la prediction de 1'etalement de gouttes de petite taille, et il
sera compare a celui de gouttes s'etalant sous I'effet de la gravite.

Nous aborderons ensuite le cas - different - ou des gradients de
temperature ou de concentration de composes tensioactifs induisent des
gradients de tension superficielle, qui creent eux-memes des ecoulements.

4.8.1 Angle de contact dynamique en situation
de mouillage total - loi de Tanner

On s'interesse ici aux variations de I'angle de contact d'avancee, dues a des
effets hydrodynamiques en situation de mouillage total : I'angle de contact
statique 9S est nul, le parametre d'etalement initial S = ^sg — %\ — 7 est positif
(nous notons 7 = 7ig). Le deplacement de 1'interface a la vitesse V fait passer
I'angle de contact de la valeur 9S = 0 a une valeur finie 0(V). Notons que,
dans de tels systemes en mouillage total, il y a toujours en amont de la ligne
de contact, un film precurseur d'epaisseur submicronique : I'angle de contact
0(V) est en fait un angle de contact apparent - avec la paroi - de la partie
macroscopique du menisque (Fig. 4.30).

Etudions tout d'abord 1'equilibre des forces exercees sur la ligne de
contact, en nous plagant dans une geometric a deux dimensions. En suivant
la meme demarche que celle utilisee au chapitre 1 pour demontrer Tequation
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FIG. 4.30 - Schema du deplacement d'une interface sur une surface solide en
presence d'un film precurseur.

de Young-Dupre (relation (1.72)), on trouve une force resultante, par unite
de longueur, de composante horizontale : Fr = jsg — %\ — 7 cos 9. II
faut toutefois noter que, avec cette relation, on ne peut verifier la condition
d'equilibre statique Fr = 0 a vitesse nulle meme pour 9 — 0, car le parametre
d'etalement S est positif puisque le mouillage est suppose total. On considere
en general que la force restante S par unite de longueur est utilisee pour
former le film precurseur. La force resultante qui induit le deplacement de la
partie d'epaisseur macroscopique du menisque (a gauche du point O sur la
figure 4.30) lorsque I'angle 9 ne vaut plus 0 mais 0(V) ^ 0, n'est pas alors Fr,
mais la difference Fr — S = 7(1 —cos 9). L'energie par unite de temps, dEts/dt,
fournie par les forces de tension superficielle pour generer I'ecoulement dans
le menisque, est done :

L'energie correspondante sera dissipee par viscosite dans 1'ecoulement a
1'interieur du film associe au deplacement de 1'interface. Remarquons que
cette energie serait nulle pour un angle 9 = 0, qui correspondrait au cas
d'une interface presque immobile pour lequel toute 1'energie disponible serait
dissipee dans le film residuel.

Analysons maintenant I'ecoulement dans la partie macroscopique du film
fluide, en appelant £(x) 1'epaisseur du film : on suppose qu'on est suffisamment
proche de la ligne de contact pour que les effets de la gravite soient negligeables
sur les faibles distances verticales considerees. On supposera egalement que
Tangle de contact macroscopique apparent 9 est assez faible pour qu'on puisse
utiliser en tout point I'approximation de lubrification. Appelons Q(x) le debit
(par unite de longueur perpendiculairement a la figure) dans la section du film
a une distance x de la ligne de contact, et supposons par ailleurs que 1'interface
se deplace sans se deformer a la vitesse V'. La variation entre t et t + dt du
volume compris entre la section x et la ligne de contact est egale a Q(x]. Avec
les hypotheses precedentes, cette variation correspond au volume £(x)(V dt)
d'une tranche de fluide d'epaisseur V dt, situee autour de la section x.
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Dans 1'approximation de lubrification, on peut considerer que la contrainte
tangentielle rjdvx/dz sur 1'interface z = £(x) est nulle (condition de surface
libre) ; par ailleurs, vx(0) — 0. On aura done un profil de vitesse du type
v x ( z ] = A(x) (£(#) — z/2)z. En integrant entre 0 et £(x] par rapport a z pour
calculer Q(x), on trouve :

Notons que la vitesse du fluide a 1'interface est plus grande que la vitesse
moyenne Q(x)/£(x).

Ecrivons maintenant que la puissance dEts/dt donnee par
1'equation (4.179) est egale a la puissance dissipee par viscosite dans
1'ecoulement correspondant au profil de vitesse (4.181). Cette puissance
dissipee par unite de volume est donnee par 77 (dvx/dz)2. On obtient la
dissipation totale dEv/dt (toujours par unite de longueur transversale) en
integrant cette expression entre 0 et £(x), puis par rapport a x. Prenons
maintenant £(x) = Ox, ce qui revient a negliger la courbure de 1'interface
dans le plan (a;, z) : cette approximation revient a supposer que la plus
grande partie de la dissipation a lieu tres pres de la ligne de contact - la ou
1'erreur ainsi introduite est la plus faible. On obtient alors en valeur absolue
a partir des equations (4.180 et 4.181) :

II est necessaire d'introduire des bornes superieure XM et inferieure xm dans
1'integrale, compte tenu de la divergence de 1'integrale (logarithme) lorsque x
tend vers zero et 1'infini. On peut supposer que la borne superieure XM
correspond a une longueur de 1'ordre de la taille de la goutte dans le plan xOz,
mais un probleme plus important vient de la divergence de la puissance
dissipee aux tres petites distances de la ligne de contact. Get aspect a fait
1'objet de nombreuses etudes et simulations numeriques a Fechelle moleculaire,
et aucune solution exacte n'est actuellement disponible. En considerant alors
xm comme un parametre ajustable du modele, on obtient :

Dans 1'approximation des petits angles de contact ou (1 — cos<9) w 02/2, on
trouve finalement la relation de Tanner :

Le nombre sans dimension Ca — r]V/^ est appele nombre capillaire : il
represente 1'importance relative des effets dus a la viscosite et de ceux dus a
la capillarite. En effet, si les gradients de vitesse et les rayons de courbure des
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interfaces ont une meme longueur caracteristique L, les differences de pression
d'origine visqueuse et capillaire seront respectivement de 1'ordre de 77 V/L et de
7/L, et leur rapport sera de 1'ordre de Ca (dans le cas contraire, le rapport sera
toujours de 1'ordre de Ca, mais il faudra introduire un facteur geometrique
correcteur). Le nombre capillaire peut egalement etre considere comme le
rapport de la vitesse V caracteristique de 1'ecoulement et d'une vitesse 7/17
caracteristique du fluide (de 1'ordre de 102 ms-1 pour 1'eau). On remarque
que le resultat ne fait pas intervenir la valeur du parametre d'etalement :
cela reflete simplement le fait que 1'exces d'energie correspondant a la valeur
positive de ce parametre est suppose s'etre dissipe dans le film residuel, sans
intervenir dans la dynamique du menisque macroscopique. Des theories plus
completes ont ete developpees pour prendre en compte des effets qui sont
negliges dans les calculs precedents (comme, par exemple, les variations de
courbure de 1'interface pres de la ligne de contact). On obtient des expressions
similaires a Pequation (4.184) pour les faibles valeurs de 0, mais le coefficient 6
est remplace par 9.

La figure 4.31 montre comment la loi de Tanner est verifiee
experimentalement, a partir de mesures effectuees par une methode optique
sur un menisque d'huile silicone se deplagant a 1'interieur d'un tube capillaire.
La courbe continue represente la variation theorique predite par Pequation de
Tanner (Eq. (4.184) avec un prefacteur egal a 9 au lieu de 6) pour la valeur
£ — 10~4 du rapport x m / X M , qui donne le meilleur accord avec les points
experimentaux. Ceux-ci suivent de tres pres la loi theorique, jusqu'a des

FIG. 4.31 - Variations de I'angle de contact en fonction du nombre capillaire
d'une interface d'huile silicone dans un tube capillaire, dans des conditions
de mouillage total . ( ) courbe theorique deduite de la loi de Tanner pour
£ — XTH/XM = 10~4 ; (A) donnees experimentales (document M. Fermigier et
P. Jenffer).
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valeurs tres elevees de Tangle 9, de 1'ordre de 100°. La valeur correspondante
de xm est de 1'ordre de 100 nm.

Remarque Cette valeur experimentale est du meme ordre de grandeur que celle
predite par des considerations theoriques de P. G. de Gennes, a partir de Panalyse a
petite echelle du raccordement entre le menisque macroscopique et le film precurseur,
et la dissipation d'energie dans ce dernier. Dans ce modele, la zone de transition ou
1'interface ne peut plus etre consideree comme un coin d'angle 6 commence quand
1'epaisseur du film atteint une valeur inferieure a a/9 (a est une longueur atomique).
La valeur correspondante de la distance xm est ainsi de 1'ordre de a/d2, ce qui
explique la valeur relativement elevee de xm, et done du rapport xm/ZM- Les
theories plus completes, comme celle de Cox, permettent de reproduire ces variations
experiment ales jusqu'a des valeurs de Od encore plus elevees.

On peut appliquer une approche du meme type au cas du mouillage
partiel, a condition que Tangle de mouillage soit proche de zero. Les relations
ainsi obtenues sont beaucoup moins bien verifiees que la loi de Tanner et, et
generalement, on utilise plutot des approches plus empiriques qui generalisent
cette loi. D'autres modeles, faisant intervenir des processus d'adsorption
moleculaire, ont egalement ete proposes.

4.8.2 Dynamique de 1'etalement de gouttes
sur une surface plane

Gouttes de petite dimension avec mouillage total

On s'interesse ici a la variation, en fonction du temps, du rayon de gouttes
d'un liquide non volatil, posees sur un substrat solide dans des conditions
de mouillage total. Pour de telles gouttes, on admettra que la dynamique
resulte d'un equilibre entre la dissipation visqueuse discutee plus haut et les
forces capillaires. On suppose par ailleurs (nous discuterons ce point plus
tard) qu'il suffit de prendre en compte la dissipation par viscosite dans la zone
proche de la ligne de contact ; nous appliquerons a ce systeme tridimensionnel
les equations obtenues plus haut dans un cas bidimensionnel, en supposant
qu'elles restent valables tant que le rayon de courbure de 1'interface est assez
grand devant 1'epaisseur de la goutte. L'idee du calcul est de supposer qu'on
a, a tout instant, equilibre entre cette dissipation et le travail des forces
capillaires exercees sur la ligne de contact.

Appelons fi le volume de la goutte, et supposons qu'elle garde une forme
de calotte spherique de hauteur h(t), de rayon de courbure R(t) et de rayon
de contact rg(t] avec le plan (Fig. 4.32). On a :

Demonstration Entre les parametres geometriques, on a la relation exacte
(2R — h)h = r2 (Fig. 4.32). On obtient le volume de la calotte spherique en prenant
1'integrale entre zero et h(i) de Trr2 — (2R + z — h)(h — z] (r est ici le rayon, exprime
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FlG. 4.32 - Etalement d'une goutte sous I'influence des forces de capillarite.

a partir de cette meme formule, de la coupe horizontale de la calotte a une hauteur
z quelconque). On obtient alors :

Par ailleurs, on a h(t) — r g ( t ) tan(#/2), et on obtient Pequation (4.185) en supposant
9 tres petit devant 1'unite.

Combinons les equations (4.184) et (4.185), et remplagons V par drg/dt, on
obtient :

D'ou, finalement :

On predit done une croissance tres lente, en £1/10, du rayon de la goutte avec
le temps. Comme le produit r ^ ( t ) 0 ( t ) est une constante (relation 4.185),
9(i) decroit done dans ce regime en £~3/10. Les coefficients numeriques
peuvent etre calcules facilement en combinant les equations (4.186) et (4.188).
Remarquons que la solution obtenue ne peut etre qu'approchee, car nous
avons suppose le rayon de courbure constant le long de 1'interface, puisqu'elle
est consideree comme une calotte spherique. Aussi, la pression juste sous
la surface libre est constante le long de cette derniere : cela est en
contradiction avec 1'existence de 1'ecoulement d'etalement qui fait apparaitre
des gradients de pression provenant de la viscosite. La solution exacte est
assez complexe, elle donne une variation de rg(t] similaire, mais avec des
coefficients numeriques un peu differents.

La figure 4.33 montre la variation avec le temps du rayon d'un ensemble
de gouttes d'huile silicone deposees sur des plaques de verre hydrophiles non
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FIG. 4.33 - Variation temporelle (en coordonnees log-log) du rayon rg(i), pour
un ensemble de gouttes d'huile silicone (77 = 0,02 Pa.s, 7 — 20 mN.m~l), de
volume Q variable, qui s 'etale sur des plaques planes de verre hydrophiles. La
ligne en tirets marque la limite entre les regimes domines par la gravite et par
la capillarite. Les lignes continues respectivement a droite et a gauche de la
ligne en tirets correspondent a des variations en lois de puissance d'exposants
1/8 et 1/10 (document A.-M. Cazabat, M. Cohen Stuart).

rugueuses. La loi de variation en £1/10 n'est observee qu'aux temps courts (a
gauche de la ligne en tirets) auxquels le rayon rg est assez faible pour que
les effets capillaires restent dominants. Aux temps plus longs, on passe dans
un regime domine par les forces de gravite et il s'applique aux gouttes de
plus grand diametre que nous aliens decrire maintenant (nous avons en effet
montre au chapitre 1 (section 1.4.2) que ce sont les valeurs relatives du rayon
rg et de la longueur capillaire qui determinent 1'importance relative des effets
de capillarite et de gravite).

Gouttes de grande dimension sous 1'effet de la gravite

Dans ce cas, la gravite joue un role dominant pour determiner a la
fois la geometric de la goutte et sa dynamique. Les gouttes peuvent alors
etre considerees comme plates dans la partie centrale, et leur courbure est
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FlG. 4.34 - Vue schematique d'une goutte de grand rayon s'etalant sous I'effet
de la gravite.

localisee pres des bords (Fig. 4.34). Nous aliens tout d'abord estimer les
effets de dissipation d'energie due a la viscosite dans la partie centrale, pour
les comparer ensuite a ceux que nous avons calcules dans le cas precedent,
pres de la ligne de contact.

Supposons que, dans la partie centrale, la goutte a une epaisseur h(t)
independante de la distance r a 1'axe. Analysons la conservation de la masse
de liquide dans un cylindre de rayon r, de meme axe que la goutte et contenant
toute cette derniere. Soit V(r) la moyenne a la distance r de la vitesse radiale
du fluide sur 1'epaisseur de la goutte ; le debit volumique total Q(r) a travers
le cylindre de rayon r est egal a 27trhV(r). Q(r) doit etre egal et oppose
a la variation TT r2 dh/dt de la masse de fluide dans le cylindre, avec par
consequent :

La relation s'applique egalement pour r = rg, et on a done :

ou V(rg) est egalement la vitesse d'etalement V = drg/dt du bord de la
goutte (on le demontre comme pour 1'equation (4.180)). Compte tenu du
profil parabolique a 1'interieur de la lame de fluide (avec une vitesse maximale
et un gradient de vitesse nul a la surface (Eq. (4.37)), ainsi qu'une vitesse
nulle sur la paroi), la vitesse Vs a la surface verifie Vs(r) = (3/2)V(r) avec
vr(z) = Vs(r}zC2h — z)/h2. h est 1'epaisseur de la goutte dans la partie plate
et on a, comme dans le cas precedent, une contrainte nulle a la surface z = h.
La dissipation visqueuse dans la partie plate de la goutte, prise en premiere
approximation egale au rayon rg, verifie done :

En appliquant la formule (4.183) sur le perimetre 2?rr5 de la goutte, on trouve
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1'energie dissipee par viscosite tres pres de la ligne de contact :

Le rapport des deux termes est de 1'ordre de :

Au coefficient logarithmique pres, ce rapport est de 1'ordre de grandeur de
celui du rayon rg de la goutte et de la largeur (« h/9) de la zone de transition
entre la ligne de contact et la partie plate de la goutte). Ainsi, pour des
gouttes de taille rg grande devant h/0, la dissipation par viscosite dans la
partie plane de la goutte finit par etre dominante, contrairement aux gouttes
de petite taille vues precedement, pour lesquelles la dissipation pres la ligne
de contact est plus importante.

Nous aliens maintenant determiner la loi d'etalement des gouttes, dans
le cas ou les forces de gravite sont dominantes (Fig. 4.34). Comme
precedemment, on suppose que le liquide utilise est non volatil, pour eviter des
phenomenes d'evaporation qui, souvent accompagnes de variations de tension
superficielle, creent des ecoulements supplementaires par effet Marangoni
(etudie a la section suivante). Nous estimons la loi d'etalement a 1'aide de
la formule (4.191), en supposant que 1'epaisseur de la goutte est constante
sur toute sa surface. La dissipation d'energie par viscosite doit a tout instant
correspondre a la variation d'energie potentielle de la goutte : celle ci vaut
(d/dt)[(7r/2.) pgr^h2}. Par ailleurs, le volume f2 = Trr'jh de la goutte est
constant. On a done en utilisant 1'expression (4.191) avec V = drg/dt le bilan
d'energie suivant :

Remplagons maintenant h par son expression en fonction de £7 et rg. On
obtient :

soit :

De cette maniere, on predit done (en supposant le rayon de la goutte nul
au temps t = 0) une croissance de la goutte en £1//8, au lieu de t1/10 dans
le cas precedent. Ce resultat correspond bien a 1'evolution aux temps longs,
observable sur les courbes de la figure 4.33. On peut obtenir une evaluation
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- toujours de la meme forme mais avec des coefficients plus precis - de rg(t)
en supposant que 1'epaisseur du film n'est pas exactement constante avec la
distance a 1'axe, mais est decrite par un profil autosimilaire.

Les lois d'etalement en t1/8 et i1/10 represented deux cas limites, valables
pour 1'etalement des gouttes dans des conditions de mouillage total. D'autres
types de loi d'etalement (en t1/4) sont observees pour des ecoulements sur une
plaque en rotation, ou sur certaines surfaces rugueuses. Des adaptations de ces
modeles a des geometries et des proprietes de fluides plus complexes ont des
applications tres importantes pour les precedes d'etalement de revetements
decoratifs ou protecteurs. Un autre probleme pratique important - non
discute ici - est 1'apparition d'instabilites interfaciales des films de fluides
en ecoulement, qui peuvent se manifester par des deformations, sou vent tres
importantes, de la ligne de contact ou par des variations d'epaisseur.

4.8.3 Ecoulements induits par des gradients de la tension
superficielle - effet Marangoni

Les gradients de tension superficielle dus a des variations de temperature
ou de concentration de solutes (tensio-actifs par exemple) peuvent creer des
contraintes en surface et induire des mouvements dans les fluides. Ainsi, si
une couche d'eau est posee sur une surface et qu'un point de la surface est
touche avec un morceau de savon, on voit cette partie de la surface s'assecher
(Fig. 4.35) : en effet, la tension superficielle est reduite localement et les forces
de tension superficielle sont desequilibrees. Un ecoulement s'effectue done vers
les parties voisines, ou la tension superficielle reste inchangee.

FIG. 4.35 - Deformation d'une couche de fluide par addition locale d'un pen
de tensioactif.

Ces mouvements de fluide peuvent etre egalement dus a des variations de
la temperature T d'un point a 1'autre d'une interface liquide-air ou liquide-
liquide : en effet, comme nous 1'avons indique au chapitre 1 (section 1.4.1), le
coefficient de tension superficielle depend de la temperature, selon une loi qui
peut s'ecrire, pour des variations de temperature moderees, sous la forme :

Ainsi, un gradient de temperature parallele a la surface d'un liquide fait
apparaitre une contrainte tangentielle sur celle-ci (Fig. 4.36). En effet, sur une
bande de largeur dx, les forces de tension de surface ne sont plus equilibrees ;



248 Chapitre 4 : Dynamique des fluides visqueux ...

la resultante est orientee vers les zones ou la temperature est la plus faible. Au
gradient de temperature dT/dx correspond un gradient de tension superficielle
egal a :

Ce gradient induit une contrainte <j^/ parallele a Ox sur 1'element de surface L
dx avec :

II en resulte done un ecoulement parallele a la surface, et le signe negatif qui
apparait dans a^y traduit le fait que la traction se fait dans la direction ou
la temperature est la plus faible.

FIG. 4.36 - Apparition de contraintes de traction a la surface libre d'un liquide,
par suite de I 'existence d'un gradient de temperature horizontal.

La mise en mouvement du fluide sous Peffet des gradients de tension
superficielle constitue Veffet Marangoni. Pour une surface libre plane d'un
liquide en contact avec un gaz, la contrainte tangentielle globale doit etre nulle.
La contrainte de frottement visqueux a£y = —rj (dvx/dy) correspondant a
1'ecoulement doit done compenser axy • On a alors :

Calculons maintenant le profil d'ecoulement ainsi cree dans le film fluide,
limite inferieurement par un plan solide horizontal y = 0, d'epaisseur moyenne
a, et infiniment etendu dans la direction Oz (Fig. 4.37). Nous supposons,
comme dans les sections precedentes, que 1'ecoulement est unidirectionnel, la
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FlG. 4.37 - Profit de vitesse a I'interieur d'un film fluide de longueur finie, en
presence d'un gradient de temperature horizontal qui induit un ecoulement de
recirculation par effet Marangoni. Le gradient de pression induit par le profil
parabolique de vitesse est accompagne d'une deformation de la surface libre
superieure.

seule composante non nulle etant vx(y). Le gradient de pression suivant Oy
verifie (dp/dy) = ~pg. Supposons, dans un premier temps, que la surface
superieure est parfaitement horizontale, que la densite du fluide est constante
avec la temperature, et que cette derniere est uniforme sur 1'epaisseur h. La
pression verifie alors en tout point :

La pression ne depend done pas de x, et la composante suivant Ox de
1'equation de mouvement se reduit a :

On a done une variation lineaire de la vitesse vx avec y, comme dans un
ecoulement de cisaillement simple. En utilisant (4.199), on trouve :

Dans la pratique, le film est de taille finie dans la direction Ox ; le fluide
s'accumule done du cote vers lequel se fait 1'ecoulement, ce qui cree un
gradient de 1'epaisseur h(x) du film. Soit dh/dx, la pente de la surface
libre ((dh/dx) <C 1) ; 1'ecoulement reste quasi-unidirectionnel, et le gradient
vertical de pression est toujours egal a — pg. Le seul effet de 1'inclinaison de la
surface est done d'introduire un gradient de pression horizontal pg(dh/dx).
En regime stationnaire, ce gradient cree un contre-ecoulement en profondeur,
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qui compense exactement 1'ecoulement de cisaillement pres de la surface
pour donner un debit global nul. L'equation de mouvement correspondant
a 1'ecoulement stationnaire global s'ecrit :

Apres integration, et en utilisant les conditions :

on obtient (en supposant les variations d'epaisseur faibles devant la valeur
moyenne a) :

Get ecoulement est done la superposition d'un ecoulement de cisaillement et
d'un ecoulement de Poiseuille. On obtient la valeur de dh/dx en utilisant de
nouveau la condition (4.198) sur la contrainte en surface, soit :

Le phenomene que nous venons de decrire peut aisement etre observe en
approchant la pointe d'un fer a souder de la surface de 1'eau ; on constate
que la surface se creuse au-dessous de la pointe. Les gradients de tension
superficielle sont egalement a 1'origine d'une instabilite convective induite sur
une couche liquide libre de fluide, chauffee par au-dessous. Nous rencontrerons
cette instabilite, dite de Benard-Marangoni, au chapitre 10 (section 10.3.2).

Des effets du meme type et d'origine similaire s'observent dans de
nombreux cas, comme 1'ascension d'un film liquide sur une paroi solide en
presence d'un gradient de temperature vertical sur la paroi, ou le deplacement
spontane de gouttes sur une surface solide en presence d'un gradient de
temperature ou de tension superficielle. Une manifestation spectaculaire est le
phenomene des larmes de vin, qui s'observe dans un verre partiellement rempli
de vin suffisamment alcoolise, en agitant initialement le verre ce qui permet
de laisser un film de liquide sur les parois au-dessus de la surface du liquide.
On observe une ascension du liquide du film, qui se rassemble a la partie
superieure de ce dernier en un bourrelet, puis 1'apparition de gouttelettes, qui
retombent regulierement vers le bas apres un certain temps. L'evaporation
de 1'alcool contenu dans le film liquide fait augmenter sa tension superficielle
et provoque 1'ascension du fluide du film au-dessus de la surface libre - ou la
tension superficielle reste inchangee. Dans le bourrelet, Peffet d'evaporation
finit par se reduire, et les gradients de tension superficielle n'arrivent pas a
equilibrer 1'effet de la gravite sur les gouttes, qui retombent en « larmes ».



Ecoulements de couches liquides avec surfaces libres 251

Par ailleurs, il est possible d'induire des gradients de tension superficielle
et des mouvements de couches liquides libres s'il existe des variations de
composition chimique en surface. Ainsi, en deposant une goutte de savon
liquide a la surface de 1'eau, on constate que les poussieres initialement
presentes sur cette surface sont repoussees loin de la goutte. Cela est du a la
forte diminution de tension interfaciale dans la zone ou le savon est present.
Les proprietes des agents tensioactifs qui modifient - et en general abaissent
- la tension superficielle jouent un role tres important dans de nombreuses
operations physicochimiques, et sou vent aussi dans la vie quotidienne.
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Annexe A-l

Expression du tenseur des contraintes, equations
de conservation de la masse et de Navier—Stokes
en coordonnees cylindriques (r, 0, x)

Tenseur des contraintes

Equation de conservation de la masse pour un fluide
incompressible (div v = 0)
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Equation de Navier-Stokes
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Annexe A-2

Expression du tenseur des contraintes, equations de
conservation de la masse et de Navier-Stokes en
coordonnees spheriques (r, v^ 0)

Tenseur des contraintes

Equation de conservation de la masse pour un fluide
incompressible (divv = 0)
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Equation de Navier-Stokes
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Chapitre 5

Equations de bilan

CE CHAPITRE traite des differentes equations de bilan pour un fluide en
mouvement : bilan de masse, de quantite de mouvement, et d'energie.

Le bilan de la circulation de la vitesse (associee au moment cinetique) sera
traite en detail au chapitre 7. Le bilan de masse, deja etabli au chapitre 3, ne
sera que rappele id (section 5.1).

L'equation de mouvement des fluides reels a ete etablie au chapitre
precedent. Associee a I'equation de bilan de masse, elle nous permettra
d'etablir I'equation de bilan de la quantite de mouvement (section 5.2). En
utilisant cette equation et en I'appliquant a un volume convenablement choisi
dans le fluide, dit volume de controle, nous analyserons les echanges de
quantite de mouvement dans des ecoulements simples.

Puis nous etablirons I'equation de bilan de I'energie que nous mettrons
sous la forme de I'equation de Bernoulli (section 5.3). Nous I'appliquerons
ensuite a quelques exemples classiques (tube de Pitot, tube de Venturi).

Nous terminerons (section 5-4) en traitant quelques problemes plus
complexes, qui montreront comment on peut analyser quantitativement
des ecoulements a I'aide des equations de bilan, sans avoir a determiner
completement le champ de vitesse du fluide.

5.1 Equation de bilan de masse

Cette equation de bilan a ete etablie a la section 3.3.1 du chapitre 3.
Rappelons seulement ici les deux ecritures equivalentes qui correspondent aux
points de vue eulerien et lagrangien :

(point de vue eulerien ; formule (3.10)),

(point de vue lagrangien ; formule (3.lib)).
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La derivee convective dp/dt se rapporte a la variation de masse volumique
d'un element materiel de fluide que 1'on suit dans son mouvement (comme
precedemment, nous utilisons la convention d'Einstein en effectuant une
somme implicite sur les indices apparaissant deux fois dans des facteurs
differents d'un meme terme).

Supposons qu'il existe un terme de production du fluide (cas d'un
ecoulement reactif dans lequel une espece chimique A peut se former au sein
de 1'ecoulement). Notons PA la masse volumique partielle de cette espece
chimique ; 1'equation (5.1) devient :

ou QA designe le taux algebrique de production de masse de 1'espece considered
par unite de volume. L'equation (5.3) exprime 1'equilibre entre la variation
de densite volumique dpA/dt d'une part, la divergence du courant de masse
PAV, et un terme QA de source en volume d'autre part. Nous verrons que c'est
la forme generale des equations de bilan.

5.2 Bilan de quant it e de mouvement

5.2.1 Expression locale
La quantite de mouvement par unite de volume de fluide est egale a pv ;

calculons la derivee temporelle de sa ieme composante :

Combinons 1'equation (5.4) avec 1'equation (5.1) (apres avoir multiplie cette
derniere par ^), et avec la forme generale suivante de 1'equation de mouvement
d'un fluide (relation (4.25)) projetee sur 1'axe xi :

On obtient alors :

soit :

pfi est une force par unite de volume et a'^ le tenseur des contraintes
visqueuses. Nous avons fait entrer le terme de pression dp/dxi dans la
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derivation sous la forme d(pSij)/dxj. Cette equation generale est valable
pour tous les fluides, newtoniens ou non, incompressibles ou non. Nous y
trouvons un terme d(pvi)/dt de variation de densite volumique de quantite
de mouvement, la divergence d'un flux (pViVj+p6ij —cr^) et un terme de source
pfi. Pour degager plus precisement la signification physique de ces differents
termes, nous allons donner une expression globale de 1'equation (5.6), en
1'integrant sur un volume macroscopique de fluide.

5.2.2 Forme integrate de 1'equation de bilan de quantite
de mouvement

Integrate de 1'equation de bilan de quantite de mouvement

Reprenons 1'equation plus haut. Nous obtenons par integration sur un
volume V fixe dans I 'espace (les particules de fluide peuvent done traverser la
frontiere qui le limite) :

En transformant la premiere integrale du second membre a 1'aide du theoreme
de la divergence, on obtient :

S represente la surface limitant le volume d'integration V. En utilisant le
fait que le volume d'integration V est fixe, on peut done ecrire la derivee
temporelle de la composante i de la quantite de mouvement totale dans V,
sous la forme :

Soit, sous forme vectorielle, avec la normale n orientee vers Pexterieur du
volume V :

i La premiere integrale du second membre represente la contribution
a la variation de quantite de mouvement du flux de celle-ci a travers la
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surface S. La quantite de mouvement etant une grandeur vectorielle, le flux
correspondant est un tenseur de rang deux de composante generale :

Hij est appele tenseur flux de quantite de mouvement : c'est le flux dans
la direction j de la composante de la quantite de mouvement suivant i. II
comprend trois termes :

- p ViVj, le transport de la composante pVi dans la direction i de la quantite
de mouvement par les particules en deplacement dans la direction j ;

- p$ij, le transport de quantite de mouvement associe aux forces de
pression ;

- — < 7 ^ - , le transport de quantite de mouvement associe aux forces de
frottement visqueux.

L'integrale — f f s p • nd5 est la resultante des forces de pression exercees
normalement a la surface <S. L'integrale JJ5 a' -n dS est egale a la composante
tangentielle de la force de frottement visqueux exercee sur la surface S.

i La seconde integrate du second membre represente la production de
quantite de mouvement par unite de temps dans le volume considere ; cet
apport de quantite de mouvement est du au champ de forces exterieures f.

L'equation (5.10) se presente sous la forme classique de toute equation
de conservation : la variation temporelle d'une grandeur quelconque (ici la
quantite de mouvement du fluide situe dans le volume d'integration) apparait
comme la somme d'un terme de fluxet d'un terme de source. L'interet de cette
equation est de permettre, dans certains cas, de determiner les parametres
d'un ecoulement sans avoir a le caracteriser en detail a I'interieur d'un volume
V : il suffit de connaitre cet ecoulement a la frontiere du volume. En
effet, supposons un ecoulement stationnaire (champs de vitesse et de pression
independants du temps) ; le terme du premier membre de 1'equation de
conservation (5.10), qui est le seul a faire intervenir une integration en volume
sur le champ de vitesse du fluide, est alors identiquement nul. L'equation
prend la forme simplified (en supposant que la seule force en volume est la
pesanteur g) :

Par un choix judicieux du volume d'integration, appele volume de controle
(limite par exemple par les parois d'un canal dans lequel s'ecoule le fluide, ou
par des surfaces confondues avec des tubes de courant, ou perpendiculaires
a ceux-ci), on peut determiner assez aisement la force exercee sur les parois
de ce volume par le fluide en ecoulement (nous traiterons quelques exemples
utilisant cette propriete a la section 5.4.4).
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Cas d'un fluide newtonien incompressible

Par la suite, nous nous limiterons a 1'etude des fluides newtoniens
incompressibles. On a, dans ce cas, la relation simple [cr'} = 2r/[e]
entre le tenseur des contraintes [or1] et le tenseur des deformations [e]
(formule (4.15b)). L'equation (5.10) devient done :

Nous aliens traiter maintenant quelques exemples d'ecoulements simples,
auxquels nous appliquerons les equations locales et integrates de bilan de la
quantite de mouvement.

Application des equations de bilan de quantite de mouvement
a des ecoulements simples

Au chapitre 4, nous avons etabli 1'equation du mouvement d'un fluide
visqueux et nous 1'avons appliquee a des ecoulements simples, tels que
1'ecoulement de Poiseuille ou 1'ecoulement de cisaillement simple entre deux
plans. Nous aliens ici analyser ces ecoulements en termes de conservation de
la quantite de mouvement, plutot qu'en termes d'equilibre de forces.

Prenons tout d'abord le cas d'un ecoulement stationnaire de cisaillement
simple d'un fluide newtonien incompressible entre deux plans y = 0 et y = a ;
le plan inferieur est immobile et le plan superieur se deplace parallelement
a lui-meme a la vitesse constante Vb dans la direction Ox. Comme nous
1'avons demontre au chapitre 4, le champ de vitesse v a pour composantes
(Voy/a, 0,0). On suppose 1'ecoulement stationnaire et on ne fait pas intervenir
la gravite. Analysons le bilan d'echange de quantite de mouvement pour un
element de volume fixe 6V, de profondeur unite suivant Oz, et de dimensions
Sx et Sy dans les deux autres directions (Fig. 5.1).

Comme le champ de vitesse est partout parallele a Ox, seule la composante
de la quantite de mouvement suivant cet axe est non nulle. Dans cette
direction, le flux de quantite de mouvement entrant par la face d'abscisse
x est egal, d'apres 1'equation (5.11), a :

Or la vitesse vx ne depend que de la coordonnee y, et la pression p est constante
dans 1'ecoulement. Le flux algebrique sortant par la face d'abscisse x + 5x
est done egal et oppose au flux entrant (le changement de signe vient du
changement d'orientation de la normale a la surface consideree) ; il y a done
simplement transfert passif de la quantite de mouvement a travers 1'element.
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FlG. 5.1 - Definition de I'element de volume 8V pour le calcul du bilan de
quantite de mouvement dans un ecoulement de cisaillement simple entre deux
plans paralleles sans gradient de pression exterieur.

Le flux de quantite de mouvement dans la direction Oy s'ecrit:

Ce flux est dirige vers le has car les couches de fluide situees pres du plan
en mouvement, ou la vitesse est la plus grande et voisine de VQ entrainent
les autres. La encore, comme le gradient de vitesse dvx/dy ne depend pas
de y, on a simplement transfert passif de la quantite de mouvement dans la
direction Oy.

Nous allons voir qu'on obtient un resultat tres different dans le cas d'un
ecoulement de Poiseuille induit entre deux plans paralleles fixes y = a/2 et
y = —a/2 par un gradient de pression constant (dp/dx) (Fig. 5.2).

Au chapitre 4, nous avons etabli le champ de vitesse v x ( y ) (formule (4.66)),
dont le profil est parabolique avec :

avec :

Comme precedemment, seule la composante p vx de la quantite de mouvement
est non nulle. En 1'absence de gravite, il n'y a pas de gradient de pression
dans la direction perpendiculaire a 1'ecoulement.

Le flux de quantite de mouvement suivant Ox est egal a :
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FIG. 5.2 - Definition de I'element de volume 5V pour le calcul du bilan de
quantite de mouvement dans un ecoulement de Poiseuille entre deux plans
y = a/2 et y = —a/2. L'ecoulement est induit par un gradient de pression
horizontal dp/dx.

Cette fois, le flux varie suivant la direction Ox, par suite du gradient de
pression dp/dx. Cette variation tend a creer, dans Pelement de volume, une
variation par unite de temps de la composante Px de la quantite de mouvement
qui s'ecrit (Eq. (5.7)) :

Le flux de quantite de mouvement dans la direction Oy s'ecrit :

Ce flux varie avec y et il est nul dans le plan de symetrie y = 0 ; son signe
est tel qu'il est oriente vers la paroi la plus proche, et il augmente en valeur
absolue lorsque la distance a celle-ci diminue. Le gradient de Hxy permet de
compenser la variation de quantite de mouvement dans I'element de volume
considere, qui est due au gradient de pression (Eq. (5.16)) : en effet, il induit
une variation de signe contraire de la composante Px :
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En combinant les equations (5.16) et (5.17), on trouve :

La variation totale de quantite de mouvement a I'interieur de I'element 6V est
done nulle, comme le requiert la stationnarite de 1'ecoulement.

En resume, le gradient de pression dp/dx entrame un apport uniforme de
quantite de mouvement dans tout le fluide ; cette quantite de mouvement
est ensuite transferee transversalement vers les parois, par le mecanisme de
diffusion visqueuse.

5.3 Bilan d'energie cinetique - equation
de Bernoulli

Nous allons tout d'abord evaluer la variation au cours du temps de 1'energie
cinetique de 1'unite de volume d'un fluide en ecoulement. Cela nous conduira,
dans le cas particulier des fluides parfaits, a la relation de Bernoulli, qui
constitue une des formes du bilan d'energie. Nous discuterons enfin quelques
applications de cette equation a des ecoulements reels, ou 1'influence de la
viscosite peut 6tre cependant negligee.

5.3.1 Equation de bilan d'energie cinetique
dans un fluide incompressible en ecoulement
avec ou sans viscosite

Etablissement de 1'equation de bilan

Nous considerons le cas d'un fluide en ecoulement incompressible.
L'energie cinetique de 1'unite de volume du fluide s'ecrit :

En calculant la derivee eulerienne de ec par rapport au temps en un point
fixe, on obtient 1'equation suivante demontree plus bas :

Demonstration de 1'equation (5.19) On peut ecrire :
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En remplagant le terme dvi/dt par son expression, tiree de 1'equation de mouvement
du fluide (Eq. (4.25)) :

on obtient :

En appliquant la relation generale div (oA) = A • grad ex. + ex. div A, on trouve :

En combinant la condition d'incompressibilite divv = 0 avec les equations (5.23)
et (5.24), on retrouve bien 1'equation (5.19).

Afin de se representer plus aisement la signification des differents termes
de 1'equation locale (5.19), nous aliens 1'integrer pour en donner une version
globale. Choisissons un volume d'integration V, fixe dans 1'espace ; nous
obtenons alors, en utilisant le theoreme d'Ostrogradsky pour remplacer
1'integrale de volume de la divergence par le flux des fonctions vectorielles
correspondantes :

4 Le premier terme du second membre de 1'equation precedente represente
le flux global d'energie cinetique pv2/2 transportee par le fluide a travers la
surface <S.

+ Le second et le troisieme termes representent le travail des forces de
pression et des composantes des contraintes visqueuses exercees normalement
a la surface S limitant le volume V.

4 Le quatrieme terme correspond a 1'apport d'energie par les forces
exterieures (egales a pf par unite de volume). Ce terme est positif lorsque pf
et v sont de m£me sens ; par exemple, ce sera le cas pour un fluide s'ecoulant
vers le bas, dans le champ de pesanteur terrestre (f = g), qui lui fournit de
1'energie cinetique.
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Ces quatre premiers termes representent done 1'ensemble des echanges
d'energie d'origine convective dus aux travaux des forces exercees sur la surface
<S ou a ceux d'un champ de force exterieur (dans ce dernier cas, on a echange
entre energie cinetique et energie potentielle si le champ de force exterieur
derive d'un potentiel).

^ Enfin le dernier terme (— ///v ^'-(dvi / dx j } d V ^ represente la
transformation irreversible d'energie cinetique en energie interne du fluide
sous forme de chaleur.

La presence de deux termes ou intervient le tenseur des contraintes
visqueuses [er'] est un point important que nous aliens developper sur un
cas particulier.

Dissipation d'energie cinetique par viscosite dans un ecoulement
de cisaillement simple

Analysons, dans le cas d'un ecoulement de cisaillement simple, la
signification respective des deux termes du second membre de 1'equation (5.25)
qui contiennent le tenseur [er'} (Fig. 5.1). On considere un element de volume
de dimensions 6x et 8y suivant Ox et OT/, et de dimension unite dans la
direction Oz. La difference entre les forces de frottement visqueux sur les
parties inferieure et superieure de 1'element vaut [da'xy/dy] 8x 8y. Le travail
par unite de temps de cette resultante est egal, au premier ordre pres, a
vx (dcr'/dy)8x8y. II contribue a accelerer 1'element et done, a augmenter
son energie cinetique.

Le dernier terme de 1'equation (5.25) est egal a <j'xy(dvx/dy)5x8y et
correspond au contraire uniquement a un travail de deformation. En effet,
dans un repere se deplagant a la vitesse moyenne vx(y), il correspond au
travail de la force &'xy5x exercee sur la face superieure de 1'element : le point
d'application de cette force se deplace a la vitesse (dvx/dy)Sy par rapport a
la face inferieure. Si 1'element etait solide, ce travail serait emmagasine sous
forme d'energie potentielle de deformation elastique ; pour un fluide, il est
dissipe sous forme de chaleur et transforme en energie interne.

Le terme div ([<r']-v) de 1'equation (5.19), represente par ffs([er']-n)-v dS
dans 1'equation (5.25), est egal a (d(a'xyvx}/dy] 8x6y, c'est-a-dire a la somme
des deux termes precedents. Ainsi, dans le cas d'un ecoulement de cisaillement
simple, on verifie que //5([cr'] • n) • vdS represente le travail total des
contraintes de viscosite sur la surface d'un element de fluide. Une fraction
(terme en J//v vx (da'xy/dy} dV) est transformed en energie cinetique ; elle
correspond a un entrainement par les couches de fluide sous 1'effet de la
viscosite. L'autre partie (terme en ///v cr^- (dvi/dxj) dV) est degradee sous
forme de chaleur. C'est pour cette raison que ce terme apparait avec un signe
negatif dans 1'equation (5.25), puisque c'est la partie de div (cr1 • v) qui ne
contribue pas au taux d'accroissement d'energie cinetique.
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Dissipation d'energie cinetique dans un fluide newtonien

Explicitons le dernier terme de 1'equation (5.25) dans le cas d'un fluide
newtonien incompressible, en utilisant la symetrie du tenseur a'^ (a1^ = cr^)
et la relation lineaire : a'- — r\ (dvi/dxj + dvj/dxi). On a :

En integrant ce terme sur tout le volume V occupe par le fluide, nous obtenons
le taux de dissipation d'energie cinetique par viscosite :

L'integrale est necessairement positive. Comme le terme 8Ec/5t correspond
a une dissipation irreversible d'energie et que la forme quadratique sous
1'integrale est positive, le coefficient de viscosite rj est necessairement positif
(nous avions annonce cette propriete au chapitre 4 (section 4.1.3)).

Dissipation d'energie cinetique dans un ecoulement parallele

Le terme de dissipation et sa signification physique apparaissent
particulierement simplement dans 1'exemple d'un ecoulement parallele
stationnaire vx(y) d'un fluide newtonien entre deux parois y = 0 et y = a,
que nous analysons ci-apres.

Considerons done cet ecoulement dans lequel nous negligeons la pesanteur. Dans
un tel ecoulement, la vitesse est constante le long des lignes de courant et il n'y a de
variation d'energie cinetique des particules de fluide ni au cours de leur deplacement,
ni au cours du temps. Appliquons maintenant 1'equation (5.25) a un volume compris
entre les plans x et x+Ax, les parois y = 0 et y — a, et sur une distance unite suivant
Oz ; en tenant compte du fait que le champ de vitesse et la contrainte visqueuse
a'xy — fjdvx/dy sont invariants dans la direction Ox et que la pression p ne depend
que de x, on obtient :

Le premier membre de 1'equation represente la somme algebrique, d'une part, du
travail par unite de temps de la resultante des forces de pression sur les sections
x et x + Ax et, d'autre part, du travail des forces exercees sur le fluide par les
parois laterales (celles-ci sont egales et opposees aux forces de frottement visqueux
exercees par le fluide sur les parois). Comme il n'y a pas de variation d'energie
cinetique du fluide au cours du temps, ni au cours de son mouvement, ce travail est
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integralement dissipe sous forme de frottement visqueux en volume : 1'expression
de cette dissipation est donnee par le second inembre de 1'equation et coincide bien
avec les valeurs trouvees plus haut.

5.3.2 Relation de Bernoulli - applications

La relation de Bernoulli traduit le bilan d'energie pour les fluides parfaits,
incompressibles dans le cas ou les forces en volume f derivent d'un potentiel (f>
avec f = — grad </?. Nous aliens successivement discuter le cas des ecoulements
potentiels, stationnaires ou non, et enfin presenter quelques applications de
cette relation.

Equation de Bernoulli pour un ecoulement stationnaire

Pour un fluide parfait en ecoulement stationnaire, dans lequel on peut
negliger les pertes d'energie par viscosite, 1'equation (5.19) devient :

En utilisant la relation vectorielle generate : div(aA) = a div A + A • grad a,
la relation d'incompressibilite divv = 0 et la propriete p — constante,
1'equation (5.27) peut se mettre sous la forme :

Le produit scalaire ci-dessus represente la variation temporelle dP/dt de la
quantite P = p(v2/2) + p -f p(p au cours du deplacement d'une particule
de fluide le long d'une ligne de courant (tangente en tous points au vecteur
vitesse). En effet :

dM/dt represente la vitesse de deplacement de la particule. Nous en
deduisons la premiere forme de Y equation de Bernoulli :

La quantite pv2/2, homogene a une pression, est appelee pression dynamique.
Analysons ce resultat en considerant un ecoulement uniforme horizontal

de vitesse U perpendiculaire a un obstacle (Fig. 5.3) : il apparait un point de
stagnation 5, ou la vitesse tangentielle est nulle m6me dans un fluide parfait.
Appelons po la pression en un point O situe assez loin de 1'obstacle sur la
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FIG. 5.3 - Ecoulement au voisinage d'un point de stagnation S d'un fluide
incident sur un obstacle.

meme ligne de courant horizontale que S ((p est done constante), et ou la
vitesse a la valeur U. On a, entre PQ et la pression p$ en S1, la relation :

Le fait que la vitesse soit nulle en S justifie le nom de ps : pression de
stagnation qui sera donne par extension dans le cas general a la somme
p + (pv2)/2 (on utilise aussi la denomination de pression totale).

L'equation (5.30) predit qu'une augmentation de la vitesse en un point
d'une ligne de courant s'accompagne d'une diminution de la pression en ce
meme point. Get effet permet d'expliquer les phenomenes de cavitation :
si la vitesse augmente suffisamment pour que la pression diminue jusqu'a la
pression de vapeur saturante du fluide a la temperature correspondante, le
fluide se vaporise. Les bulles de vapeur ainsi formees au sein du fluide et qui
sont entrainees par son mouvement implosent ensuite sur des surfaces solides
(pales de turbines, helices ...) et provoquent, a la longue, des arrachements
de matiere tres dommageables. Le bruit associe a ces emissions de bulles
est egalement un probleme tres important pour la discretion des sous-marins
militaires.

Equation de Bernoulli pour des ecoulements potentiels

Considerons a present le cas ou Pecoulement du fluide est potentiel (le
chapitre 6 traite en detail ce type d'ecoulements) ; le champ de vitesse v
derive alors d'un potentiel $ tel que :

On continue de supposer Pecoulement incompressible, avec une densite p
constante et la presence de forces en volume f derivant d'un potentiel <f> ; par
centre, nous ne supposons plus le champ de vitesse stationnaire. Nous aliens
etablir Pequation de Bernoulli directement a partir de 1'equation d'Euler (4.31)
(nous aurions d'ailleurs pu utiliser cette methode pour etablir Pequation de
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Bernoulli dans le cas general) :

Utilisons 1'identite vectorielle suivante, qui peut etre demontree en identifiant
terme a terme chacune de ses composantes :

De plus, 1'ecoulement est irrotationnel, puisque la vitesse derive d'un potentiel.
L'equation (5.33) devient done :

soit, apres integration :

Cette relation constitue une deuxieme forme de I'equation de Bernoulli. Pour
un ecoulement stationnaire tel que p (d<&/dt) = 0, 1'equation ci-dessus sernble
se ramener a 1'equation (5.30). La difference capitale vient de ce que la
quantite (p(v2/2) +p + py>) est constante dans tout le volume de I'ecoulement,
au lieu de 1'etre simplement le long d'une ligne de courant, comme dans le
cas precedent. En revanche, cette relation plus specifique ne peut pas etre
demontree seulement a partir d'un bilan d'energie.

Applications de 1'equation de Bernoulli

La relation de Bernoulli est a la base d'un grand nombre d'effets dans
lesquels une variation de vitesse dans un ecoulement (due par exemple au
retrecissement d'un tube) entraine une variation de pression en sens inverse.
Les exemples qui suivent presentent quelques illustrations ou applications de
ces effets. Par ailleurs, nous verrons comment on peut appliquer - au moins
de maniere approchee - 1'equation de Bernoulli a des ecoulements de fluides
reels.

f Rappel preliminaire : une propriete importante
des ecoulements unidirectionnels

Avant d'aborder ces exemples, rappelons un resultat cle que nous avons
deja rencontre pour les ecoulements de Couette et de Poiseuille discutes au
chapitre 4. Considerons un volume de fluide en ecoulement, dans lequel la
vitesse reste parallele a une meme direction Ox. Nous allons montrer que, dans
ce cas, la variation transverse de la pression dans une section perpendiculaire
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a 1'ecoulement se reduit au gradient de pression hydrostatique : il n'apparait
pas de terme supplemental du a 1'ecoulement. En effet, le terme (v-grad)v
de 1'equation de mouvement est identiquement nul car vy = vz = 0, ce qui
entraine dvx/dx = 0 (en utilisant la condition d'incompressibilite divv = 0).
Par ailleurs, les forces de frottement visqueux sont paralleles a Ox ; 1'equation
de mouvement se reduit done a :

et:

En 1'absence de pesanteur, la pression est constante dans une section normale
a 1'ecoulement. Ce resultat est precieux pour de nombreux problemes
d'ecoulements de fluides reels. En effet, a vitesse elevee, ils se comportent
comme des fluides parfaits, sauf dans une couche mince proche des parois
solides. C'est dans cette couche limite, qui sera etudiee en detail au chapitre 9,
que se fait la transition entre la condition de vitesse tangentielle nulle a la
paroi et la vitesse d'un ecoulement de fluide parfait. Comme 1'ecoulement
dans cette couche limite est localement pratiquement parallele a la paroi, on
aura, d'apres les equations (5.37), continuite de la pression entre la paroi et
la zone juste a I'exterieur de la couche limite.

4 Le tube de Pilot est une application directe de 1'equation de Bernoulli: il
permet de determiner la vitesse d'un ecoulement fluide a partir d'une mesure
de pression. Dans 1'exemple que nous considererons plus bas, 1'obstacle est
fixe et le fluide est en mouvement ; dans de nombreux cas pratiques, le tube
de Pitot est egalement utilise pour mesurer la vitesse d'un vehicule (avion,
bateau) dans un fluide immobile. Ce dispositif est constitue de deux tubes
concentriques (Fig. 5.4) : le tube interieur est perce d'une ouverture S a son

FIG. 5.4 - Principe du tube de Pitot. La relation de Bernoulli est appliquee
le long des deux lignes de courant allant de O a S, et de O' a A'.
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extremite, placee face a 1'ecoulement, et 1'autre tube est perce d'une serie de
petits orifices A repartis sur une couronne. Un manometre differentiel relie a
chacun des deux tubes permet de mesurer la difference de pression Ap entre
les points S et A.

Negligeons les effets de viscosite en les supposant seulement importants
dans une mince couche limite pres de la paroi des tubes ; nous pouvons
appliquer 1'equation (5.30) le long de la ligne de courant OS qui coincide
avec 1'axe des tubes :

Appliquons egalement la relation (5.30) le long de la ligne de courant O'A' (le
point A' est sur la meme verticale que la prise de pression A, mais a 1'exterieur
de la couche limite) :

Comme nous venons de le voir, la pression reste en effet constante lorsqu'on
traverse 1'ecoulement quasi-unidirectionnel dans la couche limite normalement
a 1'ecoulement, et on a done PA = PA'- Par ailleurs, la vitesse en A' est
pratiquement egale a U, si A' est suffisamment en aval de S et si la section
du tube de Pitot est faible devant la taille du canal d'ecoulement. Enfin, les
pressions aux points O et O', infiniment voisins 1'un de 1'autre et situes loin
en amont de 1'obstacle, ont la meme valeur. On en deduit alors, en combinant
les equations (5.38) et (5.39) :

Le module de la vitesse de 1'ecoulement decoule done de la mesure de la
difference de pression Ap.

$ Le tube de Venturi (Fig. 5.5) utilise la relation de Bernoulli pour creer
une depression au niveau du retrecissement d'un tube ; il est souvent utilise en
pratique (aspiration du melange air-essence dans un carburateur de voiture,
trompe a eau, mesure de debit, ...).

Lorsqu'un ecoulement est cree dans le systeme, il apparait une difference
de hauteur, proportionnelle au carre du debit, entre les niveaux HA et HB
dans les tubes manometriques A et B ; par contre, les niveaux HA et he sont
pratiquement les memes (he est legerement plus faible que HA si 1'ecoulement
est dirige de A vers C, par suite de la perte de charge dans le tube due a
la viscosite, que nous negligeons dans ce traitement). A la surface du niveau
liquide, dans les trois tubes manometriques, on a une pression egale a la
pression atmospherique PQ :
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FIG. 5.5 - (a) Depression creee au niveau du retrecissement dans un tube de
Venturi. (b) Reproduction du traite original de Bernoulli "Hydrodynamica" :
la diminution de la pression au niveau mn du tube detectee par la difference
entre le niveau AB de liquide et le niveau f permet de mesurer la vitesse
d'ecoulement du liquide au niveau b (cliche J. L. Deniel, Ecole Poly technique).
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Si les tubes manometriques sont suffisamment etroits, ils perturbent peu
1'ecoulement ; celui-ci reste done parallele dans les sections du tube ou se
trouvent les points A, B et C (si les prises de pression sont assez eloignees des
zones de changement de section du tube pour que la vitesse soit uniforme).
On peut done appliquer les relations (5.37). Les gradients de pression
entre A et A", B et B", C et C"1 se reduisent au gradient de pression
hydrostatique. L'ecoulement ne penetre pratiquement pas a 1'interieur des
tubes manometriques et le gradient de pression y est aussi uniquement
hydrostatique. On peut done ecrire :

De meme :

et

Supposons maintenant que 1'ecoulement soit uniforme dans chacune des
sections, avec des vitesses VA, VB et vc, sauf tres pres des parois solides ;
la transition a la condition de vitesse tangentielle nulle sur la paroi solide
s'effectue sur une mince couche limite sans gradient de pression transverse,
comme nous 1'avons montre plus haut. Si la perte d'energie par frottement
visqueux est assez faible devant 1'energie cinetique du fluide, on peut appliquer
1'equation de Bernoulli (5.30) le long de la ligne de courant horizontale ABC
avec :

soit, en remplagant PA, PB et pc par leurs expressions donnees par les
equations (5.42, 5.43) et (5.44), et en divisant le resultat par pg :

On predit done bien un niveau plus faible dans le tube manometrique B place
au niveau de la zone de plus forte vitesse, et une variation de la difference de
niveau entre A et B proportionnelle a (v2

B—v\}. Pour etablir 1'equation (5.45),
nous avons suppose la vitesse uniforme dans chacune des sections A, B et
C. Cette condition n'est pas realisee en pratique, a cause de la condition
aux limites de vitesse nulle aux parois ; il faudra done introduire un facteur
correctif experimental qui depende du profil de vitesse.

Remarque Dans tout ce qui precede, nous avons neglige les forces de viscosite ; et
il pourrait done sembler que le modele precedent corresponde a une approximation
de fluide parfait. Or, nous allons montrer au contraire que le phenomene des tubes
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de Venturi ne serait pas observe dans un fluide parfait en ecoulement potentiel et
que la condition aux limites de vitesse nulle aux parois joue un role essentiel ! La
raison de ce paradoxe apparent est le fait que 1'hypothese cle de notre raisonnement
(c'est-a-dire le fait que le gradient de pression transverse se reduise a la pression
hydrostatique) ne serait alors plus verifiee.

Ecrivons 1'equation de Bernoulli (5.36), en supposant que la seule force en volume
est la pesanteur et que 1'ecoulement est potentiel dans tout le fluide :

Si les tubes manometriques sont assez longs, 1'influence de 1'ecoulement principal
decroitra suffisamment en remontant dans les tubes pour qu'on puisse ecrire :

Ainsi, en appliquant 1'equation (5.47) aux points A', B' et C', ou la pression p est
egale a po, on trouve :

soit :

II n'y aurait done pas de difference de niveau entre les trois tubes ! On continue
d'avoir une difference de pression entre les points A et B, mais celle-ci est compensee
exactement en sens inverse par la variation de vitesse lorsqu'on remonte vers A" et
B" a 1'interieur des tubes manometriques. En effet, comme on n'a plus la condition
de vitesse tangentielle nulle aux parois, on a une remontee de 1'ecoulement sur une
distance finie a 1'interieur des tubes ; le champ de vitesse n'est done plus parallele au
niveau des prises de pression, et un gradient de pression transverse a 1'ecoulement
moyen peut exister. Dans 1'ecoulement visqueux realist pratiquement, au contraire,
la vitesse est nulle, ou tres faible, aussi bien sur les parois qu'a 1'interieur des tubes
manometrique : on peut done avoir un ecoulement pratiquement parallele des qu'on
s'eloigne un peu de la paroi.

Ecriture de 1'equation de Bernoulli en ecoulement courbe

Considerons un ecoulement avec des lignes de courant courbes de rayon de
courbure R (Fig. 5.6). Supposons qu'on puisse negliger les forces de frottement
visqueux et les forces en volume. L'equilibre entre le gradient de pression et
1'acceleration d'un element materiel de fluide incompressible s'ecrit :

t et n sont les vecteurs unitaires tangent et normal aux lignes de
courant, dv/dt est 1'acceleration lagrangienne. En multipliant scalairement



276 Chapitre 5 : Equations de bilan

FIG. 5.6 - Variation de pression dans un ecoulement dont les lignes de courant
sont courbes.

1'equation (5.51) par t, on obtient, en notant s la coordonnee curviligne le
long de la ligne de courant :

qui est une forme locale de 1'equation du mouvement (rappelons que
v = ds/dt). De m6me, en multipliant scalairement la meme equation par
n, on obtient :

(er est le vecteur unitaire radial oppose an) . La pression augmente done
lorsqu'on s'eloigne du centre de courbure C de la ligne de courant.

Ce resultat est a la base de I'effet Coanda, qu'on peut 1'illustrer chez soi
en plagant un obstacle cylindrique sous un jet liquide, normalement a celui-ci,
mais legerement a c6te de 1'axe : le jet tend a se coller sur 1'obstacle et il est
deflechi par lui. Ce meme effet est a 1'origine du maintien en « levitation »
d'une balle legere dans un jet d'air arrivant un peu au-dessus d'elle (Fig. 5.7).
La sustentation de la balle n'est pas due a une surpression creee par le jet
d'air, mais a une depression venant de la courbure des lignes de courant -
comme on peut le comprendre par 1'analyse qualitative de la formule (5.53).

D'apres cette formule, la pression decroit lorsqu'on se rapproche
radialement de la balle ; elle passe d'une valeur PQ a une valeur inferieure p\.
La difference de pression p\ — PQ entre la face superieure et la face inferieure
entraine 1'apparition d'une force Fp dirigee perpendiculairement a la direction
du jet incident, qui equilibre le poids de la balle et la force de resistance R due
a 1'ecoulement. La force Fp peut aussi etre consideree comme correspondant
a la variation temporelle de la quantite de mouvement du jet, venant de sa
deflexion par la balle.
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FIG. 5.7 - Maintien en levitation d'une balle dans un jet d'air ; (a) schema
montrant I'equilibre des forces en presence et la deflexion du jet par I'obstacle ;
(b) experience realisee avec une balle legere dans un jet d'air comprime de
vitesse moderee pour differents angles d'incidence (cliche C. Rousselin, Palais
de la Decouverte).

5.4 Applications des equations de bilan
de quant it e de mouvement et d'energie

Dans cette section, nous allons decrire quelques ecoulements que 1'on peut
analyser en utilisant les equations de bilan de la quantite de mouvement, de
la masse et de 1'energie. On evite ainsi d'avoir a determiner completement le
champ de vitesse du fluide, ce qui se revele sou vent impossible en pratique.

5.4.1 Jet incident sur un plan
Le probleme que nous allons analyser se rapproche des observations simples

que Ton peut faire lorsqu'un jet d'eau issu d'un robinet rencontre des obstacles
de formes variees (verre de montre, cuillere ...). Considerons un jet de liquide
bidimensionnel en forme de lame d'epaisseur h (Fig. 5.8), et de largeur unite
dans la direction Oz perpendiculaire au plan de figure. La vitesse U du fluide
est supposee uniforme a travers la section. Ce jet se divise, en arrivant sur le
plan, en deux lames d'epaisseurs et de vitesses respectives h\ et /i2, Ui et U2.

Dans tout le probleme, on negligera les effets de la viscosite en supposant
qu'on a un fluide parfait en ecoulement potentiel. Nous negligerons aussi les
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FIG. 5.8 - Schema de la repartition de fluide et du volume de controle pour
un jet bidimensionnel incident sur un plan.

effets de la pesanteur, ce qui est justifie par les faibles epaisseurs des lames de
liquide rencontrees en pratique.

La conservation de la masse, traduite en egalite des debits par unite de
largeur de la lame liquide (suivant Oz), s'ecrit :

Si 1'ecoulement est potentiel, 1'equation de Bernoulli (5.36) peut etre utilisee
dans tout le volume fluide avec :

Or, les lignes de courant sont paralleles dans les differentes sections AB, A\B\
et AzBz de la lame liquide ; la pression p ne varie done pas a travers ces
sections, ce qui entraine :

En combinant les equations (5.55) et (5.56), on en deduit que la vitesse garde
la meme valeur partout dans la lame liquide :

Reportons ce resultat dans 1'equation (5.54) de conservation du debit : on
obtient une premiere relation entre les epaisseurs des lames de liquide :
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L'equation de conservation de la quantite de mouvement (Eq. (5.12)) permet
de calculer la force exercee par le jet sur le plan. Choisissons le volume de
controle limite par la ligne en gras a la figure 5.8 et de profondeur unite
suivant Oz. En projetant cette equation vectorielle sur les deux axes Ox et
Oy, nous obtenons (en negligeant les forces de pesanteur et les contraintes de
viscosite) :

Les deux integrales de surface sont prises sur la portion du plan solide situee
entre les sections A\B\ et A^B^. Elles represented les composantes Fx et
Fy de la force totale F de pression sur le plan suivant les deux axes Ox et
Oy. La pression atmospherique po intervient par des integrales de la forme
Jfs(pQni}dS, avec i = x ou y (S est la surface totale qui limite le volume

de controle) ; ces integrales sont identiquement nulles. En tenant compte de
1'egalite des vitesses U, U\ et t/2, les equations (5.59) deviennent :

et :

Determinons les epaisseurs h\ et h^ des deux lames liquides, en ecrivant que
la composante parallele au plan de la force F est nulle (par hypothese, en
effet, on n'a pas de forces de frottement visqueux, mais simplement des forces
de pression). On obtient la condition :

En utilisant les equations (5.60a) et (5.60b), on en deduit :

d'ou :

En combinant ce resultat avec 1'equation (5.58), nous obtenons finalement :

et :
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Enfin, le calcul de la composante de la force normale au plan par unite de
largeur donne :

Nous retrouvons bien la forme habituelle des forces de resistance dans le cas ou
les phenomenes de viscosite sont negliges, c'est-a-dire une force de resistance
proportionnelle au carre de la vitesse.

5.4.2 Jet sortant d'un reservoir par un orifice
On s'interesse a un recipient qui se vide par un petit orifice circulaire situe

dans sa partie inferieure (Fig. 5.9a). Si la section 5o de I'orifice n'est pas
trop petite, on pourra negliger les pertes par viscosite a ce niveau. Nous
appellerons po la valeur de la pression atmospherique au-dessus de la surface
dans le recipient et a 1'exterieur du jet de sortie.

FIG. 5.9 - (a) Jet emergeant d'un reservoir par un orifice circulaire ;
(b) ajutage rentrant, dit ajutage de Borda, pour lequel la section finale du
jet Sf est egale a la moitie de la section d'entree SQ.

Determination de la vitesse dans le jet de sortie

L'experience montre que le jet se contracte a partir de I'orifice, jusqu'a
une valeur minimale que nous notons Sf. Au niveau de cette section
minimale, les lignes de courant sont paralleles. La pression a done, d'apres les
relations (5.37), lameme valeur p0 dans le jet qu'a 1'exterieur (nous negligeons
la variation de pression hydrostatique sur la largeur du jet). Par ailleurs, si
la section du recipient est grande devant la section Sf, la vitesse de descente
du niveau de liquide est tres petite devant la vitesse dans le jet et peut etre
negligee (en raison de la conservation du debit, la vitesse varie en effet comme
1'inverse du rapport des surfaces). Soit ZQ la cote correspondant au niveau du
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fluide dans le recipient et h la difference de niveau par rapport a 1'orifice.
L'ecriture de 1'equation de Bernoulli le long de la ligne de courant ABC
representee a la figure 5.9a conduit done a :

La vitesse Vf au niveau de la section minimale vaut done :

Calcul de la section contractee

Appliquons 1'equation de conservation de la quantite de mouvement (5.12)
a 1'interieur d'un volume de controle delimite par une surface S fixe. Celle-ci
est constitute de la surface libre, des parois du recipient « mouillees » par
le fluide, de la surface du jet jusqu'a sa section minimale Sf et enfin de Sf
elle-meme. La composante horizontale de la relation (5.12) s'ecrit :

La premiere integrale vaut simplement (pSfv"j). La deuxieme ne peut etre
calculee que dans le cas particulier d'un tube rentrant a 1'interieur du recipient
(ajutage de Borda, represente a la figure 5.9b). La pression p est partout
egale a la pression hydrostatique, sauf au niveau de la surface laterale du jet
et de sa section, ou elle vaut PQ. Si p avait partout ete egale a la pression
hydrostatique :

on aurait obtenu une integrale Jfs Phydro n dS egale au poids P du fluide
contenu dans S (z est la coordonnee verticale du point considere). Done, la
composante suivant Ox de cette integrale est nulle :

Comme p ne differe de Phydro que sur la partie E'F'G'H' de la surface
d'integration ou p est egal a po: on obtient :

soit, en utilisant la relation (5.68) et 1'equation donnant phydro :
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La section 5o de 1'orifice est en effet egale a 1'aire de la projection de la surface
E'F'G'H' sur un plan perpendiculaire a Ox ; on a suppose par ailleurs que
la variation relative de PQ(ZQ — z) sur la section So etait negligeable. En
reportant (5.69) dans Pequation (5.67), on obtient :

Soit, en tenant compte de la valeur de la vitesse Vf donnee par la
formule (5.66) :

Dans le cas d'un orifice perce directement dans la paroi (Fig. 5.9a), 1'experience
montre que le rapport de la section contractee Sf a la section de 1'orifice SQ vaut
environ 0,6. Cette valeur est plus grande que dans le cas du jet rentrant ; cela est
du au fait qu'il existe une depression sur la paroi au voisinage du point C dans le
cas de la figure (a). La force de reaction est done plus grande que dans le cas de
1'ajutage de Borda, et le jet, dont le debit equilibre cette reaction et qui a la meme
vitesse, a une section plus large.

Force exercee par le fluide sur le recipient

La force F exercee par le fluide sur 1'ensemble du recipient est egale a
1'integrale des forces de pression sur la surface « mouillee » par le liquide. Pour
1'evaluer, nous utilisons 1'equation (5.69) et nous soustrayons de 1'integrale la
composante horizontale des forces de pression sur la partie E'F'G'H' de (<S)
correspondant au jet libre.

soit :

II n'est pas surprenant de voir apparaitre la pression PQ dans cette force : en
effet, la pression au-dessus de la surface libre intervient necessairement. En
revanche, cette pression exterieure n'apparait plus dans 1'ecriture du bilan
de toutes les forces exercees sur 1'ensemble des parois du recipient, le fluide
exterieur (de Pair par exemple) exergant la pression antagoniste po sur la face
exterieure du recipient.

5.4.3 Force sur les parois d'une conduite de revolution
de section variable

Supposons la conduite de revolution autour d'un axe horizontal Ox, et
terminee a chaque extremite par un trongon ou la vitesse d'ecoulement v est
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FIG. 5.10 - Determination de la force exercee sur les parois d'une conduite de
revolution a partir du bilan de conservation de la quantite de mouvement sur
un volume de contrdle limite par I'ensemble des surfaces S, EI et E2.

parallele a Ox (Fig. 5.10). Nous aliens determiner la composante, suivant Ox,
des forces exercees sur les parois de la conduite. Choisissons un volume de
controle fixe, limite par une surface de revolution (S) formee de deux sections
normales a Ox (surfaces (Ei) et (E2)) et de la portion de paroi situee entre
celles-ci (surface (S)).

Nous supposons Pecoulement stationnaire, ce qui permet d'utiliser la
forme (5.12) de 1'equation de conservation de la quantite de mouvement. En
projetant suivant 1'axe Ox, nous obtenons :

Le terme de pesanteur a une projection nulle suivant la direction horizontale
Ox et n'apparait pas dans cette expression. L'integrale contenant a'xj se
reduit a la contribution de la paroi laterale (S) ; nous negligeons dans la suite
ces contributions dues a la viscosite. Separons, dans le terme ffspnxdS,
la contribution des parois du canal (surface (S)) de celle des sections (Si)
et (£2). Notons Fpx^ la composante suivant Ox de la resultante des forces
de pression sur (S). On obtient :

soit :

Dans cette expression, on peut remarquer qu'il apparait, a cote des termes de
pression p, des termes de la forme (pv%) qui correspondent a des contraintes
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normales dues au mouvement du fluide ; elles representent un flux dans la
direction Ox, de la composante de la quantite de mouvement pvx suivant
cette meme direction, soit vx (pvx). Pour achever la determination de F, il
suffit alors de connaitre la repartition des pressions et des vitesses dans les
sections (Si) et (£2).

Dans 1'exemple de la conduite representee par la figure 5.10, la section
augmente progressivement de la valeur Si a la valeur 82- On peut appliquer
1'equation (5.37), et le gradient de pression transverse dans chacune des
sections (Si) et (S2) se reduit au gradient de pression hydrostatique. II ne
contribue pas au mouvement du fluide et peut etre neglige dans 1'equation
precedente. Supposons egalement les vitesses constantes et egales a U\ et U<2
sur les sections, ce qui serait le cas pour un fluide de viscosite negligeable.
L'equation (5.76) devient :

On voit done apparaitre, en plus des forces de pression, un terme lie a la
quantite de mouvement convectee par le fluide en ecoulement. Ecrivons
maintenant la conservation de 1'energie en appliquant 1'equation de Bernoulli
le long d'une ligne de courant. On obtient :

soit :

Combinons les equations (5.77) et (5.78) avec la relation de conservation de
la masse qui se traduit ici par :

On obtient :

soit :

Nous avons done pu, en combinant les equations de conservation de la masse,
de la quantite de mouvement et de 1'energie, exprimer la force F simplement
en fonction des variables p\ et t/i, sans avoir besoin de calculer completement
le champ de vitesse de 1'ecoulement.
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Le resultat precedent ne s'applique qu'approximativement aux fluides
visqueux, car il neglige 1'effet des forces de viscosite sur les parois. Une
evaluation approchee reste toujours possible a condition de choisir comme
vitesses U\ et C/2 les valeurs sur 1'axe du tube.

5.4.4 Ressaut hydraulique
Proprietes qualitatives des ressauts hydrauliques

Tout le monde a pu observer 1'apparition d'un bourrelet d'eau de forme
circulaire au fond d'un evier dans lequel coule 1'eau d'un robinet. La
figure 5.1 la montre un exemple de ce type de bourrelet, appele ressaut. II
separe une zone centrale, ou 1'epaisseur du fluide est faible, d'une region
peripherique, ou la hauteur du fluide est plus importante. La limite entre
les deux regions correspond au passage de la vitesse d'ecoulement U(x]
d'une valeur superieure a la vitesse locale des ondes de surface, a une valeur
inferieure. Nous verrons au chapitre 6 que c = ^fgh represente la vitesse
locale de ces ondes de gravite a la surface d'un film de fluide d'epaisseur h ;
dans le meme temps, lorsque 1'epaisseur croit, la vitesse du fluide decroit et
celle des ondes augmente. La figure 5.lib represente le mascaret sur la Seine,
a Quillebeuf, qui correspond a un ressaut hydraulique se formant lors de la
rencontre du courant du fleuve avec la maree montante. La profondeur d'eau,
assez peu importante dans le fleuve, est a 1'origine du deferlement de 1'onde
de maree.

On caracterise quantitativement le phenomene par le rapport des vitesses
du fluide et de celle de 1'onde de surface, appele nombre de Froude :

Dans Pexperience de la figure 5.1 la, le nombre de Froude passe d'une valeur
superieure a 1'unite pres du centre, a une valeur inferieure a la peripherie.

Ce phenomene est analogue a 1'onde de choc qui se forme pres d'un avion
supersonique et qui correspond au passage de la vitesse de 1'air d'une valeur
superieure a une valeur inferieure a celle du son. Le nombre de Mach,
M = v/c, ou c represente la vitesse du son, est 1'analogue du nombre de
Froude Fr. D'ailleurs, en plongeant une pointe dans la zone de faible epaisseur
de la nappe liquide, on observe derriere 1'obstacle la formation d'un « V »
caracteristique ; 1'angle de ce « V » depend, comme pour les ecoulements
compressibles, du rapport entre la vitesse du fluide et celle des ondes de
surface. Ainsi, on observe des ressauts hydrauliques lies aux ondes de gravite
dans les deversoirs en aval des barrages (Fig. 5.12, cas n° II).

Enfin, une vague deferlante represente une version mobile de ce
phenomene : le ressaut se deplace ici a la vitesse de la zone de deferlement ;
il faut se placer dans un referentiel fixe par rapport a elle pour appliquer les
modeles theoriques que nous allons developper.
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FIG. 5.11 - (a) Formation d'un bourrelet de type « ressaut hydraulique »
lorsqu'unjet d'eau rencontre un disque solide horizontal. La vitesse du liquide
dans la partie centrale excede celle des ondes de surface, puis devient inferieure
a celle-ci au-dela du bourrelet et jusqu'au bord du disque. On observe dans la
partie centrale droite une ride en « V » ouvert vers I'exterieur, qui correspond
a un effet d'onde de choc un pen comparable au « bang » supersonique d'un
avion (document S. Middleman), (b) Observation du mascaret sur la Seine
a Quillebeuf, resultant du ressaut hydraulique qui apparaU lorsque le courant
d'unfleuve rencontre la maree montante. Ce phenomene n'est plus observable
de nos jours.
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Couche liquide au-dessus d'un obstacle

Avant d'etudier la partie ressaut hydraulique de 1'ecoulement, representons
de fagon simple I'ecoulement au-dessus d'un barrage (Fig. 5.12).

FIG. 5.12 - Passage d'un ecoulement liquide au-dessus d'un obstacle dans les
deux cas du calcul. Cas I: nombre de Froude inferieur a 1 ; cas II: nombre de
Froude superieur a 1 : La zone (1) de faible vitesse est suivie d'une zone (2)
d'acceleration, puis d'une zone (3) de grande vitesse en amant du ressaut et,
enfin, d'une zone (4) de faible vitesse en aval du ressaut.

Appelons h le niveau initial du fluide, h(x) la variation avec la distance de
1'epaisseur de la couche de fluide et BQ(X) la hauteur du fond ; la pression a
la surface est egale a la pression atmospherique p$. Supposons la vitesse
uniforme dans toutes les sections verticales de I'ecoulement ; on obtient
les deux equations qui suivent en ecrivant la conservation du debit et en
appliquant 1'equation de Bernoulli le long d'une ligne de courant passant pres
de la surface :

En derivant ces deux equations par rapport a x, on obtient :

et :

D'ou :

Supposons I'ecoulement initialement assez lent et 1'epaisseur assez grande pour
que 1'on ait :
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On voit apparaitre deux comportements possibles au moment ou 1'ecoulement
passe au-dessus du point XM ou la hauteur de fond atteint son maximum COM
tel que (deo/dx] = 0. L'equation (5.82) peut en effet etre verifiee de deux
manieres :

(i) dU(x)/dx = 0 ; dans ce cas on a egalement (dh(x}/dx) = 0, d'apres
1'equation de conservation de la masse (cas n° I de la figure 5.12 et
photo (a) de la figure 5.13). Apres passage par le point de hauteur de
fond maximale, 1'epaisseur de la couche fluide augmente a nouveau, et
la vitesse rejoint sa valeur initiate U ;

(ii) U2(x) = gh(x] ; dans ce cas, dU(x)/dx ne change plus de signe et la
vitesse continue d'augmenter (et 1'epaisseur de fluide de diminuer), apres
passage par le point XM- L'equation (5.82) peut done continuer d'etre
verifiee car t/2(x) — gh(x) devient positif et (dho/dx) change egalement
de signe en passant par le point x = XM (cas n° II de la figure 5.12 et
photo (b) de la figure 5.13).

On voit le role cle joue par le nombre de Froude dans ces phenomenes. Dans
le cas (i), le nombre de Froude reste toujours inferieur a 1'unite ; dans le
cas (ii), il augmente et passe par la valeur 1 exactement au point XM puis
devient superieur a 1 (ecoulement supercritique). Le retour du fluide a un
ecoulement calme sous forte epaisseur se fait ensuite de maniere brusque
par un ressaut hydraulique comme le montrent les figures 5.12 et 5.13 (nous
discuterons ce phenomene un peu plus loin). On peut observer le passage d'un
comportement a 1'autre en augmentant progressivement la vitesse du fluide a
epaisseur constante jusqu'a ce qu'on atteigne la valeur Fr = 1 a 1'abscisse XM-

(a) (b)

FIG. 5.13 - Ecoulement d'un liquids au-dessus d'un obstacle dans un canal
rectangulaire ; (a) cas ou le nombre de Froude reste partout plus petit que 1 ;
(b) cas ou I'ecoulement est supercritique en aval du point de hauteur maximale
du fond (cliches M. Devillers, ENSTA).
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La discussion precedente suppose qu'il y a deux valeurs differentes
possibles de vitesse et d'epaisseur de fluide, pour une meme hauteur eo(x)
du fond a debit fixe : 1'une correspond a un nombre de Froude Fr superieur a
1, 1'autre a un nombre Fr' inferieur a 1. Dans le cas particulier e$ = 0 (zone
eloignee en aval de 1'obstacle, ou U' est la vitesse et hf 1'epaisseur de liquide),
on trouve une deuxieme solution Fr' ^ Fr telle que :

Si Fr est inferieur a 1, cette equation ne peut effectivement etre verifiee que si
Fr' est superieur a 1 ; en effet, dans le cas contraire, la somme est inferieure
a 2 et les deux facteurs du produit sont plus petits que 1.

Demonstration Ecrivons 1'equation (5.82) en eliminant la hauteur h(x) a 1'aide
de la relation Q = U(x)h(x}. On obtient :

soit, apres integration entre deux points situes loin en amont et en aval de 1'obstacle
ou les vitesses sont U et U' :

Cette equation est verifiee lorsque U = U', ou lorsque :

En recrivant cette derniere expression a 1'aide des nombres de Froude mis sous la
forme :

et en utilisant les relations Q = Uh = U'h', on obtient 1'equation (5.83) apres
simplification par gQ.

Au debut de la section 5.4.4, nous avons souligne 1'analogie etroite de
ces problemes avec les ecoulements compressibles. Le dispositif equivalent
au probleme que nous venons de decrire est la tuyere convergente-divergente
(dite de Delaval) representee a la figure 5.14.

Pour les faibles debits, la vitesse de 1'ecoulement reste inferieure a la vitesse
du son dans toute la tuyere, et est maximale au point de plus faible section
- le col - (ecoulement equivalent au cas (a) de la figure 5.13). A partir du
moment ou la vitesse devient egale a la vitesse du son en ce point (M = 1),
elle continue a augmenter avec la distance, et devient supersonique en aval ;
cette augmentation de vitesse est permise par une diminution continue de la
pression du gaz qui permet de conserver le debit massique. Plus en aval, il
apparait une onde de choc qui permet d'effectuer la transition vers les zones
de plus forte pression, apres la sortie de la tuyere ou le nombre de Mach est
plus petit que 1. Cette onde de choc est Panalogue du ressaut hydraulique
montre a la figure 5.13, et que nous allons etudier maintenant.
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FIG. 5.14 - Ecoulement d'un fluide compressible dans une tuyere
convergente-divergente ; (a) cas oil I'ecoulement reste subsonique dans toute
la tuyere ; (b) cas ou la vitesse de I'ecoulement atteint la vitesse du son au
point d'etranglement maximal. La ligne en tirets represente I'onde de choc.

Ressaut hydraulique

L'utilisation de 1'equation de conservation de la quantite de mouvement
va nous permettre d'etablir une relation entre les vitesses et les hauteurs en
amont et en aval d'un ressaut. A la figure 5.15, on a schematise le ressaut
hydraulique avec deux sections ou I'ecoulement est parallele et uniforme, de
vitesse U et U' en amont et en aval respectivement. Nous negligerons dans
ce probleme 1'effet de la viscosite.

FIG. 5.15 - Ressaut hydraulique. La vitesse du fluide en amont du ressaut
est superieure a la celerite \fgh des ondes de surface, tandis que la vitesse U'
en aval lui est inferieure. On a represente le volume de controle ABCB'A' a
travers lequel est evalue le bilan de la quantite de mouvement.

Comme precedemment, nous utilisons 1'equation (5.12) qui exprime
la conservation de la quantite de mouvement en supposant I'ecoulement
stationnaire. Nous choisissons un volume de controle limite par la surface S de
trace ABCB'A'A dans le plan de figure, et d'epaisseur unite dans la direction
perpendiculaire. Notons qu'une partie du volume de controle est dans 1'air,
et de ce fait qu'il est soumis a la pression atmospherique PQ. Supposons la
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vitesse d'ecoulement uniforme et egale a U et U' dans les sections AB et A'B'
du contour, qui sont les seules a travers lesquelles le flux d'ecoulement est non
nul ; on obtient :

Comme precedemment, on determine la pression p sur AB et A'B' a partir
des relations (5.37) :

En ajoutant un terme — po (h1 — h), correspondant a 1'integrale de po sur la
section BC, on obtient :

L'equation (5.12) s'ecrit done, compte tenu des equations (5.85) et (5.87), et
en negligeant la viscosite :

L'egalite des debits en amont et en aval du ressaut (conservation de la masse)
donne, par ailleurs :

En utilisant (5.89), pour eliminer U' (ou U} dans 1'equation (5.88), on obtient :

Par une elevation au carre suivie d'une soustraction, on trouve que ces deux
expressions verifient les relations :

et :
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des lors que h est plus petit que h''. On verifie done bien que 1'ecoulement
est supercritique (vitesse superieure a la vitesse des ondes de surface) dans la
partie du ressaut ou 1'epaisseur est la plus mince, et sous-critique dans 1'autre.
Physiquement, ce resultat signifie que le ressaut va 6tre une structure stable.
Les ondelettes qui s'en echapperaient vers 1'amont dans la zone supercritique
en emmenant une partie de 1'energie seront ramenees par 1'ecoulement, qui est
plus rapide qu'elles. Celles qui seraient entramees vers 1'aval par l'ecoulement
seront assez rapides pour remonter le courant et retourner dans le ressaut.

Rapport entre les niveaux de fluide et les vitesses de part et d'autre
du ressaut

Afin de determiner le rapport h'/h, nous developpons 1'equation (5.90b)
sous la forme :

En prenant la racine positive de cette equation du second degre en h, on
trouve :

Fr est le nombre de Proude de l'ecoulement amont. On verifie de nouveau que,
si h'/h est superieur a 1, cela implique que Fr soit plus grand que 1, et que
l'ecoulement soit supercritique en amont du ressaut. Remarquons egalement
que pour Fr — 1, on trouve h' = h, ce qui correspond a la limite d'un ressaut
d'amplitude infiniment faible ou les deux vitesses sont voisines de \/~gh.

5.4.5 Une autre application : vanne de decharge
dans un canal

En intercalant une paroi dans un canal a surface libre de section
rectangulaire (Fig. 5.16), la hauteur d'eau passe d'une valeur h a une valeur
plus faible h'. On cherche la force exercee par le fluide sur la paroi. Ce
probleme est tres proche du phenomene du ressaut hydraulique discute
precedemment : dans les deux cas, on a transition brusque entre deux canaux
a surface libre ou les niveaux sont differents. Cependant, alors qu'au passage
par le ressaut hydraulique, on a conservation de la quantite de mouvement,
une partie de celle-ci est transmise ici a la vanne de decharge sous la forme
d'une force. On suppose de nouveau la vitesse uniforme en amont et en aval
de la vanne avec des valeurs U et U'. On neglige egalement les forces de
frottement visqueux sur le fond du canal. On utilise la meme equation de
conservation de la masse :
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Force de reaction sur la vanne

Ecrivons, sous forme integrate, la conservation de la composante suivant
Ox de la quantite de mouvement. Comme volume de controle, nous choisissons
le cylindre de profondeur unite perpendiculairement a la figure, et dont la base
est la courbe : ABCDD'EFA (nous noterons S la surface de ce cylindre).
A 1'exception de deux sections (AB et EF) perpendiculaires a 1'ecoulement
dans la zone ou il est uniforme, le contour suit des lignes de courant au
fond du canal (AF), le long de la vanne (ODD'} et la surface libre (EC et
D'E). Utilisons la composante suivant Ox de 1'equation (5.12) : le terme
convectif f f s pvx (vjrij)dS n'est different de zero que sur les portions de
contour effectivement traversees par le courant fluide, c'est-a-dire sur AB
et EF. On a done :

Calculons le terme de pression de 1'equation (5.12), ffspnxdS. Les zones
AF et BC ne contribuent pas a cette integrate, car la force de pression est
verticale. L'integrale de p sur la zone CD est egale a la somme de la force R
globale sur la vanne (par unite de longueur suivant Oz), et de 1'effet de contre-
pression po(h — ho) du a la pression atmospherique po? exercee du cote expose
a 1'air. La composante horizontale correspondant a D'E est le produit de — PQ
par 1'extension verticale (hr — ho) de cette partie du contour. Calculons enfino c1

les integrates — fA pdS et fE pdS. La pression p verifie sur AB et EF les
memes relations (5.86a & b) que dans le cas du ressaut hydraulique. La seule
contribution non nulle au terme de contraintes visqueuses — f f s

 a'xjni d-S est
la force de frottement sur le fond AF du canal. Nous la supposons negligeable.
On en deduit :
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Soit, apres integration et sommation :

Cette equation differe de 1'equation (5.88) par la presence du terme
supplementaire de reaction R.

Utilisation de 1'equation de Bernoulli

Appliquons la relation de Bernoulli en supposant que la vitesse est
uniforme et egale a U et U' dans les sections AB et EF. On utilise la ligne
de courant proche du fond (z = 0), en utilisant pour la pression les valeurs
donnees par les relations (5.86a et b) ; on obtient :

soit :

En exprimant U' en fonction de f/, h et h' a 1'aide 1'equation de conservation
de la masse (5.94), on obtient la relation :

En resolvant cette equation du second degre en h', et en ne conservant que la
racine positive, on obtient :

Soit, en faisant intervenir le nombre de Froude Fr = U2/gh de 1'ecoulement
amont :

L'ecoulement present dans la vanne de decharge correspond a un niveau aval
h' plus faible que le niveau amont h ; en reportant cette condition dans
1'equation (5.102), on obtient la condition :

On obtient de maniere similaire la condition Fr' > 1 en eliminant U au lieu de
U' de 1'equation (5.99). Ainsi, cet ecoulement n'est obtenu que si le nombre
de Froude amont Fr est inferieur a 1'unite et le nombre de Froude aval Fr'
superieur a 1'unite. La vitesse de 1'ecoulement amont doit done 6tre inferieure
a la vitesse des ondes de gravite a la surface du fluide.



Chapitre 6
*

Ecoulements potentiels

L 'ETUDE du fluide ideal (ou parfait) « I'eau seche », tel que le baptise
R. Feynman dans son Cours de physique - est une partie essentielle

de la mecanique des fluides. En mecanique du point materiel, les lois du
mouvement peuvent s'exprimer, en I'absence de frottements, sous forme de
lois de conservation. De meme, I'absence de viscosite en mecanique des fluides
a permis, au chapitre 5, de simplifier les lois de conservation pour I'energie et
la quantite de mouvement, et de resoudre directement des problemes sans avoir
recours a une connaissance detaillee des mouvements locaux. Cette absence de
viscosite a pour consequence indirecte la permanence du caractere irrotationnel
du champ de vitesse qui decrit I'ecoulement d'un fluide parfait. Nous justifions
ce resultat dans I'introduction (section 6.1) de ce chapitre, ou nous donnons
egalement les cas dans lesquels la theorie potentielle des ecoulements est
applicable. Nous introduisons ensuite le potentiel des vitesses ainsi que ses
proprietes (section 6.2) et nous en donnons quelques exemples. Puis, nous
traitons de maniere plus generale le probleme de I'ecoulement potentiel autour
d'un obstacle de forme quelconque (section 6.3). Nous etudions ensuite le
probleme des ondes lineaires a la surface d'un fluide qui constitue un cas
particulier d'ecoulement potentiel (section 6.4)- L'analogie des ecoulements
potentiels avec I'electromagnetisme est etudiee a la section suivante 6.5. Puis,
nous introduisons le potentiel complexe (section 6.6) et nous I'illustrons par
quelques exemples. Enfin, I'utilisation de la methode de la transformation
conforme pour la determination d'ecoulements est presentee a travers deux
exemples.

6.1 Introduction

Le mouvement des fluides parfaits (non visqueux) est decrit par 1'equation
d'Euler que nous avons etablie a la section 4.2.3 du chapitre 4 (Eq. (4.31)) :
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Une des proprietes cles de ces fluides est la possibilite d'y induire des
ecoulements qui restent en permanence irrotationnels, c'est-a-dire, tels que
rotv(r, i) = 0 en tous points du fluide. Les ecoulements caracterises par
cette relation sont dits ecoulements potentiels, car le champ de vitesse derive
alors d'un potentiel de vitesse 3> avec :

En effet, nous montrerons au chapitre 7 (sections 7.2.1 et 7.3.1) que, si
1'ecoulement est irrotationnel a un instant donne (par exemple si le fluide
est initialement au repos avec v(r) =0) , il le restera ensuite a tout instant.
Cette permanence du caractere irrotationnel du champ de vitesse d'un fluide
parfait est une consequence de 1'absence de viscosite, assortie des hypotheses
qui permettent d'appliquer le theoreme de Bernoulli (forces exterieures en
volume derivant d'un potentiel, incompressibilite). Rappelons que nous avons
etabli ce theoreme au chapitre 5 (section 5.3.2) avec, pour un ecoulement
potentiel :

ou (f> est le potentiel dont derivent les forces en volume. Cette equation
decrit 1'evolution temporelle du potentiel des vitesses $ : elle suggere done
la permanence des ecoulements potentiels. En effet, si on connait le potentiel
a un instant initial (par exemple, si le fluide est au repos), il sera possible
de le determiner a tout instant ulterieur par integration. Remarquons
que la determination mathematique du champ de vitesse v(r) est analogue
a celle du champ electrique E(r) dans un probleme d'electrostatique, ou
d'electrocinetique a frequence suffisamment faible pour que rot E(r) = 0. La
relation (6.2) est ainsi analogue, au signe pres, a la relation entre le champ
electrique E(r) et le potentiel V(r).

En fait, on peut appliquer les lois des ecoulements potentiels meme si la
viscosite n'est pas rigoureusement nulle : les conditions sont les memes que
celles que nous avons ecrites au chapitre 4 (section 4.2.3).

Les solutions potentielles s'appliquent aussi a certains ecoulements non
stationnaires, meme lorsque leur nombre de Reynolds est faible. Ce sont par
exemple les ecoulements induits par le mouvement alternatif a frequence elevee
(ui = 27T/T) d'un objet de taille L ; ce sera egalement le cas dans la phase
initiale de faible duree T du mouvement accelere d'un objet lache dans un
liquide. Dans les deux cas, la diffusion de la vorticite reste limitee a une faible
distance de 1'objet (proportionnelle a x/z/T), et 1'ecoulement exterieur reste
celui d'un fluide parfait. Nous avons decrit de tels exemples au chapitre 2
(section 2.1.2) et au chapitre 4 (section 4.5.4).

Enfin, un cas particulier d'ecoulement potentiel est celui de 1'helium
superfluide. En dessous d'une temperature critique T\ = 2,17 K, la viscosite
de 1'isotope 4 de l'helium liquide chute brusquement a zero. II est possible
d'induire des ecoulements permanents tels qu'aucune diminution de la vitesse
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ne soit perceptible pendant plusieurs jours ! Nous donnons a la fin du present
chapitre quelques proprietes de ce fluide ; nous discuterons egalement, en
annexe au chapitre 7, les caracteristiques des ecoulements superfluides, qui
satisfont la condition d'irrotationalite sauf au niveau de lignes singulieres le
long de 1'axe de tourbillons.

6.2 Definitions, proprietes et exemples
d'ecoulements potentiels

6.2.1 Caracteristiques et exemples de potentiels
de vitesse

Si on suppose Pecoulement incompressible (relation (3.12)), la
relation (6.2) devient :

En electrostatique, ce cas correspond a un champ obtenu en 1'absence de
charges libres. La recherche du champ de vitesse vectoriel se ramene a celle
des solutions potentielles scalaires de 1'equation de Laplace ; nous beneficions
pour cela de tout 1'arsenal des methodes developpees en electrostatique (nous
avons deja mentionne cette equivalence au chapitre 3 (section 3.3.3)).

Les conditions aux limites portent sur la composante normale vn de la
vitesse relative par rapport aux parois solides. L'absence de debit de fluide a
travers une paroi immobile S impose la condition :

A 1'interface S entre deux fluides parfaits 1 et 2, la condition aux limites
vni — vn2 s'exprime par :

II n'y a pas de condition aux limites sur la composante tangentielle de la
vitesse en raison de 1'absence de forces de viscosite : c'est en effet la viscosite
qui impose 1'egalite de ces composantes dans les fluides reels, comme nous
1'avons vu au chapitre 4 (section 4.3.1).

6.2.2 Unicite du potentiel des vitesses
La encore, nous allons retrouver les demonstrations classiques

d'electrostatique. Dans un volume de fluide simplement connexe (Fig. 6.la),
il existe un seul champ de vitesse, potentiel et incompressible, qui correspond
a des composantes de vitesse normales donnees sur les surfaces solides et a
une vitesse donnee a 1'infini.
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FIG. 6.1 - (a) Exemple de volume de fluide simplement connexe : I'aire des
courbes (C) pent etre rendue nulle par deformation continue sans couper la
surface solide. (b) Volume de fluide doublement connexe : on ne pent rendre
nulle I'aire de la courbe (C) par deformation continue de celle-ci.

Demonstration Solent deux champs de vitesse vi = grad $1 et V2 = grad $2
correspondant aux memes conditions aux limites. Mentions que 1'integrale
JJJ(vi — V2)2dr prise sur tout le volume de 1'ecoulement est nulle. Cela entrainera
que les champs de vitesse vi et V2 sont identiques. Notons v = vi — V2 et
$ = $1 — $2- Nous obtenons :

La deuxieme integrate au second membre est nulle car divv = 0. La premiere se
transforme en integrate de surface sur les parois solides et a Tinfini :

L'integrale est nulle sur les surfaces solides, d'apres la condition aux limites sur la
composante normale de la vitesse qui entraine que v • n = 0. Elle est aussi nulle a
1'infini car, comme nous le verrons a la section 6.3.2 du present chapitre, 1'influence
sur le champ de vitesse de la presence des obstacles decroit comme 1/r3 avec la
distance r a ceux-ci ; par suite, 1'integrale de ces termes sur une surface spherique
d'aire proportionnelle a r2 tend vers 0 a grande distance.

Une methode similaire a celle qui vient d'etre utilisee permet de demontrer
que le champ de vitesse de cet ecoulement est celui qui minimise 1'energie
cinetique totale, parmi ceux verifiant divv = 0, ainsi que les conditions aux
limites pour la vitesse sur les parois et a 1'infini.

Le volume de fluide sera multiplement connecte pour des parois solides dont
une des dimensions est infinie (par exemple un cylindre infiniment allonge),
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FIG. 6.2 - Geometric d'ecoulement utilisee pour la demonstration de I'unicite
des solutions de I 'equation de Laplace, dans le cas d'un volume de fluide
doublement connexe. (a) Egalite des circulations de la vitesse le long des
courbes (C1) et (C"). La surface (S) s'appuie sur les deux courbes (C1) et (C").
(b) Calcul de I'integrale de (Vi — v^}2 sur le volume du fluide dont on exclut
le volume infinitesimal situe entre les deux surfaces S+ et S~, infiniment
proches de part et d'autre de (E) (pour plus de clarte, on n'a represente
que les intersections de ces deux surfaces avec la surface s'appuyant sur le
contour (C).

ou pour des parois de geometrie torique (Figs. 6.1b et 6.2). Dans ces deux
cas, on peut tracer une courbe fermee (C) entierement contenue dans le fluide,
dont on ne peut pas rendre nulle 1'aire en la deformant continument. Dans ce
cas, on ne peut definir le potentiel de vitesse $ de maniere non ambigue, car
la circulation de la vitesse le long du contour (C) :

peut prendre une valeur finie F quelconque.

Demonstration Limitons-nous a une geometrie telle que celle representee a la
figure 6.2. On suppose que le volume de fluide contient un solide en forme de tore de
surface exterieure («St). Analysons le calcul de $ & partir de I'integrale de la vitesse
le long d'une courbe fermee (C) (Fig. 6.2b).

Montrons d'abord que, bien que 1'ecoulement soit potentiel et que la vitesse v
du fluide soit bien definie en tout point, sa circulation F = Jc v • dl le long de la
courbe (C) n'est plus necessairement nulle. Appliquons le theoreme de Stokes sous
la forme :

Cette expression relie la circulation de la vitesse v le long de la courbe (C) au flux
de rotv a travers une surface («S) s'appuyant sur cette courbe. Pour que (<5) soit
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completement incluse dans le fluide, il faudra, soit que le chemin d'integration (C)
n'entoure pas la surface torique (5*), soit que la surface (<S) soit comprise entre les
deux courbes (C') et (C") entourant toutes les deux la surface (St) (c'est 1'ensemble
de ces deux courbes qui represente alors le contour (C)}. C'est ce dernier cas qui est
realise a la figure 6.2a pour la surface («S). On a alors :

On ne peut done dans ce cas determiner la valeur de la circulation F = Jc v-dl ; on
a seulement montr6 qu'elle etait la meme pour deux courbes telles que (C') et (C")
entourant une fois le tore (<St) dans le meme sens.

Si F est different de zero, on ne peut definir de fonction potentiel <& univaluee.
En effet, 1'integrale Jc v-dl verifie :

ou <5$ est la variation globale de $ lorsqu'on parcourt completement la courbe (C)
sur toute sa longueur. Le fait que 5$ soit different de zero signifie que la fonction
<I> est multivaluee et definie a F pres : on en tient compte en supposant qu'il y a sur
la courbe (C) un point ou la fonction est discontinue et varie de +F ou —F suivant
le sens de passage. Comme la position de ce point est arbitraire, on suppose que la
discontinuity a lieu pour toutes les courbes a leur point d'intersection avec une meme
surface (E) bloquant le passage a 1'interieur du tore (la trace de (E) est representee
en gris leger sur la figure 6.2b). Cette approche est similaire a celle utilisee pour
definir un angle polaire de reperage dans un plan.

Demontrons maintenant qu'il y a un seul champ de vitesse potentiel
correspondant a une valeur de F donnee. Calculons pour cela 1'integrale J//v(vi —
V2)2dr sur un volume (V) doublement connecte (Fig. 6.2b), limite par la surface
(5t) et deux surfaces d'integration supplementaires (E+) et (E~) : (E+) et (E~)
sont supposees infiniment proches de (E) et situees de part et d'autre. Reprenons
la meme demarche que pour le cas d'un volume simplement connecte, on a :

La surface d'integration limitant le volume (V) est constitute des surfaces (Si),
(E+) et (£~). Comme vi et V2 ont une composante normale nulle sur (<St), seules
interviendront les integrales sur les surfaces (E+) et (E^). vi et V2 sont continues
sur la surface (E) et ont done la meme valeur sur (E), (E+) et (E~). Done :

Par ailleurs la difference <fr+ — <&_ entre les valeurs de $ en deux points
correspondants des surfaces (E+) et (E~), est egale a F. On a done :

ou Qi et Qz representent les flux des deux champs de vitesse a travers la surface (S).
II suffit done d'imposer, en plus des conditions aux limites de vitesse normale nulle
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aux parois, la valeur de la circulation F pour assurer 1'unicite de la solution : en
effet, si FI = F2, on a J//v(vi — V2)2 dr = 0 et vi = va.

Remarque Le probleme de geometries doublement connexes se retrouve en
magnetisme des courants. La circulation du champ magnetique le long d'un contour
ferine qui entoure un fil infmiment long ou une boucle, parcourus par un courant,
est independante du contour d'apres le theoreme d'Ampere (pour un nombre donn6
de tours autour du fil ou de traversees de la boucle dans une meme direction).

6.2.3 Potentiels des vitesses des ecoulements elementaires
et combinaison des fonctions potentiel

Nous aliens maintenant etudier quatre ecoulements elementaires :
1'ecoulement uniforme, la source, le tourbillon et le dipole. Nous analyserons
ensuite comment les champs de vitesse de ces ecoulements simples peuvent
etre combines pour resoudre des problemes plus complexes. Nous donnerons
enfin quelques exemples de champs de vitesse autour d'objets de forme simple
(section 6.2.4). Comme nous avons affaire a des fluides incompressibles, nous
determinerons egalement la fonction de courant de ces ecoulements (elle a ete
definie a la section 3.4 du chapitre 3). Un tableau des potentiels des vitesses et
des fonctions de courant pour les ecoulements les plus classiques est presente
a la fin de ce chapitre.

Ecoulement parallele uniforme

Considerons 1'ecoulement uniforme de vitesse U dans la direction x
(Fig. 6.3), dont les composantes de vitesse s'ecrivent :

vx — U = constante,
vy — 0 dans le cas d 'un ecoulement a deux dimensions.

et :

VZ = Vy = 0,

vx = U = constante dans le cas d'un ecoulement a trois dimensions.

A deux dimensions, on a, d'apres les equations (3.18) du chapitre 3 :

d'ou

et :
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FIG. 6.3 - Lignes de courant (\l> = constante) et equipotentielles
($ = constante) dans un ecoulement parallele, de vitesse U a deux dimensions.

A trois dimensions, 1'ecoulement etant axisymetrique, on peut obtenir un
resultat similaire en utilisant la fonction de courant de Stokes ^, comme nous
1'avons vu au chapitre 3 (section 3.4.3). Nous supposons toujours 1'ecoulement
dirige suivant 1'axe Ox.

4 En coordonnees cylindriques (r, $, x), on obtient, en utilisant les
equations (3.21) :

d'ou:

4 En coordonnees spheriques (r, </?, 0), on a de meme, a partir des
equations (3.22) :

d'ou:
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Rappelons que les lignes (ou surfaces) d'equation ^ = constante sont des
lignes (ou surfaces) de courant de 1'ecoulement ; elles ont pour equations
r = cte, et r sin v? = cte, respectivement en coordonnees cylindriques et
spheriques. Elles sont paralleles a la direction de la vitesse U. Les lignes
equipotentielles a deux dimensions (ou les surfaces a trois dimensions) sont
les droites (respectivement les plans) perpendiculaires a cette direction.

Tourbillon

L'ecoulement plan tourbillonnaire (Fig. 6.4) est un ecoulement autour d'un
axe perpendiculaire en O au plan xOy. Le champ de vitesse est orthoradial
(c'est-a-dire perpendiculaire a 1'axe et au rayon vecteur), et les composantes
vr et VQ verifient en coordonnees polaires :

ou, d'apres les equations (3.19a & b)

FIG. 6.4 - Lignes de courant et lignes equipotentielles dans un ecoulement
plan tourbillonnaire autour d'un axe Oz.
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Calculons la circulation de la vitesse autour d'un cercle (C) de rayon r centre
en O, on trouve :

F represents done la circulation sur toute courbe entourant une fois 1'origine.
On obtient :

et :

oii TO est une constante arbitraire (# et $ sont en effet definies a une constante
additive pres), qui permet de respecter 1'absence d'unite de 1'argument du
logarithme.

Notons que nous avons ici un cas d'ecoulement doublement connexe. La
ligne singuliere r = 0 (qui s'etend a 1'infini dans la direction Oz) joue le role
de la surface solide St mentionnee sur la figure 6.2 de la section 6.2.2, et
autour de laquelle nous avions calcule la circulation de la vitesse (dans le cas
present, le rayon de courbure du tore est infini). Le potentiel des vitesses
3> n'est pas defini de maniere univoque, car il contient la variable angulaire
d ; la circulation de la vitesse le long d'un contour entourant n fois la ligne
r = 0 dans le sens direct sera egale a nT. Ce probleme est analogue a celui
du champ magnetique cree par un fil rectiligne infiniment long et de diametre
tres petit, parcouru par un courant electrique.

Source

On appelle source et puits les ecoulements potentiels elementaires qui
s'effectuent respectivement a partir de, et vers un point (on a Q > 0 pour
la source, et Q < 0 pour le puits).

4 A deux dimensions, 1'ecoulement a partir d'un point source s'exprime,
en coordonnees cylindriques, par (Fig. 6.5) :

En evaluant le flux de la vitesse a travers un cercle de rayon r centre a 1'origine
(qui represente simplement le debit Q), on obtient :
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FlG. 6.5 - Lignes de courant et equipotentielles d'un ecoulement induit
par une source centree sur Vorigins des axes de coordonnees correspondant
respectivement aux equipotentielles et aux lignes de courant de la figure 6-4-

On a pour 1'ecoulement ainsi defini, et en utilisant les equations (3.19a & b) :

soit :

Comme precedemment, $ et ^ sont definis a une constante pres. Notons la
correspondance, dans le cas bidimensionnel, entre la solution de ce probleme
et celle du tourbillon presentee precedemment. Les fonctions $ et * sont
echangees en gardant la meme forme lorqu'on passe d'un probleme a 1'autre.
Les lignes de courant radiales, dans le cas de la source, sont identiques aux
equipotentielles de 1'ecoulement tourbillonnaire. Les lignes de courant du
tourbillon, qui sont des cercles centres autour de 1'origine, correspondent aux
equipotentielles de I'ecoulement cree par la source. Cette correspondance sera
analysee de fagon plus directe a la section 6.6 relative a la notion de potentiel
complexe des vitesses.



306 Chapitre 6 : Ecoulements potentiels

4 A trois dimensions, le champ de vitesse autour d'un point source de
debit volumique Q s'ecrit en coordonnees spheriques :

L'ecoulement doit en effet etre radial et tel que le flux sur une sphere de rayon
r soit egal a Q. On a done :

Le potentiel des vitesses et la fonction de courant s'ecrivent alors :

Ecoulement cree par un dipole

Considerons une source 62 et un puits Si, dont les debits ont la meme
valeur absolue Q. En faisant tendre leur distance d vers 0, et en maintenant
constant le produit p = Q |d|, on obtient un dipole d'ecoulement de moment
vectoriel p = QSiS2, oriente du puits vers la source (Fig. 6.6).

4 A deux dimensions, les potentiels de vitesse induits au point P(OP = r)
par la source #2 (respectivement le puits Si) situes en 082 = r2
(respectivement OSi = FI), s'expriment en coordonnees polaires par :

On a done, pour 1'ensemble (source + puits) :

Evaluons cette difference en developpant Log|r — r2| au voisinage de
|r| = |OP| ; |r| est beaucoup plus grand que |FI = |OSi| et |r2| = |OS2J
quand on rapproche la source du puits (d —> 0) en maintenant constant le
moment p du dipole. Developpons le logarithme au voisinage de r :
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FIG. 6.6 - Ecoulement a deux dimensions cree par I'ensemble d'un puits Si et
d'une source 82, de meme debit Q. Lorsqu'on fait tendre leur distance d vers
0, en maintenant constant le produit Qd, on obtient Vecoulement cree par un
dipdle de moment p = Qd.

soit, dans la limite oil d —> 0,

ou encore:

avec p = Q 8182 (\p\ = Q d) ; # est I'angle entre 8182 et le rayon vecteur r de
module r. En prenant le gradient du potentiel <J>, on obtient les composantes
de la vitesse :

Le potentiel et le champ de vitesse ont done la meme forme que le potentiel
et le champ electrique crees par un dipole electrique de moment p. A partir
de ces composantes de la vitesse, on obtient la fonction courant ^ a 1'aide des
relations (3.19) deja utilisees plus haut :
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4 En operant de la meme maniere pour un ecoulement a trois dimensions,
on obtient le potentiel du dipole en coordonnees spheriques :

Les composantes correspondantes vr et v^ du champ de vitesse sont :

et :

et la fonction courant ^, obtenue a partir des equations (3.22), verifie :

Resolution de 1'equation de Laplace :
additivite des solutions, separation de variables

Par suite de la linearite de 1'equation de Laplace, des combinaisons lineaires
de solutions de celle-ci la verifieront egalement. On peut done construire
un champ de vitesse d'un probleme potentiel en superposant des solutions
simples, de fac,on a satisfaire aux conditions aux limites pour la fonction
totale. Par ailleurs, comme en electrostatique dans le cas du potentiel cree
par une distribution de charges electriques, on peut ecrire le potentiel des
vitesses d'un ecoulement sous la forme d'un developpement multipolaire ;
celui-ci correspondra a la somme de potentiels elementaires associes a des
distributions de sources de fluide de plus en plus complexes (source unique,
dipole, quadrupole, ...). Ainsi, nous verrons qu'a partir du potentiel de vitesse
cree par un dipole, on peut decrire des champs de vitesse simples, tels que
ceux qui correspondent a 1'ecoulement autour d'une sphere ou d'un cylindre.

Une autre approche consiste a rechercher les solutions particulieres de
1'equation de Laplace sous forme d'un produit de fonctions de variables
separees : il est pour cela necessaire d'utiliser des coordonnees qui respectent
la symetrie du probleme. Les problemes a symetrie cylindrique conduisent a
des solutions sous forme de fonctions de Bessel; ceux a symetrie spherique font
intervenir les fonctions de Legendre, utilisees dans la resolution de 1'equation
de Schrodinger en mecanique quantique pour la determination d'orbitales
atomiques.

6.2.4 Exemple d'ecoulements potentiels simples
Nous verrons apparaitre dans les exemples qui suivent les ecoulements

elementaires que nous venons d'etudier. Nous traiterons successivement
1'ecoulement plan autour d'un cylindre circulaire, 1'ecoulement a trois
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dimensions autour d'une sphere placee dans un champ de vitesse uniforme a
1'infini, 1'ecoulement autour d'un solide de Rankine et, enfin, la superposition
des ecoulements induits par un puits et par un tourbillon.

Ecoulement autour d'un cylindre circulaire

Nous considerons un ecoulement uniforme de vitesse U, perturbe par
la presence d'un cylindre circulaire de rayon R et d'axe perpendiculaire a
la vitesse. Compte tenu de la propriete d'invariance du probleme dans la
direction de 1'axe du cylindre, nous le traiterons dans un espace a deux
dimensions. Nous analyserons d'abord le cas ou il n'existe pas de circulation
de la vitesse autour du cylindre (i) ; ensuite, nous etudierons 1'effet de la
presence d'une circulation (ii), ce qui nous permettra de mettre en evidence
1'effet de portance. Nous retrouverons cet effet de maniere plus generate a
la section 6.3.1, ou nous discuterons le cas d'un obstacle bidimensionnel de
forme quelconque.

(i) Cylindre circulaire sans circulation
Considerons, en coordonnees polaires a deux dimensions, le potentiel

$ des vitesses qui resulte de la superposition des potentiels correspondant
a un ecoulement uniforme de vitesse U orientee dans la direction 9 =
0 (relation (6.6a)) et a un dipole de moment p oriente dans la meme
direction (relation (6.12)) ; on a :

Cette expression constitue une premiere approche logique : le potentiel du
dipole sera en effet le premier terme non nul du developpement multipolaire,
puisqu'on n'a pas suppose la presence d'une source de fluide dans l'ecoulement.
Compte tenu de 1'unicite des solutions potentielles a circulation fixee,
1'expression (6.16) sera la solution du probleme si elle verifie les conditions
aux limites sur les parois. Dans le cas contraire, il faudra recourir a des termes
d'ordre plus eleve du developpement multipolaire. De 1'expression (6.16) du
potentiel, on deduit les composantes de la vitesse :

Cherchons maintenant s'il existe une valeur de p telle que ce champ de vitesse
verifie les conditions aux limites :

v= U a 1'infini, et vr(r — R} — 0 (composante de vitesse normale nulle a
la surface du cylindre (r = R)).

La premiere condition est identiquement verifiee, car le champ de vitesse
cree par le dipdle decroit en 1/r2 avec la distance. La seconde entraine :
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ce qui determine la valeur p du moment du dipole en fonction de la vitesse U.
Le champ de vitesse s'ecrit done finalement :

La solution de 1'equation de Laplace etant unique, ce champ de vitesse, qui
satisfait les conditions aux limites a 1'infini et sur la surface du cylindre, est
done bien la solution de notre probleme.

La fonction de courant \I> de cet ecoulement pourrait de m6me etre construite
a partir de celles de 1'ecoulement uniforme et du dipole. II est plus rapide de
la deduire directement des equations (6.17a & b) du champ de vitesse obtenu
plus haut, a partir des equations (3.22) de definition de $>. On obtient ainsi :

Les lignes de courant de cet ecoulement sont representees a la figure 6.7. On
notera 1'existence de la ligne de courant particuliere correspondant a ^ = 0 ;
elle est constitute des deux demi-droites issues des points d'arret r = 0, et
9 = 0 ou B = TT (points de vitesse nulle situes sur la circonference du cylindre),
ainsi que de la circonference elle-meme.

(ii) Cylindre circulaire avec circulation
Dans ce cas, le potentiel des vitesses est obtenu en ajoutant au

potentiel precedent (Eq. (6.16)), le potentiel d'un tourbillon de circulation F
(Eq. (6.9a)). En effet, le champ de vitesse du tourbillon est tangent aux
cercles r = cte et s'annule a 1'infini ; il verifie done automatiquement les
deux conditions aux limites. Comme il y a un seul ecoulement potentiel
correspondant a une valeur de la circulation F donnee, la somme des deux
potentiels de vitesse est done la solution du probleme. Ainsi, si nous appelons
U la valeur algebrique de la vitesse supposee parallele a 1'axe Ox :

On obtient de meme les composantes de la vitesse a partir de la superposition
de solutions :

car chacun des deux champs de vitesse verifie separement les conditions aux
limites. On en deduit :
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FIG. 6.7 - Forme des lignes de courant autour d'un cylindre circulaire
place dans un ecoulement uniforme a I'infini, dans le cas ou la circulation
de la vitesse autour du cylindre est nulle. Cette figure a ete obtenue
experimentalement dans une cellule de Hele-Shaw, qui permet de simuler
un ecoulement plan et potentiel a partir de celui autour d'un obstacle place
entre deux plaques paralleles et ires proches. Cette technique est discutee au
chapitre 8 (section 8.6.3 et figure 8.21) (cliche H. Peregrine, An Album of
fluid motion).

Cherchons a present s'il subsiste des points d'arret sur la surface du cylindre.
Us doivent etre tels que :

La relation (6.19) amene a distinguer deux regimes, suivant les valeurs
relatives des valeurs absolues |F| et \U\ de la circulation et de la vitesse :

• pour 0 < |r| < 4:K R\U\, il existe deux points d'arret PI et P2,
symetriques par rapport a 1'axe y (Fig. 6.8a) : leur position est definie par
les angles 9 donnes par la relation (6.19). PI et P2 se deplacent a partir
de deux positions diametralement opposees pour F = 0 (cas precedent), en
se rapprochant jusqu'a se confondre en un point unique P sur la surface du
cylindre pour |F| = AnR\U\.
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FlG. 6.8 - Forme des lignes de coumnt autour d'un cylindre circulaire place
dans un ecoulement uniforme a Vinfini. Cas oil la circulation T de la vitesse
autour du cylindre est non nulle (elle est negative dans le cas de la figure) ;
(a) : 0 < |F| < ^R\U\; (b) \T\ > ̂  R\U\.

4 pour |F| > 4?rR\U\, il n'existe plus de points d'arret sur la surface du
cylindre. II existe des trajectoires fermees qui 1'entourent et des trajectoires
ouvertes a plus grande distance (Fig. 6.8b). Le point d'arret unique P est
defini dans ce cas par les conditions : sin 9 = ±1 (suivant que F et U sont ou
non de meme signe) et :

Ces deux conditions permettent de verifier respectivement vr — 0 et VQ — 0.
La seule valeur de r superieure a R, et solution de 1'equation precedente, est :

La force qu'exerce le fluide sur le cylindre est perpendiculaire a 1'axe et possede
deux composantes : 1'une, dans la direction de la vitesse U et de sens oppose
est la trainee, 1'autre dans la direction perpendiculaire est la portance. Pour
determiner les composantes de cette force, on calcule la resultante des forces
de pression sur le cylindre a partir du champ de pression p(r — R, 0} a sa
surface. La pression verifie la relation de Bernoulli (5.36) : elle s'applique
en effet a tout 1'espace, car 1'ecoulement est potentiel. En prenant comme
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reference un point & 1'infmi (pression po, vitesse [/), nous obtenons :

La portance par unite de longueur du cylindre est donnee par la composante
Fp de la resultante des forces de pression suivant la direction y :

Le seul terme non nul dans 1'integration provient du terme proportionnel a
sin 0 dans le developpement de 1'expression precedente de la pression, soit :

(ainsi, Fp est dirigee vers le haut dans les deux cas de la figure 6.8). Cette
expression de la portance (appelee force de Magnus] sera etablie dans un cas
plus general a la section 6.3.1 (Eqs. (6.43b) et (6.44)).

Par ailleurs, la composante Ft suivant 1'axe des x de la resultante des
forces de pression (la trainee) est nulle. En effet, la norme de la vitesse en des
points symetriques par rapport a 1'axe des y est la m6me ; il en est done de
meme de la pression. II en resulte que les contributions en projection sur 1'axe
des x s'annulent deux a deux. Ce resultat s'applique a tous les ecoulements
stationnaires de fluides parfaits autour d'un obstacle : dans ce cas, la trainee
est nulle car il n'existe pas de mecanisme de dissipation visqueuse.

Sphere dans un ecoulement uniforme a 1'infini

Nous traitons maintenant le cas d'un ecoulement uniforme de vitesse U,
perturbe par une sphere de rayon R au repos centree a 1'origine (Fig. 6.9).
Toujours par analogic avec 1'electrostatique et comme dans le cas du
cylindre, nous prenons comme fonction d'essai du potentiel des vitesses la
superposition de ceux d'un ecoulement uniforme (relation (6.8a)) et d'un
dipole (relation (6.15a)). On obtient, en coordonnees spheriques :

Les composantes de la vitesse s'ecrivent alors :
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Le moment p du dipole est determine a partir de la condition aux limites sur
la surface de la sphere :

D'ou :

et :

La condition de vitesse egale a U a 1'infini est identiquement verifiee par suite
de la forme choisie pour le potentiel $ (la contribution du dipole s'annule en
effet a 1'infini). On obtient, pour le champ de vitesse :

La forme des lignes de courant est obtenue a partir de la fonction de courant
deduite du potentiel des vitesses, par integration des deux equations suivantes
decoulant des relations (3.22) :

Soit, a une constante pres :

La figure 6.9 montre la distribution des lignes de courant correspondantes.
La surface \I/ = 0 est constitute de la sphere (r — R) et de 1'axe de symetrie
(<p — 0 et (p = TT). Remarquons que le module de la vitesse decroit comme
1/r3 aux grandes distances r.

Nous etudierons au chapitre 8 (section 8.4.1), 1'ecoulement d'un fluide
autour d'une sphere a faible nombre de Reynolds, lorsque les forces de viscosite
sont dominantes (au contraire du cas present) : le module de la vitesse decroit
alors comme 1/r, c'est-a-dire beaucoup plus lentement que pour 1'ecoulement
potentiel etudie ici.
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FIG. 6.9 - Lignes de courant autour d'une sphere immobile placee dans un
ecoulement potentiel uniforme.

Le solide de Rankine

Get exemple correspond au cas d'une source placee dans un ecoulement
uniforme (Fig. 6.10). Nous allons montrer qu'il decrit Pecoulement autour
d'un obstacle solide de forme particuliere, appele « solide de Rankine »,
qui a une symetrie de revolution autour de la direction de 1'ecoulement non
perturbe.

On part d'un potentiel des vitesses et d'une fonction de courant qui
correspondent a la superposition d'un ecoulement uniforme (Eq. (6.8)) et
d'une source placee a 1'origine des coordonnees (Eq. (6.11)) :

Soit, en coordonnees spheriques :

et :

De la relation (6.28a), on tire les composantes de la vitesse :

II existe un point d'arret PQ (point de vitesse nulle) sur 1'axe des z (</? = 0 ou
TT suivant les signes relatifs de Q et U} pour :
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FIG. 6.10 - Ecoulement autour d'un solide de revolution, appele solide de
Rankine. Get ecoulement est obtenu par superposition d'un ecoulement
uniforme et d'un ecoulement source (S).

Les lignes de courant sont constitutes de 1'ensemble des sections avec les plans
meridiens des surfaces de revolution autour de 1'axe x, dont la meridienne a
pour equation :

L'ensemble de ces lignes de courant est presente a la figure 6.10.
La valeur #0 de la fonction de courant sur la ligne de courant (Co) situee

dans le plan de figure et passant par le point d'arret PQ, determine ci-dessus
(r = ro, <f> — IT) s'ecrit :

En reportant cette valeur dans la relation (6.31), on en tire 1'equation de (Co) :

Cette ligne de courant comprend d'une part, 1'axe Ox (ip = 0, TT) et, d'autre
part, une courbe qui separe 1'espace en deux regions, ou le fluide est apporte
par chacun des deux ecoulements de base (ecoulement uniforme et ecoulement
induit par la source). On peut remplacer ce tube de courant par un obstacle
solide, sans modifier 1'ecoulement determine. L'obstacle correspondant fait
partie de la famille plus generate des ovoi'des de Rankine : ceux-ci sont obtenus
par superposition des nappes de courant correspondant a un ecoulement
uniforme, et a 1'ensemble d'une source et d'un puits de meme debit. Le
parametre permettant de modifier la forme de 1'ovale est la distance entre
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la source et le puits. Lorsque cette distance tend vers zero, on retrouve
1'ecoulement autour d'une sphere etudie dans 1'exemple precedent. Dans le cas
ou cette distance tend vers Tinnm (par exemple si le puits est rejete a 1'infini),
on retrouve le cas particulier de 1'obstacle semi-infini etudie ici : en effet
le puits intervient alors uniquement comme une composante supplementaire
d'un ecoulement uniforme.

Puits et tourbillon

Nous considerons la superposition des ecoulements a deux dimensions crees par
un puits de debit — Q (Q > 0) et par un tourbillon de circulation F, tous deux
centres a 1'origine. L'ecoulement resultant correspond bien au cas d'un recipient
cylindrique qui se vide par un orifice central (puits), en meme temps qu'il se remplit
tangentiellement a sa peripherie, ce qui entretient le mouvement tourbillonnaire.
Seul le creusement de la surface libre qu'on observe en general dans la partie centrale
du recipient n'apparait pas dans le present traitement qui est a deux dimensions. Le
potentiel des vitesses et la fonction de courant de 1'ecoulement resultant s'ecrivent :

soit, en coordonnees polaires (relations (6.9) et (6.10)) :

et :

On en deduit les composantes de la vitesse :

et :

Les lignes de courant ont pour equation en coordonnees polaires :

Ce sont done des spirales logarithmiques (Fig. 6.11), parametrees par le facteur r\,
qui depend de la ligne de courant consideree. Elles correspondent a la trajectoire
d'une particule qui tourne autour du puits en s'en rapprochant progressivement.
L'angle </? constant que fait le vecteur vitesse avec le rayon vecteur r est tel que :

7T
II est nul (lignes de courant radiales) dans le cas ou F = 0 (puits seul), et vaut —

Zt
lorsque Q = 0 (tourbillon seul).
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FIG. 6.11 - Lignes de courant de I'ecoulement cree par la superposition d'un
puits et d'un tourbillon centres a I'origine. La circulation du tourbillon a ete
choisie positive dans le cas de la figure.

6.3 Forces exercees sur un obstacle
dans un ecoulement potentiel

Dans cette section, nous traitons le probleme des forces exercees par
un ecoulement potentiel sur un obstacle solide de forme quelconque place
dans cet ecoulement. L'etude est basee sur la possibilite, deja evoquee plus
haut (section 6.2.3), d'utiliser un developpement multipolaire du potentiel
des vitesses, solution de 1'equation de Laplace ; on tient compte par ailleurs
des conditions aux limites pour la vitesse normale, imposee sur la surface de
1'objet (nulle pour un objet au repos). A grande distance r de 1'objet, seule
la contribution non nulle de la plus faible puissance en 1/r, qui tend vers zero
le plus lentement, est prise en compte dans le calcul du champ de vitesse.

En utilisant les equations de conservation de la quantite de mouvement,
nous determinerons la force exercee a partir du champ de vitesse, assez loin
du corps pour que 1'approximation dipolaire precedente soit valable. A deux
dimensions, nous prendrons de plus en compte 1'existence d'une circulation qui
est liee a la non-unicite des solutions potentielles discutee a la section 6.2.2.

6.3.1 Cas bidimensionnel

Potentiel des vitesses

Un cylindre circulaire, ou un profil d'aile infiniment allonge, est un exemple
classique d'obstacle bidimensionnel. Nous supposerons ces objets fixes comme
ce serait le cas dans une soufflerie imposant la vitesse d'ecoulement U,
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uniforme a grande distance de 1'obstacle et perpendiculaire a 1'axe z du
cylindre. Nous supposons, a priori, 1'existence d'une circulation finie F autour
de 1'obstacle, sans indiquer pour 1'instant la maniere dont elle peut etre creee.
Nous le preciserons dans le chapitre 9, consacre a 1'etude des couches limites
(section 9.6.1).

4 A une distance r de 1'obstacle, grande devant ses dimensions dans le plan
xy, le champ de vitesse et le potentiel des vitesses resultent de la combinaison
lineaire des champs et potentiels qui correspondent a un ecoulement uniforme
de vitesse U et a un tourbillon (comme dans 1'exemple (ii) de la section 6.2.4) :

avec : 3>i(r) = T/27rd + constante (Eq. (6.9a)). Ce dernier terme traduit
1'influence de la circulation autour de 1'obstacle sur le champ de vitesse.

t A distance quelconque de 1'obstacle, on peut ecrire le champ de vitesse
sous la forme :

Le potentiel $2(1*) traduit la modification du potentiel des vitesses due a la
presence de 1'obstacle. Ecrivons alors $2 sous la forme d'un developpement
multipolaire (source unique, dipole, quadrupdle, ...). En general, 1'ecoulement
ne comporte pas de source : le premier terme non nul est celui du dipole, soit
(relation (6.13)) :

ou A est un vecteur constant caracteristique du dipole. Pour le cas particulier
ou 1'obstacle est un cylindre circulaire, ce potentiel est la solution exacte du
probleme (section 6.2.4, exemple (i)) ; pour un obstacle de forme quelconque, il
representera simplement le terme correctif dominant a grande distance. Nous
aliens voir maintenant que ce developpement suffit a determiner les forces qui
s'exercent sur 1'obstacle.

Forces exercees sur un obstacle bidimensionnel

Nous aliens calculer la portance Fp et la trainee Ft, c'est-a-dire les forces
exercees sur le corps respectivement dans les directions perpendiculaire et
parallele a 1'ecoulement. Evaluons pour cela les composantes, suivant les
axes x et y, du bilan de quantite de mouvement (Eq. (5.10)) a 1'interieur d'un
cylindre circulaire lie a 1'obstacle, de rayon r grand devant ses dimensions
dans le plan xy, et de longueur unite le long de son axe z (Fig. 6.12) ; on evite
ainsi d'avoir a faire 1'integration du champ de pression sur toute la surface du
cylindre. Nous allons voir que la forme exacte de la section du cylindre par
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FIG. 6.12 - Evaluation de la portance Fp et de la trainee Ft sur un obstacle
cylindrique place dans un ecoulement uniforms, en presence d'une circulation
de la vitesse autour de I 'obstacle. (S) represents la surface du cylindre
circulaire a I'interieur duquel est effectue le bilan de quantite de mouvement.

le plan de figure n'intervient pas dans le calcul de la portance Fp. Cela vient
du fait que seul le premier terme du developpement multipolaire du potentiel
des vitesses intervient pour determiner Fp.

Appliquons 1'equation de bilan de quantite de mouvement (5.10) etablie
au chapitre precedent a un cylindre circulaire de rayon r, de surface (S)
et de profondeur unite dans la direction perpendiculaire au plan de figure.
Comme 1'ecoulement est potentiel, on neglige Pinfluence des contraintes de
viscosite <r',.ij

Dans cette relation, n est le vecteur unitaire de la normale a 1'element de
surface dS = (rdO) du cylindre (n = [cos#, sin#, 0], Ft et Fp representent la
trainee et la portance par unite de longueur suivant Oz. Dans ces expressions,
Ft et Fp sont considerees comme des forces en volume, fictives, d'un type
particulier : ce sont les forces qui doivent etre appliquees, par un observateur
ou une action exterieurs, pour maintenir le corps en place, en equilibrant la
portance et la trainee exercees par le fluide. En separant les termes de pression
et d'inertie, on obtient :
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Le champ de pression est donne par la relation de Bernoulli : celle-ci est en
effet valable dans tout 1'espace, puisque Pecoulement est potentiel :

ou po est la pression uniforme a suffisamment grande distance de 1'obstacle
pour obtenir |v| = U. En utilisant le developpement de v(r) donne par la
relation (6.37), avec la notation v = U + vi, il vient :

Dans cette expression, nous avons neglige les termes associes a la perturbation
du champ de vitesse due a la presence du cylindre. En effet, le plus important
de ces termes est la composante dipolaire qui decroit comme 1/r2 avec la
distance r a 1'obstacle (relations (6.14)) ; sa contribution aux integrates (6.40)
tend done vers zero comme 1/r loin du cylindre, car elle varie avec r comme le
produit de 1/r2 par 1'element de surface rdO. En reportant 1'expression (6.42)
dans les relations (6.40), et en remarquant que le terme constant PQ dans la
pression ne donne pas de contribution a 1'integrale, on obtient :

Nous pouvons negliger egalement les termes du second ordre, du type v\x viy,
v\ ou v\ S3 (1/r2) ; ils donnent en effet, comme nous 1'avons vu plus haut,
une integrate de surface qui tend vers zero comme 1/r lorsque r tend vers
I'infini. On obtient done en developpant les equations precedentes :

soit :
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n a pour composantes cos 9 et sin 0, et represente le vecteur unitaire normal
a la surface d'integration. La trainee Ft est done proportionnelle au flux du
champ de vitesse vj a travers la surface (<5) et, par suite, elle est done nulle.
Ce resultat reflete 1'absence de dissipation d'energie dans les ecoulements
potentiels de fluides parfaits en regime stationnaire. On obtient egalement,
en appelant (C] la courbe representant 1'intersection de (S) avec le plan de
figure :

Ainsi, seul le terme 3>i = F9/27r du a la presence d'une circulation de la
vitesse autour de 1'obstacle contribue a la portance Fp. Cette composante
de portance, appelee force de Magnus, peut s'exprimer de fagon vectorielle
en utilisant un vecteur circulation axial F parallele a la direction z. T sera
oriente vers 1'arriere du plan de figure, si la rotation se fait dans le meme sens
que sur la figure 6.13, et vers 1'avant dans le cas contraire (cette representation
deviendra plus naturelle dans le chapitre suivant, ou la circulation sera reliee
au vecteur vorticite oriente lui aussi dans la direction z ) . La portance verifie
alors :

On peut retrouver qualitativement le signe de la force, en appliquant la
relation de Bernoulli en deux points opposes situes au-dessus et au-dessous
de 1'obstacle (Fig. 6.13).

FlG. 6.13 - Determination du sens de la portance Fp en fonction du sens de
la circulation T par application de la relation de Bernoulli.

Avec le sens de circulation que nous avons choisi autour de 1'obstacle, la
vitesse absolue v+ en un point au-dessus de 1'obstacle est superieure a la
vitesse v- en dessous. II en resulte done un desequilibre de pression tel que
la pression j>_ au-dessus de 1'obstacle (« 1'extrados » de 1'aile d'avion) est
inferieure a la pression p+ au-dessous, d'ou une portance dirigee vers le haut.
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La force de Magnus est responsable de la sustentation des avions ; en
effet, la cambrure des ailes est a 1'origine de 1'apparition de la circulation
a leur pourtour (voir section 6.6.3). Cette force est aussi a la base des
mecanismes de propulsion ou de sustentation par helice tournante (bateaux,
avions, helicopteres, ...). Elle est enfin egalement invoquee pour expliquer les
effets de lift et de coupe d'une balle de tennis ou de ping-pong (Fig. 6.14), ainsi
que le coup de pied brosse du football. Remarquons toutefois qu'il ne peut y
avoir de circulation pour la vitesse d'un fluide parfait en ecoulement potentiel
autour de tels obstacles dont toutes les dimensions sont finies : quel que soit
le contour d'integration (C) choisi, on peut en effet trouver une surface (S)
qui s'appuie sur (C) et est situee entierement dans le fluide. La circulation de

FIG. 6.14 - Aerodynamique de la balle de ping-pong. Lors de la frappe, le
joueur a sensiblement trois options pour influencer la courbure de la trajectoire
future de la balle. (1) Le lift: en deplagant sa main vers le haut au moment de
I'impact, il induit sur la balle un mouvement a la vitesse V\ dans la direction
tangente a I'impact. Le non-glissement de la balle sur la raquette cree un
mouvement de rotation d la vitesse QI ~ Vi/R (ou R est le rayon de la balle)
et, par suite, une portance sur la balle, proportionnelle d QI. La trajectoire
sera incurvee vers le bas, permettant une vitesse initiale plus forte tout en ne
depassant pas la limite permise pour le premier rebond. (2) Le coup plat :
c'est le mouvement naturel du debutant qui « pousse » la balle. Le joueur
n'a aucune influence sur la courbure de la trajectoire. (3) Le coupe : c 'est le
pendant du lift, avec une vitesse tangentielle Vs qui cree une portance vers le
haut ; la trajectoire sera plate.
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la vitesse v sur le contour (C) est alors egale au flux de rotv a travers (5),
et elle sera identiquement nulle. C'est 1'entrainement du fluide par les forces
de viscosite au voisinage des parois des balles qui est responsable de 1'effet de
portance dans le cas de fluides reels : on peut alors appliquer le theoreme de
Bernoulli. On retrouve ainsi, comme pour une geometric cylindrique, le sens
des forces transverses a 1'ecoulement principal.

6.3.2 Cas d'un obstacle tridimensionnel
Developpement du potentiel de vitesse et du champ de pression
autour d'un obstacle a trois dimensions finies

On considere un corps ferme de forme quelconque et de volume VQ limite
par une surface SQ , se deplagant a une vitesse U dans un fluide immobile loin
du corps (Fig. 6.15).

Comme dans le cas a deux dimensions discute precedemment, on peut
developper, en puissances de 1/r, le potentiel dont derive la vitesse en
un point M, a une distance r du corps tres superieure a la plus grande
dimension de celui-ci. II s'agit la encore de 1'analogue d'un developpement
multipolaire d'une distribution de charges en electrostatique : les termes en
1/r correspondent a des charges libres, ceux en 1/r2 a des dip6les, ...

Le premier terme est un terme de source, tel que le flux du champ de vitesse
a travers la surface d'une sphere (S\) de grand rayon R entourant 1'objet

FIG. 6.15 - Obstacle de forme quelconque se deplagant a la vitesse U dans un
fluide immobile loin de I'obstacle. La surface spherique fictive (S\), de grand
rayon R, tracee autour de I'obstacle est utilisee pour le calcul de I'energie
cinetique du fluide.
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verifie :

Dans le cas present, il n'y a pas de source de fluide et A\ — 0. Le second terme
de 1'equation (6.45) est 1'expression du potentiel cree par un dipole etablie a la
section 6.2.3 (relation (6.15a)). Compte tenu du principe d'additivite discute
alors, la relation entre les composantes du moment p du dip6le et celles de la
vitesse U est lineaire ; elle s'ecrit :

ou Oiij est un element d'une matrice a caracteristique de la forme du corps
solide. Dans le cas particulier d'un objet spherique par exemple, la relation
ci-dessus prend la forme :

soit :

Nous avons deduit cette valeur de 1'equation (6.24a) en changeant le signe de
la valeur du moment dipolaire p : en effet 1'ecoulement autour d'une sphere
en mouvement a une vitesse U est, dans le referentiel lie a la sphere, le meme
que pour une sphere immobile dans un ecoulement de vitesse — U.

Une caracteristique essentielle du probleme potentiel est Peffet
d'entrainement du fluide par 1'objet en mouvement lorsque celui-ci est
accelere ; cet effet n'est pas du aux frottements internes entre particules de
fluide, comme ce serait le cas pour un fluide visqueux, mais a un entrainement
par effet inertiel du fluide incompressible deplace par le solide. En effet,
lorsque le solide est accelere, le fluide qu'il deplace doit aussi etre accelere.
C'est ce phenomene d'habillage du solide par le fluide environnant qui cause
1'augmentation de 1'efTet d'inertie.

Nous aliens calculer successivement 1'energie cinetique du fluide mis en
mouvement par 1'objet, ainsi que 1'impulsion qui lui est communiquee en
reponse a une acceleration de 1'objet, et enfin la force qui s'exerce sur ce
dernier. Cela nous permettra d'introduire la notion de masse ajoutee.

Energie cinetique du fluide

Nous evaluons 1'energie Ec pour un grand volume (Vi) de fluide entourant
1'objet limite par la sphere (Si) de rayon R ; nous utilisons la decomposition
suivante qui nous permettra de nous affranchir des effets du volume VQ de
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Pobjet :

avec :

Pour calculer /a, on part de 1'identite vectorielle :

En choisissant / = <& + U.r, et en utilisant 1'equation d'incompressibilite divv = 0,
on obtient :

On transforme alors 1'integrale de volume en deux integrates de surface, 1'une sur
la surface (So) du corps et 1'autre sur la surface (<Si) de la sphere de rayon R ; on
obtient alors :

Le premier terme est identiquement nul car, a la surface du corps, (v — U) • n = 0.
En decomposant le produit sous la deuxieme integrate, on trouve :

Le premier terme est de 1'ordre de (l/R2) • (I//?3) et son integrate sur la surface
s'annule lorsque R tend vers 1'infini. Le champ de vitesse induit par le potentiel
$ = — (p • n)/47rr2 du dipole (relation (6.15a)) s'ecrit :

D'ou la forme suivante de /2 :

ou dil est 1'element d'angle solide sous lequel est vu 1'element de surface dS depuis
le centre de la sphere (<Si) de rayon R (dS = R2 dfi).

Pour evaluer /2, on utilise la relation vectorielle generale suivante, valable pour
des vecteurs A et B constants :
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On obtient :

En reportant les relations (6.49) et (6.51) dans 1'equation (6.48), on obtient :

L'energie cinetique totale Ec du fluide est done une forme quadratique de la
vitesse U, car p varie lineairement avec [/, suivant la relation (6.46). Done :

Impulsion

Appelons P la quantite de mouvement du fluide associee au mouvement
induit par le deplacement du corps solide (ne pas confondre P avec le moment
dipolaire p). Pour une variation 6U de la vitesse de 1'objet, 1'augmentation
d'energie cinetique du fluide entraine est reliee a P par :

Utilisons 1'equation (6.53) qui donne 1'energie cinetique, et supposons que
ctij = o.ji (ce qu'on peut toujours obtenir en symetrisant 1'equation). On
obtient alors :

Par identification avec (6.54), on trouve :

La signification de ces deux termes est la suivante : supposons qu'on supprime
le corps et qu'on le remplace par le dipole de moment p. Le champ de vitesse
induit sur la surface (Si) sera le meme dans les deux cas. Le terme pp
represente done la quantite de mouvement associee au dipole seul, et pVoU
sa variation due a la presence du corps solide.

Force sur le corps solide

De 1'expression de 1'impulsion, on deduit celle de la force que le fluide
exerce sur le corps :

La force est done nulle lorsque 1'objet se deplace a vitesse constante. Puisqu'on
a neglige les effets de frottement dus a la viscosite, il est naturel que la
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trainee (composante de la force dans la direction de U) soit mille quand U est
constante. Mais la portance (composante perpendiculaire a U) est elle aussi
nulle : cela differe du cas de la geometric cylindrique, et resulte de 1'absence
de circulation de la vitesse d'un ecoulement potentiel autour d'un objet dont
les dimensions, dans les trois directions de 1'espace, sont finies.

Cas particulier d'un objet spherique

Comme 1'energie cinetique depend de la vitesse U de deplacement du
corps, il est necessaire d'appliquer une force supplementaire qui compense
cette variation d'energie lors des variations de U. Dans le cas ou 1'objet est
une sphere de rayon R, le moment p du dipdle s'exprime en fonction de U,
selon 1'expression (6.47a). On obtient alors, pour 1'energie cinetique du fluide :

De meme, on obtient la valeur de la force F a partir des equations (6.47)
et (6.56) :

L'effet du fluide sur 1'acceleration de la sphere est done le meme que si on
avait ajoute a la masse de la sphere la moitie de la masse du fluide deplace
par celle-ci. Cette masse fictive, appelee masse ajoutee, represente 1'habillage
de la sphere par le fluide environnant.

6.4 Ondes lineaires a la surface
d'un fluide parfait

Une classe importante de problemes, ou la description en termes de fluide
parfait s'applique, est celle des ondes de surface, tant que Ton ne s'interesse
pas aux effets de 1'attenuation des ondes due a la viscosite. Elle met en jeu le
couplage entre les deformations de la surface et" les ecoulements en volume, qui
resultent des premieres. Les mecanismes qui conduisent au retour a 1'equilibre
de la surface libre, lorsque 1'onde se propage, sont : la gravite qui s'oppose a
la deviation de la surface a partir de 1'horizontale, et la tension superficielle
qui s'oppose a la courbure de 1'interface.

6.4.1 Houle, risee et deferlantes
Commengons par presenter les differents regimes d'ondes qui peuvent

exister a la surface d'un fluide. La figure 6.16 montre la variation de la vitesse
de propagation c d'une onde, en fonction de son vecteur d'onde k — lir/X.
On remarque une variation non monotone avec, en particulier, une valeur
minimale pour une valeur kc de k ; nous verrons plus bas que kc est egal
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FIG. 6.16 - Forme des variations de la vitesse de phase d'une onde de surface
en fonction du vecteur d'onde k, pour une couche liquide d'epaisseur h grande
devant la longueur d'onde capillaire tc — l/kc. Sur I'axe horizontal inferieur,
on a indique le domaine de transition progressive vers le regime d'onde en eau
peu prof onde lorsque la longueur d'onde devient superieure a I'epaisseur h.

a 1'inverse de la longueur capillaire lc — ^/^Tpg du fluide, introduite au
chapitre 1 (section 1.4.2, equation (1.61)). Pour une onde de pulsation w,
se propageant a la surface d'une couche de liquide d'epaisseur /i, de masse
volumique p et de tension superficielle 7, la vitesse c verifie :

Nous demontrons ce resultat a la fin de cette section. II peut etre aisement
generalise au cas de 1'onde qui peut exister a 1'interface entre deux liquides
superposes. Nous discuterons ce probleme dans le cadre des instabilites
d'interface au chapitre 10 (section 10.4.1).

Evaluons 1'importance respective des differents termes de la relation (6.58).
Nous pouvons 1'ecrire en faisant apparaitre explicitement la longueur
capillaire tc :
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Dans la suite, nous nous plagons dans le cas ou 1'epaisseur h de la couche de
fluide est nettement plus importante que la longueur capillaire tc : dans le cas
de 1'eau, cette derniere vaut environ 3 mm, ce qui justifie le domaine d'etude
choisi.

Dans la relation (6.59), le terme multiplicatif en tanh(A;/i) est voisin de
1'unite pour des ondes a la surface d'une couche d'epaisseur h grande devant
la longueur d'onde A = 1-n/k, dites ondes en eau profonde. Dans ce cas,
1'expression (6.59) devient :

4 Le premier terme du membre de droite, qui domine aux longueurs d'onde
grandes devant la longueur capillaire lc (kic <C 1), correspond a une onde de
gravite. Sa vitesse de phase :

decroit lorsque le vecteur d'onde croit. Cette onde correspond a la houle a la
surface de la mer.

4 Dans 1'autre limite des courtes longueurs d'onde (ktc 3> 1), le second
terme domine. La vitesse de phase de Vonde capillaire est donnee par :

Le minimum de vitesse de 1'onde correspond au cas ou les effets de la capillarite
et de la gravite sont du meme ordre : la longueur d'onde \c correspondante
est egale a 27rlc. La longueur capillaire separe done approximativement les
domaines ou la gravite et la capillarite sont respectivement dominants.

Dans le cas ou la longueur d'onde est grande, a la fois devant 1'epaisseur h et
la longueur capillaire ic (c'est-a-dire kh <C 1 et kic <C 1), 1'expression (6.59)
prend la forme approchee :

Pour ces ondes, dites en eau pen profonde, 1'epaisseur de la couche de liquide
controle la vitesse. C'est la 1'origine du deferlement des vagues, qui est du a
ce que la vitesse de propagation est plus grande a la crete d'une vague qu'a
sa base.

Demonstration de 1'equation de dispersion des ondes de surface
Soit une couche liquide limitee inferieurement par le plan y = 0 et d'epaisseur

moyenne h (Fig. 6.17). On cherche des ondes bidimensionnelles caracterisees par le
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potentiel des vitesses Q(x, y, t). On suppose, d'une part que 1'amplitude de 1'onde
est assez faible pour que les termes (v.grad)v soient negligeables et que, d'autre
part, la courbure de 1'interface reste faible.

Cela se traduit par : dyo(x, t)/dx <C 1 ou yo(x, t) est la position instantanee de la
surface. L'equation de Bernoulli (relation (5.36)) pour un tel probleme instationnaire
s'ecrit (en prenant ip = gy ou g est 1'acceleration de la pesanteur et en negligeant le
terme en i>2/2) :

La pression a la surface du liquide est donnee par la relation de Laplace (Eq. (1.58)
avec R' —>• oo) :

ou po est la pression exterieure au-dessus de 1'interface, 7 le coefficient de tension
superficielle, et R = (d2y/dx2}~ la courbure locale instantanee de la surface. Au
fond du recipient (en y = 0), la vitesse normale a la surface est nulle et :

Sur 1'interface, on exprime I'egalite de la composante verticale de la vitesse du fluide
et de la vitesse de 1'interface, soit :

FIG. 6.17 - Geometric de la couche de liquide pour I'etude de la propagation
des ondes de surface.

En fait, cette expression n'est exacte qu'au premier ordre, car il existe un terme
d'ordre superieur dont nous discuterons la nature au chapitre 10 (section 10.4.1)
et qui traduit 1'effet du mouvement convectif horizontal sur le deplacement de
1'interface. Le potentiel des vitesses cherche est solution de Pequation de Laplace
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A$ = 0, compte tenu des conditions aux limites enoncees plus haut. On resout
cette Equation par la methode de separation des variables. A cet effet, on recherche
des solutions sous la forme du produit d'une fonction / de la variable u — x — ct,
representant une onde progressive de celerite c dans la direction de 1'axe x , par une
fonction g dependant de la coordonnee verticale y, soit :

(ne pas confondre la fonction g avec 1'acceleration de la pesanteur introduite plus
haut). En reportant cette forme dans 1'equation de Laplace, on obtient 1'equation :

Chacun des deux membres de 1'equation ci-dessus depend separement de chacune
des deux variables u et y. II doivent done etre separement constants, soit :

Nous avons directement choisi une constante negative pour le terme dependant de
x, car nous cherchons une solution de comportement sinusoidal en e

l(fc:E-wt) dans
la direction x. La solution de 1'equation de Laplace pour le potentiel des vitesses
s'ecrit done, compte tenu des conditions aux limites de (6.67) et (6.68) :

ou A est une constante qui depend de 1'amplitude de 1'onde. La dependance
avec la coordonnee y correspond a une attenuation avec la profondeur. En
derivant 1'equation (6.65) par rapport au temps, et en se servant a nouveau de
la condition (6.68), on obtient la relation :

En reportant la forme (6.71) dans 1'equation ci-dessus, et en remplagant yo(x, t) par
sa valeur moyenne h, on obtient :

qui conduit a 1'expression (6.58) de la vitesse de phase de 1'onde c = — ecrite aurC
debut de cette section.

6.4.2 Trajectoires des particules de fluide lors du passage
de 1'onde

Utilisons la forme du potentiel de vitesse :



Ondes lineaires a la surface d'un fluide par fait 333

FIG. 6.18 - Trajectoires des particules de fluide au passage d'une onde ; (a)
en eau profonde ; (b) en eau pen profonde. La fleche horizontals donne le
sens de propagation de I'onde.

etablie precedemment (Eq. (6.71)). Integrons par rapport au temps le champ
de vitesse obtenu par la relation v(x, y, t) = grad$ : on obtient alors
1'equation (parametree par le temps) des trajectoires des particules de fluide
dans le plan (x, y) :

x et y sont les coordonnees de la position moyenne de chaque particule ; Ax(i)
et At/(t) sont les composantes du deplacement de chaque particule a 1'instant
t par rapport a cette position. En eliminant le temps entre ces deux relations,
on obtient 1'equation d'une ellipse :

4 En eau profonde et loin du fond, ky ^> 1 et done :



334 Chapitre 6 : Ecoulements potentiels

Les trajectoires sont alors circulates; 1'amplitude du deplacement decroit
exponentiellement et devient negligeable des que la profondeur depasse
quelques longueurs d'onde (Fig. 6.18a).

4 En eau pen profonde, on a : ky <C 1, quel que soit y. Les trajectoires sont
done des ellipses, tres allongees au voisinage de la surface, qui deviennent des
segments de droite horizontaux vers le fond. Le rapport des longueurs des axes
de 1'ellipse est de 1'ordre de ky. L'amplitude du deplacement des particules
dans la direction x (horizontale) reste sensiblement constante (Fig. 6.18b).
L'approximation d'eau pen profonde revient en fait a negliger la composante
de vitesse vy quel que soit y et a supposer que la composante de vitesse vx

est independante de y.

6.4.3 Ondes solitaires
Nous parvenons ici au domaine riche et complexe des ondes non

lineaires. Les ondes de surface donnent 1'illustration la plus simple des effets
correspondants ; aussi, nous en indiquons quelques elements tout en restant
dans le cadre d'une analyse qualitative.

Nous nous interessons a la propagation d'une perturbation a la surface
libre d'une couche de fiuide d'epaisseur h, d'amplitude A non negligeable
devant /i, et localisee sur une largeur A (Fig. 6.19). Nous aliens montrer que,
par un effet de compensation, une telle perturbation peut se propager sans se
deformer, et constitue ce qu'on appelle une onde solitaire.

FIG. 6.19 - L'onde solitaire, d'amplitude A non negligeable devant I'epaisseur
h d'une couche de liquide, peut se propager sans se deformer a la surface du
liquide.

Deux effets concourent a modifier le profil de la perturbation au cours de
son deplacement.

4 Un effet d'etalement du a la dispersion : la perturbation de
largeur A peut etre consideree comme la superposition d'ondes sinusoi'dales
de frequences voisines. Supposons que kh reste modere et developpons, a
1'ordre le plus bas, la relation (6.58) qui donne la vitesse de 1'onde de gravite.
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En negligeant le terme du a la capillarite, nous obtenons :

On remarque que les composantes de plus petites longueurs d'onde de la
perturbation (vecteur d'onde plus grand) se propagent plus lentement. Or, si
1'extension spatiale de 1'onde est A, son spectre de vecteurs d'onde s'etendra
entre fc = O e t f c ^ l / A . La difference de vitesse 6c entre ces deux extremes
a done pour ordre de grandeur :

Cette difference de vitesse entre les composantes du spectre de 1'onde tend a
etaler le paquet d'onde : c'est le phenomene classique de dispersion.

• Un effet de raidissement du front de 1'onde, du aux effets de non-
linearite : comme la vitesse des ondes croit avec 1'epaisseur /i, le sommet
et la partie basse de la deformation tendent a se deplacer avec des vitesses
respectives :

La crete se deplace done plus rapidement que la base, ce qui tend a causer
un raidissement du front, eventuellement suivi d'un deferlement. La variation
correspondante de vitesse est de 1'ordre de :

Les effets de dispersion et de non-linearite se compensent lorsque les differences
de vitesse de propagation dues a la dispersion de 1'onde (relation (6.76)) et au
raidissement de son front (relation (6.77)) sont du meme ordre de grandeur,
soit lorsque :

L'onde se propagera sans deformation si la compensation se fait en tout point
du profil. Par un calcul plus complet, on peut montrer que cela est realise
pour un profil bien determine de la forme :

avec :
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et une vitesse de propagation :

La propagation de telles ondes, appelees ondes solitaires, peut etre observee
dans des canaux sur plusieurs kilometres. On rapporte 1'histoire de Scott
Russell qui a observe, en 1838, une telle onde solitaire, creee par 1'arret d'une
peniche sur un canal, et 1'a suivi pendant plusieurs kilometres.

6.5 Analogie electrique des ecoulements
potentiels bidimensionnels

Au chapitre 3 (section 3.3.3), nous avons signale la correspondance qui
pouvait etre faite entre la vitesse, dans le cas de 1'ecoulement potentiel d'un
fluide incompressible, et le champ electrique en electromagnetisme des regimes
quasi-permanents. Nous traitons ici plus en detail ce type d'analogie.

Considerons un ecoulement plan, potentiel et incompressible d'un fluide.
Le champ de vitesse derive du potentiel des vitesses $(x, y) et de la fonction
de courant ^(x, y] par les equations (3.18) et (6.2) avec :

Comme div v et rot v sont tous les deux nuls, on en deduit que les fonctions
$(x, y) et ^(x, y) satisfont chacune 1'equation de Laplace :

De fagon analogue, le potentiel electrique V cree dans le vide par une
distribution de charges statiques ou quasi-statiques verifie 1'equation de
Laplace :

En rapprochant les equations (6.83) et (6.84), il est possible d'etablir la
correspondance entre le potentiel electrique V et le potentiel des vitesses 4>
(analogic directe), ou bien la fonction de courant fy (analogic inverse). Dans ce
dernier cas, nous aliens voir qu'il suffit d'imposer une equipotentielle electrique
ayant la geometric des parois solides; les autres equipotentielles decrivent alors
les lignes de courant. Cette correspondance est mise en pratique dans les
modeles analogiques d'etudes d'ecoulements plans de fluides parfaits, realises
en utilisant une feuille de papier graphite parcourue par un courant electrique,
ou encore une cuve remplie d'un electrolyte (cuve rheo-electrique).
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6.5.1 Analogie directe
Dans ce cas, on fait correspondre le potentiel des vitesses $(x, y)

au potentiel electrique V(x, y), et le champ de vitesse v = grad<&
a la densite de courant j = crE = — crgradV, a representant la
conducti vite du milieu conducteur. Les lignes de courant du probleme
hydrodynamique etant tangentes a un obstacle solide, il faut remplacer cet
obstacle par une zone isolante de meme geometric que dans le probleme
electrique. Les equipotentielles du probleme electrique (faciles a determiner
experimentalement) correspondent alors aux equipotentielles des vitesses. Les
lignes de courant du probleme hydrodynamique pourraient etre determinees
ensuite, en trac,ant les trajectoires orthogonales des equipotentielles obtenues.
C'est une methode peu commode, et on prefere utiliser 1'analogie inverse.

6.5.2 Analogie inverse
Dans ce cas, on fait correspondre directement les equipotentielles

electriques aux lignes de courant de fluide. Cette fois, il faut remplacer
1'obstacle hydrodynamique par un conducteur parfait : la ligne de
courant particuliere, qui limite 1'obstacle dans le probleme hydrodynamique,
correspond a la ligne equipotentielle du potentiel de 1'obstacle du probleme
electrique.

FIG. 6.20 - Representation d'un ecoulement uniforme de vitesse U, perturbe
par un obstacle rigide (a). Dans 1'analogie electrique inverse (b) I'ecoulement
uniforme loin de 1'obstacle est simule par application d'une difference de
potentiel VQ entre les deux electrodes rectilignes paralleles e\ et €2 distantes
de d et dessinees a Vaide d'une peinture tres conductrice sur un papier de
resistivite elevee. La forme de 1'obstacle est peinte, elle-aussi, avec une
peinture de conductivity tres superieure d celle du papier metallise (condition
pour que le champ electrique soit perpendiculaire a 1'obstacle dans son
voisinage immediat). Dans cette analogie, les equipotentielles electriques
representent les lignes de courant de I'ecoulement.

Dans la pratique, on utilise un papier de faible conductivity electrique sur
lequel on peint, a 1'aide d'une peinture tres conductrice, un contour de forme
identique a celle de 1'obstacle du probleme hydrodynamique. Les conditions
d'ecoulement loin de 1'obstacle sont reproduces par application d'un potentiel
electrique entre des electrodes de position appropriee (Fig. 6.20). Les
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FIG. 6.21 - Simulation d'une circulation de la vitesse autour d'un obstacle,
par application d'un courant entre une electrode conductrice reproduisant la
forme de I 'obstacle et une feuille resistive. Les equipotentielles ont la meme
geometric que les lignes de courant autour de I'obstacle.

equipotentielles de vitesse sont relevees point par point, en deplagant une
electrode a la surface du papier, de maniere a ce que son potentiel reste
constant pour chaque courbe.

Montrons pour terminer que, dans 1'analogie inverse, 1'existence d'une
circulation non nulle F de la vitesse autour de I'obstacle (F = J v-dl) peut etre
simulee par injection (ou extraction, suivant le signe desire pour la circulation)
d'un courant electrique d'intensite /, de I'obstacle conducteur vers le papier
metallise. L'intensite / du courant ends s'ecrit :

ou h represente 1'epaisseur de la feuille metallisee, a sa conductivite elecrique,
et j la densite de courant ; n est le vecteur unitaire normal au contour (C)
le long duquel est evaluee la circulation (Fig. 6.21) et d/ est un element de
longueur sur ce contour. Mais dans 1'analogie inverse, on fait correspondre
les lignes de champ electrique aux equipotentielles de vitesse, done aux
trajectoires orthogonales des lignes de courant de fluide. On a ainsi :

La relation (6.85) s'ecrit alors, en remarquant que ndl — (—dy, dx, 0) et en
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utilisant les relations (6.82) :

ce qui montre que 1'intensite du courant circulant de 1'obstacle vers le liquide
est 1'analogue de la circulation au facteur ah pres. Rappelons que nous avions
deja signale la correspondance entre les fonctions de courant et de potentiel
des vitesses associees a une source et a un tourbillon bidimensionnels a la
section 6.2.3. de ce chapitre.

6.6 Potentiel complexe des vitesses

6.6.1 Definition du potentiel complexe
Les potentiels conjugues $ et * obeissent aux relations de Cauchy definies

par les relations (6.82). On peut definir dans le plan complexe une fonction
potentiel complexe f ( z ) , telle que :

La fonction f ( z ) est une fonction analytique qui ne depend que de la variable
complexe z = x + \y. Considerons la fonction derivee, appelee vitesse
complexe :

En evaluant la derivee pour un accroissement dz reel de la variable complexe,
dz = dx (1'affixe de z se deplace le long de 1'axe des reels), on trouve :

Un deplacement le long de 1'axe imaginaire (dz = idy) donne le meme
resultat :

Plus generalement, quelle que soit la direction de 1'accroissement de I'affixe
de z, on a toujours :
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Determinons la signification de la circulation complexe T(z) sur un contour
ferme (C).

Soit :

ou n represents le vecteur unitaire normal a I'element de contour dl. Le
premier terme represente la circulation, le second, le debit de fluide (mesure
par unite de longueur perpendiculaire au plan de 1'ecoulement), a partir de
sources situees a 1'interieur du contour (C). Pour un ecoulement dans un
domaine simplement connexe en 1'absence de source, F(z) = 0 : sur un contour
ferme, la fonction f ( z ) est parfaitement definie en chaque point.

6.6.2 Potentiel complexe de quelques ecoulements
Aux ecoulements plans etudies aux sections 6.2.3 et 6.2.4, on peut faire

correspondre les potentiels complexes suivants :

(i) Ecoulement uniforme

En utilisant un parametre complexe U = Ux — iUy, on decrit un ecoulement
dans une direction quelconque du plan.

(ii) Tourbillon et source
Nous avons vu aux sections 2.3.2 et 2.3.3 la correspondance entre les lignes

de courant d'un de ces ecoulements et les lignes equipotentielles de 1'autre. Ces
deux ecoulements peuvent etre decrits par 1'expression commune du potentiel
complexe :

ou le coefficient O.Q est complexe. On calcule la vitesse complexe par derivation
du potentiel complexe ; on deplace pour cela 1'affixe de z le long de 1'axe
polaire, done a angle polaire constant ; on a alors :



Potentiel complexe des vitesses 341

Avec f ( z ) = ao log 2, on trouve :

d'ou, en coordonnees polaires,

et on retrouve le champ de vitesse cree par une source de debit Q.

ce qui represente le champ de vitesse cree par un tourbillon de circulation F.

(Hi) Dipdle
Le potentiel complexe d'un dipole a deux dimensions et le champ de vitesse

correspondant s'ecrivent respectivement :

et :

D'ou :

resultats identiques a ceux obtenus aux relations (6.14).

(iv) Ecoulements autour d'un diedre ou pres d'un point d'arr£t
Comme derniere application de la methode du potentiel complexe, nous

aliens traiter maintenant cette classe d'ecoulements, tres importants dans la
pratique. Us sont definis par des potentiels complexes de la forme
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correspondant a des ecoulements autour d'un diedre forme par 1'intersection
de deux lignes. En effet, le potentiel des vitesses et la fonction de courant en
coordonnees polaires s'ecrivent respectivement :

On deduit, par derivation de 4>, les composantes de la vitesse :

Les droites d'equation 9 = 0 et 9 = rnr/(m + 1), avec n entier positif ou
negatif, sont done des lignes de courant pour lequelles ^ = 0 quel que soit
r. Elles represented 1'intersection de parois planes et rigides avec le plan de
1'ecoulement. Examinons a present les differentes formes des diedres, suivant
la valeur du parametre m (Fig. 6.22).

FIG. 6.22 - Ecoulements dont le potentiel des vitesses est de la forme
f ( z ) = Czm+l. (a) m > I • (b) m = 1 ; (c) 0 < m < 1 ; (d) m = 0 ;
(e) -1/2 < m < 0 ; (f) m = -1/2.

• Le cas m > 1, represente un ecoulement a 1'interieur d'un diedre formant
un angle aigu (Fig. 6.22a). Dans ce cas, le module de la vitesse tend vers zero
a 1'origine comme rm.

• Pour m = 1, on a f ( z ) = Cz2 ; cela correspond a 1'ecoulenient a
1'interieur d'un angle droit ou autour d'un point d'arret sur une plaque plane
(a condition alors de superposer 1'ecoulement symetrique par rapport a 1'axe y)
(Fig. 6.22b). II existe dans ce cas une ligne de courant perpendiculaire a la
plaque, qui se termine avec une vitesse nulle a un point de stagnation sur la
paroi.
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4 Pour 0 < ra < 1, la fonction /(z) represente 1'ecoulement a 1'interieur
d'un diedre d'angle obtus a = 7r/(ra + 1), delimite par les plans solides 0 = 0
et 9 = TT/m + I correspondant a n = 0 e t a n = l (Fig. 6.22c).

4 Pour m = 0, on a un ecoulement parallele a un plan (Fig. 6.22d).

4 Pour —1/2 < m < 0, on a, en considerant toujours les valeurs n = 0 et
n = I pour les parois, un ecoulement a 1'exterieur d'un diedre d'angle obtus
(m > -1/3), ou aigu (m < -1/3) (Fig. 6.22e).

4 m — —1/2 correspond a un ecoulement autour d'une demi-plaque plane
(Fig. 6.22f).

Lorsque m est negatif, le module de la vitesse a 1'origine tend vers I'mfini
comme rm parce que 1'ecoulement est exterieur au diedre, et non plus interieur
comme dans le cas ou ra etait positif.

Nous verrons plus loin, au chapitre 9 (section 9.5.2), que ces resultats sont
a reconsiderer lorsqu'on tient compte de la viscosite du fluide : celle-ci entraine
que la vitesse doit diminuer continument jusqu'a zero lorsqu'on s'approche de
parois solides immobiles. Les solutions que nous avons etudiees s'appliquent
suffisamment loin des plaques ; elles se raccordent a la condition de vitesse
nulle a la paroi par une zone de transition appelee couche limite.

6.6.3 La transformation conforme

Methode de la transformation conforme

Considerons les variables complexes z = x + \y et Z — X + \Y. Supposons
que la variable complexe Z soit une fonction analytique de z :

Alors, on peut faire correspondre au reseau des lignes de courant et
equipotentielles, ^(x, y) — constante et 3>(x, y) — constante dans le plan
(x, y), un reseau correspondant de lignes dans le plan (X, Y) (Fig. 6.23).

La propriete fondamentale de la transformation conforme ainsi definie est
qu'elle conserve les angles. En effet, considerons le point d'affixe ZQ et son
image ZQ (Fig. 6.23). Les accroissements 8z\ et 5z^ le long de deux arcs de
courbes (C\) et (Cz) se coupent en ZQ, et les accroissements correspondants
5Zi et 8Z-2. s'ecrivent :

Si g'(zo) reste fini, on en deduit :

soit :
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FlG. 6.23 - Image des reseaux d'equipotentielles et des lignes de courant par
une transformation conforme Z = g ( z ) . Les angles entre ces deux reseaux
orthogonaux sont conserves dans la transformation des lors que la fonction
g(z) ne presents pas de singularite.

Ainsi, le facteur de variation des longueurs des segments, lors de la
transformation, est independant de leur direction. L'angle des courbes (Ci)
et (62) est d'autre part egal a Tangle des courbes images, sauf aux points
d'affixe z0 tels que g'(zo) soit egal a zero ou a 1'infini.

De cette propriete de conservation des angles, on deduit que les reseaux
images des reseaux 3>(a;, y) = constante et ^(x, y) = constante sont des
reseaux orthogonaux comme les reseaux de depart eux-memes.

Les points singuliers de la transformation conforme correspondent aux
points ou g(z) est nul ou infini. En ces points, les angles ne se conservent
pas, et nous montrons ci-dessous que le rapport des angles objets et images
est egal a 1'ordre du zero de la fonction g''.

Demonstration Appelons n 1'ordre de la premiere derivee non nulle de la fonction
g(z) au point ZQ. On developpe la fonction g(z) a 1'ordre n autour de ZQ avec :

Le rapport de deux acroissements 8z\ et Sz^ et de leurs transformer SZi et 5Z^
verifient done :

On a done bien : arg5^2 — arg<5Zi = n(arg6z2 — arg^i).

Supposons que le potentiel complexe f ( z ) caracterise un ecoulement dans
un domaine du plan (x, y) et que h(Z) represente la transformation inverse
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de la transformation conforme Z — g(z) definie par la relation (6.96). La
fonction :

decrit un ecoulement dans le plan (X, Y) dont les equipotentielles et les lignes
de courant sont respectivement les images obtenues par la transformation des
equipotentielles et des lignes de courant dans le plan (x, y). En particulier,
aux obstacles dans le plan objet, correspondent, par la loi de transformation,
des obstacles dans le plan image, transformes des precedents. II est ainsi
possible d'obtenir directement la vitesse et le potentiel complexe par la
transformation g(z).

Transformation d'un plan en un diedre

A la section 6.6.2 (iv), nous avons etudie 1'ecoulement d'un fluide a
1'interieur ou a I'exterieur d'un diedre, en utilisant la methode du potentiel
complexe. Une maniere equivalente d'etudier ce type d'ecoulement est
de transformer 1'ecoulement uniforme parallele a un plan a 1'aide de la
transformation conforme suivante :

Dans cette transformation, le potentiel complexe f ( z ) = U z de 1'ecoulement
de depart est transforme en un potentiel :

qui decrit precisement le type d'ecoulement a etudier, comme nous 1'avons
montre au paragraphe 6.6.2 (iv). On peut remarquer que le fait que le plan
soit transforme en un diedre est justement du a la singularite de la fonction
inverse de h(Z) a 1'origine ; en ce point, les angles ne sont pas conserves,
et I'angle plat dans le plan objet est transforme en un angle aigu, ou obtus,
suivant la valeur du parametre m.

La transformation de Joukovski - Modelisation d'une aile d'avion
dans un ecoulement potentiel

Cette transformation est la premiere d'une serie de transformations
conformes qui permettent de passer de 1'ecoulement autour d'un cylindre
circulaire a 1'ecoulement autour d'un profil d'aile a deux dimensions. Grace a
elle, nous pourrons determiner le champ de vitesse d'ecoulement autour d'un
element de plaque plane, placee dans un ecoulement uniforme a I'infini et
incline par rapport a la plaque.

(i) Definition
La transformation de Joukovski est definie par la relation :
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ou R est un nombre reel. Elle transforme un cercle, centre a 1'origine et de
rayon r dans le plan (x, y ) , en une ellipse dans le plan (X, Y}. En effet, pour
z = reie (equation polaire d'un cercle), on a :

En eliminant Tangle 9 entre les expressions de X et F, on obtient :

qui est 1'equation d'une ellipse dont les deux foyers PI et P<z sont situes sur
1'axe OX, aux points d'abscisses X = ± 2R (Fig. 6.24).

FIG. 6.24 - Image d'un cercle dans la transformation de Joukovski. L'ellipse
obtenue se reduit a un segment de droite [-2R, +2R] lorsque le rayon du
cercle objet coincide avec le parametre R de la loi de transformation.

Lorsque r — R (le rayon du cercle est egal au parametre de la
transformation de Joukovski), on a :

L'ellipse devient alors le segment de droite (S), limite par les points de
coordonnees Y — 0 et X = ± 2R. Dans ce dernier cas, lorsqu'un point objet
decrit une fois le cercle, son image dans la transformation decrit deux fois le
segment ; elle parcourt une fois la partie « superieure » (pour 6 variant de 0 a
TT), et une fois la partie « inferieure » (9 variant de TT a 2?r). On remarque la
non conservation des angles aux points PI et P%, transformes des points p\ et
P2 d'affixe z = ± R. En effet, la derivee g'(z) = 1 - R2/z2 de la fonction g(z]
qui definit la transformation conforme, s'annule aux points p\ et P2.
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FlG. 6.25 - Ecoulement autour d'un plan en I'absence d'incidence (a) et son
image (b) dans la transformation inverse de Joukovski (relation (6.100)).

(ii) Transformation inverse d'un ecoulement parallele
a un element de plaque plane

Considerons a present dans le plan image (X, Y) un ecoulement uniforme
parallele a un plan (II), dont la trace par le plan de figure est precisement
le segment (S) considere plus haut (Fig. 6.24). Le potentiel complexe de cet
ecoulement est :

Dans le plan objet (x, ?/), il lui correspond 1'ecoulement autour d'un cercle (C),
de rayon R centre a 1'origine, avec une vitesse U uniforme loin du cercle
(Fig. 6.25b). Le potentiel complexe correspondant s'ecrit directement :

En prenant la partie reelle de /(z), nous retrouvons le potentiel des vitesses $,
que nous avions deja determine a la section 6.2.4.

Au voisinage du point d'arret p\ du cercle (C), on a localement le
meme ecoulement que vers un plan perpendiculaire (Fig. 6.22b) ; dans la
transformation, il lui correspond un ecoulement autour du bord d'attaque du
plan (S) et parallele a celui-ci (Fig. 6.22f).

(Hi) Potentiel complexe d'un ecoulement arrivant obliquement
sur un element de plaque plane

Etudions a present 1'ecoulement autour de 1'element plan (E) dans 1'espace
(X, Y) lorsque la direction de (S) fait un angle d'incidence a avec la direction
de la vitesse U, et qu'il existe en plus une circulation F de la vitesse autour
de (E). Ce probleme simule de fagon simplifiee 1'ecoulement autour d'une aile.
Nous commengons par etablir le potentiel complexe dans 1'espace (x, y ) . II
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suffit pour cela d'efFectuer une rotation des axes d'un angle a (Fig. 6.26a), en
transformant z en z\ — ze~ia dans le potentiel donne par 1'equation (6.101).
On ajoute ensuite le potentiel complexe associe a 1'ecoulement de circulation
F autour du cylindre (Eq. (6.92)). On obtient ainsi :

La transformation conforme conserve les angles en dehors des points ou la
derivee s'annule, et Tangle d'incidence dans le plan (X, Y) sera done lui
aussi egal a a. On peut montrer par ailleurs que la transformation conforme
conserve egalement la circulation. Le potentiel complexe :

obtenu a partir de 1'equation (6.102) par la transformation inverse de g(z)
represente done le potentiel de 1'ecoulement autour de 1'element de plaque (S)
(Fig. 6.26b).

En fait, la transformation inverse de g(z) n'est pas une fonction analytique
et on ne peut pas exprimer directement le potentiel correspondant F-2.
Cependant, seule la vitesse complexe nous est necessaire, et elle peut etre
determinee aisement.

(iv) Vitesse complexe sur le plan solide
Nous avons :

soit :

Nous aliens limiter notre etude au calcul de la vitesse complexe sur la surface
de 1'element plan (E). Comme celui-ci est 1'image du cercle (C), il suffit de
prendre z — Reie dans 1'equation precedente, soit :

On remarque que la vitesse W dans le plan image est ainsi exprimee en
fonction du rayon R du cercle, et de I'angle polaire 0 dans le plan objet de la
figure 6.26a. Rappelons que Z = X+\Y et 9 sont relies par la formule (6.100) ;
sur le cercle d'equation r = R, elle conduit a : X = 2R cos 0 et Y = 0. En
multipliant le numerateur et le denominateur par e"9/2 on obtient, pour la
variation de W sur la surface de I'element plan (£) :
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FIG. 6.26 - (a) Ecoulement autour d'un cylindre circulaire sous incidence a
et avec une circulation F ; (b) image de cet ecoulement par la transformation
de Joukovski.

Comme on pouvait le prevoir, 1'expression obtenue est reelle puisque la
composante de vitesse perpendiculaire au plan doit etre nulle. Le trace des
lignes de courant dans les plans (x, y) et (X, Y) est donne par les figures 6.26a
et 6.26b respect!vement. On remarque en particulier les deux points d'arret
PI et P2 sur la plaque (E). Ces deux points correspondent a des valeurs de 9
telles que :

qui sont places dissymetriquement lorsqu'il y a une circulation. Ces points
seront ceux ou W = 0, et ils existeront seulement si la circulation F est
inferieure a 4-rr R U en valeur absolue.
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(v) Condition de Kutta
Cherchons a present la valeur particuliere de la circulation qui permet de

localiser le point P^, image du point d'arret p?, juste sur le bord de fuite F
(c'est-a-dire sur 1'arete aval de la plaque) la figure 6.26. On montre que cela
correspond a la configuration stable de 1'ecoulement autour d'un profil d'aile
sous incidence : la circulation autour de 1'aile s'ajuste a la valeur qui permet
de satisfaire cette condition. Le point p% est alors confondu avec le point du
contour (C) dont 1'image est le bord de fuite F dans le plan (X, Y). Le point
appele / correspond a 0 = 0, et on doit done avoir :

D'ou :

FIG. 6.27 - Comparaison des vitesses sur le bord de fuite d'un diedre d'angle
nul (a), et d'angle fini (b).

Cette relation constitue la condition de Kutta. Notons cependant qu'au
point P2, image du point d'arret p%, la vitesse n'est pas nulle car le
denominateur de la vitesse complexe W s'annule egalement (Fig. 6.27a) ;
le bord de fuite est en effet un point singulier de la transformation. La vitesse
vaut, en ce point (en tenant compte de la condition (6.105) et en developpant
1'expression (6.104) au voisinage de 9 — 0) :

La vitesse est nulle sur le bord de fuite (Fig. 6.27b), si I'angle entre les faces
inferieure et superieure de la surface portante est fini, comme pour des profils
reels (dans les cas de la figure 6.26 et de la figure 6.27a, cet angle est nul).
En effet, nous avons vu au moment de 1'etude des ecoulements au voisinage
de 1'arete d'un diedre (6.2 (iv)) que la vitesse s'annule sur 1'arete d'un diedre
d'angle inferieur a 180° (cas des figures 6.22a, b et c).
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(vi) Estimation de la portance sur une aile
L'expression obtenue plus haut pour la circulation va nous permettre

d'evaluer 1'ordre de grandeur de la portance qui s'exerce sur une aile d'avion
au decollage. Elle s'exprime en effet sous la forme (relation (6.44)) :

Compte tenu de la relation (6.105), nous trouvons, pour 1'ordre de grandeur
de la portance par unite de longueur dans la direction perpendiculaire au plan
de 1'ecoulement :

Notons L 1'envergure de 1'aile et t — <iR sa largeur, appelee corde. On obtient
finalement, pour la portance sur la totalite de 1'aile :

Des ordres de grandeur, pour trois types d'avion, sont les suivants :

Vitesse U au Corde t Envergure Angle de Portance Fp Masse de
decollage cabrage 1'appareil

t^prBoeinl^ 300 km/h 9m 6 0 m 10° 3 • 107 N 300 t

tyVpenCe88i°aUri8me 10° km/h ^70 m 9 m 13° lo4 N 90° k§

^enMdieragheaFT | 35° km/h | H 9 m | 20° | 6 ' ™* N | 16 *

On remarque que 1'avion de ligne decolle grace a une surface de voilure
importante, mais avec des angles de cabrage moderes, pour des imperatifs de
confort. L'avion de tourisme peut se contenter d'une plus faible portance,
de par sa masse plus faible. Enfin, 1'avion de chasse decolle avec des angles
de cabrage tres eleves et une vitesse assez importante, pour compenser une
surface de voilure plus reduite.

Le plan portant n'est qu'une approximation grossiere du profil d'une aile
reelle. II contient cependant la physique des mecanismes qui sont a 1'origine de
la sustentation, par 1'effet conjugue d'un ecoulement incident et de la presence
d'une circulation de la vitesse autour du profil. Par ailleurs, en decentrant
progressivement le cercle auquel on applique la transformation de Joukovski
(Fig. 6.24), on obtient des images qui se rapprochent tres fortement des profils
d'ailes reelles.

Notons toutefois, pour terminer, que ces etudes bidimensionnelles de 1'aile
negligent les effets importants lies a la tridimensionnalite. II apparait en
particulier une structure tourbillonnaire qui se prolonge a partir des bouts
d'aile, dont nous dirons quelques mots au chapitre 9 (section 9.6.1).



Potentiels des vitesses et fonctions de courant d'ecoulements plans

Type d'ecoulement

ecoulement uniforme a deux dimensions

ecoulement uniforme a trois dimensions
de vitesse U (coordonnees cylindriques)

ecoulement uniforme a trois dimensions
de vitesse U (coordonnees spheriques)

tourbillon (coordonnees cylindriques)

source ponctuelle 2D (coordonnees cylindriques)

source ponctuelle 3D (coordonnees spheriques)

dipole de courant 2D (coordonnees cylindriques)

dipole de courant 3D (coordonnees spheriques)

ecoulement autour d'un cylindre circulaire

ecoulement autour d'une sphere (coordonnees spheriques)

diedre d'angle a =
_ m + 1

Potentiel des vitesses Fonction de courant
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Annexe A-2

Relation fonction de courant - composantes des vitesses

Ecoulement a deux dimensions
(coordonnees cartesiennes)

Ecoulement a deux dimensions
(coordonnees polaires)

Ecoulement de revolution
(coordonnees cylindriques)

Ecoulement de revolution
(coordonnees spheriques)

Relation potentiel des vitesses - composantes des vitesses
Ces relations sont simplement les expressions en coordonnees cartesiennes,

polaires, cylindriques et spheriques de la relation generale v = grad<£>.

Ecoulement a deux dimensions
(coordonnees cartesiennes)

Ecoulement a deux dimensions
(coordonnees polaires)

Ecoulement a trois dimensions
(coordonnees cartesiennes)

Ecoulement a trois dimensions
(coordonnees cylindriques)

Ecoulement a trois dimensions
(coordonnees spheriques)

Annexe A-3

Un fluide presque parfait : 1'helium superfluide

1 Generalites
A une temperature de transition T\ = 2,172 K, 1'isotope de nombre de

masse 4 de 1'helium liquide, pompe sous une pression de 37 mm de mercure,
subit une transition de phase de deuxieme espece et passe dans 1'etat
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superfluide. Comme les atomes d'helium 4 sont des bosons (le noyau a un
nombre pair de nucleons), on a rapproche cette transition d'une condensation
de Bose-Einstein. Effectivement, on peut considerer qu'une fraction finie du
fluide peut etre representee par une fonction d'onde quantique macroscopique ;
mais les interactions entre atomes sont importantes et une representation de
type gaz parfait, comme celle du modele de Bose-Einstein, n'est pas valable.
La condensation est a 1'origine de la possibilite d'observer des ecoulements
sans viscosite, qui fait de I'helium a basse temperature un modele de fluide
parfait. L'isotope 3 de I'helium subit une transformation similaire a une
temperature de 1'ordre de 10~~3 K. On a alors condensation de paires de
fermions en interaction (qui sont des bosons), comme dans le cas des paires
d'electrons responsables de la supraconductivite. Notons que le passage du
courant dans les supraconducteurs peut se decrire par des equations analogues
aux equations de mouvement de l'helium superfluide avec, en plus, presence
du champ electromagnetique.

2 Modele a deux fluides de I'helium superfluide
A temperature finie, on peut considerer qu'il y a coexistence entre deux

fluides : un superfluide sans viscosite et un fluide normal visqueux qui peut
interagir avec les parois (il correspond aux excitations thermiques - rotons et
phonons - du fluide). On peut definir, pour chaque phase fluide, une vitesse
(vs et vn) et une densite partielle (ps et pn) telle que ps + pn = p (densite de
I'helium liquide), et psvs + /onvn = pv, ou v est la vitesse globale du liquide.

Le superfluide peut etre decrit par 1'existence d'un fonction d'onde
macroscopique y/jole1'^7') commune a tous les atomes. La fonction (f>(x, y, z, t]
s'interprete comme la phase de cette « fonction d'onde macroscopique ».
En 1'absence d'ecoulement superfluide, il existe un ordre a grande distance
caracterise par le fait que la phase est la meme en tous points (comme
la direction de I'aimantation pour un systeme magnetique). La vitesse
superfluide vs derive du potentiel <p(x, y, z, t) comme dans un courant
quantique ordinaire par :

(ou h est la constante de Planck et m la masse de 1'atome d'helium). Cette
formule implique bien que 1'ecoulement superfluide est irrotationnel. Nous
verrons, en fin de chapitre 7, que cet ecoulement coexiste avec des tourbillons
quantiques qui prennent en compte la vorticite eventuelle.

Suivant les cas, on observe les proprietes de 1'un ou 1'autre fluide :

4 Lorsqu'une pile de disques plans distants de quelques millimetres oscille
dans un bain d'helium, ils entrainent le fluide normal, qui est le seul a se
deplacer. On peut ainsi mesurer la densite relative du fluide normal, qui varie
de la densite totale p a T\ a 0 a basse temperature, ou les excitations sont
negligeables.
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• En revanche, seul le superfluide peut passer sans difficulte par des filtres
poreux tres fins (de 102 a 104 A), a travers lesquels le debit de fluide normal
sera negligeable.

3 Mise en evidence experimentale de 1'existence
d'une composante superfluide s'ecoulant sans aucune
dissipation d'energie
3.1 Films d'heliurn superfluide

Au-dessus d'une surface liquide, apparait sur les parois d'un recipient un
film tres mince (100 A) de molecules retenues a la paroi par les forces de Van
der Waals. Dans le cas d'un fluide normal, les forces visqueuses sont trop
fortes et empechent tout ecoulement. En revanche, dans I'helium superfluide,
le film, appele film de Rollin, peut s'ecouler avec un debit suffisant pour que
le recipient se vide dans un autre place en dessous.

3.2 Ecoulement a travers des trous de petite dimension

On peut observer un ecoulement mesurable dans I'helium superfluide,
meme sous une difference de pression nulle (done sans dissipation) jusqu'a une
vitesse critique, souvent d'autant plus grande que les pores sont plus petits
(typiquement 10 microns ou moins) et qui peut atteindre plusieurs metres par
seconde a basse temperature.

3.3 Courants permanents

Dans des tores de materiau poreux, on peut lancer des courants
permanents de fluide, d'une duree pratiquement infinie, analogues a ceux
observes dans les supraconducteurs. On les met en evidence, soit en mesurant
le moment cinetique associe par une experience basee sur 1'effet gyroscopique,
soit en mesurant 1'effet Doppler du son qui se propage dans le materiau poreux.
Ce dernier (appele quatrieme son) est une onde sonore, ou seule la composante
superfluide du liquide oscille ; les mouvements de la composante normale sont
bloques par les forces de viscosite, tres importantes dans les petits pores du
milieu. Le quatrieme son se propagera en effet a une vitesse differente dans le
sens de la vitesse Vs du fluide et en sens inverse : la mesure de la vitesse du
son dans ces deux directions permet done de determiner Vs. La decroissance
de Vs suit une loi logarithmique avec le temps. Ainsi, apres une phase initiale
de variation plus rapide, on observe seulement une decroissance de quelques
pour-cent sur plusieurs jours.
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Chapitre 7

Vorticite,
dynamique du tourbillon,
ecoulements en rotation

L 'ETUDE DES deformations d'un element liquide du chapitre 3 (section 3.2),
a fait apparaUre un terme de rotation locale, qui est la partie

antisymetrique du tenseur des gradients de vitesse. Le vecteur vitesse de
rotation locale correspondant est egal a la moitie du vecteur vorticite defini
alors comme le rotationnel du champ de vitesse. Ainsi, la vorticite sera un
outil privilegie pour decrire les mouvements de rotation locale a I'interieur d'un
fluide. Dans certains cas, elle peut etre localisee, comme dans les tourbillons,
ou bien etre continument distribute dans I 'espace, comme c 'est le cas dans un
fluide en rotation uniforme.

Dans ce chapitre, nous commencerons par rappeler la definition de la
vorticite, puis nous analyserons I'analogic de la vitesse avec un champ
d'excitation magnetique et de la vorticite avec le courant electrique qui lui
donne naissance (section 7.1). Nous etudierons ensuite le transport de la
vorticite dans le cas d'un fluide parfait, d'une part a partir de la dynamique de
la circulation (theoreme de Kelvin) (section 7.2), d'autre part, en etablissant
directement une equation devolution de la vorticite (section 7.3). Le theoreme
de Kelvin nous permettra de justifier, a posteriori, Vetude des ecoulements
potentiels que nous avons effectuee au chapitre 6 ; nous montrerons en effet
que, pour un fluide parfait et sous reserve d'autres conditions, un ecoulement
initialement potentiel le reste ensuite. Nous decrirons ensuite la dynamique
d'un ensemble de vortex, qui correspond a des ecoulements dans lesquels toute
la vorticite est concentree sur des lignes singulieres (section 7.4). Enfin, nous
nous interesserons (section 7.5) a I'etude des ecoulements en rotation, ou
I'effet de la rotation d'ensemble se superpose a la vorticite existante dans le
repere tournant. Cette etude joue un role considerable pour les phenomenes
atmospheriques et oceanographiques.
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7.1 La vorticite et son analogue
en electromagnetisme

7.1.1 Le vecteur vorticite
Au chapitre 3 (section 3.2.3), nous avons defini le pseudo-vecteur vorticite

en un point r par :

ou v(r) est le champ de vitesse de 1'ecoulement. La vorticite u>(r) correspond a
la partie antisymetrique du tenseur G des gradients de vitesse de composantes
Gij = dvi/dxj. Comme nous 1'avons vu au meme chapitre (section 3.2.1),
ce tenseur peut etre decompose sous la forme Gij — &ij + o^-, ou &ij =
l/2(dvi/dxj + dvj/dxi) est le terme symetrique de deformation pure, et le
terme u;̂  = 1/2 (dvi/dxj — dvj/dxi) est relie au pseudovecteur vorticite
u;(r) par Wfc = —£ijk &ij (£ijk vaut zero si deux indices sont egaux, 1 si la
permutation i —> j —> k est directe, et — 1 si elle est inverse). Enfin, nous
avons demontre que u; est egale au double du vecteur rotation locale du fluide
(vecteur tourbillon).

La vorticite interviendra chaque fois que 1'ecoulement n'est pas potentiel
et, par suite, dans les fluides visqueux. Elle joue un role particulierement
important dans les ecoulements turbulents, qu'on peut souvent considerer
comme la superposition d'une translation moyenne et de mouvements de
rotation locale, d'echelles de tallies tres variables. Dans certains cas,
I'ecoulement est potentiel en dehors d'une ligne (ou « cceur ») de diametre
£ faible par rapport a la taille globale de 1'ecoulement : la rotation du
fluide s'effectue alors autour de ce cceur, a 1'interieur duquel est localisee
la vorticite. On rencontre de tels ecoulements tourbillonnaires (aussi appeles
vortex) dans les trombes atmospheriques (Fig. 7.la) et, a une toute autre
echelle, dans les tourbillons de 1'helium superfluide (£ « 10~10 m), que nous
examinerons dans 1'annexe (Al) de ce chapitre, ou, plus prosai'quement, dans
les tourbillons de vidange des lavabos ou des baignoires. Dans d'autres cas, la
vorticite est moins concentree, mais des structures d'ecoulement en rotation du
fluide restent bien identifiables ; c'est le cas des couches de cisaillement entre
fluides de vitesses differentes qui seront discutees a la section 7.3.2. Enfin,
des structures de ce type sont nettement visibles sur plusieurs centaines de
kilometres sur les photos satellites des ouragans et des cyclones (Fig. 7.1b), ou
dans 1'atmosphere de Jupiter, a une echelle de plusieurs dizaines de milliers
de kilometres. Au chapitre 2 (section 2.4.1), nous avons egalement rencontre
1'emission periodique de structures tourbillonnaires dans les sillages en arriere
d'obstacles.
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FIG. 7.1 - (a) Trombe atmospherique au-dessus de la mer. On observe aussi
un ecoulement secondaire a la surface de I'eau (document V. Golden, NO A A) ;
(b) cliche satellite GOES8 du cyclone Fran, au large de la Floride (a gauche)
le 4 septembre 1996 (document NO A A).
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7.1.2 Analogic avec 1 'electromagnetisme
La relation (7.1) entre les champs de vitesse v(r) et de vorticite w (r)

est similaire a la relation j (r) = rot H(r) en regime stationnaire (ou quasi
stationnaire), entre le champ d'excitation magnetique dans le vide H(r) et la
distribution statique de densite de courant j (r).

Precisons cette analogic (deja signaled au chapitre 3 (sections 3.3.3 et
3.4.1), lors de 1'introduction de la fonction de courant). Tout d'abord, les deux
champs v et H sont a flux conservatif (lorsque le fluide est incompressible et
en 1'absence de milieu magnetique), car ils verifient :

et :

De meme, on peut faire correspondre au theoreme d'Ampere, qui relie la
circulation du champ H le long d'un contour (C) entourant un conducteur
parcouru par un courant electrique d'intensite I :

1'equation :

Cette relation exprime le theoreme de Stokes : la circulation d'un champ de
vecteurs A sur un contour ferme (C} est egale au flux du rotationnel de A a travers
une surface (S) qui s'appuie sur ce contour (Fig. 7.2) :

FIG. 7.2 - Calcul de la circulation d'un champ de vecteurs A le long d'une
courbe (C), a partir du flux de son rotationnel a travers une surface (S) qui
s 'appuie sur cette courbe.
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n represente la normale en tous points de la surface ; son orientation est definie
en appliquant la regie du tire-bouchon, dans le sens de circulation le long de la
courbe (C).

La circulation du vecteur vitesse T apparait done comme 1'analogue du
courant electrique /.

On peut done etablir une correspondance entre 1'excitation magnetique H
et la vitesse v, sous reserve que les conditions aux limites se correspondent
egalement. En hydrodynamique, la composante normale de la vitesse s'annule
a la surface d'un corps solide immobile (vj_ = 0) : cette condition, discutee
au chapitre 4 (section 4.3.1), rend les lignes de courant paralleles a la surface
du corps a son voisinage immediat. Une condition aux limites similaire
ne se rencontre en electromagnetisme que dans le cas tres particulier des
supraconducteurs, qui excluent le flux magnetique de leur interieur. Dans la
suite, nous utiliserons done uniquement 1'analogie champ de vitesse-champ
d'excitation magnetique lorsque ce dernier est produit par un ensemble de fils
conducteurs places dans le vide. Ce cas est equivalent a celui d'un volume
de fluide infini, ou on n'a pas a respecter de conditions aux limites sur des
parois. Maintenant, nous precisons quantitativement les resultats precedents,
dans le cas d'un tube de vorticite rectiligne et d'un fil conducteur lineaire.

7.1.3 Tubes de vorticite rectiligne et analogic avec le
champ magnetique produit par un fil conducteur

Champ d'excitation magnetique cree par un conducteur rectiligne
et champ de vitesse cree par un tourbillon rectiligne

Nous considerons en parallele 1'effet d'une densite de courant j, continue
et uniforme, et d'une vorticite uniforme uj a 1'interieur d'un tube cylindrique
de rayon TO, infiniment allonge dans la direction z (Fig. 7.3) (pour r superieur
a TO, la densite de courant et la vorticite sont supposees nulles). Get exemple
va nous permettre de preciser la correspondance entre ces deux champs.

Le premier probleme correspond au champ d'excitation magnetique autour
d'un fil rectiligne parcouru par un courant electrique de densite uniforme a
1'interieur du fil ; le second represente approximativement le tourbillon que
Ton peut observer lors de la vidange d'un recipient par un orifice circulaire
(vidange d'une baignoire par exemple). Au champ d'excitation magnetique H
dans la direction azimutale dans le cas du fil, correspond le champ de vitesse v
du fluide, de meme symetrie dans le cas du tourbillon. A Pintensite du courant
/ = J"Q° 2-KJrdr pour le fil, correspond 1'integrale /Q

r° 2-Trwr dr de la vorticite
uj sur la section du tube de vorticite.

Ainsi, les deux integrates de surface de la densite de courant et de la
vorticite sont egales respectivement a la circulation du champ d'excitation
magnetique et de la vitesse du fluide sur des courbes entourant le tube central
de rayon r0. Appliquons Pequation (7.5) a la vitesse d'ecoulement sur un
cercle de rayon r > rQ centre sur 1'axe du tube et de plan perpendiculaire a
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FIG. 7.3 - Champ d'excitation magnetique (respectivement champ de vitesse)
cree par un conducteur (respectivement un filament de vorticite) rectiligne.

celui-ci ; on trouve, en utilisant le fait que LO = (rotv0)z est nul pour r > TQ :

soit :

La quantite F = UJT^TQ (appelee circulation du vecteur vitesse) est done
independante de r, tant que r reste superieur a TQ. Elle caracterise la force
du tourbillon, et correspond au courant total dans 1'exemple de la figure 7.3a.
Plus generalement, la circulation a la meme valeur pour tous les contours
fermes de forme quelconque qui entourent une fois la ligne : on le verifie
simplement en appliquant le theoreme de Stokes a ces contours. Ces resultats
resteront valables dans le cas particulier ou le cejir du tourbillon est reduit a
une ligne de rayon nul, avec une densite infinie de vorticite (ce qui correspond
en magnetisme des courants a une ligne parcourue par un courant d'intensite
/). Si 1'integrale de cette distribution singuliere de vorticite reste finie,
elle continuera a representer la circulation de la vitesse autour du cceur du
tourbillon.

Cette decroissance de VQ en r^1 est caracteristique de tout champ de vitesse
azimutal de rotationnel nul. En effet, si seule la composante VQ est non nulle,
et si elle ne depend que de r, la condition rot v = 0 devient :

Done VQ est proportionnel a 1 / r. La variation de la pression p autour du
tourbillon est obtenue dans ce cas en appliquant la relation de Bernoulli
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(Eq. (5.36)) dans la partie irrotationnelle du champ de vitesse du vortex.
La pression p diminue lorsqu'on s'approche du centre de la ligne de telle fagon
que :

Si la pression est suffisamment basse dans la zone centrale du tourbillon,
il pourra y avoir vaporisation du liquide en rotation. Nous avons discute ce
phenomene de cavitation au chapitre 5 (section 5.3.2). Une autre consequence
de cette baisse de pression, dans la region centrale du tourbillon, est qu'un
objet solide de taille finie, place pres de 1'axe d'une ligne de tourbillon, se
trouve soumis a une force radiale dirigee vers le centre de la ligne (en effet,
d'apres la relation (7.9), la pression est plus forte sur la face de 1'objet la
plus eloignee du ce_ur du tourbillon). Ainsi, la zone centrale du filament de
tourbillon pourra etre une region ou viennent se rassembler des particules
solides collectees par le tourbillon. Ce dernier effet est sou vent observe dans
la vidange des recipients. Pour la meme raison, les lignes de tourbillon peuvent
se pieger sur les asperites des parois materielles solides.

Un exemple de filament rectiligne de tourbillon : le vortex
de Rankine

Le vortex de Rankine est une modelisation approchee d'un tourbillon
de vidange ; il nous aide a mieux comprendre le paradoxe apparent de la
presence d'un ecoulement potentiel dans la partie exterieure du tourbillon. II
apparait comme un ecoulement potentiel dans une geometric multiconnectee,
deja rencontre au chapitre 6 (section 6.2) ; a cet ecoulement se superpose
a une rotation en bloc dans la region centrale de « cceur » du tourbillon,
qui joue alors le role de 1'obstacle autour duquel apparait la circulation
du fluide. Le tourbillon de Rankine donne une image simple de ce que
peut etre la turbulence dans des ecoulements tridimensionnels (chapitre 11,
section 11.3.2).

Pour reproduire experimentalement ce phenomene de maniere approchee,
on utilise un recipient rempli d'eau a niveau constant, alimente avec un
debit volumique Q ; le recipient se vidange dans le meme temps par une
ouverture centrale circulaire situee au fond du recipient. L'observation de la
surface libre (Fig. 7.4) permet de distinguer une region exterieure convexe (I)
qui se raccorde a une region interieure parabolique (II). Par la suite, nous
aliens faire 1'hypothese que la vorticite est presque nulle dans la region (I),
et est concentree dans la zone (II). Nous justifierons ce resultat (qui n'est
qu'approche, car il n'y a pas de limite franche entre les deux zones) a la
section 7.3.2.

^ Region (I) L'ecoulement correspond au champ de vitesse irrotationnel
V0 = F/(27rr) que nous venons de decrire. Le profil h(r) du niveau de
la surface libre est obtenu en utilisant Pequation de Bernoulli (chapitre 5,
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FIG. 7.4 - (a) Tourbillon cree par la vidange d'un recipient a travers un orifice
circulaire. (b) Realisation experimental : I 'alimentation continue par le tuyau
permet d'etudier le tourbillon en regime stationnaire.

section 5.3), qui s'applique alors en tout point du fluide car I'ecoulement
est potentiel. On a done, en negligeant dans toute cette discussion 1'effet
de capillarite du a la courbure de la surface, mais en faisant intervenir la
pesanteur :

ou h0 est le niveau de 1'interface a une distance suffisamment grande de 1'axe de
rotation. A la surface, par ailleurs, p est egale a la pression atmospherique p0.
En ecrivant 1'equation (7.10) a 1'interface z = h(r),on obtient :

soit :

La surface libre a done un profil d'allure hyperbolique.

4 Region (II) Les effets de la viscosite augmentent au fur et a mesure
que r decroit et que le gradient de vitesse dve/dr augmente. En dessous
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d'un rayon £, ils sont tels que seuls les mouvements de rotation en bloc sont
possibles ; dans ce cas, la vitesse angulaire fi est constante et VQ = fir.
L'existence de cette region (le « cceur »du tourbillon) traduit le fait que,
dans tous les cas physiques, le profil de vitesse en 1/r ne peut subsister
jusqu'a la valeur r = 0, mais seulement jusqu'a un rayon fini. En utilisant la
relation (7.8), on trouve :

La vorticite a une valeur finie et constante dans le ce^ir. Le fluide est
au repos dans le repere tournant a la vitesse fi ; aussi, en tout point du
liquide, le gradient de pression equilibre les forces appliquees (centrifuge +
hydrostatique). Ainsi, on peut ecrire :

et :

On obtient alors :

ou hi est une constante d'integration qui se determine en ecrivant que, a une
distance £ egale au rayon du cceur (i.e. a la limite entre les regions (I) et (II)),
les pressions calculees par les formules (7.10) et (7.15) ont la meme valeur.

On obtient alors le profil h(r) de la surface libre, en ecrivant que la pression
est egale a PQ. D'apres la relation plus haut, le niveau h(r) varie lineairement
avec r2 : la surface a done un profil parabolique dans cette region. De
nombreuses notions, que 1'on rencontrera dans les distributions plus generates
de vorticite, sont contenues dans cet exemple. La vorticite est en effet tres
sou vent concentree sous forme de filaments, dans des zones localisees de
1'espace. Nous verrons plus loin (7.3.2) comment une telle concentration peut
apparaitre dans un ecoulement elongationnel de revolution (qui represente, de
fagon simplifiee, le champ de vitesse de vidange d'un recipient).

Energie cinetique par unite de longueur d'une ligne de tourbillon
rectiligne

Calculons 1'energie cinetique ec par unite de longueur de tourbillon, en
nous plagant tout d'abord dans le cas d'un tourbillon reduit a une ligne
singuliere. On obtient :
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Cette integrate de la forme Jdr/r = Jd(logr) est singuliere, a la fois lorsque
r tend vers zero, et vers 1'infini. Cette deuxieme singularite disparait si on
impose a r une limite superieure correspondant a la taille L du recipient
(L = R dans 1'exemple precedent). Par ailleurs, pour eviter une densite
d'energie cinetique infinie au voisinage de 1'axe de la ligne (r = 0), il est
necessaire de supposer qu'il existe un rayon minimum r = £ au-dessous duquel
la conservation de la circulation de la vitesse (impliquant VQ r = constante)
ne s'applique plus. Les distances r < £ correspondent ici a 1'interieur du
cceur, dont 1'energie cinetique est egale a Jf2£2/2, ou J = np^/2 est son
moment d'inertie et Q£ = M/2 = F/(27r£2) sa vitesse angulaire de rotation.
On obtient alors, pour 1'energie cinetique totale par unite de longueur :

7.1.4 Utilisation de 1'analogie avec I'electromagnetisme,
pour des distributions de vorticite quelconques

Analogie hydro dynamique de la loi de Biot et Savart

En electromagnetisme, le champ magnetique dB induit en un point O
(choisi comme origine) par un element dl de ligne situe autour d'un point de
rayon vecteur r et parcouru par un courant I verifie :

De meme, le champ cree par une densite de courant j(r) repartie dans un
volume (V) verifie :

Nous obtenons des relations identiques pour le champ de vitesse v, cree par un
element dl de filament de tourbillon de circulation F, ou par une distribution
de vorticite w(r) dans un volume (V) (Fig. 7.5). II suffit pour cela d'utiliser
les equivalences B/yWo <-» v et / <-> F. Nous obtenons ainsi les relations qui
correspondent a (7.18) et (7.19) pour la vitesse induite a 1'origine r = 0 :
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FIG. 7.5 - Champ de vitesse induit par une repartition de vorticite avec une
densite u> (r). Nous obtenons des relations identiques pour le champ de vitesse
dv, cre'e par un element dl.

Application : champ de vitesse induit sur lui-mdme par un filament
de tourbillon incurve

L'ordre de grandeur de la norme du champ de vitesse u/ induit par la ligne
sur elle-meme est, comme nous aliens le montrer plus has :

ou R est le rayon de courbure de la ligne, £ le rayon du coeur, et F la
circulation. La vitesse u/ est perpendiculaire au plan du filament et elle
est due, pour une large part, aux elements de ligne tres proches du point
considere. La composante u/ est responsable du mouvement des tourbillons
courbes en 1'absence d'ecoulement exterieur. En effet, nous demontrerons a la
section 2 qu'un element de ligne de tourbillon dans un fluide parfait se deplace
a une vitesse egale a la vitesse locale du fluide (theoreme de Kelvin) ; cette
vitesse est la somme du champ de vitesse exterieur et des vitesses induites par
les autres elements de la ligne.

Demonstration Evaluons le champ de vitesse au point O, le long de 1'axe d'une
ligne de tourbillon (le rayon de courbure jR est suppose tres superieur au rayon £ du
coeur). Nous considerons uniquement la contribution locale u; due aux points M
voisins du point de mesure O, qui est donnee par 1'integrale sur relement de ligne
entre les points M et M', symetrique de M par rapport au plan yOz. La vitesse u;
est orientee dans la direction perpendiculaire au plan de 1'anneau (direction Oz) :

Dans le referentiel rapporte au point O, r a pour composantes :
r=[R sin 0,R(1- cos 9),0]. D'ou :
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FIG. 7.6 - Champ de vitesse induit sur elle-meme par une ligne de tourbillon
courbe. Le vecteur vitesse u/ induit par la ligne au point O est dirige vers
I'avant de la figure pour le sens de la circulation du tourbillon indique id.

En utilisant la symetrie du problems par rapport au plan yOz, on trouve :

La vitesse induite en chaque point du tourbillon varie done comme 1'inverse du
rayon de courbure du filament. On verifie en particulier que, dans le cas d'un tube
tourbillon rectiligne (R —>• oo), la vitesse ui est nulle, comme on pouvait le prevoir
par symetrie.

L'integrale qui apparait dans le resultat precedent diverge aux faibles valeurs
de 9 dire comme /2d# /# , c'est-a-dire comme 21og#. Cela est du au fait que le
calcul precedent traite le tube comme une ligne infiniment fine, et ne s'applique done
pas aux faibles valeurs de 9 qui correspondent a des distances \r\ de 1'ordre du rayon
du cceur. Cette divergence signifie qu'une large part de la vitesse induite au point
O est due a des elements de ligne tres proches de ce point. Le traitement correct du
probleme necessiterait de faire intervenir le rayon £ du cceur du tourbillon comme
limite inferieure de la variable r. Nous nous contentons ici d'evaluer un ordre de
grandeur de 1'integrate en prenant comme borne inferieure d'integration 0min ~ £/-R-
L'influence de la borne superieure se reduit a une constante additive supplementaire.
On arrive bien ainsi a la formule (7.22).

7.2 Dynamique de la circulation
Apres cette introduction des distributions continues de vorticite et des

lignes de tourbillons, nous aliens etudier ici la dynamique de la vorticite,
en examinant comment varie la circulation sur un contour ferme quelconque
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« trace » dans le fluide et entraine avec lui. A la section suivante, nous
utiliserons une autre approche en etablissant directement la loi devolution de
la vorticite a partir de 1'equation de Navier Stokes.

Les resultats que nous obtiendrons dans ces deux sections s'appliqueront
aussi bien aux distributions continues de vorticite qu'aux cas ou celle-ci est
localisee sur des lignes singulieres.

7.2.1 Le theoreme de Kelvin : conservation
de la circulation

Etablissement du theoreme de Kelvin

Le theoreme de Kelvin exprime que la circulation sur un contour ferme,
dont chacun de ses points se deplace avec la vitesse qu'a le fluide en ce point,
reste constante si les conditions suivantes sont verifiees :

- la viscosite est nulle (fluide parfait) : 77 = 0 ;
- les forces exterieures derivent d'un potentiel </? : f = — grad (p ;
- la masse volumique p est constante ou, plus generalement, n'est fonction

que de la pression : p = f (p).
Ces conditions sont les memes que celles qui ont ete utilisees dans
1'etablissement du theoreme de Bernoulli au chapitre 5 (section 5.3.2). Le
theoreme de Kelvin s'exprime par la relation :

d/di est une derivee convective calculee en suivant le deplacement des
particules de fluide. L'integrale est prise sur un contour ferme (C) (nous
avons utilise la notation SI pour differencier cet element de longueur des
variations temporelles de 1). La courbe sur laquelle s'effectue 1'integration
suit le deplacement du fluide comme indique sur la figure 7.7 :

FIG. 7.7 - Variation des elements d'une courbe materielle (C) suivant le
mouvement d'un fluide.
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La variation de la circulation est la somme de deux contributions : 1'une est
due a la variation temporelle de la vitesse des points du contour, et 1'autre a
la deformation du contour (C) pendant son deplacement. La separation entre
ces deux effets s'effectue en decomposant 1'integrale (7.23) sous la forme :

La premiere integrale est calculee en utilisant 1'equation d'Euler, qui peut
s'ecrire :

Si la masse volumique p ne depend que de la pression (p = /(p)), le second
terme de la relation (7.25) sera egalement le gradient d'une fonction g (p)
(egale a 1'integrale fdp/f(p)) ; la circulation de ces deux gradients et, par
suite, du vecteur dv/dt le long de la courbe fermee (C), sera done nulle. La
seconde integrale de 1'equation (7.24) verifie la suite d'egalites suivante :

En effet, la variation temporelle d(8\}/dt de 1'element de ligne de contour de
longueur 61 est due a la difference 6v des vitesses entre les deux points situes
aux extremites de cet element de ligne (Fig. 7.7), chaque composante d(Sli)/dt
est done egale au produit (dvifdxj)Slj. La combinaison de ces deux resultats
demontre bien 1'equation (7.23). En utilisant 1'equation (7.5), le theoreme de
Kelvin peut etre ecrit sous la forme :

Ainsi, le flux du vecteur vorticite u>, a travers une surface s'appuyant sur un
contour materiel (C) qui se deplace avec le fluide (representant la vorticite
totale dans (C)), reste constant pendant 1'ecoulement).

Signification physique et consequences du theoreme de Kelvin

Le resultat precedent exprime la conservation du moment cinetique pour
un fluide parfait, il complete ainsi notre presentation des lois de conservation
du chapitre 5. Cela peut etre justifie par le raisonnement qui suit, appliquable,
comme precedemment aux fluides sans viscosite. Considerons un tube
elementaire de vorticite de longueur S\ qui s'appuie sur un cercle de rayon
r perpendiculaire a u; (Fig. 7.8). Nous avons montre precedemment que u>/2
est egal au vecteur vitesse angulaire locale fi de 1'element de fluide. Comme
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FIG. 7.8 - Calcul du moment cinetique pour un element de tube de vorticite.

la circulation F de la vitesse le long du cercle (C) de rayon r est egal au flux
total de la vorticite a travers ce cercle, F est reliee au module u; de la vorticite
par :

Le produit TT r2 uj peut etre recrit de fac.on a faire apparaitre le module Q de
la vitesse de rotation locale O = w/2, et le moment d'inertie J du cylindre de
longueur <5/, sous la forme :

6m = p TT R2 61 est la masse de fluide de densite p contenue dans 1'element
de cylindre, J = 6mr2/2 est le moment d'inertie associe a ce fluide, et
K — 4-7r/(5ra. Ainsi, comme la masse 6m de fluide dans 1'element materiel de
tube de vorticite est necessairement constante, la conservation de la circulation
F au cours du temps est equivalente, d'apres les equations (7.27) et (7.28), a
la conservation du moment cinetique J Q du fluide dans 1'element de tube de
vorticite.

II est possible de tirer plusieurs consequences physiques du theoreme de la
circulation :

(i) Si, a un temps initial, la circulation autour de n'importe quel contour
ferme est nulle, elle le restera par la suite. En particulier, un fluide
inviscide (c'est-a-dire de viscosite r\ nulle), mis en mouvement a partir de
1'etat de repos, aura un ecoulement irrotationnel (c'est-a-dire tel que le
vecteur vorticite w(r) est identiquement nul quel que soit r) aux temps
ulterieurs. En effet, la circulation le long de toute courbe materielle
fermee, tracee dans le fluide, est initialement nulle et le restera par la
suite. Comme on peut prendre des courbes aussi petites qu'on veut, il en
resulte, par application du theoreme de Stokes, que w(r) est partout nul.
Ce resultat, enonce au chapitre 6 (section 6.1) nous a permis de faire le
lien entre 1'etude des ecoulements potentiels et celle des fluides parfaits.
Une application de cette propriete est la presence d'un tourbillon de
demarrage, en aval du bord de fuite d'une aile sous incidence. Get
exemple sera discute au chapitre 9 (section 9.6.1).
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FIG. 7.9 - Variation duflux de vorticite a travers des contours materiels traces
sur un tube de vorticite.

(ii) Dans un ecoulement ou le vecteur vorticite u;(r) n'est plus identiquement
nul, les lignes (et les tubes) de vorticite se deplacent en suivant
exactement le mouvement des lignes (et des surfaces) constitutes de
particules de fluide. En effet, si on trace un contour materiel ferme
quelconque (C) sur la surface d'un tube de vorticite (T) (Fig. 7.9), le flux
du vecteur u> tangent a travers ce contour est nul. II le restera aux temps
ulterieurs, apres convection de ce contour materiel par 1'ecoulement. Le
tube materiel convecte par le fluide a partir de la position initiale (T)
est done un tube de vorticite, puisque le flux de u> reste nul a travers
un element de surface quelconque des parois laterales du tube.

(iii) Choisissons un contour (Ci), qui entoure deux fois le tube (T) en sens
contraire, a 1'exception de deux elements de liaison paralleles infiniment
proches, parcourus en sens inverse (Fig. 7.9). La circulation totale de la
vitesse sur ce contour est nulle, comme pour tout contour ferme trace
sur (T). Comme les circulations sur les deux elements paralleles voisins
s'annulent, on en deduit que la circulation sur les deux boucles fermees
entourant le fluide et parcourues dans le meme sens est la meme. Ainsi,
le flux de la vorticite se conserve tout le long du tube de vorticite (tout
comme le flux du vecteur vitesse dans un tube de courant en 1'absence
de terme de source).

(iv) A la section 7.3 plus bas, nous analyserons le mouvement de filaments
de tourbillons pour lesquels la vorticite est concentree sur des lignes
singulieres (cceurs). Dans ce cas, les resultats precedents montrent que
les cceurs de ces tourbillons se deplaceront toujours a la vitesse locale
du fluide (qui est la somme de la vitesse de 1'ecoulement exterieur et
de la vitesse induite par les autres elements de filaments de tourbillons,
comme nous 1'avons montre a la section 7.1.4). En effet, si un contour
materiel, aussi petit soit-il, entoure le cceur du tourbillon a un instant
donne, il 1'entourera toujours par la suite, apres s'etre deplace en suivant
le mouvement du fluide : la circulation de la vitesse sur ce contour doit
en effet rester constante et elle est done egale au flux de la vorticite a
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1'interieur du ce^ur du tourbillon. Par ailleurs, les coeurs de ces filaments
de tourbillons doivent etre refermes sur eux-memes (tourbillons en
anneaux), ou se terminer sur une paroi solide ; ils ne peuvent pas avoir
d'extremite libre dans un fluide parfait. Supposons en efFet qu'une telle
extremite existe, et determinons la circulation F de la vitesse du fluide
le long d'un contour (C) entourant le tourbillon : F est egale au flux de
la vorticite uj a travers une surface (S] qui s'appuie sur (C). Suivant la
position de (S) par rapport a 1'extremite libre, (S) couperait ou non le
cceur du tourbillon et la valeur de 1'integrale serait differente : ce qui
serait contraire a 1'existence d'une valeur bien definie de la circulation
de la vitesse du fluide le long de (C).

7.2.2 Sources de circulation dans les ecoulements de
fluides visqueux ou compressibles, ou en presence
de forces non conservatives

Reprenons la demonstration du theoreme de la circulation a partir de
1'equation (7.24). Lorsque les trois conditions exprimees au debut de la
section 7.2.1 ne sont pas verifiees, la circulation de la vitesse le long d'un
contour materiel n'est plus constante. Le deuxieme terme de cette equation
reste nul et on evalue le premier en exprimant dv/dt a partir de 1'equation
de Navier-Stokes (4.30) (a la place de 1'equation d'Euler (4.31) utilisee a la
section 7.2.1) :

L'equation (7.24) devient :

Nous allons examiner successivement la signification physique des trois
termes I, II et III.

Forces en volume non conservatives (terme I de 1'equation (7.30))

Les forces f (par unite de volume), qui ne derivent pas d'un potentiel,
et qui sont done telles que leur circulation sur un contour ferme est non
nulle, creent de la circulation. Deux exemples importants se rencontrent en
hydrodynamique :

^ (Pseudo) forces de Coriolis

Elles apparaissent sous la forme d'un terme [—2fi A v], lorsqu'on ecrit
1'equation de mouvement d'un fluide dans un referentiel tournant a une vitesse
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angulaire H (le terme « pseudo » indique que ces forces n'ont pas d'origine
physique reelle, mais qu'elles resultent simplement du changement de repere,
la vitesse v etant mesuree dans le referentiel mobile). Ainsi, les effets de la
rotation de la Terre se traduisent par la formation de mouvements cycloniques
dans 1'atmosphere, dont le sens (comme celui de Jl) depend de 1'hemisphere
considere.

Remarque En laboratoire, on peut observer des effets similaires en vidangeant
un recipient cylindrique de grand diametre (de 1'ordre de 2 m) a partir d'un trou
situe au centre. La presence d'une composante de vitesse radiale dirigee vers le trou
de vidange cree une force de Coriolis, qui depend de la valeur locale de £1 et induit
un mouvement cyclonique. Ce resultat est similaire a celui de 1'ecoulement autour
d'une zone de faible pression atmospherique. Des conditions experimentales bien
controlees sont indispensables ; il faut en particulier laisser reposer longtemps le
fluide, pour eliminer la vorticite initiale residuelle. Dans les cas usuels de vidange
de lavabos ou de baignoires, ce sont les effets d'amplification de la vorticite residuelle
(voir section 7.3.2) qui sont responsables de 1'apparition de tourbillons ; le sens de
rotation final n'est plus lie au sens de £7, mais est aleatoire.

Le role des forces de Coriolis sera detaille a la fin de ce chapitre ou il est
question des ecoulements en rotation.

+ Forces magnetohydrodynamiques

La vorticite peut aussi etre creee par les forces magnetohydrodynamiques
qui sont produites par 1'action d'un champ magnetique B sur un fluide
conducteur electrique. En effet, ces forces sont des forces de Laplace de
la forme qv A B, si q est la charge electrique et v la vitesse des charges
entrainees par le fluide ; elles communiquent au fluide une composante de
mouvement de rotation comme elles le font dans les accelerateurs de particules
du type synchrotron ou cyclotron. Deux exemples de ces fluides sont le sodium
liquide, utilise comme fluide porteur de la chaleur dans les reacteurs nucleaires
surregenerateurs, et le plasma du noyau terrestre. Dans ce dernier cas, la
circulation induite par des mouvements convectifs radiaux crees dans le noyau
est a 1'origine du magnetisme terrestre ; on a en effet couplage entre le champ
magnetique cree par le mouvement du fluide conducteur et 1'entrainement de
ce fluide par lui-meme (effet dynamo).

Fluides non barotropes (terme II de 1'equation (7.30))

Un fluide barotrope est tel que p = f(p}, c'est-a-dire tel que les
isobares (surfaces sur lesquelles p =constante) sont confondues avec les
isosteres (surfaces ou p =constante). Dans le cas contraire, le terme
(—gradp)/p ne derive pas d'un potentiel et ne peut done pas etre ecrit sous
la forme d'un gradient d'une fonction scalaire, et 1'integrale correspondante
de 1'equation (7.30) n'est pas nulle.
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Demonstration Si (gradp)//o derive d'un potentiel, on doit avoir
rot (grad p/ p) = 0. En utilisant Pidentite vectorielle generate :

nous obtenons :

Ainsi, (grad p) / p ne peut deriver d'un potentiel que si les vecteurs gradients de p
et p sont paralleles en tout point, c'est-a-dire si les surfaces isosteres et isobares qui
leur sont perpendiculaires coincident.

Dans ce cas, si on isole un element de fluide de volume V, son centre
de gravite G ne coincide pas avec le centre P de la poussee d'Archimede,
determine par les lignes isobares du fluide exterieur (Fig. 7.10). II y a done
apparition d'un couple, qui tend a faire tourner localement le liquide et induit
une circulation de la vitesse.

FlG. 7.10 - Equilibre des forces de pression et de gravite dans un fluide non
barotrope.

Exemples de fluides non barotropes
Un premier exemple de fluide non barotrope est celui d'un fluide place entre

deux plaques verticales portees a des temperatures differentes. Nous etudierons cette
situation au chapitre 10 (section 10.1.2) et montrerons qu'il apparait un ecoulement
du fluide, dit de convection thermique. Get ecoulement est induit par les variations
de masse volumique avec la temperature.

Un second exemple, etudie ici, correspond au cas ou des variations de masse
volumique sont associees a des variations de concentration. C'est le cas d'une
solution d'un liquide de concentration variable avec 1'altitude, obtenue, par exemple,
en remplissant lentement un recipient avec une solution d'eau sucree dont la
concentration C diminue avec la distance verticale au fond du recipient (Fig. 7.11).
Cette solution est en equilibre stable, puisque la densite decroit avec 1'altitude. La
concentration C est alors constante dans un plan horizontal donne. Comme le fluide
est au repos, le seul transport de masse se fait par diffusion moleculaire avec un flux
j = — Dmgrad C qui, dans ce cas, est vertical.

Si une plaque inclinee est placee en position fixe dans cette solution, il ne peut
y avoir de flux de diffusion massique a travers la surface solide ; aussi, d'apres
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FIG. 7.11 - Mouvement de convection d'un fluide presentant un gradient de
densite vertical en presence d'une surface solide oblique (C\ > C? > 63 > 64).

1'equation precedente, on doit avoir (grad C}n = 0 a la paroi (n est la direction
normale a la plaque). Les isosteres ne peuvent done plus rester partout horizontales,
car elles doivent arriver perpendiculairement a la plaque inclinee. On voit done
apparaitre un gradient horizontal, de concentration (et, par suite, de densite),
analogue a celui de 1'exemple precedent. Sur une horizontale donnee, la densite
est plus forte pres de la surface oblique solide. II en resulte un desequilibre de
pression hydrostatique qui cree un mouvement de convection. Son sens est tel qu'il
tend a reduire les gradients de concentration. II y a done, la aussi, creation de
circulation du vecteur vitesse.

De fac,on quantitative, le terme II de 1'equation (7.30) peut etre recrit en
utilisant la formule de Stokes, qui relie flux et circulation :

L'integrate du deuxieme membre est prise sur une surface (S) qui s'appuie
sur une courbe fermee (C] situee a 1'interieur du fluide ; le vecteur 6s est
normal a la surface (5). Combinons 1'egalite (7.32) avec la relation vectorielle
srenerale (7.31) pour obtenir la formule :

Le premier terme de 1'integrals est identiquement nul, et nous retrouvons
ainsi le resultat deja discute plus haut : le second terme et, par suite
d/dt[— Jc[v •($!], sont non nuls si les isosteres (p ~ constante) et les isobares
(p = constante) sont distinctes. En effet, dans ce cas, les deux gradients qui
sont perpendiculaires a ces courbes auront des orientations differentes en un
point donne.
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Effet de la viscosite (terme III de 1'equation (7.30))

La viscosite fait apparaitre des gradients de vitesse au voisinage des parois
et cree done de la circulation : 1'integrale sur un contour ferme du terme III
de 1'equation (7.30) des forces dissipatives de viscosite est non nulle. Nous
avons deja rencontre cet effet au chapitre 2 (section 2.1.1) dans 1'exemple de
la mise en rotation d'un cylindre rempli de fluide : dans 1'etat initial, le fluide
est au repos alors que, en regime stationnaire, il est anime d'un mouvement
de rotation solide qui correspond a une densite de vorticite uniforme ; c'est le
transport diffusif de vorticite associe a la viscosite qui cree cette distribution.

Analysons 1'exemple d'un fluide qui s'approche de 1'arete d'une plaque
semi-infinie parallele a Pecoulement (Fig. 7.12).

FIG. 7.12 - Creation de vorticite associee aux forces de viscosite dans un fluide
incident sur une plaque plane.

La circulation est creee au voisinage immediat du bord d'attaque de la
plaque. En amont de celle-ci, on a un champ de vitesse uniforme U, et la
circulation de la vitesse sur un contour ferme du type de (ramont) represente
sur la figure 7.12 est nulle. En aval du bord d'attaque, au contraire, il apparait
un gradient de vitesse, car la vitesse doit etre nulle sur la paroi alors qu'elle
redevient egale a U a une distance suffisante. La circulation sur un contour
ferme (ravai)5 limite sur un cote par la plaque, est done non nulle en aval de
1'arete. La creation et le developpement de la couche limite qui est la zone
proche de la plaque ou existent des gradients de vitesse, seront traites au
chapitre 9. Un exemple encore plus saisissant d'une creation de vorticite due
a la viscosite est 1'apparition de tourbillons en aval d'un cylindre place dans
un ecoulement (Figs. 2.8 et 2.11).
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7.3 Dynamique de la vorticite

7.3.1 Equation de transport de la vorticite
et consequences

Equation de Helmholtz pour un fluide incompressible

Nous aliens retrouver et generalise! les resultats precedents en considerant
directement 1'evolution du champ vectoriel de vorticite a;. Nous partons de
1'ecriture de 1'equation de Navier-Stokes sous la forme :

ou le terme (v • grad) v a ete remplace par 1'expression equivalente
—v A u> + grad (l/2v2) (relation (5.34)). Prenons maintenant le rotationnel
de cette equation ; on obtient :

Supposons que les forces f en volume derivent d'un potentiel, que la masse
volumique p soit constante, mais que la viscosite cinematique v soit non
nulle : ces hypotheses reviennent a negliger les termes de type I et II dans
1'equation devolution de la vorticite (7.30). Nous montrerons plus bas que
1'equation (7.35) peut etre mise sous la forme :

Cette relation est 1'equation fondamentale devolution de la vorticite et joue,
pour <jj (r, t), un role similaire a 1'equation de Navier-Stokes pour v(r, t). En
regroupant les deux premiers termes du premier membre sous la forme d'une
derivee convective, on obtient la forme equivalente :

Notons que cette equation de transport de la vorticite s'applique a tous
les ecoulements, qu'ils soient laminaires ou turbulents. La description d'un
ecoulement a partir du champ de vorticite est toujours une alternative possible
a la description par 1'intermediaire du champ de vitesse. C'est sur des
considerations pratiques liees a la configuration particuliere de 1'ecoulement
que se fera le choix de 1'une ou 1'autre approche.

Demonstration de 1'equation (7.36) On decompose rot (v A u;) en utilisant
la relation vectorielle generate suivante, valable pour des champs de vecteurs A et
B quelconques :
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Compte tenu de ce que divv = 0, car le fluide est suppose incompressible, et de
ce que div a; = div (rot v) est identiquement rail pout tout champ de vecteur, on
obtient :

Evaluons maintenant le dernier terme v Aw, en utilisant 1'identite vectorielle :

Choisissant A = v, on obtient :

En prenant le rotationnel des deux membres, cette equation devient :

Soit, en utilisant a nouveau la relation (7.40) :

On verifie bien ainsi 1'identite entre les deux derniers termes des equations (7.35)
et (7.36).

Dans 1'equation (7.36), les deux premiers termes decrivent 1'effet de
I'instationnarite de 1'ecoulement et de la convection de la vorticite ; le dernier
terme decrit I'amortissement de u> par viscosite. En 1'absence du terme
(u>-grad) v, cette equation serait tres semblable aux equations de transport de
la chaleur (equation de Fourier (1.17)) ou de diffusion de la masse (Eq. (1.26)) ;
la viscosite cinematique v represente ici le coefficient de diffusion de la quantite
vectorielle u>.

Une consequence importante de cette equation est la persistance de
1'irrotationalite de fluides parfaits (77 = 0) initialement au repos. En effet,
si u;(r, t = 0) est initialement identiquement nul, on a :

Alors, quel que soit t, u;(r, t) reste identiquement nul. Nous avions deja
enonce cette propriete au debut du chapitre 6 consacre aux ecoulements
potentiels, et nous 1'avons egalement justifiee a la section precedente a partir
du theoreme de Kelvin (section 7.2.1 (i)).

Etirement et basculement des tubes de vorticite

Le terme additionnel (u; • grad) v de 1'equation (7.36) fait intervenir
les variations du vecteur vitesse v dans la direction du vecteur vorticite w,
puisqu'il contient la projection du gradient sur la direction du vecteur w.
Notons que ce terme existe meme dans un fluide parfait, dans un cas ou la
vorticite u? serait non nulle a 1'instant initial. Dans toute cette section, nous
negligerons d'ailleurs 1'effet de la viscosite, que nous examinerons ensuite.
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Nous aliens representer les variations de cj a partir des deformations
d'un element de tube de vorticite de longueur 61, de section S parallele a
uj. Nous avons vu precedemment (section 7.2.1) que les tubes de vorticite
sont convectes par le fluide, exactement comme s'il s'agissait de lignes
materielles. Le terme d'etirement (u> • grad) v peut etre decompose suivant
deux directions : 1'une parallele a la direction du vecteur u> (que nous
supposerons dans la suite dirige suivant 1'axe Oz), 1'autre (que nous noterons
« _L ») dans le plan perpendiculaire a o>. Nous pouvons alors ecrire
1'equation (7.37) sous la forme :

ou ez et ej. representent les vecteurs unitaires, respectivement dans la
direction Oz et dans le plan perpendiculaire a Oz.

+ Le terme ^dvz/dz represente 1'effet d'etirement de 1'element de tube de
tourbillon. Quand 51 augmente (Fig. 7.13a), la section S decroit, et le
module de la vorticite cu augmente.

4 Le terme ujdv^_/dz traduit le basculement du tube de vorticite en
presence d'un gradient de vitesse, sans changement de la longueur du
tube (Fig. 7.13b) ni de la norme de u;.

FIG. 7.13 - (a) Variation de la vorticite u> associee a la deformation d'un tube
de vorticite par etirement ; (b) variation de u> par basculement d'un tube de
vorticite.
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Physiquement, le terme d'etirement reflete directement la conservation de
la norme du moment cinetique discutee plus haut (section 7.2.1), associee
a la conservation de la circulation autour d'un tube de vorticite. En effet,
1'etirement de I'element materiel de tube de courant s'accompagne d'une
reduction de sa section pour conserver constante la masse S 61 de 1'element.
Par consequent, le moment d'inertie J du tube diminue (J est proportionnel
a S26l). On doit done avoir augmentation de la vitesse angulaire 17 - et
done de la vorticite - pour conserver constant le moment cinetique JfL
En raisonnant en termes de conservation de la circulation de la vitesse,
plutot que de conservation du moment cinetique, on ecrit que la quantite
F = u)S est constante (F est en effet - d'apres le theoreme de Stokes - la
circulation de la vitesse autour du tube de vorticite). En utilisant la condition
S 61 — constante, on en deduit que u> (done fi) et 51 sont proportionnels et
que le rapport u>/Sl doit rester constant.

On met clairement en evidence cet effet en creant une ligne de tourbillon
verticale dans une couche horizontale de liquide en ecoulement. La vorticite
du tourbillon est visualisee par la rotation d'une balle flottant a la surface du
liquide (Fig. 7.14). La presence d'une bosse au fond du recipient entraine une
diminution de la longueur du tube de tourbillon et done, un ralentissement
de la rotation de la balle (uo et 51 diminuent en meme temps pour rester de
rapport constant).

FIG. 7.14 - La variation de la vorticite induite par la variation d'epaisseur
d'une couche de fluide est materialisee par la variation de la vitesse de rotation
d'une bille placee a la surface du liquide qui s'ecoule avec une vitesse U
(d'apres le film Vorticity du NCMF).

Nous verrons a la section 7.5, qui traite des ecoulements en rotation,
1'importance de ces effets d'etirement pour les phenomenes atmospheriques
en presence de reliefs.
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Un exemple d'application des equations de conservation
de la vorticite : le vortex de Hill

Le vortex de Hill represente un cas limite dans lequel la vorticite
est distribute en volume a 1'interieur d'une sphere de rayon R (1'autre
limite correspond aux repartitions de vorticite filamentaires que nous avons
deja rencontrees). Les composantes de u;(r) en coordonnees cylindriques
s'ecrivent :

Les lignes de vorticite sont done des cercles centres sur 1'axe de revolution Ox
et sont perpendiculaires a celui-ci (Fig. 7.15). On suppose le fluide parfait et
incompressible (la vorticite est preetablie en tant que condition initiale).

FIG. 7.15 - Vortex de Hill ; (a) schema d'un tube de vorticite torique a
1'interieur du vortex ; (b) forme des lignes de courant a 1'interieur et autour
de ce vortex dans un referentiel se deplacant a la vitesse de mouvement
d'ensemble du vortex.

La signification de la forme de cette distribution peut se comprendre
si on analyse 1'evolution d'un tube de vorticite forme d'un tore de rayon
moyen r, et dont la section a pour rayon a (Fig. 7.15) ; la circulation
autour de ce tore a pour valeur (vra2u;#(r)). Si, lors du mouvement, le tube
de vorticite se deforme lorsqu'il est entraine par le mouvement du fluide,
son volume (2?r2 r(t) a2(t)) doit rester constant pour verifier la condition
d'incompressibilite. La conservation de la circulation dans le tube entraine
done que la quantite a2 u>0(r) oc u0(r}/r(t) est conservee lors du deplacement
du tube (point de vue lagrangien). Le choix de UQ — Ar correspond done a
une distribution de vorticite qui verifie a tout instant la condition precedente.
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Pour retrouver quantitativement ce resultat, ecrivons la composante
azimutale de 1'equation d'evolution de la vorticite (Eq. (7.37)) ; appelons
er et e# les vecteurs unitaires dans les directions radiale et azimutale
respectivement. En coordonnees cylindriques, cette equation n'a qu'une
composante non nulle, celle dans la direction 9. Utilisant le developpement de
(uj • gradv) en coordonnees cylindriques, on trouve, a 1'aide de la relation :
der/dO — GO et de la propriete d'invariance du probleme par rotation autour
de 1'axe Ox (ce qui entraine que dvr/dO = 0) :

II en resulte que :

On verifie ainsi que la distribution de vorticite (ujQ/r] — A (avec A= constante)
du vortex de Hill subsiste pendant tout le mouvement du vortex, car elle
verifie a tout instant 1'equation d'evolution. On peut egalement montrer plus
precisement que, dans un referentiel suivant le deplacement moyen du vortex,
les distributions de la vorticite et de la vitesse sont stationnaires : les particules
de fluides situees a 1'interieur de la sphere de rayon R suivent des trajectoires
fermees representees sur la figure 7.15b. On peut calculer le champ de vitesse
qui en resulte en appliquant la loi de Biot et Savart (Eqs. (7.21)) a cette
distribution de vorticite.

Fonction de courant du vortex de Hill
Appelons U la vitesse de deplacement moyen du vortex et placons nous dans un
referentiel en mouvement a la vitesse U. On peut montrer que la fonction de courant
fy definie, dans ce referentiel, en coordonnees cylindriques par les equations (3.21)
verifie ci 1'interieur du vortex :

La surface x2 + r2 = R2 et 1'axe r = 0 sont done bien des lignes de courant.
Remarquons que, a 1'exterieur du vortex, la vorticite est nulle : 1'ecoulement est done
potentiel et le meme qu'autour d'une sphere de rayon R. La vitesse de deplacement
globale du vortex dans un referentiel ou le fluide est immobile a 1'infini est reliee a
A par :

Enfin, la composante tangentielle de la vitesse a la surface r = R du vortex est egale
a -(l/b)ArR.
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7.3.2 Equilibre etirement-diffusion dans la dynamique
de la vorticite

Un aspect important de 1'equation de transport de vorticite (7.37) est
la coexistence d'un terme de diffusion visqueuse, qui tend a uniformiser la
distribution de vorticite, et d'un terme d'etirement qui tend au contraire a la
concentrer et a augmenter son amplitude. L'equilibre entre ces deux termes
est un element fondamental des problemes de turbulence qui sera etudiee au
chapitre 11.

Evolution de la vorticite dans un ecoulement elongationnel
de revolution

Ce modele represente de fagon approximative la dynamique des echanges
de vorticite dans 1'ecoulement moyen pres d'un trou perce au fond d'un
recipient cylindrique (vidange d'un recipient). Nous avons deja analyse
(section 7.1) le vortex de Rankine qui modelise le champ de vitesse d'un
tourbillon cree par un tel ecoulement. II faut maintenant comprendre
pourquoi, dans ce cas, la vorticite reste concentree dans un cceur de petite
dimension, au lieu de se repartir uniformement dans le fluide.

Considerons un ecoulement incompressible irrotationnel avec une symetrie
de revolution (Fig. 7.16), et dont les composantes de vitesse verifient :

FIG. 7.16 - Modele d'ecoulement d'etirement de revolution (voir Fig. 3.14a).

Get ecoulement correspond a une elongation suivant 1'axe Oz, compensee
par un ecoulement radial pour satisfaire la conservation de la masse et est
assez semblable au champ de vitesse pres d'un orifice au fond d'un recipient.
Supposons que 1'on perturbe cet ecoulement en introduisant une distribution
de vorticite de faible amplitude ujz (r, t) (le tourbillon de vidange). Pour cette



Dynamique de la vorticite 385

distribution, ecrivons 1'equation de transport de la vorticite en coordonnees
cylindriques (7.36) :

ou le premier terme du membre de droite correspond a la somme des termes
d'etirement et de convection de 1'equation (7.36). En regime stationnaire,
le premier terme est nul (duoz/dt = 0) et 1'equation (7.49) devient, apres
integration par rapport a r :

La constante qui apparait dans cette integration est necessairement nulle ; en
effet, si tel n'etait pas le cas, la vorticite ujz divergerait logarithmiquement
a faible distance. D'autre part, elle decroitrait en 1/r2 a grande distance
jusqu'a 1'inrini, et la vorticite totale integree sur tout le volume de 1'ecoulement
divergerait ; or, elle doit rester finie et constante, car il n'existe dans ce
probleme aucun mecanisme de creation de vorticite. La distribution de
vorticite verifie done :

Ce resultat correspond a 1'equilibre sur une distance caracteristique
SD ~ \/v/a, entre les effets d'etirement de la vorticite sous 1'effet du champ
elongationnel v et d'etalement par diffusion. Dans le cas de 1'ecoulement a
travers un orifice de diametre d avec une vitesse caracteristique £7, on a :

ou Re = U djv est le nombre de Reynolds. Ainsi, plus le nombre de Reynolds
caracteristique de 1'ecoulement est eleve, plus la vorticite sera concentree dans
un cceur de faible diametre. Le modele du vortex de Rankine ne represente
qu'une approximation de la structure de tels tourbillons (on n'a pas de limite
nette du cceur), mais il decrit correctement le fait que la plus grande partie
de la vorticite de 1'ecoulement est concentree sur un tres faible rayon de cceur.
La variation de ce rayon en 1/v^e traduit 1'equilibre convection-diffusion.
Nous rencontrerons une variation identique au chapitre 9, dans 1'etude des
couches limites ou des equilibres du meme type sont observes. Ce resultat
presente egalement des analogies avec la turbulence homogene et isotrope,
que nous etudierons au chapitre 11. Dans ce modele, 1'energie est transferee,
par des mecanismes convectifs non dissipatifs, des structures turbulentes de
grande taille vers des tourbillons de plus en plus petits, ou est concentree
la vorticite (cascade d'energie de Kolmogorov). L'etirement des tubes de
vorticite joue un role essentiel tout au long de ce processus. En revanche,
la viscosite n'intervient qu'a 1'echelle des tourbillons de plus petite taille de la
m£me maniere que, dans le present probleme, elle n'intervient qu'a 1'echelle
du cceur.
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Creation et destruction de vorticite dans un ecoulement turbulent

Dans 1'exemple precedent, la position et la geometric du tourbillon
etaient bien definies ; cependant, on observe des mecanismes similaires dans
les ecoulements turbulents desordonnes (chapitre 11, section 11.2.6). Le
mecanisme decrit par le terme d'etirement-rotation (u> • grad) v est en
particulier une etape essentielle dans la comprehension de la turbulence
d'ecoulements tridimensionnels. Ceux-ci peuvent-etre consideres a partir d'un
ensemble de tubes de vorticite dont le diametre (representant la plus petite
echelle spatiale - le « grain » - des variations de la vitesse d'ecoulement)
est d'autant plus petit que 1'effet de la viscosite est limite (ou le nombre de
Reynolds plus grand).

Au contraire, dans les ecoulements bidimensionnels ou le champ de
vitesse v est independant d'une des coordonnees (la verticale par exemple),
le terme (u> • grad)v est identiquement nul. Cette propriete caracterise,
aux grandes echelles de longueur, la turbulence d'ecoulements atmospheriques
et oceanographiques. Elle est due a 1'extension verticale limitee de ces
ecoulements (1'epaisseur des couches oceaniques ou atmospheriques) et surtout
a 1'influence de la rotation 17 de la Terre qui tend a decoupler les composantes
du mouvement perpendiculaire et parallele a la surface de la Terre, comme
nous le verrons a la section 7.5 dans 1'etude des ecoulements en rotation.

Nous avons analyse precedemment la dynamique des lignes de tourbillons
isolees et soumises a un champ de vitesse exterieur. Dans les ecoulements a
deux comme a trois dimensions, il faut de plus tenir compte de 1'interaction
entre les differents tubes de tourbillons ; pour les tourbillons courbes, il faut
egalement faire intervenir le champ de vitesse induit sur le tourbillon lui-meme
(section 7.1.4). Nous analysons ce facteur a la section suivante consacree a la
dynamique des tourbillons filamentaires.

7.4 Quelques examples de repartition
de vorticite concentree sur des lignes
singulieres : ensembles de lignes
de tourbillons

7.4.1 Quelques cas de repartition de vorticite concentree
sur des lignes

Au debut de ce chapitre (section 7.1.1), nous avons presente un certain
nombre d'exemples d'ecoulements dans lesquels la vorticite est concentree
en filaments. Nous pouvons encore citer les tourbillons rectilignes emis de
fagon alternee en aval d'un obstacle cylindrique place perpendiculairement
a un ecoulement. Us forment alors deux rangees en quinconce (1'allee de
tourbillons de Benard-von Karman), comme nous 1'avons vu au chapitre 2
(section 2.4.1). Une rangee de tourbillons similaire (cette fois-ci unique) est
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FIG. 7.17 - Observation d'un tourbillon en anneau au-dessus d'un cratere de
I'Etna (cliche F. le Guern).

observee au niveau de la couche de melange entre deux ecoulements paralleles
et de vitesses differentes, d'un meme fluide ou de deux fluides differents (voir
chapitre 10, section 10.4.1). Dans ces deux cas, la taille relative du coeur par
rapport a la taille totale de cette structure est plus grande, mais la rotation
autour d'une zone centrale est clairement identifiable.

Dans d'autres cas, les lignes de tourbillons sont refermees sur elles-memes
(anneaux tourbillons). Citons par exemple les anneaux de fumee emis a la
sortie de tuyaux ou d'orifices cylindriques, comme ceux issus de la bouche
des fumeurs ou, a plus grande echelle, des crateres des volcans tels que 1'Etna
(Fig. 7.17). Un autre exemple est celui des anneaux de tourbillons d'une taille
inferieure au micron, qui ont ete mis en evidence dans 1'helium superfluide
(voir annexe a la fin de ce chapitre).

Dans la suite de cette section, nous modeliserons ce type d'ecoulements
par des « lignes de vorticite » de rayon de cceur tres petit. Nous envisagerons
le cas des tourbillons rectilignes, puis celui des anneaux tourbillons.

7.4.2 Dynamique d'un ensemble de lignes de vorticite
rectilignes paralleles

Nous considererons des distributions de filaments rectilignes d'axes
paralleles correspondant a plusieurs des cas decrits plus haut. En 1'absence
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de viscosite, chaque element des coeurs de tourbillon se deplace a la vitesse
locale du fluide en ce point. Cette vitesse est la somme du champ de
vitesse exterieur et de la vitesse induite par les autres tourbillons, puisqu'un
tourbillon rectiligne n'induit pas de vitesse sur mi-me'me. Ce resultat est,
comme nous 1'avons vu (section 7.2.1), une consequence directe du theoreme
de Kelvin, valable pour les fluides parfaits.

Ensemble de deux tourbillons rectilignes et paralleles

Commengons par 1'exemple le plus simple de deux tourbillons filamentaires
d'axes paralleles et de circulation FI et F2 (Fig. 7.18a). Le champ de vitesse
au cceur des lignes O\ et O^ est du uniquement a la vitesse induite par 1'autre
tourbillon ; elle est dirigee suivant la normale au segment OiO-z et a un module
egal respectivement a : v\ = F2 /2nd et v% = FI / 2ird oii d est la distance
entre les coeurs des tourbillons.

FIG. 7.18 - Champ de vitesse associe d deux tourbillons paralleles rectilignes
de circulations FI et F2 / (a) cas general ; (b) FI + F2 = 0, la ligne O\O>2 se
deplace parallelement d elle-meme ; (c) FI = F2, la ligne OiO? tourne autour
de son centre C.

Deux cas particuliers sont importants en pratique :

• Fi+F2 = 0 (le doublet de lignes ; Fig. 7.18b). L'ensemble des deux lignes
se deplace a la meme vitesse dans la direction perpendiculaire aux lignes.
Dans ce cas, la vitesse commune est egale en norme a r/(2?r d), ou F est
la valeur absolue des circulations. On retrouvera une propriete de meme
nature pour les anneaux de tourbillons dans lesquels les circulations des
vitesses du fluide en deux points diametralement opposes sont de signes
opposes.

4 FI = F2 (Fig. 7.18c). L'ensemble des deux lignes tourne autour du
milieu C de O\ O^ avec une vitesse angulaire F/TT d2.

Plus generalement, dans le cas d'un rapport F i /F2 quelconque, les lignes
tournent autour de leur barycentre (on leur affecte respectivement des
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coefficients FI et F2) avec une vitesse angulaire (Fi + F2)/(27rc/2). Dans
1'exemple du doublet, le barycentre est rejete a 1'infini.

Les resultats vus pour deux lignes expriment indirectement des lois de
conservation pour la quantite de mouvement, et le moment cinetique pour le
fluide parfait dans lequel se deplacent ces lignes. Ainsi, plus generalement
dans le cas d'un nombre quelconque de lignes :

4 la circulation totale ̂  Fj reste constante au cours du mouvement ;

^ le barycentre G de 1'ensemble des lignes defini par 53 Fi. GOi = 0 reste
fixe.

Discutons maintenant des distributions particulieres de vorticite qui
representent, de fagon approchee, des ecoulements reels.

Les nappes continues et discretes de tourbillons

Une discontinuite de vitesse tangentielle (une couche de cisaillement
libre) peut etre produite par deux couches de fluide superposees (identiques
ou non), initialement separees par une paroi fine qui entrent en contact
tangentiellement a des vitesses differentes independantes des coordonnees :

A cet ecoulement correspond une nappe de vorticite, infiniment mince et
continue dans le plan y = 0 avec une densite uniforme 71 par unite de longueur
suivant Ox :

FIG. 7.19 - Circulation le long d'un contour (C), associee a un ecoulement
presentant une discontinuite de vitesse tangentielle.
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On peut evaluer 71 a partir du theoreme d'Ampere applique au contour (C)
(Fig. 7.19).

(notons qu'ici 71 est homogene a une vitesse : il s'agit en effet d'une circulation
par unite de longueur). En pratique, une telle nappe de vorticite est instable.
La vorticite se rassemble en des cceurs de tourbillons disposes selon une rangee
periodique suivant la direction Ox de 1'ecoulement. Cette instabilite sera
etudiee au chapitre 10 (section 10.4.1).

Alices de tourbillons

On considere maintenant un tres grand nombre de tourbillons rectilignes,
repartis sur une ou deux ligne(s) (allee simple ou double). On peut calculer
aisement le champ de vitesse en un point quelconque, par superposition des
champs de vitesse dus a chacun des tourbillons independamment. Nous
avons vu au chapitre 6 (section 6.6.2) que le potentiel complexe des vitesses
w(z) — vx — ivy en un point d'affixe z = x+iy est, pour un vortex isole, centre
au point de coordonnees Xi et yi (zi — Xi + i y i ) et de circulation algebrique
F (le signe de F, determine par 1'une des regies classiques d'orientation de
1'espace, est choisi ici negatif) :

A ce potentiel, correspond un champ de vitesse orthoradial VQ — — F / (2vrr)
du au tourbillon centre au point d'affixe Zi.

(i) Allee simple

Pour un ensemble infini de lignes periodiquement reparties entre — oo et
+00 sur 1'axe reel, et d'affixes zm — ma(m 6 Z), on a :

En regroupant deux a deux les termes correspondant a la meme valeur absolue
de m, sous la forme :

on obtient :
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En notant FQ le deuxieme terme (independant de z qui apparait dans cette
expression, et en utilisant 1'identite :

on obtient :

La vitesse complexe w(z) s'en deduit alors par :

Pour obtenir la vitesse complexe wm (z] sur chaque tourbillon, d'afRxe
zm = ma, il faut retrancher de w(z) la contribution de ce tourbillon lui-
meme :

On montre aisement, en developpant la fonction cotangente au voisinage de
1'affixe zm = ma, que wm(z) s'annule pour z — ma et que, par consequent,
la vitesse est nulle au centre de chaque tourbillon. Elle est done immobile, ce
qui pouvait etre prevu par raison de symetrie.

(ii) Allee double de tourbillons alternes

L'interet du calcul precedent reside aussi dans son utilisation pour le cas
d'une allee double de tourbillons alternes. Nous avons vu au chapitre 2
(section 2.4.1) qu'on observe, pour des nombres de Reynolds compris entre
quelques dizaines et environ 200, une emission de tourbillons alternes derriere
les obstacles cylindriques non profiles. Ces tourbillons constituent I'allee
de Benard-von Karman (Fig. 2.8). Nous aliens determiner ici le champ de
vitesse dans cette double rangee de tourbillons, qui peut etre represented de
fagon simplifiee par deux allees simples du type que nous venons d'etudier
(Fig. 7.20). Tous les tourbillons d'une meme allee sont de meme sens ; ils sont
de sens oppose d'une allee a 1'autre.

L'ensemble de 1'allee double se deplace parallelement a elle-meme sous
1'effet de 1'ecoulement impose U et de la vitesse induite par les tourbillons
de 1'autre rangee (nous venons de voir que les contributions des tourbillons
de la meme rangee s'annulent par symetrie). Par ailleurs, seule subsiste la
composante parallele a la direction Ox de la vitesse ; en effet, les composantes
perpendiculaires a cette direction, dues a des tourbillons symetriques par
rapport au plan perpendiculaire a Ox et passant par le tourbillon, s'annulent
deux par deux sur ce plan. Le calcul detaille de la vitesse induite sur chaque
tourbillon est donne plus bas. On peut montrer, par un calcul de stabilite
lineaire, que la seule solution stable au premier ordre pour une allee de
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FlG. 7.20 - Schema de I'allee double de tourbillons de Benard-von Karman
produits derriere un cylindre pour un ecoulement uniforms (voir aussi la
photographic 2.8).

longueur infinie est celle ou les tourbillons sont disposes en quinconce avec
un rapport b/a ~ 0,3 independant de la vitesse. Dans ce cas, la vitesse est la
meme pour tous les tourbillons, et I'allee se deplace sans deformation.

Calcul de la vitesse de deplacement de I'allee double de tourbillons
Notons W la vitesse complexe induite par les tourbillons de la rangee inferieure

sur le tourbillon de la rangee superieure situe au point d'affixe (0, b/2). En tenant
compte du fait que la rangee superieure n'induit pas de vitesse sur ce tourbillon,
et en utilisant les relations (7.57) et (7.58) etablies dans le cas de I'allee simple, on
obtient :

Soit :

On montre de la meme maniere que la vitesse induite par les tourbillons de
la rangee superieure sur ceux de la rangee inferieure a la meme valeur, ce qui
justifie la propriete de deplacement global a la vitesse W de I'allee double
dans son ensemble.

Estimons maintenant la frequence d'emission / des tourbillons dans le cas
de la figure 7.20. La vitesse relative de I'allee par rapport a Pobstacle est
proportionnelle a U, vitesse de 1'ecoulement incident sur le cylindre ; en effet,
la vitesse W que nous venons de calculer varie elle-meme lineairement avec
la vitesse de 1'ecoulement exterieur. D'autre part, 1'espacement transverse b
est legerement superieur au diametre D de 1'obstacle. La frequence / verifie
done :

ou a est un nombre reel de 1'ordre de 1'unite.
D'ou :
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Le nombre sans dimension Sr est le nombre de Strouhal, que nous avons deja
defini au chapitre 2 (section 2.4.1). Dans nos hypotheses, il est independant
de la vitesse et de la nature du fluide pour un obstacle donne, et il constitue
le parametre sans dimension qui caracterise la periodicite de 1'ecoulement.
Experimentalement, on trouve que Sr est de 1'ordre de 0,2 pour un cylindre
circulaire, et qu'il depend peu de la nature du fluide et du nombre de Reynolds
tant que celui-ci est suffisamment eleve (plus grand que quelques milliers, en
prenant pour echelle de longueur la largeur de 1'obstacle).

Ces caracteristiques ont permis la realisation de velocimetres qui mesurent
la vitesse a partir de la frequence d'emission de tourbillons : on utilise des
obstacles a aretes vives, pour lesquels remission de tourbillons est plus stable
et la dependance de Sr par rapport au nombre de Reynolds est plus faible.
On peut, par exemple, detecter remission de tourbillons en analysant les
oscillations de difference de pression entre deux faces d'un obstacle paralleles
a l'ecoulement.

L'emission periodique de tourbillons peut aussi avoir des consequences
nefastes, notamment sur les structures soumises au vent : des oscillations
destructrices de grande amplitude peuvent apparaitre lorsque la frequence
d'emission est egale a celle d'une resonance mecanique. L'effondrement du
pont suspendu de Tacoma aux Etats-Unis en est un exemple classique.

7.4.3 Anneaux tourbillons
Les anneaux tourbillons sont formes par un tube de vorticite de petit

diametre, ferme sur lui-meme, et assimilable a une ligne constituant le ce^ir
du tourbillon (Fig. 7.21). La circulation F est constante le long de tout contour
entourant une fois cette ligne. L'anneau tourbillon est une structure tres stable
de vorticite, qui est souvent associee a des obstacles ou des orifices a symetrie
circulaire en hydrodynamique (Fig. 7.17).

FIG. 7.21 - Schema d'un anneau tourbillon de circulation F se deplacant a la
vitesse uniforme V.
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Vitesse de emplacement d'un anneau tourbillon

Dans la suite, nous analysons le cas d'un anneau tourbillon plan circulaire,
de rayon R, qui se deplace dans un fluide parfait sous 1'action de la vitesse
induite en chaque point M par les autres elements dl du cceur du tourbillon
(on suppose le champ de vitesse exterieur nul). Nous avons vu plus haut
(section 7.1.4) que la vitesse dv correspondante est perpendiculaire a la fois a
1'element de ligne et au vecteur joignant M a dl ; dv est done perpendiculaire
au plan du cceur du tourbillon. En raison de la symetric du probleme, la
vitesse totale induite est la meme en tous les points du cceur et perpendiculaire
au plan de 1'anneau ; ce dernier se propage done sans se deformer a une vitesse
V parallele a son axe.

L'ordre de grandeur du module de V peut etre calcule a 1'aide de la
formule (7.22), qui donne la vitesse induite par un arc de ligne de tourbillon
en chacun de ses points :

ou £ represente 1'ordre de grandeur de la taille du ce^ir du tourbillon. Lorsque £
est tres inferieur a R, la vitesse de deplacement est principalement associee
a la contribution divergente des elements de ligne les plus proches du point
considere ; cette derniere est dans ce cas superieure d'un facteur Ln(R / £) a la
vitesse induite par les elements diametralement opposes. Un calcul complet,
supposant que le tourbillon a un cceur cylindrique en rotation uniforme, donne
une valeur tres proche :

Remarquons que, pour une meme valeur de F, plus un anneau tourbillon est
de grande taille plus il se deplace lentement. Ce resultat est a rapprocher de
celui obtenu pour deux lignes paralleles rectilignes de circulations F opposees
distantes de d pour lesquelles la vitesse de deplacement, egale a F / (2?r d), varie
egalement comme I/d. Par ailleurs, un anneau tourbillon possede une energie
cinetique et une quantite de mouvement qui representent 1'energie cinetique et
Pimpulsion du fluide mis en mouvement dans cette structure : c'est pourquoi,
on peut detecter un effet de choc lors de 1'impact d'un anneau de fumee sur
une surface solide. Evaluons maintenant directement ces quantites.

Energie cinetique d'un anneau tourbillon

Nous partons de 1'energie ec par unite de longueur d'une ligne de tourbillon
rectiligne donnee par 1'equation (7.17). Si le rayon de courbure R de la ligne
est grand devant le rayon £ du cceur, 1'energie cinetique totale Ec de 1'anneau
sera approximativement (27r/t!ec), soit :
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Dans cette expression, nous negligeons la distorsion du champ de vitesse par
les elements de ligne lointains, et prenons L = R comme echelle de longueur
superieure du rayon r dans 1'integrale ; en effet, a des distances plus grandes, la
decroissance du champ de vitesse est beaucoup plus rapide (en 1 / r3 comme
celle d'un dipole magnetique), et sa contribution a Ec devient faible. La
valeur exacte de Ec obtenue par une integration complete, est voisine de cette
estimation :

Ainsi, la diminution de vitesse des anneaux, lorsque leur rayon augmente,
s'accompagne dans le meme temps d'une augmentation d'energie cinetique.

Quantite de mouvement d'un anneau tourbillon

Evaluons maintenant la quantite de mouvement associee a 1'anneau, en
supposant que le cceur du tourbillon est soumis a une force F constante
parallele a 1'axe et orientee dans le sens de son mouvement : 1'experience
a ete effectivement realisee dans rhelium superfluide, en piegeant des charges
electriques dans le cceur du tourbillon et en les accelerant par un champ
electrique. Le vortex reagit a cette force par une augmentation de son rayon,
ce qui lui permet d'emmagasiner sous forme d'energie cinetique le travail de
la force F. Cette variation de rayon induit une force de Magnus Fp (voir
chapitre 6, section 6.3.1), parallele a F car perpendiculaire en tout point au
cceur du tourbillon et a la vitesse radiale. D'apres 1'equation (6.44), Fp est
egale a p(dr/dt) A F (par unite de longueur) et de sens contraire a F ; dr/dt
s'ajuste done pour que F + Fp = 0 avec :

L'impulsion P du tourbillon de rayon -R est egale a 1'integrale
f Fdt = f 27TpTrdr entre une valeur nulle du rayon et la valeur R. On
obtient done :

Cette variation lineaire de 1'impulsion avec F traduit le fait que, lorsque le sens
de la circulation change, les vitesses en tous les points et, done, 1'impulsion
changent aussi de sens. A partir des equations (7.62) et (7.64) donnant
1'energie Ec et la quantite de mouvement P de 1'anneau, on peut determiner
la vitesse de groupe Vg(R) de 1'anneau ci partir de la relation classique :
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Vg est done egale a la vitesse V de deplacement du tourbillon, qui represente
bien la vitesse de transport de 1'energie par celui-ci.

Ce comportement est tres different de celui des systemes physiques
materiels. Pour ceux-ci, une augmentation de 1'energie et de la quantite
de mouvement s'accompagne en general d'une augmentation simultanee de
la vitesse de deplacement. Au contraire, pour les tourbillons en anneau, la
vitesse diminue, alors que le rayon, 1'energie et la quantite de mouvement
augmentent.

Les lois de la dynamique des anneaux tourbillons que nous venons de
discuter ont ete verifiees avec precision dans 1'helium superfluide. Ces
experiences sont decrites en annexe a la fin de ce chapitre.

Interactions entre anneaux tourbillons ou avec une paroi

La dynamique d'un ensemble d'anneaux tourbillons peut 6tre traitee
comme celle de lignes paralleles, en considerant 1'effet induit par une ligne
sur 1'autre.

^ Impact d'un anneau de tourbillon sur un plan solide

On peut decrire le comportement d'un anneau qui s'approche
perpendiculairement a un plan en remplagant ce plan par un anneau
image, symetrique par rapport au plan (Fig. 7.22). La presence de
1'image assure que la composante de vitesse normale au plan est nulle
sur celui-ci (la composante tangentielle n'a pas besoin d'etre nulle, car on
est dans le cas d'un fluide parfait). Comme resultat de cette interaction,
le rayon du vortex augmente indefiniment, mais il reste a une distance
fixe de la paroi (il ne rebondit pas sur elle !). En effet, son image induit
sur 1'anneau une composante de vitesse radiale dirigee vers I'exterieur,
d'autant plus forte que 1'anneau et son image sont rapproches. Aussi, la
taille du tourbillon incident augmente d'autant plus vite qu'il est plus
proche du plan.

FIG. 7.22 - L'impact d'un anneau tourbillon sur un plan solide peut etre
decrit en ajoutant symetriquement, au-dessus du plan, un anneau image de
circulation opposes. II en resulte que le tourbillon ne rebondit pas mais s 'ouvre
indefiniment par suite de son interaction avec le tourbillon image.
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4 Anneaux de tourbillons de meme axe et de meme circulation

L'interaction de deux tels anneaux tourbillons, produits par exemple a
la sortie d'un jet circulaire, conduit a un amusant phenomene de type
saute-mouton (Fig. 7.23). Chaque anneau passe a I'interieur de 1'anneau
qui le precede, tandis que son rayon diminue. II est alors a nouveau
depasse, et ainsi de suite. Le champ de vitesse induit par 1'anneau A<2 le
plus en avant sur 1'anneau AI, induit en effet sur celui-ci une composante
de vitesse radiale Vr\ dirigee vers 1'axe : elle fait diminuer le rayon de
AI et, ainsi, augmente sa vitesse U\. Dans le meme temps, 1'anneau A\
cree sur A^ une composante radiale Vr2 dirigee vers 1'exterieur qui, au
contraire, augmente son rayon et le ralentit. Ce processus continuera
jusqu'a ce que 1'anneau A\ ait rattrape 1'anneau A^.

FIG. 7.23 - Le mouvement relatif « en saute-mouton » de deux anneaux
tourbillons coaxiaux est decrit par cette sequence de quatre photos (extraite
de An Album of Fluid Motion de M. Van Dyke).

7.5 Fluides en rotation

L'etude des fluides en rotation est particulierement importante pour la
comprehension des ecoulements atmospheriques et oceaniques. En effet,
les ecoulements dans 1'atmosphere et les oceans, observes par rapport a
la surface de la Terre, s'effectuent dans un repere tournant a la vitesse
angulaire O locale de rotation de celle-ci ; ils sont done fortement influences
par cette rotation. La figure 7.24 rappelle le sens de la rotation terrestre
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de vitesse angulaire £lo ~ 10~4s~1. La rotation locale 0 varie avec la
latitude a suivant £1 — OQ sin a, comme le montre 1'experience du pendule
de Foucault, dont la periode de rotation par rapport a 1'observateur terrestre
est T = 2-Tr/ (J7o sin a). La quantite 20 est appelee vorticite planetaire par
les geophysiciens.

FIG. 7.24 - Schema de definition des coordonnees locales utilisees pour decrire
un ecoulement en rotation.

Les ecoulements en rotation interviennent aussi dans de nombreux
processus industriels, et sont egalement observables a 1'echelle du laboratoire.
La structure des ecoulements dans des recipients en rotation est fortement
influencee par celle-ci, en particulier au niveau des couches limites. Des
experiences de laboratoire montees sur des plateaux tournants sont par
ailleurs tres utilisees pour modeliser 1'influence de la rotation de la Terre
sur I'ecoulement de 1'atmosphere et de 1'ocean, et donnent lieu a des effets
spectaculaires.

Nous nous interesserons principalement au cas - le plus important en
geophysique - ou les deviations relatives de la vitesse du fluide par rapport
au mouvement de rotation d'ensemble sont faibles.
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7.5.1 Mouvement d'un fluide dans un repere en rotation

Equation de mouvement du fluide dans un repere tournant

On part de 1'equation de mouvement classique dans des axes fixes
(equation de Navier-Stokes) pour en deduire 1'equation de mouvement dans
un repere tournant a la vitesse angulaire 17 (17 est parallele a 1'axe de rotation).
On note va la vitesse du fluide dans le repere absolu, et vr dans le repere en
rotation : les vitesses sont mesurees en un point M avec OM = r (O est
1'origine des axes de coordonnees, supposee situee sur 1'axe de rotation) .

Les variations temporelles, dans le repere absolu et dans le repere tournant
pour un champ de vecteurs A(r) quelconques, sont reliees par la relation :

ou dA/dt represente une derivee lagrangienne. En particulier, si on a un
vecteur A constant dans un fluide en rotation, sa variation dans le repere fixe
est dA/dt = 17 A A.

Appliquons tout d'abord 1'equation (7.66) au rayon vecteur r dont les
derivees temporelles sont les vitesses va et vr ; on obtient :

En appliquant de nouveau 1'equation (7.66) a 1'expression precedente de va,
on obtient :

or, 17 A (17 A r) est egal a | grad (17 A r)2, puisque seule la composante r_L de
r normale a 17 intervient et que les deux expressions sont egales a —17 r_\_.
Partons de 1'equation de Navier-Stokes, dont la forme normale dans un repere
absolu, est :

((p represente le potentiel des forces en volume par unite de masse, tel que
ip = gz pour la gravite). En lui appliquant la relation (7.68), on obtient :

En effet, remplac.ons dans 1'equation (7.69) Ava par son expression en fonction
de Avr obtenue a partir de 1'expression (7.67) : ces deux termes ne different
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que par A (17 A r), qui est identiquement nulle puisque ft A r est une fonction
lineaire des composantes de r. En regroupant les gradients, 1'equation (7.70)
devient, dans le cas particulier d'un fluide incompressible (p = cte) :

Le terme | grad(J7 A r)2 est associe a la force centrifuge et intervient comme
une force en volume. La composante — 211 A vr est appelee « force de
Coriolis » et est normale au mouvement des particules de fluide : c'est
cette m6me force qui explique la rotation des pendules de Foucault et la
deviation vers 1'est des corps en chute libre. Nous verrons qu'elle est aussi
responsable d'importants phenomenes atmospheriques. Dans toute la suite
de ce chapitre, on supprimera 1'indice r et on supposera toujours que sont
utilisees les composantes de vitesse mesurees dans le repere en rotation.

Effets de la force centrifuge dans im fluide en rotation

Les forces centrifuges peuvent induire des ecoulements : c'est par exemple
le cas pour une goutte liquide posee sur un disque en rotation. Une application
importante est represented par les pompes centrifuges, ou un fluide est injecte
sur un axe, mis en mouvement par des pales, et finalement rejete sur le cote
par le gradient de pression du a la rotation. Les effets de la force centrifuge
sont egalement cruciaux au sein des cyclones et des typhons. Nous verrons a la
section 6 que ces forces peuvent faire apparaitre des ecoulements secondaries,
qui se superposent dans certaines geometries d'ecoulement (les tuyaux ou les
parois courbes par exemple) aux ecoulements principaux.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous interesserons au contraire au cas
- tres frequent - ou les forces centrifuges ne generent pas d'ecoulements.
Supposons par exemple un recipient en rotation a vitesse constante : apres
un temps assez long, le fluide prend la vitesse angulaire des parois du
recipient si aucun dispositif n'induit d'ecoulement par rapport a celles-ci (voir
chapitre 2, section 2.1). Dans ce cas, on obtient en prenant, vr = 0 dans
1'equation (7.71) :

(r est la distance a 1'axe de rotation). Le seul effet de la force centrifuge est
alors d'induire un gradient de pression supplementaire, uniquement fonction
de la distance a 1'axe de rotation : dans la suite du chapitre, nous n'en
tiendrons pas compte, en utilisant implicitement une valeur de la pression
corrigee de cet effet en lui ajoutant le terme — pfi2r2/2 (fi est le module de
«).
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La force centrifuge a cependant un effet visible de deformation de la surface
du fluide si celle-ci est libre. En effet, la pression y est constante et egale a
la pression atmospherique (on peut negliger 1'effet de la tension superficielle
si la taille du recipient est superieure a quelques millimetres (chapitre 1,
section 1.4)). Le niveau z (r} de la surface verifie alors : gz (r)—fi2 r2 / 2 = cte.
On retrouve le resultat bien connu de la forme parabolique de la surface libre,
avec un niveau minimum sur 1'axe de rotation (r = 0). Le terme de pression
de type hydrostatique supplementaire du a la rotation est ici compense par
des deformations de la surface libre.

Equation de mouvement de la vorticite

On procede comme pour etablir 1'equation de la vorticite dans le repere
absolu (section 7.3) en prenant le rotationnel de 1'equation (7.71), ce qui fait
disparaitre les termes en gradient. On obtient alors 1'equation de transport
de la vorticite dans un repere tournant :

(avec u) — rotvr). La seule difference entre cette equation et celle obtenue
en 1'absence de rotation, est la presence du terme de vorticite planetaire 2 H
a cote du terme de vorticite a;. La somme u; + 2 $7 de ces deux termes est
appelee vorticite absolue. En 1'absence de rotation, le terme (u; • grad)v
represente les variations de vorticite accompagnant les variations de longueur
ou d'orientation des tubes de vorticite et la conservation du moment cinetique
du fluide. La rotation ajoute une contribution supplementaire du meme type,
qui peut etre dominante pour des vitesses de rotation elevees.

Ordre de grandeur des differents termes de 1'equation
de mouvement — nombres de Rossby et d'Ekman

Appelons L 1'echelle caracteristique des longueurs de Pecoulement (la taille
du canal par exemple) et U une vitesse caracteristique (vitesse maximale ou
vitesse moyenne par exemple). Ecrivons maintenant 1'equation (7.71) en la
multipliant par L / U2 pour faire apparaitre des variables sans dimensions :

ou v' = v/U,p' — (p — po}/(pU2); po est la pression en 1'absence
d'ecoulement mais en presence de rotation et de forces en volume avec
gradpo = grad (y> + (J7 A r)2/2). L'expression grad' correspond a des
derivees par rapport aux composantes du rayon vecteur sans dimension
r' = r/L; fi/|fJ| est le vecteur unitaire dans la direction de 1'axe de
rotation. L'equation (7.74) ne fait intervenir, en dehors des variables sans
dimension r',v' et p', que les combinaisons sans dimensions v/(UL] (inverse
du nombre de Reynolds) et £IL/U qui est 1'inverse du nombre Ro = U/(£tL),
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appele nombre de Rossby. Les solutions de 1'equation (7.74) sont done de la
forme :

Deux ecoulements de geometric identique, mais avec des valeurs de U et
L differentes, correspondent done a des champs de vitesse et de pression
similaires si les nombres de Reynolds et de Rossby sont les memes.

Le nombre de Rossby represente physiquement le rapport entre les ordres
de grandeur du terme de transport convectif de I'equation de mouvement et
du terme de force de Coriolis. On a en effet :

Ainsi : nombre de Rossby Ro

Les ecoulements a faible nombre de Rossby sont ceux pour lesquels les
effets de rotation et de force de Coriolis sont dominants. Le nombre de
Rossby ne devient faible pour des vitesses d'ecoulement normales que pour des
mouvements a tres grande echelle. Ainsi pour un ecoulement atmospherique
avec O ~ 1(T4 s"1, U « 10 m/s et L w 103 km, on trouve Ro = 10"1. Cela
explique pourquoi la rotation terrestre influence, sur de grandes distances,
le sens des mouvements cycloniques qui sont d'un sens oppose dans les
hemispheres nord et sud. Ce n'est plus le cas pour un typhon ou, avec une
vitesse de 100 m/s et une echelle de 10 km, on a Ro = 102 (et encore moins
pour un tourbillon de vidange de baignoire!).

De m6me, on peut evaluer le rapport entre les termes de viscosite et de
force de Coriolis de I'equation de mouvement avec :

Le rapport de ces deux termes est appele nombre d'Ekman et verifie :

On verra intervenir le nombre d'Ekman et 1'equilibre entre forces visqueuses
et forces de Coriolis dans 1'etude des ecoulements transitoires pres du fond
d'un recipient ou d'une paroi en rotation.

Vorticite potentielle

Cette notion peut etre comprise en etudiant le passage d'une ligne de
vorticite au-dessus d'un obstacle bidimensionnel transverse a un ecoulement
impose en 1'absence de viscosite.
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FIG. 7.25 - Passage d'une couche de fluide d'epaisseur h(x) sur un obstacle de
grande longueur parallelement a la direction Oy (Vensemble est en rotation
a une vitesse angulaire Oj. V° est la vitesse initiale du fluide avant qu'il
rencontre I'obstacle, V1 celle apres I'obstacle : lors du passage sur celui-ci, la
composante vy subit une variation Vy~v® negative qui represente une deviation
anticyclonique de I'ecoulement (dans Vhemisphere nord). La vorticite locale
ujz(h) varie avec 1'epaisseur h de la couche, comme I'indique la formule (7.80).

Ce probleme represente par exemple la deviation d'un vent dominant
passant au-dessus d'une chaine de montagne de grande longueur et de hauteur
relativement uniforme. II peut etre rapproche de 1'effet de variation de
longueur des tubes de vorticite verticaux de la figure 7.14, mais ici, c'est la
vorticite absolue u; + 2fi qui intervient, et non plus celle u> du seul ecoulement.

On suppose une couche mince de fluide perpendiculaire a 1'axe de
rotation 17 dirige suivant Oz, et s'ecoulant initialement avec une vitesse
V°(v°, v^) uniforme et constante (Fig. 7.25). La couche de fluide passe
sur un obstacle de longueur infinie dans la direction Oy et de hauteur
ho — h(x] (ho etant 1'epaisseur initiale de la couche de fluide) ; sa surface
superieure reste cependant horizontale. Nous nous interessons a la variation
de la composante u>z de la vorticite. On conserve done 1'ensemble des
termes contenant LJZ (a 1'exception des termes contenant la viscosite,
negliges dans tout ce paragraphe). En revanche, on suppose que les
composantes de vitesse horizontales sont uniformes dans 1'epaisseur de la
couche avec : dvx/dz = dvy/dz — 0. En derivant par rapport a Oz la
condition d'incompressibilite divv — 0, on trouve d2vz/dz2 = 0. La derivee
dvz/dz est done une constante avec :

puisque vz = 0 pour z = ho et vz = —dh/dt pour z = (ho — h).
Compte tenu de ces approximations, on utilise 1'equation de transport de

la vorticite (7.73) sous la forme :
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du!2 I d£ est une derivee au sens lagrangien, qui represente la variation de
vorticite dans un element de fluide que Ton suit pendant son deplacement.
Remarquons que, si la pente du fond de la couche fluide est tres faible avec
\dh/dx\, et \dh/dy\ <C 1, la composante verticale de la vitesse vz du fluide sera
tres faible devant vx et vy. Par contre la derivee dvz / dz, qui fait intervenir
un facteur multiplicatif 1/h , est du meme ordre de grandeur que les derivees
de vx et vy suivant x et y, ce qui explique le role important qu'elle joue dans
le probleme. En combinant les equations (7.76) et (7.78), on trouve :

Ainsi, on obtient finalement :

La quantite ainsi conservee est appelee vorticite potentielle. L'equation (7.80)
joue un role fondamental en geophysique : elle generalise 1'equation de
conservation du moment cinetique d'un element materiel, exprimee par le
theoreme de Kelvin dans un repere sans rotation (O = 0). Dans ce cas,
1'equation (7.80) se reduit a la condition ujz/h =cte que nous avons deja
rencontree plus haut (section 7.3.1).

Prenons un cylindre materiel de liquide de section initiale So avant
d'arriver sur 1'obstacle (h = ho] ; quand il arrive dans une zone ou
1'epaisseur de la couche de liquide est /i, sa section S (h) verifie S (ti)h =
So ho (conservation du volume de fluide suppose incompressible). La
condition (7.80) devient done :

D'apres le theoreme de Stokes, ujz (ho) SQ et ujz(h}S(h] representent la
circulation de la vitesse autour du cylindre materiel avant et pendant le
passage sur 1'obstacle : 1'equation (7.81) generalise done le theoreme de
Kelvin, et les deux termes supplementaires en 2fJ correspondent a la rotation.

On peut egalement utiliser 1'equation (7.80) pour determiner la deviation de la
vitesse horizontale de la couche de fluide due a son passage sur 1'obstacle. Pour
cela, calculons les composantes de la vitesse du fluide apres le passage sur 1'obstacle.
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Compte tenu de la symetrie de 1'obstacle, le champ de vitesse est independant de la
coordonnee y et dvx/dy = dvy/dy — 0. La composante uz de la vorticite se reduit a
uz = dvy/dx, et (jjz est initialement nulle dans la region ou h = ho. L'equation (7.80)
peut done etre recrite sous la forme :

d'ou, par integration sur x :

ou A (> 0) est 1'aire /(/io — h) dx de la section transversale de 1'obstacle (Fig. 7.25).
Par ailleurs, comme le debit de fluide a travers les plans x = cte traversant 1'obstacle
est conserve, on doit avoir v% — v°. Ainsi, dans 1'hemisphere nord, le vent est devie
dans le sens des aiguilles d'une montre (anticyclonique). Cela ne sera observe en
pratique que si la montagne est assez longue ; sinon, et surtout si Ro <C 1, le vent
1'evitera simplement comme dans les experiences discutees plus loin (section 7.5.2).

7.5.2 Ecoulements a has nombre de Rossby

Ecoulements geostrophiques

Reprenons 1'equation (7.71) en supposant, comme nous 1'avons discute
plus haut, que 1'effet de la force centrifuge et des forces en volume se resume
a un simple gradient de pression hydrostatique, que nous soustrairons de la
pression totale. Supposons que le nombre de Rossby Ro est <c 1, ce qui permet
de negliger le terme de transport convectif (v • grad) v (ainsi que les termes
(v • grad) <jj et (u> • grad) v de 1'equation de conservation de la vorticite u;
qui doit aussi verifier u; <^ fi). Supposons enfin que les forces de viscosite
sont negligeables a 1'echelle des ecoulements analyses (nombre d'Ekman <C 1).
Les equations (7.71) et (7.73) se reduisent a :

Supposons de plus 1'ecoulement quasi stationnaire, ce qui permet de negliger
les termes dv/dt et du/dt. Si T est le temps caracteristique de variation
de 1'ecoulement, cela equivaut a supposer que le produit QT est ^> 1. Un
ecoulement verifiant toutes ces conditions est appele ecoulement geostrophique.
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Supposons que 1'axe de rotation est 1'axe Oz, 1'equation (7.84) devient :

et

En derivant les deux premieres equations par rapport a z, on en deduit :

Sous les memes conditions, 1'equation (7.85) se reduit a :

En combinant ce resultat avec la relation d'incompressibilite div v = 0, on
obtient alors :

On en deduit qu'un ecoulement geostrophique a les trois caracteristiques
suivantes :

+ L'ecoulement est la resultante d'un ecoulement bidimensionnel v (x: y)
et d'une translation parallele a 1'axe de rotation, avec une composante
independante de la coordonnee 2, parallele a celui-ci. Si les conditions
aux limites (parois, surface libre) imposent vz = 0 en un des points des
droites paralleles a 1'axe de rotation (comme ce sera souvent le cas), on a
vz = 0. Le mouvement est alors bidimensionnel, avec pour composantes
de la vitesse vx (x, y) et vy (x, y}.

4 L'ecoulement est normal au gradient de pression : les lignes de courant
coincident done avec les isobares. Le fait que I'ecoulement soit normal au
gradient de pression (et, par suite, a la force appliquee sur un element de
volume) rappelle la force de Magnus (force perpendiculaire a la vitesse
relative d'un tourbillon et d'un ecoulement ainsi qu'a sa vorticite). Ce
resultat peut etre applique a la lecture des cartes meteorologiques, ou
apparaissent les courbes isobares : les tangentes a celles-ci representent
bien la direction du vent moyen dans la zone consideree, a une altitude
suffisante pour que 1'influence de la couche limite pres du sol soit reduite.

^ Si le fluide est incompressible, on a dvx/dx + dvy/dy = 0. La section
d'une courbe plane normale a f2 qui suit le mouvement du fluide reste
done constante : en particulier, d'apres le theoreme de Kelvin, la section
des tubes de vorticite reste constante.

L'ensemble de ces egalites represente le theoreme de Taylor-Proudman.
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Deplacement d'un solide perpendiculairement a fi

Supposons que le fluide ait une surface libre quasi horizontale, et qu'on
deplace un corps solide (une sphere par exemple) de dimensions finies, a une
vitesse U parallele a la surface. Si le module de la vitesse U est assez faible
et constant, les conditions d'application du theoreme de Taylor-Proudman
resteront verifiees. En tout point de la surface exterieure du solide, la vitesse
locale du fluide doit etre egale a U, a cause des conditions aux limites sur la
surface du solide : la vitesse du fluide doit done etre egale a U en tout point du
cylindre vertical de fluide qui s'appuie sur le contour exterieur du solide et qui
monte jusqu'a la surface superieure. En dessous du solide, 1'ecoulement est un
peu plus complexe car on a, au fond du recipient, une condition aux limites
de vitesse locale nulle, ce qui empeche de verifier la condition dv/dz — 0.

En premiere approximation, tout se passe done comme si 1'interieur du
cylindre de fluide superieur etait separe de 1'exterieur tout en se deplagant avec
une vitesse uniforme a 1'interieur du cylindre. A 1'exterieur du cylindre, on a le
meme ecoulement que si on avait un fluide parfait en rotation s'ecoulant autour
d'un cylindre solide vertical. Ce cylindre represente une « colonne de Taylor ».
De fait, on observe experimentalement que du colorant injecte a 1'interieur
du cylindre virtuel superieur y reste tres longtemps pendant 1'ecoulement
(Fig. 7.26a) ; par centre, le colorant injecte a 1'exterieur evite le cylindre.

Dans de telles experiences, 1'ecoulement n'est qu'approximativement
geostrophique. Les conditions d'application du theoreme de Taylor-
Proudman ne sont, par exemple, pas verifiees a la limite entre 1'interieur et
1'exterieur du cylindre virtuel ; on a done, quand meme, un peu d'echange de
fluide entre 1'interieur et 1'exterieur de la colonne.

Deplacement d'un solide parallelement a 1'axe de rotation

Prenons maintenant un solide montant verticalement avec une vitesse U
dans un recipient du type de celui de la figure 7.26b (la vitesse U est cette fois
parallele a fi). La encore, on n'a pas un ecoulement purement geostrophique,
car on ne peut plus verifier rigoureusement les conditions du theoreme de
Taylor-Proudman, puisque la composante verticale de la vitesse du fluide ne
peut plus etre constante et nulle sur toute ligne verticale s'appuyant sur le
solide. On observe tout d'abord que la force exercee sur le solide et s'opposant
au mouvement est nettement plus forte qu'en 1'absence de rotation. On
observe egalement que 1'influence du mouvement vertical du solide se transmet
a de grandes distances au-dessus et au-dessous du solide (bien sur, il doit
exister une zone de transition pres des surfaces inferieure et superieure du
recipient) : s'il n'y avait pas rotation, la perturbation de vitesse due a la
mise en mouvement du solide s'amortirait sur une distance de 1'ordre de sa
dimension. On observe par ailleurs que le deplacement du solide induit des
rotations du fluide de sens contraire en dessus et en dessous de celui-ci :
ces rotations peu vent etre visualisees par des injections locales de colorant.
Evaluons maintenant quantitativement ces differents effets.
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FIG. 7.26 - Mouvement d'un corps solide dans un fluide en rotation, (a)
La vitesse de deplacement U est perpendiculaire a I'axe de rotation et
on a injecte du colorant dans la zone de fluide situee juste au-dessus du
solide ; (b) variations de vorticite locale induites par le deplacement du solide
parallelement a I'axe de rotation dans un recipient tournant ; (c) emission
d'ondes inertielles par un disque oscillant parallelement a I'axe de rotation.

Prenons la divergence de 1'equation (7.84). On obtient, en utilisant
1'identite vectorielle :

ou

On peut combiner ce resultat avec la composante suivant Oz de 1'equation de
la vorticite (7.85) :

Si on deplace le solide parallelement a I'axe, les conditions de vitesse nulle
a la surface libre et au fond du recipient imposent que dvz/dz soit non nul
(< 0 au-dessus du solide, et > 0 en dessous pour U > 0). II apparait une
vorticite LJZ, dont 1'amplitude est initialement proportionnelle au temps et a
fJ, et de signe contraire sur les parties superieure et inferieure (Eq. (7.91)).
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FIG. 7.27 - Schema de revolution d'une perturbation de vitesse tendant
initialement a augmenter I'aire d'une courbe materielle circulaire (C).

D'apres 1'equation (7.92), le laplacien Ap de la pression augments lui aussi
proportionnellement au temps, avec un signe contraire au-dessus et en dessous
du solide. Supposons le corps de revolution autour de la direction de 1'axe
de rotation, et dp/dr = 0 sur 1'axe du corps (r etant la distance a 1'axe) ;
en utilisant le fait qu'on doit rejoindre la pression exterieure non perturbee
a grande distance de 1'axe, on trouve que, pour U > 0, on a une surpression
proportionnelle a O2 au-dessus du corps, et une depression en dessous. De
plus, pour des petites amplitudes, cette surpression augmente lineairement
avec le deplacement; et, si on relache le corps apres 1'avoir deplace rapidement
suivant O, il revient legerement en arriere et peut m^me effectuer quelques
oscillations.

Tout se passe comme si le fluide en rotation possedait une certaine
elasticite : celle-ci n'est, en aucune fagon, associee a la compressibilite du fluide
utilise, mais seulement au caractere quasi-bidimensionnel des ecoulements
(Eq. (7.89)) impose par la force de Coriolis. Supposons par exemple que, par
un ecoulement radial de vitesse vr, on cherche a augmenter I'aire limitee par
un cercle dans un plan normal a fi (Fig. 7.27). La force de Coriolis associee a
ce champ de vitesse induit une composante de vitesse tangentielle Vt ; celle-ci,
a son tour, cree une force de Coriolis, et une composante de vitesse radiale vr2
en sens inverse de la premiere qui tend a ramener la courbe a son aire initiale.

Remarque Un phenomene lie a la discussion precedente est le comportement,
en 1'absence de gradient de pression, d'une particule de fluide a laquelle on impose
une petite vitesse initiale 5v dans un fluide initialement au repos dans le repere
tournant. L'evolution de la vitesse verifie la forme simplifiee de 1'equation (7.84) :
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Les composantes de vitesse sont done de la forme :

La particule ne se deplace pas en ligne droite comme en 1'absence de rotation, mais
au contraire elle decrit, dans le plan perpendiculaire a fi, des cercles avec une vitesse
angulaire —2J7 (deux fois la vitesse angulaire de rotation du pendule de Foucault) ;
elle repasse done periodiquement par son point de depart. 2fi represente une sorte de
frequence propre du fluide en rotation, qui est effectivement observee dans certains
cas en oceanographie. Dans I'atmosphere, un tel mouvement peut se superposer a
un ecoulement geostrophique. On note 1'analogie de ce mouvement avec celui d'une
particule chargee de charge q et de masse m dans un champ magnetique B. Le
mouvement de la particule chargee dans le plan perpendiculaire a B est egalement
circulaire et sa frequence angulaire est la frequence de Larmor qB / m. L'analogue
de la force de Coriolis — 2(fi A v) est dans ce cas la force de Laplace q (v A B).

Quelques experiences simples

Les resultats des deux paragraphes precedents se pretent a des experiences
realisables aisement, en utilisant une platine de disques vinyl tournant a trente-trois
tours par minute, sur laquelle on fixe un recipient de verre cylindrique, bien centre,
rempli d'eau. On peut ajouter des petites paillettes d'aluminium ou celles contenues
dans certains shampoings ou poudres de lessive : ces particules s'alignent sous 1'effet
des gradients de vitesse du fluide et facilitent la visualisation des ecoulements. En
faisant tomber une goutte d'encre, on voit que le liquide, au lieu de s'etaler, forme
des nappes verticales qui marquent les colonnes de Taylor. Flagons maintenant un
petit obstacle fixe, au fond du recipient et ecarte par rapport a 1'axe de rotation : en
changeant legerement la vitesse de rotation pour que, de fac,on transitoire, la vitesse
du liquide ne soit pas egale a celle de 1'obstacle, on voit se former, au-desssus de
celui-ci, une colonne verticale montant jusqu'a la surface fibre. On peut egalement
- mais c'est un peu plus complique a mettre en place - observer les effets decrits
plus haut avec une balle de ping-pong solidaire du recipient tournant et deplacee
lentement par rapport a celui-ci au bout d'un fil ou d'une tige.

7.5.3 Ondes dans les fluides en rotation
Nous presentons ici plusieurs mecanismes de propagation d'ondes dans

les fluides en rotation, tous associes a des deviations par rapport a des
ecoulements geostrophiques de base (ou apparaissant dans un fluide au repos).
De telles ondes ne font jamais intervenir la compressibilite du fluide, mais
sont associees a 1'effet de la force de Coriolis. En general, on part d'equations
telles que (7.84) et (7.85), dans lesquelles les termes du deuxieme ordre en
v et a; ainsi que 1'influence de la viscosite, de la pesanteur et de la force
centrifuge, sont negliges, mais qui incluent les termes de non-stationnarite. Le
fait que ces equations de mouvement, utilisables a faible nombre de Rossby,
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soient lineaires, permet une etude simple de ces ondes, qui jouent un role tres
important dans 1'atmosphere et les oceans.

Ondes inertielles

L'« elasticite » des fluides en rotation deja evoquee plus haut (section 7.5.2)
peut etre suffisante pour permettre la propagation d'ondes dites ondes
inertielles.

On peut observer celles-ci a 1'aide un dispositif experimental du meme type
que celui de la figure 7.26b, en faisant osciller verticalement un solide avec une
petite amplitude, a une frequence <j (Fig. 7.26c) suffisamment elevee pour que
les termes d'instationnarite dv/dt et du/dt cessent d'etre negligeables. On
prend alors un rapport de frequences cr/fi de valeur finie, au lieu de supposer
cr/fi <C 1. En supposant qu'on propage une onde plane de vecteur d'onde k,
faisant un angle 0 avec le vecteur de rotation fi, on trouve que la relation de
dispersion reliant a et le vecteur d'onde k de 1'onde est :

La relation ne depend pas du module du vecteur d'onde, mais seulement de son
orientation. La frequence des ondes inertielles a une valeur maximale 2J7, qui
est la frequence propre de precession des particules de fluide deja rencontree
a la section precedente (k est alors dirige suivant 1'axe de rotation). Dans la
limite a —»• 0 (quasi-stationnarite), on retrouve au contraire les ecoulements
geostrophiques (0 — Tr/2, ce qui correspond a une phase de 1'onde invariante
suivant z en accord avec la bidimensionnalite de ces ecoulements).

Demonstration Nous utilisons 1'equation (7.92) et nous la combinons avec
la composante suivant Oz de 1'equation (7.84) qui prend egalement en compte
1'instationnarite :

On en deduit 1'equation de propagation des fluctuations de pression :

On obtient alors la relation (7.95), en supposant une variation de pression du type
p = poe1(-<Tt~k ' ̂  qui correspond a une onde plane et en reportant cette expression
dans 1'equation (7.97)

Ondes de Kelvin

Contrairement au cas precedent, il s'agit d'ondes de surface du meme type
que celles que nous avons etudiees au chapitre 6 (section 6.4), mais modifiees
par 1'influence de la force de Coriolis. Les gradients de pression hydrostatique
crees par le passage de 1'onde sont en effet en partie equilibres par cette
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force. Nous examinons ici le cas ou les ondes se propagent le long d'une paroi
verticale (x — 0) et qui correspond a la situation d'une vague se deplagant le
long d'une cote : c'est seulement dans ce cas qu'on observe des ondes planes
ou la vitesse du fluide est partout parallele a la direction de propagation. Nous
nous plagons dans la geometric de la figure 7.28a.

FIG. 7.28 - (a) Vue schematique de la propagation d'une onde de Kelvin le
long d'une paroi verticale (x — 0) ; (b) propagation des marees dans la Manche
au cours du temps en heures (ligne pointillee) et lignes d'egale amplitude des
marees en metres (lignes continues), montrant un net maximum pres de la
cdte francaise (d'apres Proudman (1953) et Gill (1982)).

L'epaisseur instantanee de la couche fluide est ZQ(X, y, £), et h est la
hauteur du fluide au repos supposee constante (le fond est horizontal). On
suppose d'autre part que les ondes sont de faible amplitude (\ZQ ~h\ <C h). On
suppose enfin, pour reprendre la terminologie du chapitre 6, qu'on est dans
une situation d'ondes en eau peu profonde : la hauteur h est faible devant
les distances caracteristiques de variation du niveau de la surface dans les
directions x et y. Cette hypothese permet d'ecrire plus simplement 1'equation
de mouvement que dans le cas general du chapitre 6 car, en 1'absence de
viscosite, le gradient de pression dans les directions x et y est relie aux
variations de niveau de la surface par :

(en effet, la pression pres de la surface est egale a la pression atmospherique
et le gradient vertical de pression est uniquement d'origine hydrostatique).
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L'equation (7.84) devient done :

Par ailleurs, la condition d'incompressibilite div v = 0 s'ecrit, en evaluant
dvz/dz comme nous 1'avons fait pour etablir 1'equation (7.76) :

(on a remplace ZQ par h dans le premier facteur du premier membre, en se
limitant a une approximation du premier ordre). La composante vx de la
vitesse normale a la paroi doit s'annuler sur celle-ci (x = 0) : nous allons
maintenant supposer dans la suite de cette section que vx = 0 dans tout le
volume du fluide et verifier qu'il est possible de resoudre les equations de
mouvement sous cette hypothese. Les equations (7.99 et 100) deviennent
alors :

Eliminons ZQ entre les equations (7.101b et c) en les derivant respectivement
par rapport a t et y ; on obtient 1'equation d'onde :

c = \fgh est la vitesse de propagation des ondes : elle est identique a celle des
ondes de gravite en eau peu profonde en 1'absence de rotation (Eq. (6.64)) et
est independante de Q. Nous allons voir maintenant que Q intervient pour
determiner la variation de ZQ avec la distance a la paroi verticale (comme
1'indique d'ailleurs 1'equation (7.101a). Le champ de vitesse vy et la hauteur ZQ
peuvent se decomposer en deux composantes de sens de propagation opposes
avec :
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En reportant ces expressions dans 1'equation (T.lOlb), et en integrant ensuite
on trouve que :

En combinant les expressions (7.103a) et (7.103b) avec 1'equation (7.101a),
on ecrit :

Les composantes vy\ et vy2 varient done exponentiellement, et avec des
arguments opposes, en fonction de x, et on obtient finalement :

avec

Dans la geometric de la figure 7.28a (avec 0 > 0), seule la solution en Q~X/R

a un sens physique, car en s'eloignant de la paroi, 1'autre correspondrait a
une croissance exponentielle de la deformation. Un seul sens de propagation
de 1'onde est done possible (celui-ci est inverse si on change le sens de la
rotation) : ainsi, dans 1'hemisphere nord, ces ondes ne peuvent se propager
que dans une direction ou la cote apparait a droite (a gauche dans 1'hemisphere
sud). La longueur R est appelee rayon de deformation : c'est la distance sur
laquelle relaxe la deformation induite par 1'onde. Elle intervient aussi dans
d'autres problemes geophysiques qui font intervenir des mouvements verticaux
de fluides. II faut noter que, d'apres les equations (7.103c, 104 et 5), le signe
de la deformation de la surface depend du sens de la rotation ainsi que de
celui de 1'ecoulement.

On voit que 1'onde est piegee le long de la paroi verticale, sur une distance
d'autant plus faible que la vitesse de rotation est elevee : pour une profondeur
de la mer de 1'ordre de 100 m, on trouve, avec f2 = 10~4s-1, une valeur de R
de 1'ordre de 150 km. De telles ondes peuvent etre associees aux marees, ou
a 1'action de vents paralleles aux cotes. Pour deux cotes assez proches, ces
ondes peuvent induire une forte difference de 1'amplitude des marees, comme
c'est le cas entre les cotes anglaise et franchise de la Manche (Fig. 7.28b). La
maree qui a penetre d'ouest en est, peut en effet etre consideree comme une
onde de Kelvin qui s'appuie sur la cote frangaise : elle joue le role de la paroi
x — 0, et les marees y sont par consequent plus fortes. C'est le le cas aussi bien
pour la maree montante que pour la maree descendante, qui representent des
fronts de variation de niveau de sens contraires, mais se propageant toujours
dans la meme direction (le sens des courants etant au contraire inverse).
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Remarques Des ondes analogues aux ondes de Kelvin peuvent se propager a
cheval sur 1'equateur - toujours d'ouest en est - sans que la presence d'une cote
soit necessaire. En effet, comme le sens de la composante locale de rotation de la
Terre s'inverse au passage par 1'equateur, il est possible de satisfaire les conditions
aux limites des equations avec des composantes decroissant exponentiellement a
la fois vers le nord et le sud tout en se propageant dans la meme direction. De
telles ondes apparaissent - ainsi que les ondes de Rossby que nous allons decrire
maintenant - au cours du phenomene « El Nino » qui perturbe considerablement les
conditions meteorologiques au large des cotes d'Amerique du Sud dans le Pacifique.
Dans ce cas, il s'agit aussi bien d'ondes cotieres pres du continent americain que
d'ondes equatoriales. De telles ondes ont pu etre detectees par des observations de
satellites (Topex-Pose'idon) capables de detecter des variations centimetriques du
niveau moyen de 1'ocean.

Ondes de Rossby dues aux variations de vitesse locale de rotation
de la Terre

Ces ondes sont dues a un mecanisme tres different, fonde sur la variation
de la vitesse locale de rotation de la Terre avec la latitude. On les appelle
egalement ondes planetaires, parce que leur longueur d'onde est du meme
ordre que les echelles de taille caracteristiques de 1'ensemble de la Terre. Elles
se traduisent par des ondulations sinusoidales se propageant dans la direction
est-ouest dans les zones de moyennes latitudes. Les ondes de Rossby sont
etroitement liees aux grandes circulations atmospheriques, et a 1'alternance de
zones cycloniques et anticycloniques sur des distances de quelques milliers de
kilometres. Elles jouent aussi un role important dans le rythme des variations
climatiques liees aux grands mouvements oceaniques (comme par exemple le
phenomene « El Nino »).

La composante locale £7 de la rotation terrestre (projection du vecteur
rotation terrestre Q.Q sur la normale locale a la surface terrestre) verifie
1'equation :

(a est la latitude) (Fig. 7.24). Dans des coordonnees locales x orientee vers
Test et y orientee vers le nord, le developpement limite de la relation (7.106)
autour d'une latitude de reference y = 0 donne :

avec /3 = 2O cos a / R (R est le rayon de la Terre). On parle en geophysique
de modele de plan /3 pour rendre compte de 1'effet de latitude qui cree un
gradient de la vorticite potentielle definie dans 1'equation (7.80). Dans ce qui
suit (Fig. 7.29), nous analyserons la propagation des ondes de Rossby avec
et sans ecoulement moyen de composante VQ suivant Ox. Nous supposons de
plus que 1'epaisseur h de la couche de fluide reste constante
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FIG. 7.29 - Vue schematique du principe de la propagation des ondes de
Rossby, d'est en ouest (vers les x negatifs).

Remarque En pratique, ce n'est pas souvent le cas, et il faudrait faire intervenir
des variations de h et, par suite de la vitesse \/gh des ondes de gravite. On
peut egalement devoir tenir compte d'ondes internes deformant 1'interface entre
des masses fluides de densites differentes (dans 1'ocean par exemple). Nous n'en
tiendrons pas compte dans le modele developpe ici, qui decrit bien 1'essentiel du
phenomene physique.

Supposons tout d'abord que VQ = 0, et qu'on impose un deplacement
oscillant Sy (£, x = 0) = A e~lcrt dans la direction y (nord-sud) des particules
de fluide du plan x — 0 ; on suppose que vx = 0 et que la vorticite cuz est
nulle quand Sy = 0. D'apres 1'equation (7.80), la vorticite totale uz + 2Q des
particules de fluide doit rester constante. La variation j3 Sy de 2f2 doit done
etre compensee par 1'apparition d'une vorticite :

de la particule de fluide. Le signe de cette vorticite depend de la direction
du deplacement. Les particules de fluides situees en dehors du plan y — 0
suivent le mouvement impose mais avec un decalage des variations de vitesse
donne par 1'equation (7.108). Si on suppose (ce que nous demontrerons plus
loin) qu'on genere ainsi une onde plane Sy = el(kx~fft}? 1'equation (7.108) se
reduit a ka — —(3 (en prenant vy — d ( S y ) / d t ) On a done propagation des
ondes dans la direction x < 0. Les ondes libres de Rossby observees sans
ecoulement impose (V0 = 0) sont done des ondes trans verses qui se deplacent
vers I'ouest (x < 0).

Abordons maintenant le cas plus general ou on a un deplacement global
VQ et ou on prend en compte les variations de vitesse suivant Oy, tout en
continuant de supposer constante 1'epaisseur de la couche de fluide. La
relation (7.80) de conservation de la vorticite potentielle peut s'ecrire sous
la forme :

On suppose que le mouvement est la superposition d'un ecoulement moyen
de vitesse VQ le long de la direction x, et d'une perturbation v' variant
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sinusoi'dalement suivant x et y, soit

On peut exprimer la perturbation de vitesse a 1'aide d'une fonction de courant
^ (chapitre 6, section 6.5) telle que

L'equation (7.109) devient alors :

On recherche des solutions de la forme \I> = \^QG
l(kx+ly-crt}. Par substitution

dans 1'equation precedente, on trouve :

La vitesse de phase de 1'onde le long d'un parallele est done :

En 1'absence d'ecoulement (Vb = 0), et pour I = 0, on retrouve bien la relation
c = —(31 k2 obtenue plus haut. La vitesse augmente avec la longueur d'onde
et lorsqu'on se rapproche de 1'equateur. Aux latitudes intermediaries, on
rencontre souvent des vents d'ouest de vitesse VQ superieure a cette valeur.
II est alors possible d'observer un regime stationnaire (c = 0), oii 1'onde de
Rossby est declenchee, par exemple, par la deviation d'un vent d'ouest au-
dessus d'une chaine de montagne orientee transversalement (section 7.5.1).
Les filets d'air se deplacent alors vers Test avec une oscillation nord-sud de
quelques centaines de kilometres de longueur d'onde, mais la distribution du
champ de vitesse reste invariante au cours du temps. En prenant c = 0 dans
Pequation (7.113) :

En remplagant 2O0 cos a par 10~4 s, et en supposant Vb de 1'ordre de lOm/s,
on trouve une longueur d'onde de 1'ordre de 5 000 km, soit 1'ordre de grandeur
de celles observees.

Remarque Cependant, comme nous 1'avons vu plus haut, le modele qui aboutit
a 1'equation (7.113) n'est qu'approche, car il ne tient pas compte des variations
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d'epaisseur de la couche de fluide et il ne s'applique non plus pas pres de 1'equateur,
ou 1'approximation de Rossby n'est plus valable. Les vitesses de propagation des
ondes sont plus elevees que celles qui sont ainsi predites, en particulier pr6s de
1'equateur.

Ondes de Rossby dues aux variations d'epaisseur de couches
de fluide

Le meme phenomena peut £tre observe non par 1'effet j3 mais par suite
d'une variation progressive de la profondeur h des oceans a partir de la cote.
La variation de la vorticite potentielle est induite dans ce cas par la variation
de h (Eq. (7.80)) : il en est ainsi ail large du golfe du Mexique.

Reprenons 1'approche precedente en supposant (Fig. 7.30) que 1'epaisseur h
de la couche de fluide est egale a ho sur 1'axe y — 0 et qu'elle varie lineairement
avec la distance avec h(y) = ho — 737(7 <C 1). h est, par contre, supposee
ind6pendante de x. L'ecoulement de base non perturbe est uniforme, de
vitesse VQ parallele a Ox. Supposons qu'on cree une petite perturbation
en induisant une composante de vitesse vy normale a 1'ecoulement moyen
(on peut par exemple mettre un petit obstacle en x = 0, en travers de
I'ecoulement) : on s'interesse ici a la distribution d'ecoulement stationnaire
induite par cette perturbation supposee constante. La vorticite initiale dvx/dy
est supposee nulle.

FIG. 7.30 - Schema de I'ecoulement d'une couche de fluide en rotation sur
un fond d'epaisseur variable dans la direction perpendiculaire a I'ecoulement
moyen.

Suivons la trajectoire d'un element de fluide parti du point x = 0, y = 0,
a 1'instant t = 0, avec une vitesse initiale (Vo, v{) ou v\ est une petite
perturbation. On applique a ce petit element de fluide 1'equation (7.80) entre
1'instant initial et un instant quelconque, en supposant ujz = 0 pour h — h$
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sous la forme :

Si 7 et 0 sont du meme signe et si VQ est > 0, la composante suivant Oy de
la vitesse du petit element de fluide diminue au fur et a mesure qu'il s'eloigne
du plan y — 0, en etant entraine vers les x > 0 par 1'ecoulement moyen. vy

finit par s'annuler et devient negative. L'element de fluide traverse ensuite le
plan y = 0 et oscille ensuite de part et d'autre de celui-ci, au fur et a mesure
qu'il est entraine. Si, par centre, 7 et fJ sont de signes contraires (toujours
avec VQ > 0), 1'element de fluide prend une composante de vitesse de plus en
plus grande au fur et a mesure qu'il s'eloigne du plan y = 0 : on n'a done pas
apparition d'une oscillation de la trajectoire. Si VQ est < 0, les conditions sont
inversees : pour que 1'oscillation apparaisse, le produit O VQ 7 doit etre > 0.

Calculons la periode spatiale de 1'oscillation, en supposant que la
composante suivant Oy de la vitesse de la particule de fluide varie
sinusoi'dalement le long de sa trajectoire avec

ou k est le vecteur d'onde de 1'oscillation (on a suppose que la particule est
a 1'origine (x = 0, y = 0) pour t = 0 et que la position suivant Ox verifie
x — VQ t]. La distance y de la particule par rapport au plan y = 0 doit alors
etre donnee par :

(on deduit cette relation de 1'equation (7.116) en remplagant, dans 1'integrale
par rapport au temps, dt par dx/VQ). En reportant cette expression dans
1'equation (7.115), on obtient :

On retrouve done bien le fait qu'on a une oscillation periodique de la
coordonnee y dans la trajectoire de la particule seulement si 0 VQJ > 0. Les
equations (7.116, 117 et 118) predisent alors des trajectoires oscillantes stables
et stationnaires par rapport au repere tournant. On peut remplacer VQ par
cr/k ou a est la frequence temporelle des oscillations d'une particule de fluide
autour du plan y = 0 dans le referentiel (mobile) de celle-ci. On obtient :

Pour mettre en evidence ce phenomene en laboratoire et modeliser 1'effet de la
variation locale de la vitesse de rotation de la Terre, on fait tourner une couche
mince de fluide dont 1'epaisseur est plus faible pres de 1'axe de rotation que vers
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FIG. 7.31 - Mise en evidence experimental des ondes de Rossby dans
une couche de fluide en rotation sur un fond d'epaisseur variable ; a)
principe du dispositif (vues de dessus (a\) et en coupe (a^)) ; b) observations
experimentales (vues de dessus (bi) et de cdte (62)) (document IEFM).

1'exterieur (avec par exemple un fond conique comme dans la (Fig. 7.31a)).
Un obstacle place en travers de la couche fluide peut alors servir a induire
une composante de vitesse transverse : on visualise les oscillations a I'aide
de particules solides en suspension apres avoir induit un mouvement relatif
entre le fluide et le fond en faisant legerement varier la vitesse de rotation
(Fig. 7.31b).

Remarque Dans tout ce paragraphe, nous avons jusqu'a present considere des
oscillations de vitesse et de trajectoires spatialement periodiques dans la direction
d'un ecoulement nioyen, mais stationnaires dans le temps. Comme pour le cas des
variations de rotation locale (section 7.5.3), on peut creer des ondes de meme nature
sans ecoulement moyen, par une excitation periodique de frequence angulaire a. On
retrouve alors une relation identique, au signe pres, a 1'equation (7.119) reliant a
et k ; elle permet de determiner les vitesses de phase cp et de groupe cs de 1'onde
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Le cas que nous avons etudie plus haut correspond & la superposition d'une onde
de ce type et d'un ecoulement a vitesse Vb = — cp ce qui donne une configuration
d'ecoulement stationnaire alors que 1'energie reste transporter a la vitesse 1cg.

7.5.4 Effet de la viscosite au voisinage de parois :
couche d'Ekman

Dans toutes les sections precedentes, nous avons neglige les effets de la
viscosite. Nous aliens maintenant analyser comment la transition, entre
un ecoulement influence par la viscosite pres des parois et un ecoulement
geostrophique perpendiculaire au gradient de pression loin de celles-ci,
s'effectue sur une couche d'epaisseur finie : la couche d'Ekman. Alors que
les effets de la rotation de la Terre ne se font sentir qu'a grande echelle loin
de parois (surface du sol ou de 1'ocean), les effets associes a cette couche
limite sont importants a des echelles locales. Dans cette partie, nous utilisons
1'equation (7.71) en supposant 1'ecoulement stationnaire (dv/dt — 0), et en
negligeant les termes associes a la force de pesanteur et aux forces centrifuges :

Mouvement d'un fluide en rotation pres d'une paroi solide
perpendiculaire a 1'axe de rotation

Appliquons 1'equation (7.121) a un ecoulement stationnaire pres d'une
paroi solide coi'ncidant avec le plan z = 0 et perpendiculaire au vecteur
rotation 17. On suppose que 1'ecoulement est partout parallele au plan
z — 0 et qu'il est uniforme et de composantes vx(z) et vy(z) dans un plan
de cote z donnee : le terme (v • grad)v est done nul et le gradient de
pression est uniforme dans ce plan. Par ailleurs, la composante suivant Oz
de 1'equation (7.121) montre que dp/dz = 0 : le gradient de pression est
done uniforme dans tout 1'espace, et est egal a sa valeur a grande distance
de la paroi. Pour simplifier, on le supposera dirige dans la direction Oy avec
dp/dy = cte et dp/dx = 0. L'equation (7.121) devient done :



422 Chapitre 7 : Vorticite, dynamique du tourbillon ...

Nous admettrons (et nous verifierons par la suite) que I'influence de la viscosite
ne se fait plus sentir loin du plan z = 0 : la vitesse du fluide est alors egale
a la vitesse V3 de 1'ecoulement geostrophique, qui doit etre dirige suivant Ox
(a angle droit avec le gradient de pression d p / d y ) , et verifie :

Passons maintenant en notation complexe en introduisant une vitesse
complexe w = vx + ivy : on obtient alors :

on peut integrer cette expression sous la forme :

soit

(on n'a garde que celle des deux exponentielles qui tend vers 0 quand z —> oo,
et, pour determiner A, on a utilise la condition aux limites de vitesse nulle
w — 0 pour 2 = 0). Les composantes vx et vy de la vitesse du fluide verifient
done finalement :

et

Loin de la paroi, on atteint exponentiellement la vitesse geostrophique sur une
distance de 1'ordre de y'V/fi. Cette distance represente 1'epaisseur SE de la
couche d'Ekman ; pour 1'eau, ou v = 10~6 m2/s et, en prenant fi = 10~4s~1,
on trouve une distance de 1'ordre de 10 cm. Aux tres faibles distances de la
paroi, vx et vy tendent vers 0, et sont du mgme ordre de grandeur avec :
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FIG. 7.32 - Representation parametree des variations relatives des
composantes vx et vv de la vitesse du fluide en fonction de la distance a
la paroi solide horizontale. A grande distance de la plaque (Z/&E —* QG) to
vitesse devient egale a la vitesse geostrophique Vg orientee suivant Ox.

La vitesse locale du fluide fait done alors un angle de 45° avec le gradient de
pression. Remarquons enfin que la vitesse geostrophique n'est pas la valeur
maximale de la composante vx ; celle-ci atteint en effet une valeur de 1'ordre
de 1,1 fois Vg, quand 1'argument z / SE du cosinus devient de 1'ordre de TT
(Pecoulement a cependant la meme direction que Vg) .

La figure 7.32 represente de maniere parametrique la variation des
composantes vx et vy en fonction de 1'angle Z/$E, dont quelques valeurs
sont indiquees (spirale d'Ekman}. On obtient des resultats similaires pour les
ecoulements atmospheriques turbulents mais les valeurs des angles a proximite
des surfaces solides sont differentes. On observe effectivement que le vent
souffle pres du sol dans une direction legerement differente de celle a une
altitude plus elevee. Le sens de la deviation est oppose dans 1'hemisphere
nord et dans 1'hemisphere sud.

Remarquons enfin que lorsque fi —> 0, Pepaisseur de la couche d'Ekman
tend vers Pinfini. Dans ce cas, il arrive frequemment que les termes non
lineaires (v • grad) v de Pequation de mouvement deviennent plus importants
que la force de Coriolis, particulierement pres de la surface, et qu'ils equilibrent
les forces de viscosite. On retrouve alors le phenomene de couche limite
classique, avec un ecoulement parallele au gradient de pression.

Mouvement induit par des contraintes superficielles

Une couche d'Ekman peut egalement se developper sous la surface des
oceans en reponse a la friction induite par des vents qui lui sont paralleles.
On suppose qu'a grande profondeur la vitesse devient constante et egale a une
valeur V(VX: Vy) independante de la presence du vent de surface. Comme



424 Chapitre 7 : Vorticite, dynamique du tourbillon ...

precedemment, les equations du mouvement se mettent sous la forme

Par ailleurs, si r (rx, 0) represente la contrainte a la surface de 1'ocean (z = 0),
on obtient, en supposant 1'ecoulement laminaire, la condition aux limites :

En introduisant, comme precedemment, les vitesses complexes w = vx+ivy

et W = Vx + i Vy, en resolvant les equations et en appliquant les conditions
(7.129), on obtient :

Seule la solution avec une exponentielle decroissant quand z —> — oo doit en
effet etre conservee. On en deduit les composantes de la vitesse :

Ces equations sont tres similaires aux equations (7.126). En particulier, on
voit apparaitre de nouveau 1'epaisseur SE — ^/v j SI de la couche d'Ekman,
qui represente ici 1'epaisseur caracteristique de la couche de fluide sur
laquelle l'ecoulement induit par le vent (independant des courants existant
en profondeur) sera observe. Son amplitude, inversement proportionnelle a 6,
peut etre tres importante. On retrouve encore une spirale d'Ekman pour la
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FIG. 7.33 - Structure d'une couche d'Ekman de surface. La figure correspond
a I 'hemisphere nord (Q, > 0) et la deviation s 'opere a la droite de la contrainte
de surface r. La deviation est en sens inverse dans I'hemisphere sud.

variation de la direction de 1'ecoulement avec la profondeur. Pour obtenir le
courant total induit par le vent, il suffit de prendre 1'integrate de la vitesse
par rapport a z sur le demi-espace inferieur. On trouve :

L'ecoulement moyen induit est done orthogonal a la direction du vent, et
est oriente a droite de celui-ci dans I'hemisphere nord (Fig. 7.33). On peut
d'ailleurs le verifier sur la derive des grands icebergs, dont 1'orientation est
inverse dans rhemisphere sud (a gauche de la direction du vent).

7.6 Vorticite, rotation et ecoulements
secondaires

Les ecoulements secondaires sont des ecoulements - generalement de plus
petite amplitude - qui se superposent a un ecoulement principal, souvent avec
une orientation completement differente de ce dernier. Une breve discussion
sur ces ecoulements a sa place dans ce chapitre, car nombre d'entre eux sont
associes a la rotation des fluides, aux effets de force centrifuges crees par
une courbure des lignes de courant, ou encore aux couches de vorticite a
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proximite d'une paroi. La dynamique de la vorticite et du moment cinetique
joue d'ailleurs un role essentiel dans ce type de phenomene. D'une certaine
maniere, les efFets de couche d'Ekman que nous avons decrit plus haut
(section 7.5.4) representent deja des ecoulements secondaires, puisque la force
de Coriolis induit des deviations de 1'ecoulement par rapport a la direction du
vent pres d'une surface libre (ou a celle 1'ecoulement geostrophique moyen pres
d'une paroi). Nous verrons plus loin que ces deviations de 1'orientation de la
vitesse induisent souvent, a leur tour, des ecoulements secondaires verticaux.
Decrivons maintenant quelques autres exemples (non limitatifs) d'ecoulements
secondaires et des mecanismes qui peuvent les induire.

7.6.1 Ecoulements secondaires dus a la courbure
de canalisations ou de canaux a surface libre

Dans les sections des canalisations courbes (Fig. 7.34), il apparait deux
cellules de recirculation (cellules de recirculation de Dean), symetriques par
rapport au plan de courbure de la conduite : 1'ecoulement est dirige a 1'oppose
du centre de courbure dans le plan de symetrie et vers celui-ci pres des parois.
Dans un canal courbe a surface libre (le meandre d'une riviere par exemple),
il apparait egalement une cellule de recirculation, ou 1'ecoulement est dans
la direction opposee au centre de courbure a la surface, et vers celui-ci au
fond (Fig. 7.35a). On admet que ce mecanisme explique - au moins en partie
- la forte dissymetrie souvent observee entre les pentes des deux rives des
meandres d'une riviere ; dans la section de la riviere, 1'ecoulement secondaire
est en effet de sens tel qu'il erode la berge externe et depose des sediments
sur 1'autre berge a 1'interieur de la courbure. La vitesse des ecoulements
secondaires augmente dans les deux cas avec la courbure et avec la vitesse
de 1'ecoulement principal, mais ils sont toujours presents, meme a tres faible
vitesse.

FIG. 7.34 - Ecoulement secondaire de type cellules de Dean dans un tube
courbe.

Nous aliens maintenant analyser ces phenomenes de deux manieres
differentes : d'abord en termes de gradients de pression, puis en termes de
vorticite. Nous avons vu a la section 7.1 de ce chapitre qu'il est possible de
passer d'une description a 1'autre, et qu'il s'agit en fait de deux points de vue
differents sur le meme phenomene.
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La courbure des lignes de courant d'un ecoulement fait apparaitre un
gradient de pression dans la direction opposee au centre de courbure du meme
type que celui qui est associe a la force centrifuge dans 1'equation (7.72). En
1'absence de parois, ou dans le centre d'une conduite (Fig. 7.34), ou encore
pres de la surface d'un canal (Fig. 7.35a), ce gradient de pression est equibre
par un terme de force centrifuge de 1'ordre de v2 /R (R etant le rayon de
courbure). En revanche, pres des parois, on retrouve par continuite le meme
gradient de pression (en supposant 1'ecoulement localement parallele), mais il
n'est plus equilibre par la force centrifuge car la vitesse est faible et le terme
en v2/R petit. On induit done un ecoulement local dirige vers le centre de
courbure ; celui-ci est compense par un ecoulement en sens oppose au centre
de la conduite (ou a la surface du canal), pour assurer la conservation de la
masse. On retrouve bien la direction de circulation observee.

FlG. 7.35 - a) Circulation du fluide a I'interieur du meandre d'une riviere
(document NCFMF). b) Vue schematique des distributions de vitesse et de
vorticite dans le meandre. Le moment cinetique JL du a cette circulation
s'ajoute a celui associe au gradient de vitesse dvx/dz, de facon a conserver le
moment cinetique total : Ji + JL = Jo-
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Remarques

- On a un effet un peu similaire pour la couche d'Ekman, ou se retrouve le
meme gradient de pression pres des parois solides et loin de celles-ci. A grande
distance, le gradient de pression est equilibre par la force de Coriolis, mais pres
de la paroi, il induit un ecoulement de direction perpendiculaire a 1'ecoulement
exterieur.

- La geometric de la section de 1'ecoulement, qu'il soit a surface libre ou no
peut 6tre quelconque.

L'explication alternative de ces ecoulements secondaires basee sur la
dynamique de la vorticite utilise la rotation - due a la courbure - des couche
de vorticite situees pres des parois solides.

Considerons par exemple un ecoulement dans une canalisation
d'epaisseur h faible devant sa largeur (Fig. 7.35b), qui represente une rivier
de faible profondeur ; dans une telle configuration, on a une composante
de vorticite uiy transverse a 1'ecoulement moyen (suppose initialement dirige
suivant Ox). ujy est associee au gradient de vitesse dvx/dz entre le fond de la
riviere, ou la vitesse est nulle, et la surface, ou elle est maximale. La vorticite
(jj represente une rotation locale du fluide et, par consequent, un moment
cinetique J. La courbure du meandre tend a faire tourner la vorticite u> (et
done J) - qui restent toujours perpendiculaires a 1'ecoulement - d'un angl
egal a celui du fluide entre des valeurs Jo et Ji avant et apres la courbure. Si on
suppose qu'on a conservation du moment cinetique, la difference de moment
cinetique JQ — Ji = JL, qui est parallele a I'ecoulement moyen correspond
a 1'apparition d'une composante de vorticite longitudinale ux oc JL- Elle
correspond a I'ecoulement secondaire de rotation dans le plan de la section
de 1'ecoulement. On peut appliquer le meme raisonnement pour la conduite
courbe de la figure 7.34.

Remarque On peut associer 1'apparition de cette composante ujx au terme
(uJ-grad) v de 1'equation de variation (7.37) de la vorticite (ce terme sert d'ailleurs,
comme nous 1'avons vu, a assurer la conservation du moment cinetique). En
effet, comme nous avons suppose 1'epaisseur de la couche de fluide faible devant sa
dimension transverse, nous pouvons supposer que la composante ujz de la vorticite
est negligeable (elle est purement associee a des derivees dans les directions Ox et
Oy, dans lesquelles les distances caracteristiques de variation sont plus grandes que
dans la direction Oz). Nous rencontrerons au chapitre 8 (section 8.3.5), un exemple
similaire d'ecoulement dans des cellules de tres faible epaisseur formees de plaques
paralleles (cellules de Hele-Shaw), ou on peut considerer que I'ecoulement moyen
parallele aux plaques est potentiel, et done de vorticite nulle. II doit done y avoir
egalite des derivees dvx/dy et dvy/dx. La composante uoy dvx/dy de (u> • grad) v
suivant Ox est done de 1'ordre de uydvy/dx « uyvx/R, ou R est le rayon de
courbure du meandre, (dvy/dx} est en effet de 1'ordre de vx 36/dx tant que 1'angle
de deviation 9 de la trajectoire par rapport a Ox est encore faible. On a done
bien apparition d'une composante longitudinale ujx de la vorticite, qui varie avec le
temps comme dujx/dt = (u • grad) vx = uy vx/R w vx (Rh), si h est 1'epaisseur de
la couche de fluide (i.e. la profondeur de la riviere).
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7.6.2 Ecoulements secondaires dans des mouvements
transitoires

Mettons par exemple en rotation le the contenu dans line tasse, dans lequel
subsistent quelques feuilles utilisees comme marqueur. Le liquide s'arrete de
tourner au bout d'une vingtaine de secondes et on observe que les feuilles
de the a 1'arret sont rassemblees au centre de la tasse. Cela est paradoxal
a deux titres ! Si le ralentissement etait simplement du a la diffusion de
quantite de mouvement par la viscosite, 1'ordre de grandeur du temps d'arret
attendu serait de 10 a 100 fois plus long (R2/v = 1600s, ou R = 4 cm
est le rayon de la tasse, et v = 10~6 m2/s pour 1'eau). Par ailleurs, on
pourrait penser que la force centrifuge, qui agit sur les feuilles plus denses
que le liquide, repousserait celles-ci a la peripherie. Nous aliens montrer,
en etudiant le cas proche - mais mieux controle - du « spin-up » (ou mise
en rotation) que ce sont des ecoulements secondaires qui se superposent a la
rotation et deplacent les feuilles vers 1'interieur, tout en assurant des transferts
de quantite de mouvement qui aident a ralentir plus rapidement le fluide que
par simple diffusion (Fig. 7.36).

FlG. 7.36 - Principe de I'effet de spin-up.

On etudie 1'evolution du mouvement d'un liquide a 1'interieur d'un
recipient cylindrique mis en rotation a une vitesse 0 autour d'un axe vertical
a partir d'un temps initial. Si le cylindre est infiniment long, nous avons vu
au chapitre 2 que la mise en rotation uniforme de 1'ensemble du liquide a
partir du repos peut etre traite formellement comme le probleme de la mise
en temperature uniforme d'un cylindre par diffusion radiale de la chaleur
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(chapitre 1, section 1.2.1). En fait, la diffusion radiale de quantite de
mouvement ne joue un role dominant que pendant les tous premiers instants
de la rotation, tant que le liquide proche du fond du recipient (ou de sa paroi
superieure) n'a pas encore ete mis en rotation sur une forte epaisseur.

Apres cette mise en rotation, le gradient de pression radial reste par
continuite a peu pres le meme dans les couches mises en rotation et dans
le reste du fluide (en effet, comme les composantes de vitesses les plus
importantes sont celles dans le plan perpendiculaire a 1'axe, le gradient de
pression parallele a 1'axe se reduit a la pression hydrostatique, et est constant
dans la section). Dans la partie centrale du cylindre, ou le fluide reste au
repos, le gradient de pression radial dp/dr est negligeable et il le sera done
egalement pres des faces superieure et inferieure. Ainsi, ce terme dp/dr ne
peut pas compenser le terme de force centrifuge 1/2 d/dr (Q2 r2) = O2 r dans
Pequation (7.71), qui induit un ecoulement radial local vers 1'exterieur. La
masse de fluide, qui quitte cette region proche de 1'axe et du fond (ou du
haut) du recipient, doit done etre remplacee par du fluide venant des regions
centrales. Dans ces regions, il en resulte un ecoulement dirige vers 1'axe et vers
la paroi horizontale la plus proche. Ces mouvements convectifs du liquide se
substituent au phenomene de diffusion de la viscosite. et conduisent beaucoup
plus rapidement que celle-ci a une egalisation de la quantite de mouvement
du liquide et a sa rotation. En eclairant le cylindre transversalement par
un plan lumineux laser, il est aise de voir la frontiere verticale, entre le
liquide exterieur en rotation et le fluide interieur fixe, se deplacer a vitesse
relativement constante vers 1'interieur du cylindre et non plus de fagon
diffusive, a condition d'avoir ajoute quelques paillettes en suspension dans
le liquide pour la visualisation.

Evaluation de 1'effet Au lieu d'une variation de la vitesse de 0 a fi, considerons
une petite variation soudaine de vitesse angulaire de $1 a f2 (1 + e) (une petite
variation se prete mieux a des evaluations d'ordre de grandeur des effets a 1'aide
de developpements au premier ordre). L'augmentation de la vitesse angulaire au
niveau de la surface inferieure est de 1'ordre de fie. Le temps caracteristique TD de
diffusion visqueuse sur la distance R est de 1'ordre de R2 / v : il representerait le
temps necessaire pour que la variation de vitesse angulaire de rotation se propage
dans tout le volume fluide, si aucun mecanisme d'ecoulement secondaire n'agissait.
Une seconde constante de temps naturelle to = 1 / fi est 1'inverse de la frequence
de rotation du cylindre. Le rapport Ek = to / TD = v / (R2 17) de ces deux temps
caracteristiques est le nombre d'Ekman, et est ici tres inferieur a 1'unite.

Initialement done, seul le fluide situe pres des parois superieure et inferieure
du cylindre est entraine a la nouvelle vitesse de rotation par 1'effet de la viscosite.
L'epaisseur de la couche concernee peut etre prise egale a d ̂  \/Wo, qui represente
la distance caracteristique de diffusion visqueuse pendant le temps to et Pepaisseur
de la couche d'Ekman discutee plus haut (section 7.5.4). Comme dans ce dernier
cas, les composantes radiales et orthoradiales de la vitesse du fluide peuvent etre du
meme ordre, et nous prendrons done UR ~ e fi R (seule la deviation de la vitesse par
rapport a I'ecoulement initial a la vitesse angulaire fi - suppose etabli - intervient).
Get ecoulement radial est lui aussi localise a des couches d'epaisseur 6 pres des parois
superieure et inferieure ; il est dirige vers 1'exterieur et doit etre compense par des
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ecoulements verticaux vers la partie centrale du cylindre, eux-memes compenses par
des ecoulements radiaux de vitesse ur dirigee cette fois vers 1'axe et distribute sur
la presque totalite de la hauteur globale H du cylindre en partant d'une distance de
1'axe r < R. La conservation de la masse s'ecrit done, en estimant le debit dans la
couche d'Ekman pour un cylindre de rayon de 1'ordre de R :

Nous allons maintenant chercher a determiner le temps caracteristique TV necessaire
pour atteindre un nouvel ecoulement stationnaire. Evaluons tout d'abord la
variation 8r de la distance a 1'axe des particules de fluide situees dans la region
centrale et induite par la variation de vitesse : on en deduira alors TV qui doit etre
de 1'ordre de Sr /ur. Dans la partie centrale, la viscosite n'intervient pas, et on
doit done conserver le moment cinetique des particules de fluide. Si on considere un
anneau de masse M situe a une distance r de 1'axe, la variation doit etre telle que :

ou

De ces deux dernieres equations, on deduit alors le temps caracteristique
d'etablissement de la nouvelle configuration de 1'ecoulement :

Si le cylindre n'est pas trop allonge, les deux coefficients geometriques r2/R2 et
HIR sont de 1'ordre de grandeur de 1'unite, et on a done

Le temps TT est done independant de e et tres superieur a to puisque Ek est
petit devant 1, mais reste cependant, tres inferieur au temps caracteristique TD
de diffusion visqueuse qui est de 1'ordre de toEk~l. L'apparition des ecoulements
secondaires permet done bien d'atteindre beaucoup plus rapidement 1'etat de
rotation stationnaire.

7.6.3 Ecoulements secondaires associes a des effets
de couches d'Ekman

Des exemples particulierement importants de tels ecoulements sont la
remontee (« upwelling ») et la descente (« downwelling ») de masses d'eau
observees pres de certaines cotes et dans les regions equatoriales. Dans
les deux cas, ces ecoulements sont induits par les deviations locales de
1'ecoulement dans la couche d'Ekman creee par un vent dominant au-dessus
de la mer (section 7.5.4).

« Upwelling et downwelling » cdtiers

Les ecoulements secondaires en relation avec la rotation de la Terre sont
particulierement importants au voisinage des cotes. Ainsi, dans rhemisphere
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FIG. 7.37 - (a) Effet d'upwelling associe a un vent pres d'une cote ; (b)
configuration des vents de surface et des composantes verticales et transverses
de Vecoulement induit dans I 'ocean pres de I'equateur (ces courants en
profondeur induisent egalement une deformation de la couche thermocline.

nord (Fig. 7.37a), un vent venant du nord et parallele a une cote donne
naissance sous 1'effet de la force de Coriolis, a une composante perpendiculaire
d'ecoulement fluide qui s'eloigne de la cote. Ce courant est compense par une
montee locale d'eaux froides poissonneuses (upwelling] le long des cotes. Le
phenomene inverse (downwelling) est observe si le sens du vent change, ou la
composante de la rotation locale terrestre, ou encore 1'orientation de la cote.

« Upwelling » equatorial

Une autre forme de upwelling se produit le long de I'equateur, ou les vents
alizes sont diriges vers 1'ouest (Fig. 7.37b). De part et d'autre de I'equateur,
les contraintes induites par ces vents creent des ecoulements en sens oppose
(a cause du changement de signe de la composante de la rotation terrestre)
qui eloignent les masses d'eau de I'equateur. Ces courants sont, la aussi,
compenses par des remontees d'eau froide, localisees cette fois le long de
I'equateur. II en resulte une remontee de la thermocline (zone de fort gradient
de temperature marquant en profondeur une limite entre des masses d'eau de
temperatures differentes). Des deformations significatives (plusieurs dizaines
de centimetres) de la surface de la mer peuvent egalement apparaitre).
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Annexe A. Les tourbillons dans 1'helium
superfluide

A.I Existence de filaments de tourbillons dans 1'helium
superfluide

Nous avons vu a 1'annexe du chapitre precedent que 1'etat superfluide
de 1'helium pouvait etre caracterise par une fonction d'onde microscopique,
dont la phase (p (x, y, z, t) etait reliee a la vitesse superfluide par la relation
vs = /i/(27rra)gradc/2 (ou h est la constante de Planck et m la masse de
1'atome d'helium). Nous aliens voir que 1'ecoulement potentiel correspondant
coexiste avec des tourbillons quantiques qui prennent en compte la vorticite
eventuelle. A tres basse temperature (< I K ) , la densite relative de fluide
normal correspondant aux excitations thermiques devient tres faible, et on
pourrait penser observer des ecoulements potentiels dans tout le volume du
fluide. En fait, ils sont tres difficile a realiser experimentalement, meme dans
un volume restreint, en raison de la presence de tourbillons quantifies, de duree
de vie illimitee, que nous aliens etudier maintenant.

En effet, la phase (p(x, y, z, t) est definie a un multiple entier de 2-Tr pres.
Supposons, comme nous 1'avons vu a la section 7.2.2 de ce chapitre, que le
volume fluide contient un solide ayant une dimension infinie ou une ligne
singuliere : la circulation de grad (f> autour du solide ou de la ligne n'est alors
pas necessairement nulle, et elle est egale a 2rnr ou n est entier. La circulation
F de la vitesse superfluide vs le long d'une courbe fermee (C) verifie done :

La circulation de la vitesse superfluide est done quantifiee et multiple de la
circulation elementaire h/m = 10~7 m2/s (ou h est la constante de Planck
et m la masse de 1'atome d'helium).

Le cas n = 0 correspond a un ecoulement potentiel dans un volume
d'helium simplement connexe ou n'existe pas de singularite de la fonction
d'onde. Le cas n ^ 0 se rencontre lorsque le volume d'helium n'est pas
simplement connecte ou contient des lignes singulieres de vorticite. Ce dernier
cas est represente en pratique par des filaments de tourbillons, dont le rayon
£ du cour est de 1'ordre d'une taille atomique £ = 2 A ; la notion de vortex
filamentaire presentee a la section 7.1.3 du present chapitre est done une
excellente representation de ces objets. L'energie cinetique de ces tourbillons
croit comme n2, alors que la circulation associee croit seulement comme n :
il est done plus favorable energetiquement de n'avoir que des tourbillons
elementaires pour lesquels n = 1, ce qui est effectivement le cas.
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FIG. 7.38 - Schema de la distribution des filaments de tourbillons dans
un recipient cylindrique en rotation rempli d'helium superfluide. Le reseau
periodique de tourbillons quantiques a ete observe dans les experiences de la
figure 7.39.

A.2 Mise en rotation d'un volume d'helium superfluide
Ces tourbillons quantifies apparaissent, par exemple, dans un recipient

rempli d'helium superfluide mis en rotation. Si on conservait rot v = 0 dans
tout le volume fluide, 1'helium devrait rester stationnaire. Or, on constate que,
au-dessus d'une tres faible vitesse critique, il se met a tourner en moyenne
comme un fluide ordinaire, et que la surface prend la forme parabolique
correspondante. Le champ de vitesse moyen correspondant est cree par un
ensemble de lignes, de direction moyenne parallele a 1'axe de rotation : la
densite ns de lignes par unite de surface est uniforme et est telle que ns h/m
corresponde a la vorticite de 1'ecoulement global.

On peut detecter experimentalement ces filaments, car ils ont la propriete
de pieger les charges electroniques induites dans 1'helium a 1'aide d'une petite
source radioactive ; on peut alors les accelerer et les devier par des champs
electriques. On peut meme les photographier en envoyant ensuite ces charges
marquer, sur un ecran fluorescent, le point de contact des lignes de tourbillons
avec la surface, apres focalisation par un dispositif d'optique electronique. La
figure 7.39 montre le resultat d'une telle experience, realisee par Packard et
Williams, dans un recipient cylindrique de taille millimetrique tournant autour
de son axe. La vitesse de rotation est suffisamment faible pour qu'il n'y ait
qu'un tres faible nombre de tourbillons presents dans le recipient. Bien que la
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FIG. 7.39 - Visualisation des tourbillons dans I'helium superfluide a I'aide de
charges electriques piegees dans les cceurs des tourbillons, et accelerees par un
champ electrique parallele a I'axe des lignes. Les taches qui apparaissent sur la
photo correspondent a I'impact, sur un ecran fluorescent, des charges emises
par des tourbillons. Les differents cliches correspondent a des vitesses de
rotation croissantes entrainant I'apparition successive de tourbillons quantifies
(cliches R. Packard et G. Williams).

taille des coeurs soit de 1'ordre de 10"10 m, le nombre de charges piegees est
suffisant pour qu'elles soient detectables par une tache lumineuse (bien sur
considerablement plus grande).

A.3 Mise en evidence experimentale de la quantification
de la circulation dans I'helium superfluide : experience de
Hall et Vinen

Dans cette experience, un recipient contenant de I'Helium superfluide est
mis en rotation. Au centre de ce recipient, un fil magnetique tendu est mis
en resonance par des bobines magnetiques exterieures avec des vibrations
transverses de frequence a;0. Pour une vitesse de rotation sufHsante, une ligne
de tourbillon se piege sur le fil, c'est-a-dire que la region centrale de la zone
du tourbillon (le cour) est confondue avec le fil, et que le champ de vitesse
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FlG. 7.40 - Schema de Vexperience de Hall et Vinen mettant en evidence
la quantification de la circulation de la vitesse dans un recipient d'helium
superfluide en rotation

varie en 1/r avec la distance a celui-ci. La circulation autour du fil induit une
precession a frequence f2 du plan de vibration de celui-ci : cette precession
resulte de la force de Magnus, due au deplacement du fil par rapport au fluide.
La frequence de resonance du fil est alors dedoublee et devient UJQ± ft. II s'agit
d'un eflfet Doppler qui peut se comprendre si on se rappelle qu'un mouvement
de vibration rectiligne peut se decomposer en deux mouvements circulaires de
sens opposes.

L'experience de Hall et Vinen donne une circulation de la vitesse pour
1'helium superfluide qui varie par paliers multiples avec une valeur de base
F = h/m = 10~7 m2/s. C'est bien la valeur que nous avions predite
plus haut (A.I). II s'agit en fait d'une manifestation spectaculaire de 1'etat
quantique macroscopique de I'helium superfluide, que nous avons deja decrit
haut.

A.4 Dynamique des anneaux tourbillons dans I'helium
superfluide

La dynamique des anneaux tourbillons peut etre, elle aussi, suivie, en y
piegeant des particules chargees et en imposant un champ electrique uniforme ;
celui-ci communique une energie cinetique bien definie a chaque anneau
(et augmente son rayon). Le rayon des anneaux peut meme etre mesure
directement, en faisant passer les anneaux a travers des microgrilles calibrees.

Ainsi, on a pu verifier directement, a mieux de quelques pour cent pres,
que la vitesse d'un anneau tourbillon variait proportionnellement a 1'inverse
de son energie, comme les equations (7.61) et (7.62) le predisent. On retrouve
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bien F = h/m, et on obtient un rayon du coeur du tourbillon £ = 1,8 A. Dans
1'helium superfluide, il n'y a pas d'effet de diffusion visqueuse, et le cours
des tourbillons reste toujours de tres faible diametre ; il existe cependant
un autre mecanisme de perte d'energie, car les anneaux sont soumis a une
force de freinage qui se developpent dans un sens oppose par rapport a la
vitesse relative entre le cour et la vitesse locale du fluide. Ce freinage fait
diminuer 1'energie et le rayon des tourbillons avec le temps. Comme cette force
augmente avec la temperature, on realise les experiences a une temperature
de 1'ordre de 0,5 K a laquelle la perte d'energie des anneaux pendant leur
deplacement est tres faible.

Remarque A suffisamment basse temperature, les fonctions d'onde de Broglie
d'un grand nombre (106) d'atomes (Rb, Na) groupes en paquet se recouvrent et
forment un condensat de Bose-Einstein. Les proprietes hydrodynamiques de ce
condensat sont semblables a celles de 1'helium superfluide. On y a observe en
particulier des reseaux de tourbillons comparables a ceux de la figure 7.39.
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Chapitre 8

Ecoulements a petit nombre
de Reynolds

LES ECOULEMENTS aux petits nombres de Reynolds, notion introduite au
chapitre 2, sont caracterises par la predominance des effets dus a la

viscosite du fluide sur ceux lies a son inertie. L 'equation de Stokes, qui regit
ces ecoulements, est lineaire, car le terme convectif non lineaire (V • grad)v
pent alors e~tre neglige. Dans le cas des ecoulements paralleles, que nous avons
etudies au chapitre 4> ce terme convectif etait rigoureusement nul ; dans
ce chapitre, il ne s'agit plus que d'une approximation. Apres avoir donne
quelques exemples d'ecoulements de ce type (section 8.1), nous etudierons
a la section 8.2 un certain nombre de proprietes generates (reversibilite,
additivite, minimum de dissipation) qui decoulent de la forme lineaire de
I'equation de Stokes et qui sont a I'origine de solutions simples ; ces
proprietes demarquent totalement ces ecoulements de ceux aux grands nombres
de Reynolds. Les problemes d'ecoulements autour d'objets petits (ou de
mouvements de ces objets dans un fluide au repos) constituent un ensemble
important d'applications qui seront traitees d la section 8.3. L'ecoulement
autour d'une sphere (probleme de Stokes) en est un exemple essentiel, dont la
resolution est delicate (section 8.4)- Enfin, nous considererons le probleme
du mouvement d'un ensemble de particules (suspensions) (section 8.5) et
celui d'un fluide autour d'un ensemble fixe de particules (milieu poreux)
(section 8.6).
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8.1 Examples d'ecoulements a petit nombre
de Reynolds

Nous rappelons tout d'abord 1'expression du nombre de Reynolds que nous
avons introduit au chapitre 2 (section 2.3.1) :

U et L representent respectivement la vitesse et la taille caracteristiques
de 1'ecoulement, et p et 77 sont respectivement la masse volumique et la
viscosite du fluide. Physiquement, ce nombre represente le rapport du temps
caracteristique T^ de transport de quantite de mouvement par diffusion sur
la distance L (r^ = L2/(rj/p)), au temps caracteristique rc de transport de
quantite de mouvement par convection sur la distance L (rc = L/U). II
represente aussi le rapport des contraintes associees a 1'inertie du fluide (pU2}
aux contraintes de frottement visqueux (rjU/L).

Les ecoulements a petit nombre de Reynolds, parfois appeles ecoulements
rampants, peuvent avoir des origines physiques tres variees, puisque ce nombre
est obtenu par combinaison de trois facteurs differents :

+ Deplacements d'objets microscopiques (dans ce cas, la faible valeur de
Re est associee a celle de L) :

- mouvements de bacteries (longueur de quelques micrometres). Pour des
bacteries d'une longueur de 3 p,m se deplagant a une vitesse de 10 /um/s
dans 1'eau (p — 103 kg.m~3, 77 w 10~3 Pa.s), on trouve Re « 3.10~5

(un exemple sera traite a la fin de la section 8.3.2). Pour de tels
mouvements, les forces d'inertie jouent un role negligeable : quand la
bacterie arrete son mouvement de propulsion, la vitesse s'annule en un
temps de 1'ordre de la microseconde ;

- dynamique des suspensions de particules de petite taille (cet exemple
sera etudie a la section 8.5).

$ Deplacements a vitesse lente de materiaux geologiques (dans ce cas, la
grande echelle de taille de 1'ecoulement est compensee par la faible valeur du
rapport p U/rj). Citons deux exemples :

- deplacement des glaciers : on observe parfois 1'allure parabolique de
lignes transverses a 1'ecoulement (appelees bandes de Forbes) dans
des langues glaciaires (Fig. 8.1). Cette forme est caracteristique des
ecoulements de Poiseuille etudies au chapitre 4 (section 4.5.3). Precisons
cependant que le profil de 1'ecoulement visualise par ces bandes n'est
pas strictement parabolique, par suite du caractere non newtonien de
la glace. Les dimensions de 1'ecoulement sont dans ce cas de 1'ordre du
kilometre et les vitesses de deplacement de 1'ordre du metre par an. Le
nombre de Reynolds correspondant est de 1'ordre de 10~n ;
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FlG. 8.1 - Ecoulement lent d'un glacier. L'ecoulement du type ecoulement de
Poiseuille (profit d'allure parabolique) est bien visualise par le deplacement de
morceaux de roches entraines par le glacier, qui forment des bandes, appelees
bandes de Forbes. Bien qu'elles en aient I'allure, la forme de ces bandes n'est
pas parabolique, comme c 'est le cas pour un ecoulement de Poiseuille, du fait
que la glace n'est pas un fluide newtonien.

- mouvement du manteau terrestre : avec des echelles de 1'ordre de : L w
100 km, U ~ 10~5 m/s, une masse volumique p w 2.103 kg/m3 et une
viscosite de 1'ordre de r\ w 1023 Pa.s, on trouve une valeur Re w 10~20.

4 Ecoulements de fluides tres visqueux, tels que les goudrons, les pates, le
plastique, le miel. Certains petroles lourds ont, a la temperature ambiante,
une viscosite plusieurs millions de fois superieure a celle de 1'eau.

Remarque II ne faut pas confondre le comportement newtonien de fluides
tres visqueux, pour lesquels la relation entre contrainte et gradient de vitesse
reste lineaire, quelle que soit la frequence de sollicitation, avec le comportement
rheologique de materiaux viscoelastiques ; dans ce dernier cas (qui a ete discute au
chapitre 4, section 4.4.4), la reponse est celle d'un solide elastique a haute frequence
de sollicitation, et celle d'un fluide visqueux a basse frequence.

8.2 Equation du mouvement a petit nombre
de Reynolds

8.2.1 Equation de Stokes
Dans tous les cas que nous venons d'evoquer, le fluide en ecoulement

peut etre considere comme incompressible. La vitesse du fluide reste, en
effet, tres faible devant la vitesse du son dans le fluide (voir chapitre 3,
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section 3.3.2) et on peut utiliser 1'equation de Navier-Stokes valable pour
les fluides newtoniens incompressibles (Eq. (4.30)) (precisons cependant que,
une analyse plus rigoureuse dans le cas des ecoulements a petits nombres de
Reynolds, montre que la condition d'incompressibilite impose que le nombre
de Mach soit petit, non plus devant 1'unite, mais devant le nombre de
Reynolds, ce qui est une condition plus restrictive ; en particulier, dans le
cas de 1'ecoulement du manteau terrestre ou des glaciers, cette condition n'est
pas largement satisfaite). L'equation de Navier-Stokes s'ecrit :

Les forces exterieures f par unite de masse qui derivent d'un potentiel peuvent
6tre defmies par gradp0 = pf (dans le cas des forces de pesanteur, f = g, et
gradpo represente le gradient de pression hydrostatique).

L'hypothese de base des ecoulements a petit nombre de Reynolds est la
petitesse des termes correspondant aux forces d'inertie (p (v • grad)v) devant
ceux qui representent les forces de frottement visqueux par unite de volume
(77 A v).

Un autre nombre sans dimension prend en compte la comparaison entre
le terme instationnaire p (dv/dt) et le terme de viscosite ; il est defini par :

ou T represente le temps caracteristique des variations de la vitesse. Nous
avons rencontre ce nombre au chapitre 4 (section 4.5.4), lors de 1'etude de
1'ecoulement alternatif d'un fluide entre deux plans (formule (4.95)). La
condition de petit nombre de Reynolds n'implique aucune hypothese sur la
stationnarite de 1'ecoulement, et done sur la valeur de ce nombre ; cependant,
nous nous limiterons dans presque tout ce chapitre a des ecoulements pour
lesquels les profils de vitesse sont quasi stationnaires et ou ce nombre est,
lui aussi, tres petit devant 1'unite. Cela signifie que, pendant le temps
caracteristique T, les variations de vitesse peuvent se propager par diffusion
visqueuse sur une distance bien superieure a la taille L caracteristique de
1'ecoulement. Dans ces conditions, le terme en p dv/dt de 1'equation du
mouvement peut etre neglige. En combinant les hypotheses precedentes,
1'equation de Navier-Stokes se reduit a :

On ne fera pas intervenir les forces en volume lorsqu'elles n'echangent pas
d'energie avec 1'ecoulement. On tiendra compte des effets de la pression
hydrostatique en incorporant dans la pression le terme de gravite PQ — pgh.
L'equation (8.4) prend alors la forme dite de Y equation de Stokes :

avec p1 = p — PQ. On omettra le « prime » dans la suite.
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8.2.2 Quelques formes equivalentes de 1'equation
de Stokes

L'equation de Stokes (8.5) peut etre ecrite de maniere plus generale en
faisant intervenir les composantes c?ij des contraintes de surface dans le fluide.
Rappelons la for mule 4.7 :

ou a'- represente le tenseur des contraintes de viscosite avec da'^/dxj — nAvi.
L'equation (8.5) devient ainsi :

Nous avons vu au chapitre 7 (section 7.1) la possibilite de decrire les
ecoulements a partir de leur champ de vorticite u> = rot v, plutot qu'a partir
de leur champ de vitesse v. Pour les ecoulements a petit nombre de Reynolds,
en utilisant la condition d'incompressibilite div v = 0 et 1'identite :

valable pour un champ de vecteurs A quelconque, 1'equation (8.5) s'ecrit sous
la forme :

Cette relation implique en particulier que :

En prenant le rotationnel de 1'equation (8.8), le premier membre s'annule ; en
appliquant les identites (8.7) et div rot = 0 au vecteur u>, on obtient :

Cette relation est un cas particulier de 1'equation devolution de la vorticite
etablie au chapitre 7 (Eqs. (7.36, 7.37)) dans le cas d'un ecoulement
stationnaire et a petit nombre de Reynolds. Le transport de vorticite par
diffusion visqueuse y est represente par le terme 77 Au;. L'interpretation
physique de la relation (8.10) est done que, dans un ecoulement stationnaire
a petit nombre de Reynolds, les gradients de vitesse atteignent un profil
d'equilibre : aucun transport de vorticite ne se produit a 1'interieur d'un
ecoulement stationnaire de ce type.

8.2.3 Proprietes des solutions de 1'equation de Stokes
Unicite

Dans un canal d'ecoulement, et pour des conditions aux limites donnees
(a Tinfini et, a distance finie, au niveau des parois solides), 1'equation de
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Stokes a une solution unique. Cette propriete essentielle est une consequence
de la linearite de 1'equation. En revanche, pour un ecoulement d'un fluide
reel a un nombre de Reynolds suffisamment eleve, il existe une infinite de
solutions de 1'equation de Navier-Stokes, qui evoluent dans le temps : les
termes non lineaires convectifs et la presence de la vorticite sont a 1'origine de
la multiplicite des solutions et de leur evolution.

Demonstration Supposons qu'il existe deux champs v (r) et v' (r) de vitesse
solutions de 1'equation de Stokes et qui verifient les memes conditions aux limites
sur les parois ou a 1'infini. Montrons tout d'abord que toutes les derivees des
composantes verifient en tout point :

II suffit ensuite d'integrer par rapport aux Xj pour montrer que Vi = v\. Pour
demontrer la relation (8.11) quels que soient i et j, nous allons etablir que :

(on somme sur i et j et 1'integrale est prise sur le volume qui limite 1'ecoulement).
On peut ecrire :

Le premier terme du second membre de cette equation se transforme en une integrate
de surface, qui est nulle car Vi — v{ sur les parois. En utilisant 1'equation de Stokes,
le second terme oeut s'ecrire :

Le premier terme du second membre de cette egalite est nul, car il se transforme,
lui aussi, en integrate de surface, qui est nulle parce que Vi = v\ sur les parois. Le
second terme est egalement nul, car divv = divv' = 0. L'identite (8.12) et, par
suite, Punicite du champ de vitesse, sont done demontrees.

Reversibilite

La reversibilite est une consequence directe de la linearite de 1'equation de
Stokes. Supposons en effet connu un champ de vitesse v(x, y, z), solution de
1'equation et correspondant a un champ de pression p(x, y, z) ; —v(x, y, z)
sera aussi solution a condition de changer aussi le signe des gradients de
pression, ainsi que la vitesse de tous les points des parois solides et a 1'infini.
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L'equation (8.5) reste alors verifiee car ses deux membres sont remplaces
par leurs opposes et les conditions aux limites sont correctement modifiees.
L'unicite des solutions assure alors qu'il s'agit bien du champ de vitesse
effectivement realise.

4 Mise en evidence experimental de la reversibilite

L'experience presentee par G.I. Taylor dans le film « Ecoulements aux
petits nombres de Reynolds », et illustree par la serie de photos de la figure 8.2,
utilise deux cylindres coaxiaux ; 1'espace entre les cylindres est rempli d'un
fluide tres visqueux. Une goutte de colorant d'une taille de 1'ordre de la
distance entre cylindres est injectee localement dans le fluide.

Le cylindre interieur est ensuite mis en rotation lente : les particules de
colorant situees pres de lui suivent exactement son mouvement, tandis que
celles proches du cylindre exterieur restent pratiquement immobiles. La tache
de colorant va done se repartir dans la zone entre les deux cylindres et, si Ton
effectue plus d'un tour, devenir progressivement invisible par etalement. On
arrete ensuite la rotation, puis on la reprend en sens inverse a une vitesse
toujours petite. La vitesse sur les surfaces solides et les forces exercees sont
ainsi inversees, les particules de colorant prennent done, d'apres le principe
de reversibilite, une vitesse opposee a la precedente et reparcourent en sens
inverse le meme trajet. Lorsqu'on a tourne le cylindre du meme nombre de
tours que dans le sens direct, toutes les particules retrouvent leur position
initiale, et la tache reapparait avec une geometric identique a celle du depart !
Seule la diffusion moleculaire du colorant qui, elle, est irreversible, 1'aura un
peu etalee. Si on avait utilise un fluide moins visqueux, ou si on operait
avec une vitesse de rotation assez rapide pour que les termes non lineaires en
(v • grad) v ne soient pas negligeables, le colorant aurait ete brasse par Peffet
des gradients de vitesse des tourbillons, et sa dispersion aurait ete irreversible.

Remarque II existe cependant des ecoulements a petits nombres de Reynolds,
dans lesquels la propriete de reversibilite precedente n'est pas verifiee. C'est par
exemple le cas dans 1'experience decrite plus haut lorsque les deux cylindres ne sont
pas tout a fait coaxiaux et qu'ils sont tournes alternativement 1'un, puis 1'autre,
dans des sens successivement opposes. Ce type d'ecoulement entraine 1'existence de
trajectoires de fluide suivies par le colorant avec des points anguleux correspondant
au renversement des sens de rotation des cylindres. Au niveau de ces points
(qualifies d'hyperboliques) il existe une tres grande sensibilite des trajectoires a des
modifications infinitesimales de position des particules. Ceci contraste avec le cas
des cylindres concentriques ou n'existent pas de tels points (on parle de trajectoires
elliptiques, dans ce cas de trajectoires circulaires). Dans le cas des cylindres
excentres, apres un certain nombre de va et vient tels que les rotations globales
se compensent, deux particules de colorant initialement tres proches finissent par
suivre des trajectoires tres differentes, et par s'ecarter notablement 1'une de 1'autre,
entrainant la non-reversibilite dans ce type d'ecoulement. Ce phenomene a regu
le nom de chaos lagrangien parce que les trajectoires obtenues peuvent etre mises
en correspondance avec celles obtenues dans 1'espace des phases qui decrivent le
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FIG. 8.2 - Experience montrant la reversibilite des ecoulements aux petits
nombres de Reynolds ; (a) situation initials : (b) apres une rotation de un
tour du cylindre inferieur dans le sens des aiguilles d'une montre ; (c) apres
un tour un quart ; (d) retour a la position de depart (cliches des auteurs).

comportement chaotique d'un systeme dynamique. La physique commune a ces
deux problemes tres differents provient de la tres grande « sensibilite aux conditions
initiales » des trajectoires.
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Examinons a present quelques consequences de la reversibilite.

+ Symetrie de I'ecoulement d petit nombre de Reynolds autour d'un corps
immobile de taille finie presentant un plan de symetrie

Lorsque la vitesse U de I'ecoulement loin du corps est perpendiculaire au
plan de symetrie x = 0 de celui-ci, les lignes de courant en amont du corps
sont symetriques de celles en aval. C'est le cas de la figure 2.8a du chapitre 2,
qui correspond a un ecoulement a nombre de Reynolds de 0,16.

Demonstration Operons deux transformations qui aboutissent dans les deux cas
a renverser la vitesse U de I'ecoulement loin du corps, a partir d'un ecoulement
VQ(X, j/, z) (Fig. 8.3). Operons d'abord un renversement du sens de I'ecoulement :
le nouveau champ de vitesse verifie en tout point v(x, y, z) — —VQ(X, y, z)
(reversibilite) et, en particulier, U devient egal a — U loin du corps. Une deuxieme
transformation a partir de I'ecoulement initial consiste en une symetrie par rapport
au plan x = 0. L'ecoulement a 1'infini est renverse (U —> — U) et le corps se
transfer me en lui-meme a cause de sa symetrie.

FIG. 8.3 - La symetrie des lignes de courant entre I'amont et I'aval de
Vecoulement autour d'un obstacle presentant un plan de symetrie (id plan
x — 0) pent etre. demontree en remplacant I'ecoulement de vitesse U loin de
I'obstacle par un ecoulement de vitesse —U.

Les ecoulements obtenus par les deux transformations sont identiques, car
ils correspondent a la meme vitesse a 1'infini et aux memes conditions aux
limites a la surface du corps. La premiere transformation (renversement du
sens de I'ecoulement) donne comme composantes de vitesse :

La seconde transformation (symetrie par rapport au plan x = 0) donne comme
composantes de vitesse :



448 Chapitre 8 : Ecoulements a petit nombre de Reynolds

Comme les champs de vitesse obtenus par ces deux transformations doivent
etre identiques, on a :

vox(-z, y, z) = vox(x, y, z) et voy,z(-x, y, z) = -voy,z(x, y, z}.

On a bien symetrie des lignes de courant par rapport au plan x = 0.
Ce resultat est un test tres sensible de la petite valeur du nombre de

Reynolds. Comme nous 1'avons vu au chapitre 2 (sections 2.4.1 et 2.4.2) dans
le cas de 1'ecoulement autour d'un cylindre, des que le nombre de Reynolds
devient de 1'ordre de 1'unite, des zones de recirculation apparaissent sur la
face aval ; pour des ecoulements rapides, un large sillage turbulent est observe
en aval alors que les lignes de courant restent stables en amont.

Si 1'obstacle ne possede pas de plan de symetrie, 1'ecoulement a petit
nombre de Reynolds n'est pas symetrique entre 1'amont et 1'aval. Cependant,
si on renverse le sens de l'ecoulement, le fluide suivra les memes lignes
de courant en sens inverse, cette propriete etant due a la reversibilite des
ecoulements aux petits nombres de Reynolds, independamment des proprietes
de symetrie des obstacles.

Imaginons un ecoulement obtenu en soufflant ou en aspirant a travers un
entonnoir. Aux petits nombres de Reynolds, les lignes de courant divergent a peu
pres radialement dans la partie evasee (Fig. 8.4a) et sont les mgmes que 1'on souffle
ou que Ton aspire ; seul change le sens de l'ecoulement. En fait, ce n'est pas ce qui
se passe dans la pratique, car on se trouve dans des conditions de grand nombre
de Reynolds et la reversibilite de l'ecoulement n'est plus du tout verifiee : on peut
toujours eteindre une bougie en soufflant a travers le tube etroit de 1'entonnoir,
jamais en aspirant ! Cela resulte du fait que, en soufflant, on forme un jet d'air
qui n'occupe qu'une partie du tube (Fig. 8.4b), par suite du « decollement » du
fluide des parois du tube dans sa partie evasee (on etudiera ce phenomcine dans le
chapitre suivant (section 9.5.4). Par centre, en aspirant, l'ecoulement se fait sur

FIG. 8.4 - (a) Aspect de l'ecoulement a petit nombre de Reynolds dans un tube
divergent ; I 'ecoulement est reversible, et les lignes de courant sont les memes
que I'on aspire ou que I'on souffle par I'orifice. (b) Situation a grand nombre
de Reynolds ; dans ce cas, une zone de recirculation apparait pres d'une des
parois du cdte divergent du tube (le jet n'est, en general, pas symetrique par
rapport a I'axe).
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toute la section de 1'entonnoir, et la vitesse est moindre pour une meme difference
de pression.

4 Chute d'une sphere le long d'une paroi rigide

Imaginons une sphere tombant sous 1'effet de son poids (corrige de la
poussee d'Archimede) dans un liquide, au voisinage d'une paroi verticale.
En utilisant la propriete de reversibilite, nous allons montrer que, en regime
permanent, sa vitesse U est necessairement verticale. En effet, supposons U
oblique et orientee par exemple dans une direction qui rapproche la particule
de la paroi (Fig. 8.5a). Supposons tout d'abord qu'on renverse en tout point
la vitesse locale v (r) d'ecoulement du fluide (v'(r) = —v(r)), ce qui implique
de renverser aussi 1'acceleration g de la pesanteur ; par suite des conditions
aux limites sur les surfaces solides (Fig. 8.5b), la vitesse U de la sphere est
remplacee par son opposee Ui = — U. Un tel ecoulement verifie 1'equation
de mouvement du fluide, car les composantes des contraintes sur la sphere
sont aussi remplacees en tout point par leurs opposees ; par consequent, elles
equilibrent bien la nouvelle valeur — Mg du poids du corps. Revenons dans la
configuration de depart (a) et operons maintenant une symetrie par rapport
au plan (P), plan diametral de la sphere perpendiculaire a la paroi solide
(cas (c)). On obtient une vitesse U2, si 1'acceleration de la pesanteur est
egalement renversee, et un champ de vitesse correspondant au symetrique du
precedent par rapport au plan (P). Les deux champs de vitesse correspondant
a un mouvement du meme corps sous 1'effet de la meme acceleration doivent
etre identiques avec Ui = UV Cela impose que U soit parallele au plan.
Des arguments du meme type expliquent pourquoi un cylindre tombe dans

FIG. 8.5 - (a) Chute d'une sphere dans un fluide visqueux au voisinage d'une
paroi verticale ; (b) renversement du sens des ecoulements en tout point ; (c)
symetrie par rapport au plan diametral de la sphere perpendiculaire a la paroi.
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un fluide visqueux sous 1'efFet de son poids en restant parallele a lui-meme,
quelle que soit son orientation. De meme, deux spheres identiques proches
1'une de 1'autre tombent sans mouvement relatif dans un liquide. Notons bien
que ces resultats ne sont valables exactement que dans la limite ou le nombre
de Reynolds est nul (et pas seulement petit devant 1'unite) ; a nombre de
Reynolds fini, meme petit, les effets cumulatifs des non-linearites dues aux
termes convectifs peuvent finir par detruire la propriete de reversibilite et ses
consequences. Par ailleurs, il est necessaire de pouvoir negliger dans 1'equation
de Stokes le terme d'acceleration dv/dt.

4 Invariance des lignes de courant lors d'une variation du debit
d'un ecoulement a petit nombre de Reynolds

Ce resultat est encore une consequence de la linearite de 1'equation de
Stokes ; en effet, si v est une solution, Av est encore solution (A etant un
nombre reel), a condition de changer du meme facteur A les vitesses des
surfaces solides et a 1'infini et les forces exterieures. La solution initiale
v(x, y, z, t) est alors simplement multiplier en tout point par le facteur A
dont on a fait varier la vitesse (la reversibilite est un cas particulier de celui-ci
dans lequel A = — 1). La direction de la vitesse en tout point restant la meme,
le profil des lignes de courant qui lui sont tangentes reste inchange, et seul le
module de la vitesse varie. Ainsi, dans un ecoulement a parois immobiles, on
aura toujours la mSme forme du profil d'ecoulement, quelle que soit la vitesse,
tant que la condition de petit nombre de Reynolds reste verifiee.

Additivite des solutions de 1'equation de Stokes

Cette propriete est aussi une consequence immediate de la linearite de
1'equation de Stokes : en effet, si v\(x, y, z, t) et v2(x, ?/, z, t) sont deux
solutions de 1'equation, AIVI + A2v2 est egalement une solution et le gradient
de pression correspondant s'ecrit : gradjs = Aigradpi + A2gradp2. La
vitesse sur les parois est une combinaison lineaire des vitesses pour les
solutions (1) et (2) avec les memes coefficients AI et A2. Comme il existe
un seul champ de vitesse correspondant a des conditions aux limites donnees,
c'est la solution AI vi + A2 v2 qui sera effectivement observee. On peut done
superposer lineairement les profils de vitesse correspondant a des ecoulements
differents dans des canaux de geometric identique, a condition de combiner
lineairement les valeurs des vitesses aux parois avec les memes coefficients.

Nous avons deja rencontre cette propriete lors de 1'etude de la
superposition des ecoulements de Couette et de Poiseuille (chapitre 4,
section 4.5.3) et de celle de 1'effet Marangoni (chapitre 4, section 4.8.3).

Minimum de dissipation

Pour des conditions aux limites donnees sur les parois et a 1'infini,
recoulement verifiant 1'equation de Stokes gradp = 77 A v correspond a un
taux de dissipation d'energie £ minimal avec, en utilisant pour e 1'expression
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donnee au chapitre 5 (Eq. (5.26)) :

Demonstration Soit un tenseur du taux des deformations Cij correspondant a un
champ de vitesse v solution de 1'equation de Stokes, et un tenseur e'^ correspondant
a un autre champ de vitesse v' verifiant les memes conditions aux limites et la
condition d'incompressibilite divv' = 0, mais qui ne soit pas solution de 1'equation
de Stokes. On peut ecrire :

Nous allons demontrer que la derniere integrate est nulle. En effet, elle peut s'ecrire
sous la forme :

(rapelons que la sommation est faite sur les indices repetes ; ce sont done des indices
muets que Ton peut permuter). Par integration par parties de la premiere integrate,
on obtient :

Le premier terme du second membre se transfer me en integrate de surface, dont
1'integrant est nul sur les parois. Le second terme peut s'ecrire, compte tenu de
1'equation de Stokes :

Le premier terme du second membre se transforme a nouveau en integrate de surface,
qui est nulle, car la vitesse s'annule sur les parois ; le second est egalement nul car
divv et divv' sont nuls.

Calculons maintenant I'integrale /2- On peut 1'ecrire :
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Le premier terme du second membre se transforme a nouveau en integrate de surface,
qui est nulle car la vitesse s'annule sur les parois ; le second est egalement nul car
divv est nul.

Ainsi, 1'integrale fff(e'ij — eij)eijdV est nulle. Comme le second terme
du membre de droite de 1'equation (8.14) est positif, la dissipation associee au
tenseur e'^ est superieure a celle associee au champ de vitesse solution de 1'equation
de Stokes.

La propriete de minimisation de 1'energie dissipee ne s'applique pas lorsque
le nombre de Reynolds n'est plus petit : les solutions turbulentes de 1'equation
de Navier-Stokes dissipent une energie plus grande que les solutions laminaires
correspondant aux memes conditions imposees.

8.2.4 Predictions dimensionnelles sur les ecoulements
a petit nombre de Reynolds

Nous avons vu au chapitre 4 (section 4.2.4) comment toute solution
stationnaire de 1'equation de Navier-Stokes peut etre appliquee a des
ecoulements de geometries identiques, mais de vitesses et de tailles
caracteristiques differentes en utilisant la forme reduite :

U et L representent la vitesse et la taille caracteristiques de 1'ecoulement,
Re est le nombre de Reynolds de 1'ecoulement (Re = pUL/rj) et F est
une fonction vectorielle sans dimension (on suppose que la direction de
1'ecoulement reste la meme). Lors des changements d'echelle, les conditions
aux limites sur les parois doivent etre modifiees dans les memes proportions.
Dans le cas des ecoulements a petit nombre de Reynolds, nous avons montre
plus haut (section 8.2.3) que les profils de vitesse dans un canal donne
restent inchanges a un coefficient multiplicatif pres, lorsque le debit global de
1'ecoulement est modifie. De plus, on a unicite des solutions. La fonction F
intervenant dans liquation (8.15a) doit done etre independante du nombre de
Reynolds, et le champ de vitesse d'un ecoulement a petit nombre de Reynolds
dans une geometric donnee peut done s'ecrire sous la forme :

Une simplification de meme type se retrouve dans la variation des forces
exercees sur les parois ou les solides en mouvement. Les contraintes de
viscosite correspondent toutes a des termes de la forme r)(dvi/dxj) ; elles sont
done proportionnelles au produit de rjU/L par des fonctions sans dimension
des variables x/L, y/L et z/L. Les forces de frottement globales sont obtenues
en integrant ces contraintes sur toute la surface des parois, d'ou un facteur L2

supplemental, multiplie par un vecteur constant A. On a ainsi la relation
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dimensionnelle :

On peut utiliser un raisonnement analogue pour les forces de pression dont le
gradient verifie 1'equation de Stokes (8.5). En integrant gradp a partir d'une
zone de pression constante, puis en integrant de nouveau 1'ensemble des forces
de pression sur les parois, on trouve une forme identique a (8.16) pour 1'effet
de la force de pression totale sur un obstacle. Done, la force globale F sur les
parois verifie egalement :

oil C est un vecteur dependant seulement de la direction ou de la geometric
de 1'ecoulement et des parois solides. Par convention, on normalise souvent
cette force par (l/2)pU2S ; (l/2}pU2 est 1'ordre de grandeur de la pression
dynamique definie au chapitre 5 (section 5.3.2), et S « L2 est une aire
caracteristique des parois. Pour les ecoulements a petit nombre de Reynolds,
on obtient ainsi un coefficient de frottement :

Cette proportionnalite du coefficient de frottement a Tin verse du nombre de
Reynolds est caracteristique des ecoulements a petit nombre de Reynolds.
Nous avions deja rencontre cette propriete dans le cas des ecoulements
laminaires etudies au chapitre 4 (section 4.5), pour lesquels le transport de
quantite de mouvement par convection est nul pour des raisons geometriques.
Notons toutefois que cette dependance en 1'inverse du nombre de Reynolds est
tout a fait artificielle et provient de la normalisation utilisee : en effet, celle-ci
n'a de signification que pour les ecoulements a grand nombre de Reynolds
qui sont domines par les effets d'inertie. En fait, le nombre de Reynolds
n'intervient pas dans la friction due a la viscosite.

8.3 Forces et couples s'exergant sur un solide
en mouvement

Comme nous venons de le voir, une des consequences de la linearite de
1'equation de Stokes est la proportionnalite entre les forces sur les parois solides
et la vitesse caracteristique du fluide. Nous aliens preciser cette propriete
(section 8.3.1) et voir son application a deux exemples de solides de symetrics
differentes (section 8.3.2) : un batonnet et une helice.
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8.3.1 Linearite des relations entre la vitesse d'un solide
et les forces exercees

Tout emplacement d'un solide peut etre decrit a un instant donne comme
la combinaison d'une translation globale de vitesse U(£) et d'une rotation a
la vitesse angulaire fl(£) (Fig. 8.6). La vitesse en tous points du solide s'ecrit
selon :

ou r est le rayon vecteur trace a partir de 1'origine des axes (un changement
d'origine revient a changer U).

FIG. 8.6 - Force et couple s'exer$ant sur un objet en translation a vitesse U,
et en rotation a vitesse angulaire 17 dans un fluide visqueux.

Appelons Fi et d les composantes de la force et du couple exerces sur
le solide (le couple est calcule par rapport a des axes passant par 1'origine
O des coordonnees). Ces composantes sont les integrates des contraintes de
viscosite et de pression locales sur la surface du solide. Elles verifient done les
relations :

Les coefficients Aij (respectivement Dij) relient les forces (respectivement
les couples) aux translations (respectivement rotations). Les coefficients
Bij et dj representent au contraire respectivement des effets croises de
forces induites par une rotation et des couples crees par un mouvement de
translation. Ainsi, une helice tournant a faible vitesse autour de son axe dans
un fluide tres visqueux est soumise a une force parallele a celui-ci : cet effet
de type « tire-bouchon » sera etudie plus bas (section 8.3.2). Cette force est
due a 1'absence de plan de symetrie perpendiculaire a 1'axe de rotation.

Remarquons que les equations (8.20) et (8.21) peuvent etre obtenues en
combinant lineairement avec les memes coefficients deux champs de vitesse
solutions de 1'equation de Stokes et les champs de pression correspondants (a
condition de combiner de la meme fagon les conditions aux limites de vitesse
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sur les parois). Notons enfin que les coefficients Aij sont homogenes a une
longueur, Bij et dj a une surface et DIJ a un volume.

Les tenseurs A^, B^, Cij et Dij qui apparaissent dans les relations (8.20)
et (8.21), ont des proprietes de symetrie tres generates independantes de
la forme du corps. Ces proprietes de symetrie peuvent etre demontrees en
utilisant le fait que le tenseur des contraintes, cr^-, est symetrique. Elles se
traduisent par les relations :

L'egalite des tenseurs B^ et Cji rend compte de la relation reciproque entre la
force sur une particule en rotation et le couple sur une particule en translation.

La matrice A^ reliant Fi et Uj etant symetrique, elle peut etre
diagonalisee. II existe done, quelle que soit la forme du corps, un systeme
d'axes orthogonaux de coordonnees dans lequel chaque composante de la
force est proportionnelle a la composante correspondante de la vitesse de
deplacement :

(contrairement a nos notations habituelles, il n'y a pas de sommation sur
1'indice repete i). Le produit scalaire F • U represente la dissipation d'energie
par viscosite. II doit done etre negatif quel que soit U : cela implique que
les trois valeurs propres \i sont positives. D'un point de vue geometrique,
la condition F • U < 0 signifie que 1'angle entre la force F et la direction du
mouvement doit toujours etre obtus.

Pour des corps possedant des elements de symetrie particuliers (plans ou
axes), des relations supplementaires apparaissent entre les coefficients A^,
B^, dj et D^, comme nous aliens le voir a travers trois exemples.

8.3.2 Influence des proprietes de symetrie des solides
sur les forces et les couples appliques

Relations entre les coefficients des tenseurs pour un solide ayant
un plan de symetrie

Pour un solide ayant un plan de symetrie x\ = 0, les coefficients A^
verifient :

Physiquement, cela signifie par exemple que la force correspondant a
un mouvement perpendiculaire a un plan de symetrie sera elle-meme
perpendiculaire a ce plan. Reciproquement, un corps ayant un plan de
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symetrie horizontal qui tombe sous 1'effet de son poids dans un fluide visqueux
n'aura pas de composante de vitesse horizontale. Par ailleurs :

et

On n'a done d'effet tire-bouchon (apparition d'une force parallele a 1'axe de
rotation x\ d'un solide) que si le plan perpendiculaire a 1'axe de rotation n'est
pas un plan de symetrie du corps. Enfin :

Demonstration Soit un systeme de coordonn6es, ou deux axes (x^ et £3) sont
contenus dans le plan de symetrie x\ — 0 ; les coefficients Aij restent inchanges par
1'operation x\ —> —x\. Dans cette meme operation, F\ est transforme en F{ = —F\
et U\ en — C/i, tandis que les autres composantes restent inchangees. La relation
(8.20) pour les composantes F\ et F{ s'ecrit ici :

Ces deux expressions devant avoir des valeurs opposees (F{ = — Fi), on en deduit :

En utilisant les autres composantes de F, on justifie de meme que les coefficients A^i
et AZI sont nuls. Pour le tenseur Dij reliant le couple G au vecteur rotation £7, on
retrouve les memes composantes nulles que pour A^, car ces deux pseudo-vecteurs
ont les mfimes proprietes de symetrie. Les resultats sont differents pour les
coefficients dj reliant les composantes Gj du couple a celles de la vitesse. En
effet, G est un pseudo-vecteur de meme symetrie qu'un vecteur rotation : il ne
change done pas de sens lors d'une symetrie par rapport a un plan perpendiculaire
a lui-meme, mais il s'inverse pour un plan parallele a sa direction. Lorsque x\ est
change en —xi, Gi est change en G\, G^ en —6*2 et Gs en —6*3. En raisonnant
comme precedemment, on trouve les relations (8.27) et (8.28).

Corps a trois plans de symetrie perpendiculaires

Lorsque le corps a trois plans de symetrie perpendiculaires (par exemple
ellipsoi'des, parallelepipedes, ...), tous les coefficients Cij et Bij sont nuls quel
que soit le systeme de coordonnees d'apres les relations (8.27 et 8.28). On
a decouplage complet entre les mouvements de translation et de rotation ;
seul un couple peut induire une rotation de 1'objet (seulement si le couple est
calcule par rapport a des axes de rotation passant par 1'intersection des plans
de symetrie).
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FlG. 8.7 - Chute oblique d'un bdtonnet cylindrique dans un fluide visqueux.

De meme, d'apres la relation (8.26), la matrice Aij est diagonale lorsqu'on
choisit des axes de coordonnees perpendiculaires aux plans de symetrie du
solide.

(i) Chute d'un bdtonnet cylindrique de section circulaire dans un fluide
visqueux.

Ce corps possede trois axes de symetrie perpendiculaire entre eux. Un
d'entre eux est un axe de revolution (suppose oriente suivant la direction Oz).
Non seulement le corps tombera sans tourner dans un fluide visqueux, mais
son mouvement est determine par seulement deux coefficients qui caracterisent
la force de frottement avec le fluide parallelement et perpendiculairement a
1'axe (Azz = Ay et Axx = Ayy — A^ par exemple). En connaissant le rapport
entre les deux coefficients Ay et AJL, il est possible de determiner I'angle de
chute par rapport a la verticale en fonction de 1'inclinaison du batonnet.

Demonstration Soit un batonnet allonge a section circulaire avec un centre de
symetrie O (Fig. 8.7). Appelons Oz 1'axe de revolution du corps, et Ox 1'axe
perpendiculaire contenu dans le plan de symetrie vertical. Si le corps est homogene,
la force de gravite s'exerce au centre de symetrie, et aucun couple ne s'exerce pour
le mettre en rotation. Dans ce systeme de coordonnees :

Comme nous 1'indiquerons plus bas (section 8.4.3), on peut montrer (par des
calculs valables dans la limite de solides de tres grand allongement) que Aj_ = 2 AH
(Eqs. (8.71a et b) : la resistance au mouvement parallelement a 1'axe du batonnet est
deux fois plus petite que perpendiculairement. Appelons a I'angle de la trajectoire
avec 1'axe du batonnet et 6 1'inclinaison de celui-ci par rapport a la verticale. Lorsque
le batonnet est en mouvement a vitesse constante, on peut ecrire :
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ou m represente la masse du batonnet diminuee de la contribution due a la poussee
d'Archimede.

D'ou : tana = UX/UZ = tan0/2.
L'angle de deviation 0 — a. de la trajectoire par rapport a la verticale verifie

done :

Pour a — 0 et a = Tr/2, le corps tombe verticalement ; on retrouve les
deux cas particuliers pour lesquels la force appliquee (le poids du batonnet) est
perpendiculaire a un plan de symetrie du solide. Le maximum de I'angle de chute
(6 — a), obtenu pour tan# = \/2, verifie done tan(0 — a) = l/(2\/2) et vaut done :
0 - a « 19,5°.

(ii) Cas d'un cube ou d'une sphere

Dans le cas du cube, les plans paralleles aux faces passant par le centre
de symetrie sont des plans de symetrie perpendiculaires, et le tenseur Aij
est diagonal dans le systeme d'axes correspondant. Comme ces plans sont
equivalents, les trois valeurs propres associees sont done egales, et on peut
ecrire :

ou [I] est la matrice identite. Done, pour un mouvement de translation pure,
la force de frottement est colineaire a la vitesse, quelle que soit 1'orientation
et la relation (8.17) devient :

ou L est une dimension caracteristique du solide et C une constante. La
force F s'applique au centre de symetrie du corps. Ce resultat est valable
pour une sphere de rayon R(= L), avec C = GTT (nous le demontrerons
a la section 8.4.2). Par ailleurs, cette force etant appliquee au centre de
symetrie du solide, elle n'induit aucune rotation. Ainsi, un corps homogene
a symetrie spherique, comme un cube ou un tetraedre regulier, tombera
toujours verticalement sans tourner dans un fluide visqueux a petit nombre
de Reynolds, quelle que soit 1'orientation initiale de ses faces par rapport a la
verticale. Nous evaluerons ulterieurement (a la fin de la section 8.4.3) la force
de frottement dans ce cas.

Pour un mouvement de rotation pure, le tenseur Dij reliant le couple au
vecteur rotation est egalement proportionnel a [/] (si 1'axe de rotation passe
par le centre de symetrie). Done :

Dans le cas d'une sphere de rayon R = L, on montre qu'on a D = STT.
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Couplage translation-rotation pour un corps sans plan de symetrie

Dans ce cas, une partie des coefficients que nous avons precedemment
consideres comme nuls peuvent jouer un role important. Analysons par
exemple le mouvement d'un corps dont la symetrie est celle d'une helice d'axe
Ox (Fig. 8.8). Le plan yOz n'etant pas un plan de symetrie, les coefficients
Bxx et Cxx sont non nuls. Une rotation de 1'helice a vitesse angulaire fix
induit done, d'apres la relation (8.20), une force propulsive Bxx Ox parallele
a 1'axe de rotation Ox, et de sens oppose pour des helices droites ou gaudies.

FIG. 8.8 - Mouvement d'une helice « se vissant » dans un fluide visqueux.

Nous aliens retrouver ce resultat par une analyse des forces locales s'exergant
sur un element de longueur d'helice et en 1'assimilant a un batonnet rectiligne
qui se deplace avec une composante de vitesse azimutale (SIR) autour de 1'axe
de rotation. Nous supposerons le pas A de 1'helice grand devant le rayon R ;
localement, les elements de longueur font done un angle faible a ~ 2-Tr.R/A avec
1'axe Ox. Les composantes de vitesse Vy(si QaR — 2-n:£lR2/A.) et Vj_(« QR),
respectivement parallele et perpendiculaire au batonnet, induisent des composantes
des forces correspondantes F\\ et F±. Ces composantes, ecrites par unite de longueur,
ont pour expression :

Ces forces peuvent, a leur tour, etre decomposers en une composante parallele a Ox
et une composante orthoradiale.

Les deux projections de Fy et Fj_ sur Ox sont de sens contraire, comme on le
voit sur 1'encarte de la figure 8.8. Si on les projette sur 1'axe Ox en tenant compte
de la faible valeur de Tangle a = 27T.R/A, on trouve qu'elles ont une resultante non
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nulle de valeur absolue :

par unite de longueur de 1'helice. L'orientation des deux composantes s'inverse
quand on change le sens de rotation, ou celui de 1'helice, il en sera done de meme
pour la force Fx. Cette composante a la meme valeur pour tous les elements de
1'helice ; on aura done globalement une force motrice resultante parallele a 1'axe
Ox et proportionnelle a la vitesse et a la viscosite. Le coefficient de couplage Bxx

entre la vitesse de rotation O et la force motrice s'ecrit done par unite de longueur
d'helice :

L'orientation des composantes orthoradiales de F\\ et F± varie continument le long
de 1'helice ; elles ont done une resultante nulle, et elles contribueront seulement a
un couple resistant d'expression :

La distance du point d'application de ces composantes a 1'axe de rotation est en
effet R. Le coefficient de couplage Dxx entre la vitesse de rotation et le couple de
freinage s'ecrit done :

Ces resultats permettent d'expliquer le mouvement de certaines bacteries qui
se propulsent en tournant leur queue (flagelle) autour d'une articulation situee
a I'extremite de leur corps. Ce mode de propulsion est tout a fait different
de 1'utilisation d'helices sur un navire. Dans ce dernier cas, qui correspond
a un ecoulement a grand nombre de Reynolds, 1'effet de propulsion est du
a la circulation de la vitesse du fluide autour des pales de 1'helice : celle-ci
fait apparaitre une force de Magnus perpendiculaire a la vitesse de la pale
qui est analogue a la portance des ailes d'avion, comme nous 1'avons vu aux
sections 6.3.1 et 6.6.3 du chapitre 6. II en resulte une force propulsive globale
proportionnelle au carre de la vitesse de rotation : 1'efficacite d'une telle helice
classique a petit nombre de Reynolds est bien moindre que lorsque cet effet
de portance est present. De meme, une helice ayant la forme d'un simple
tire-bouchon serait tout a fait inefficace a nombre de Reynolds eleve:

8.4 Mouvement d'une sphere a vitesse
constante dans un fluide visqueux

8.4.1 Champ de vitesse autour d'une sphere
en mouvement

On suppose le fluide au repos a Pinfini et on exprime le champ de vitesse en
coordonnees spheriques (r, </?, 0) dans un repere au sein duquel le fluide loin
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de la sphere est au repos et est tel que son origine O coincide a chaque instant
avec le centre de la sphere. L'axe Ox (9? = 0) coincide avec la direction de
la vitesse U de la sphere de rayon R (Fig. 8.9a). Par suite de 1'invariance du
probleme par rotation autour de 1'axe Ox, le champ de vitesse est de revolution
autour cet axe avec une composante VQ qui est nulle et des composantes vr et
vv independantes de 9. Apres des calculs dont le detail est donne plus loin,

FIG. 8.9 - (a) Lignes de courant de I'ecoulement autour d'une sphere se
deplacant a une vitesse constante U dans un fluide au repos. On a aussi
indique les composantes des contraintes normale et tangentielle qui s 'exercent
sur un point de la surface de la sphere ; (b) la moitie superieure de la figure
represente les lignes de courant de I'ecoulement autour d'une sphere placee
dans un fluide en ecoulement a une vitesse U loin de la sphere et a petit
nombre de Reynolds. La moitie inferieure represente pour comparaison les
lignes de courant dans le cas de I'ecoulement potentiel autour de la sphere,
etudie au chapitre 6 (section 6.2.4)-
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on trouve pour les deux composantes vr et v^ :

On verifie que la vitesse du fluide s'annule bien a 1'infini, et devient egale a
celle de la sphere a la surface de celle-ci (r = R). Cette solution est valable
seulement si le nombre de Reynolds est tres petit devant 1'unite, et si la vitesse
U de la sphere est constante.

Le point le plus remarquable de ce resultat est la lente decroissance en 1/r
de la vitesse de 1'ecoulement a petit nombre de Reynolds avec la distance r a
la sphere. Ce resultat doit etre compare a la decroissance plus rapide en 1/r3

pour la vitesse autour d'une sphere, dans le probleme d'ecoulement potentiel
etudie au chapitre 6 (section 6.2.4).

Cette decroissance lente de la perturbation de vitesse est due a la faible
efficacite de la diffusion pour transporter loin du corps la quantite de
mouvement communiquee au fluide par les forces de frottement visqueux.
Nous pouvons retrouver cette variation en 1/r par un raisonnement physique
simple. Supposons que la vitesse decroisse en r~a loin de la sphere ; le flux
de quantite de mouvement associe a la diffusion s'exprime par des gradients
des composantes de vitesse et varie en r~~a//1. L'integrale de ce flux sur une
sphere de rayon r varie en r+a+l et doit etre une constante independante de
r, de 1'ordre de la force de frottement totale sur le corps. On retrouve bien
a = 1, correspondant a un champ de vitesse en 1/r.

Pour une sphere immobile dans un ecoulement de vitesse U loin de la
sphere, la vitesse V du fluide s'obtient en retranchant de la vitesse U, la
vitesse donnee par les equations (8.36) :

Dans ce referentiel ou la sphere est au repos, les lignes de courant retournent
beaucoup plus lentement a une configuration de vitesse uniforme lorsqu'on
s'eloigne de la sphere (Fig. 8.9b, moitie superieure) que pour un ecoulement
potentiel (Fig. 8.9b, moitie inferieure).

Remarque Sur les figures 8.10a et b plus has, on peut egalement comparer les
lignes de courant creees par le mouvement d'une sphere dans un fluide visqueux
dans le referentiel de la sphere et dans celui du fluide a grande distance. Ces figures
ne correspondent pas a un emplacement dans un fluide infini, mais dans un tube
coaxial avec la sphere, ce qui influence fortement le champ de vitesse.

Nous allons faire une demonstration, par etapes, du calcul qui conduit au
champ de vitesse donne par les equations (8.36). Cette demonstration est
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FIG. 8.10 - Visualisation de I'ecoulement induit par la chute d'une sphere le
long de I'axe d'un tube cylindrique vertical rempli de glycerol, et de diametre
163 mm double de celui de la sphere. Le nombre de Reynolds de I'ecoulement
est Re = 0,1. Les lignes de courant sont rendues visibles par de petites
particules de magnesium eclairees par un fin plan de lumiere (I'eclairage est
realise par le cote gauche de la figure, et la partie sombre de la photographic
correspond a I'ombre de la sphere) ; (a) I'appareil photo se deplace de maniere
a etre fixe par rapport a la sphere ; (b) I'appareil est fixe par rapport au tube.
Durant le temps d'exposition, la sphere s'est deplacee d'une petite fraction de
son diametre (documents M. Coutanceau).

basee sur une determination intuitive initiale d'une fonction d'essai pour la
distribution de pression autour de la sphere ; a partir de celle-ci, on calcule
ensuite un champ de vitesse qui verifie les conditions aux limites imposees,
puis les valeurs des parametres inconnus de la fonction d'essai. D'apres le
theoreme d'unicite, on obtient alors le champ de vitesse cherche.

Determination du champ de pression

Le champ de pression p(r) verifie Ap = 0 (formule (8.9)) et est, par suite,
une fonction harmonique. On peut done developper p (r) dans un systeme de
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coordonn6es spheriques (r, (p, 9} sous forme d'une combinaison lineaire d'un terme
en 1/r et de ses derivees successives par rapport aux coordonnees ; celles-ci sont
solutions de 1'equation de Laplace scalaire, et correspondent au champ cree par une
charge, un dipole, un quadrupole, ... Les premiers termes de ce developpement sont :

Si on neglige le terme de pression hydrostatique et qu'on suppose que p est nulle
a I'infini, il n'apparait pas de terme constant ou contenant une puissance positive
de r dans p(r). Utilisons comme fonction d'essai la plus simple de ces fonctions
respectant la symetrie du probleme. Le champ de pression doit se mettre sous la
forme <pU puisque p est proportionnel a £/, comme nous 1'avons vu plus haut (2.4).
La seule composante compatible avec la forme scalaire de p est la composante de (fr^
parallele a U, soit ( d / d x } ( l / r ] ~ — (cos(p)/r2 (en effet, les termes en (sirup cos 0)/r2

et (sine/? sin 0)/r2 ne respectent pas la symetrie de revolution autour de 1'axe Ox
parallele a U). On peut done ecrire :

Les forces exercees sont done proportionnelles a la vitesse et a la viscosite. Nous
allons maintenant examiner s'il existe un champ de vitesse correspondant a cette
distribution de pression, et verifiant 1'equation de Stokes et les conditions aux limites
sur les parois de la sphere. Si ce n'etait pas le cas, il faudrait introduire dans p(r] les
termes du developpement d'ordre superieur (ce serait par exemple necessaire pour
un corps de forme plus complexe qu'une sphere).

Champ de vorticite correspondant a la repartition de pression

On part de la forme (8.8) de 1'equation de Stokes. En utilisant le resultat (8.38),
elle devient :

ou g(r) est une fonction de Laplacien nul, comme on le voit en prenant la divergence
de la relation (8.41). Or, seule la composante UQ est non nulle, car v& = 0, et v est
in dependant de 9. La fonction inconnue g(r) doit done etre de la forme ad + (3 ou a
et (3 sont des constantes. Mais u? est independant de 6 car v 1'est aussi ; la constante
a est done nulle. De plus, comme g intervient uniquement par son gradient, on peut
prendre (3 = 0. Ainsi, la fonction g est identiquement nulle. En utilisant 1'identite :
rot (raA) = mrot A + (grad m) A A, on en deduit :
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Calcul de la fonction de courant ^ a partir du champ de vorticite

Introduisons maintenant la fonction de courant de Stokes ^ (formules (3.22)),
telle que :

On a alors :

En reportant (8.46) dans (8.43), on obtient :

On peut separer les variables en posant ^ = (sin2 c£?)/(r). Ce choix se justifie car
1'axe Ox doit etre une ligne de courant. L'equation (8.47) devient alors, apres avoir
simplifie par sin <p :

T
CU- est une solution particuliere, et les solutions generates de 1'equation sans second

membre sont L'/r et (M'r2) ou L' et M' sont des constantes. D'ou en posant
L = L'/U et M = M'/U :

Calcul du champ de vitesse

Les composantes du champ de vitesse peuvent maintenant etre calculees a partir
des relations (8.44) et (8.45) :

Les constantes d'integration sont determinees a partir des conditions aux limites :
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Un obtient done bien le champ de vitesse donne par les equations (8.36), ainsi
que les expressions des champs de pression et de vorticite suivants (n est le vecteur
unitaire le long du rayon vecteur 0M) :

et

8.4.2 Force exercee sur une sphere en mouvement
dans un fluide - Coefficient de trainee

Cas d'un milieu infini

La contrainte normale a la surface de la sphere s'ecrit :

Soulignons que la contribution due au gradient de vitesse s'annule a la surface
de la sphere. L'effet de cette contrainte normale est maximal sur 1'axe Ox.

Remarque Si on tient compte de Peffet de la pesanteur, il convient d'ajouter a
la contribution de la pression celle due au terme en pgz. Apres integration sur la
surface de la sphere, ce terme conduit a la poussee d'Archimede (psuide V^phere g)-

Par ailleurs, il existe une contrainte tangentielle due a la viscosite, dont
1'expression est donnee a 1'annexe A-2 du chapitre 4 :

Elle est maximale a angle droit de 1'axe Ox. Tous les autres termes du tenseur
des contraintes sont nuls ; la force resultante par unite de surface en tout point
de la sphere s'ecrit done :

Soit :
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Elle est opposee a U car les composantes radiale et orthoradiale de U sont
precisement (C/cos</?) et ( — U s m ( f > ) respect!vement. On en deduit la force de
trainee totale :

Experimentalement, on trouve que cette formule, dite formule de Stokes, est
bien verifiee jusqu'a un nombre de Reynolds de 1'ordre de 1'unite (alors qu'elle
a ete etablie sous 1'hypothese plus restrictive Re <C 1). Par ailleurs, la force F
de trainee a bien la forme dimensionnelle que nous avions trouvee plus haut
(section 8.2.4) (Eq. (8.17)).

Application a la determination de la vitesse limite de chute d'une bille
dans un fluide visqueux a petit nombre de Reynolds

Une bille de rayon R et de densite ps tombe dans un fluide s'etendant a 1'infini, de
densite pf et de viscosite r\ avec une vitesse terminale qui correspond a un equilibre
entre le poids, diminue de la poussee d'Archimede, et la force de friction visqueuse
exercee par le fluide (force de Stokes) ; cette vitesse s'ecrit :

Pour une bille de verre (ps = 2,5 103 kg/m3) de 1 mm de diametre, tombant dans
de la glycerine (pf = 103 kg/m3, r? « 1 Pa.s), on obtient Vterminaie ~ 10~3 m/s ; si
nous calculons le nombre de Reynolds correspondant a cet ecoulement, nous trouvons
Re = 10~3. La condition de petit nombre de Reynolds est done bien verifiee.

Cette relation entre la vitesse de chute d'une bille et la viscosite du fluide est
utilise dans des viscosimetres ; ils utilisent la mesure du temps de chute d'une bille
calibree, sur une distance connue. En pratique, on utilise la chute de billes dans
des tubes verticaux dont le diametre n'est pas grand devant celui de la bille (voir
Fig. 8.10). II en resulte, comme nous venons de le voir, un facteur de correction
important sur la force de friction. La viscosite est determinee en utilisant un
etalonnage avec des liquides de viscosite connue.

Le coefficient de trainee defini au paragraphe 2.4 peut etre calcule a partir
de la force de Stokes, sous la forme :

avec Re — pU(2R)/r]. Ce coefficient de trainee a bien le type de variation
en (I/Re) prevu dimensionnellement a la section 8.2.4. C'est egalement la
meme forme que celle obtenue au chapitre 2 pour I'ecoulement de Poiseuille.
De plus, le calcul complet nous a permis de determiner le coefficient de
proportionnalite.

Remarque Nous voyons ainsi que le calcul complet de la force exercee par un
ecoulement a petit nombre de Reynolds autour d'une sphere (probleme pourtant
tres simple par ses symetries) est beaucoup plus complexe que la determination de
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sa forme dimensionnelle. Cela souligne toute 1'importance, en mecanique des fluides,
de la recherche de solutions approchees qui degagent les mecanismes fondamentaux
et conduisent a des expressions en termes de nombres sans dimension comrne la
relation (8.17). La determination des prefacteurs corrects, qui dependent des effets
de forme, ne pourra souvent se faire, en pratique, que par des approches numeriques
ou des series d'essais experimentaux.

Influence de parois

La presence de parois planes ou cylindriques, placees parallelement ou
perpendiculairement au mouvement d'une sphere qui sedimente, augmente
les effets de la friction. II faut souligner la grande sensibilite de la force de
Stokes a ces obstacles. A titre d'exemple, pour une sphere placee dans un
tube de rayon dix fois celui de la sphere, 1'augmentation de la force est de
20 %. Cette augmentation resulte pour 1'essentiel de 1'influence de la paroi
du tube, ainsi que, dans une moindre mesure, du contre-ecoulement vers le
haut du liquide deplace par la sphere en mouvement, qui contribue aussi
au freinage (ce dernier effet est lie au rapport de la surface de la particule
projetee parallelement a la direction de son mouvement, a celle du tube, done
proportionnel au carre du rapport du rayon de la particule a celui du tube,
alors que le premier effet est proportionnel a ce rapport). Les figures 8.10a & b,
montrent 1'ecoulement autour d'une sphere en mouvement le long de 1'axe
d'un tube cylindrique dans un referentiel respectivement fixe par rapport a
la sphere (Fig. 8.10a), et fixe par rapport au tube (Fig. 8.10b). Sur cette
seconde vue, on remarque nettement 1'existence d'une recirculation due a
un ecoulement ascendant a proximite des parois du tube (contre-ecoulement)
oppose au mouvement descendant de la sphere (et du fluide proche de celle-
ci). Dans les deux cas, les lignes de courant sont symetriques par rapport au
plan diametral horizontal de la sphere, ce qui ne serait plus le cas a un plus
grand nombre de Reynolds.

Pour le cas de 1'influence d'une paroi plane perpendiculaire a la
direction du mouvement d'une sphere, on montre que, lorsque la sphere est
suffisamment proche de la paroi, 1'expression (8.55) de la force de resistance
est corrigee par un facteur multiplicatif R/h, ou h est la distance minimale
entre la sphere et la paroi, selon :

Precisons que, par suite de la reversibilite des ecoulements aux petits nombres
de Reynolds, cette expression est valable aussi bien si la sphere se rapproche de
la paroi ou s'en eloigne. On peut raccorder les deux expressions (8.55) (sphere
loin de la paroi : h ^> R) et (8.58) (sphere proche de la paroi : h <^C R) selon
1'expression :
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La force donnee par cette relation (o priori valable dans les deux limites
R/h ^> 1 et R/h <C 1) reste proche de la valeur exacte (determinee par un
calcul faisant intervenir un developpement en une serie de termes) a mieux
que 6,5 % pour les valeurs intermediaries du rapport R/h.

8.4.3 Extensions de la resolution de 1'equation de Stokes
a d'autres problemes

Le probleme de Stokes peut etre generalise a d'autres geometries mettant
en jeu des spheres en presence de parois (comme dans Pexemple mentionne
plus haut), a un ensemble de spheres, a des objets ellipsoi'daux (dont le
batonnet cylindrique, discute a la section 8.3.2 est un cas limite), ou encore,
plus simplement, au cas ou la sphere solide est remplacee par un fluide. Nous
nous contenterons d'analyser quelques-uns de ces cas.

Influence mutuelle de deux spheres

Nous envisageons le cas de deux spheres identiques, sedimentant dans un
fluide s'etendant a 1'infini, et sufisamment proches 1'une de 1'autre pour que le
champ de vitesse cree par le deplacement de chacune des spheres influence
le mouvement de 1'autre. La vitesse de sedimentation peut etre evaluee
en ajoutant la vitesse propre de sedimentation d'une sphere a celle induite
par le mouvement de 1'autre. En utilisant la propriete de reversibilite des
ecoulements aux faibles nombres de Reynolds discutee a la section 8.2.3, on
montre que les vitesses resultantes des deux spheres sont necessairement les
memes. La droite joignant les centres ne tourne done pas pendant la chute,
quelle que soit son orientation initiale, et la distance entre les centres reste
constante ; 1'ensemble des deux spheres se comporte comme un solide de
revolution avec un plan de symetrie perpendiculaire a 1'axe. L'inverse de la
vitesse de sedimentation Vs (normalisee a sa valeur Vso pour une sphere unique
en milieu infini) est donnee sur la figure 8.11 en fonction de d/R, pour les deux
cas ou la droite joignant les centres des spheres est verticale ou horizontale.

Supposons la distance d entre les centres suffisamment grande devant le
rayon R pour qu'on puisse negliger les termes en l/d3 dans le champ de vitesse
induit par chacune des spheres sur 1'autre (relations (8.36)). Lorsque la ligne
joignant les centres est verticale, chaque sphere induit, au niveau de 1'autre
une composante de vitesse Vi de 1'ordre de (3/2)VsR/d parallele a la vitesse
de sedimentation Vs. La vitesse relative des spheres par rapport au fluide est
done diminuee par la composante vi ; elle doit etre egale a la vitesse terminale
de chute Vso d'une sphere isolee pour qu'on ait equilibre entre la pesanteur et
les forces de frottement visqueux. On a done :



470 Chapitre 8 : Ecoulements a petit nombre de Reynolds

FIG. 8.11 - Comparaison entre la vitesse de sedimentation de deux spheres
identiques, a la verticale ou a I'horizontale I'une de I'autre. Vso est la vitesse
d'une sphere isolee.

Dans le cas ou la ligne joignant les centres est horizontale, on obtient :

Rappelons que les deux expressions ci-dessus ne sont valables que pour une
distance entre les spheres suffisamment grande ; les courbes de la figure 8.11
ont ete obtenues par un calcul exact.

Goutte fluide en mouvement dans un autre fluide

On considere une sphere fluide de viscosite rji, en mouvement a une vitesse
U dans un autre fluide non miscible de viscosite r\e = Xrji. Pour determiner
le champ de vitesse a 1'exterieur, on utilise la forme generale donnee par les
formules (8.50). A 1'interieur, un calcul analogue au precedent conduit pour
le champ de vitesse induit, a un resultat de la forme :

Les constantes A et B sont determinees en exprimant la continuite du champ
de vitesse et des contraintes de cisaillement a la surface de la sphere. On
remarque que la dependance par rapport a r de ces deux composantes de
vitesse est tout a-fait differente de celle des equations (8.36a et b) ; cela peut
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FIG. 8.12 - Ecoulements exterieur et interieur a une sphere liquide se
deplagant a vitesse constante dans un fluide visqueux. Comme pour la
figure 8.9b, le champ de vitesse est donne dans le referentiel ou la sphere
est fixe.

se comprendre car, d'une part, la repartition de vorticite a I'interieur de la
sphere n'a pas la meme forme que celle obtenue dans 1'equation (8.43), d'autre
part, les conditions aux limites sont differentes ; par exemple, les termes en
l/rn(n > 0) doivent etre nuls pour le champ de vitesse interieur, car la vitesse
est finie au centre la sphere.

On obtient, pour chacun des deux champs de vitesse :

La force de Stokes qui s'exerce sur la sphere est donnee par la formule :

La solution redonne la formule de Stokes (8.55) dans la limite ou A tend vers
zero (le fluide interieur est infiniment visqueux) ; dans la limite opposee ou A
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tend vers I'infini, on obtient la formule correspondant a une bulle de gaz dans
un liquide :

Le changement du prefacteur 6?r en 4?r provient de la difference des conditions
aux limites dans les deux cas. Si la surface d'une bulle est partiellement
rigidifiee par la presence d'agents tensioactifs en solution qui se fixent a
1'interface, on obtient en effet une valeur intermediate entre 4?r et GTT ;
c'est sou vent le cas en pratique pour une bulle montant dans de 1'eau
insuffisamment purifiee.

Force de resistance sur un corps de forme quelconque

Pour un corps de forme quelconque, le premier terme du developpement
de la variation de la pression dans le fluide avec la distance ne se limite
pas a un terme en (cos<£>/r2), mais fait intervenir egalement des termes en
(sin (p cos 9/r2} et (sin<^sin#/r2) (ainsi que des termes d'ordre superieur en
(1/r) qui sont negligeables a des distances L de la sphere telles que L ^> R).

Les termes supplementaires en 1/r2 ne sont pas nuls quand le corps n'a pas
la symetrie d'un polyedre regulier ; la force exercee n'est alors pas parallele
a la vitesse. Dans le cas contraire (cube, tetraedre ...), on retrouve, pour des
distances L telles que R <C L <C (R/Re], le meme type de variation que pour
la sphere avec :

Un tel champ de vitesse est appele « Stokeslet ». II represente, par exemple,
le champ de vitesse induit a grande distance par un tout petit insecte en
vol stationnaire dans 1'air. Pour chaque geometrie particuliere, on devra
determiner la valeur correspondante du coefficient C. La valeur de C pour des
objets non spheriques a deja ete evoquee a la section 8.3.2. La correspondance
avec le cas de la sphere (probleme de Stokes) permet d'evaluer assez aisement
des ordres de grandeur dans des effets de sedimentation de solutions de
polymeres ou d'agregats colloi'daux ; ce sont des objets non compacts, pour
lesquels on peut cependant definir un rayon hydrodynamique Rh compatible
avec 1'application de la formule de Stokes. Ce rayon Rh reste de 1'ordre de
grandeur du rayon de la sphere circonscrite a Fob jet.
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FlG. 8.13 - Geometric conduiscmt a revaluation approchee de la force de
resistance hydrodynamique F sur un cube (C) en mouvement a la vitesse U.

Le theoreme de dissipation minimale d'energie (section 8.2.3) permet
d'evaluer la force de Stokes exercee sur un cube de cote 2L se deplagant avec
une vitesse U (Fig. 8.13). Notons d'abord, comme nous 1'avons Justine plus
haut (section 8.3.2, exemple (ii)), que la force F sur le cube est independante
de 1'orientation de celui-ci par rapport a U ; elle est par ailleurs toujours
parallele a U et de sens contraire. Considerons la sphere (S) de rayon ^/2>L
circonscrite au cube (C). Remplagons le champ de vitesse reel autour de (C),
vc(r), par la juxtaposition du champ de vitesse vs (r) autour de la sphere,
et d'un champ uniforme egal a la vitesse U entre (S} et (C). Cette seconde
solution qui satisfait a la condition aux limites sur (S) et (C) correspond a
une dissipation d'energie superieure a la solution reelle. En appliquant la
formule de Stokes a 1'ecoulement autour de la sphere, on obtient un majorant
de 1'energie dissipee, soit :

F et U sont les modules de la force et de la vitesse et F • U est le taux de
dissipation reel autour du cube (C). Le membre de gauche represente en
effet 1'energie dissipee autour de la sphere de rayon L\/3, la dissipation entre
la sphere et (C) est nulle, car la vitesse est uniforme. Prenons de meme la
sphere (Sf) inscrite dans (C) ; la dissipation autour de (Sf) est inferieure a
celle obtenue pour une solution correspondant a un ecoulement uniforme de
vitesse U entre (S") et (C), et a 1'ecoulement inconnu autour de (C). On
trouve done un minorant egal cette fois-ci a GTr^Lt/2. En combinant les deux
inegalites, on peut borner la force F exercee sur le cube par :

Remarquons que ces bornes sont assez proches 1'une de 1'autre. De fagon tres
generale, la force sur un objet de taille finie et de dimension maximale L est
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voisine de celle sur une sphere de diametre L. En particulier pour un cylindre
allonge de rayon R et de longueur L, d'axe parallele (Fy) ou perpendiculaire
(Fj_) a sa vitesse U, un calcul plus complet donne les expressions :

et :

Le rapport des valeurs de force est tres voisin de 2 ; c'est ce resultat que nous
avons utilise dans les calculs de I'angle de chute d'un batonnet (section 8.3.2,
exemple (i)) et de la force induite par la rotation d'un fil en helice (fin de
la section 8.3.2). Ces deux valeurs sont egalement voisines de la force sur la
sphere circonscrite de rayon L/2. Cela est une manifestation de la grande
portee des interactions hydrodynamiques aux petits nombres de Reynolds :
il en resulte une faible dependance des formes de profil d'ecoulement, ainsi
que des forces par rapport aux details de la forme de 1'objet en deplacement.
C'est ainsi que, dans le cas d'une macromolecule d'un polymere, on definit
un rayon « hydrodynamique » Rh comme celui d'une sphere qui aurait la
meme resistance hydrodynamique. Dans le cas ou le polymere est dans une
configuration geometrique du type « pelote » assimilable a une sphere, Rh
represente le rayon de cette sphere. C'est a ce rayon hydrodynamique qu'on
accede par des mesures de diffusion de lumiere sur ces systemes.

8.4.4 Limites de la description de Stokes des
ecoulements a faible nombre de Reynolds —
Equation d'Oseen

La demonstration de 1'equation de Stokes au debut de ce chapitre repose
sur 1'hypothese que les termes d'inertie ((v • grad) v) et d'instationnarite
(dv/dt) sont negligeables devant les termes de viscosite dans 1'equation de
mouvement. Nous allons montrer, a partir du cas particulier de 1'ecoulement
autour d'une sphere, que ces hypotheses ne sont plus verifiees a suffisamment
grande distance de la sphere.

Energie cinetique du fluide loin de la sphere

A tres grande distance de la sphere (r ^> R), on peut approcher les valeurs
des composantes de la vitesse (Eqs. (8.36)) par :



Mouvement d'ime sphere a vitesse constants dans un fluide visqueux 475

et :

On en deduit une borne inferieure de 1'energie cinetique du fluide ec par unite
de volume, en ecrivant :

L'energie cinetique (dEc/dr) dr comprise entre les rayons r et r + dr verifie
done :

L'integration dans tout 1'espace donne une energie cinetique totale infinie.
L'equation de Stokes cesse done certainement d'etre valable a grande distance
de la sphere.

Effets de convection et d'acceleration loin de la sphere — Equation
d'Oseen

Supposons la sphere en mouvement a une vitesse U dans un fluide
immobile a 1'infini avec un nombre de Reynolds Re = (2pUR/r]) <C 1.
Evaluons 1'ordre de grandeur des differents termes de 1'equation de Navier-
Stokes a grande distance L de la sphere. L'ordre de grandeur de la vitesse a
cette distance est v « U (R/L) (Eqs. (8.72)). Un observateur, fixe par rapport
au fluide a 1'infini et situe a une distance L de la sphere, voit defiler le champ
de vitesse decrit par les equations (8.36), entraine par le mouvement de celle-
ci. Meme si la vitesse de la sphere est constante, 1'ecoulement du fluide n'est
pas stationnaire dans le referentiel de 1'observateur ; on mesure localement
une variation :

Le terme pdv/dt decroit done en l/L2 contrairement au terme de contraintes
visqueuses, qui est de 1'ordre de :

et qui varie en l/L3. Le rapport de ces deux termes est ainsi de 1'ordre de
p U L/TI et il augmente avec la distance. Ainsi, a une distance L de la sphere
telle que :
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on a pUL/rj w 1, et 1'hypothese de quasi stationnarite cesse d'etre valable.
En revanche, toujours pour un fluide immobile a 1'infini, le terme de transport
par convection (v • grad) v verifie :

II varie done en l/L3 et reste toujours negligeable. Inversement, analysons
maintenant le cas d'une sphere immobile dans un fluide de vitesse constante
U a 1'infini : dans ce cas au contraire, le terme de non-stationnarite (dv/dt)
reste identiquement nul pour tout observateur fixe, quelle que soit sa position.
A distance suffisamment grande, la vitesse v du fluide tend vers U, et le terme
convectif (v • grad) v est voisin de (U • grad) v. C'est done lui, dans ce cas,
qui est de 1'ordre de U2R/L2 et cesse d'etre negligeable a grande distance par
rapport au terme de dissipation visqueuse.

Ainsi, dans un volume de fluide infini, 1'equation de Stokes n'est qu'une
approximation valable suffisamment pres du solide ; en raison de la lente
decroissance du champ de vitesse, les erreurs correspondantes pourront
etre importantes. Loin de la sphere, on remplacera done en premiere
approximation 1'equation de Stokes par 1'equation d'Oseen :

Revenons au premier cas envisage ou le solide se deplace a vitesse constante
dans un fluide immobile a 1'infini ; il suffit d'ajouter a 1'equation de Stokes
le terme de variation temporelle pdv/dt = — (U • grad) v, que nous avons vu
plus haut, pour obtenir :

A partir de ces equations, on peut obtenir une valeur corrigee de la force de
trainee F :

Si 1'equation d'Oseen decrit mieux 1'ecoulement que 1'equation de Stokes
loin de la sphere, elle est incorrecte pres de celle-ci, car 1'estimation des
termes non lineaires ou d'acceleration est erronee. Des developpements plus
complexes (methodes dites de raccordements asymptotiques) sont necessaires
pour raccorder les deux types de solutions.

Contrairement aux ecoulements de Stokes, les champs de vitesse obtenus
sont dissymetriques par rapport au plan diametral perpendiculaire a
I'ecoulement. La figure 8.14 correspond a une sphere en mouvement dans un
fluide immobile a 1'infini ; les lignes de courant sont plus resserrees en arriere
de la sphere qu'en avant de celle-ci (la vorticite est plus concent ree en aval).
En effet, aux echelles de distance L w R/Re, la vorticite, creee localement
par le passage de la sphere ne diffuse pas assez vite pour se repartir egalement
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FIG. 8.14 - Ecoulement asymetrique autour d'une sphere se deplacant a vitesse
constante a nombre de Reynolds fini dans un referentiel ou le fluide est au
repos a I'infini. Cette configuration d'ecoulement est a comparer a celle de la
figure 8.9a qui correspondait a un tres petit nombre de Reynolds et a de plus
petites distances a la sphere.

entre 1'amont et 1'aval de la sphere, et est entrainee vers 1'arriere. Nous verrons
au chapitre 9 (section 9.8) que, aux grands nombres de Reynolds ou aux tres
grandes distances L >• (R/Re), la dissymetrie est telle que les gradients de
vitesse restent concentres dans un sillage de tres faible largeur en aval du
corps (precisons que cela n'est vrai que pour les corps aerodynamiques - bien
profiles - pour lesquels le sillage reste laminaire).

L'analyse precedente reste valable a grande distance d'un solide de forme
quelconque, pourvu que ses trois dimensions soient finies. Le terme dominant
du champ de vitesse est en effet encore d'ordre 1/r a grande distance, et les
approximations precedentes restent appliquables.

Forces sur un cylindre circulaire infini dans un ecoulement a petit
nombre de Reynolds

II n'existe pas de solution de 1'equation de Stokes verifiant les conditions
aux limites a la fois sur le cylindre et a I'infini. Les gradients de vitesse sont
en effet plus faibles que dans le cas de la sphere, ce qui reduit le transport
de quantite de mouvement par diffusion ; le transport par convection devient
notable pour des distances superieures a v/U.

L'approximation d'Oseen donne une solution verifiant les conditions aux
limites pour un cylindre de rayon R avec une valeur de la force par unite de
longueur :

Cette valeur est une bonne premiere approximation, bien que les termes de
transport par convection soient seulement estimes tres approximativement
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pres du cylindre. Notons, en comparant ce resultat avec la formule (8.71 (b))
presentee plus haut pour un batonnet de longueur finie, que la longueur
4rj/(pU) = 4R/Re remplace la longueur physique du cylindre.

8.5 Dynamique des suspensions
Ce probleme est d'une grande importance pratique. II recouvre aussi

bien la sedimentation de particules, 1'ecoulement de suspensions (boues de
forage argileuses, ciments, pates, ...) que le comportement des lits fluidises
(ces derniers sont formes d'un ensemble de particules mises en levitation par
1'injection de fluide vers le haut, a la base du systeme, ce qui maintient les
particules en suspension).

Le comportement des suspensions sera tres different suivant la taille L
des particules. Pour de tres petites particules (dites browniennes), les effets
d'agitation thermique sont tres importants. Pour des plus grosses particules,
les effets hydrodynamiques sont dominants. L'importance relative de ces deux
effets est mesuree par le nombre de Peclet Pe defini au chapitre 2 (Eq. (2.16))
par :

ou U est la vitesse de 1'ecoulement et J9, le coefficient de diffusion brownienne
des particules. Ici, nous aliens determiner le nombre de Peclet a partir du
rapport du temps de diffusion de particules spheriques sur une distance de
1'ordre de leur rayon R, au temps de convection des particules par 1'ecoulement
sur la m6me distance R. Nous avons montre au chapitre 1 (Eq. (1.48)) que le
coefficient de diffusion brownienne D des particules s'ecrit :

ou R est le rayon des particules et rj la viscosite du fluide. Le temps de diffusion
brownienne TD des particules sur la distance R est TD « R2/D. Le temps de
convection des particules a la vitesse caracteristique U « ̂  R de 1'ecoulement
est TC ~ R/U ~ 1/7 (7 est le taux de cisaillement de 1'ecoulement). Done, le
nombre de Peclet s'ecrit :

A priori, le passage d'une particule d'un comportement brownien pour
Pe <C 1 a un comportement non brownien pour Pe » 1 depend de la valeur
du taux de cisaillement 7. Cependant, a cause de 1'exposant eleve du terme
en R, c'est surtout la taille des particules qui determine la frontiere entre les
deux comportements.

Exemple Prenons des particules dans 1'eau a temperature ambiante ; la limite
Pe w 1 correspond a un diametre des particules de 1'ordre de 1 /j,m, pour des taux de
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cisaillement 7 ~ 1 s"1. Signalons la coincidence suivante qui permet de memoriser la
frontiere entre les deux domaines : des particules de 1 /zm de diametre, en suspension
dans de 1'eau a temperature ambiante et en ecoulement avec des taux de cisaillement
de 1 s-1, ont un coefficient de diffusion brownienne D ~ 1 (//m)2/s, un temps
caracteristique correspondant TD ~ R2/D ?» 1 s, et un nombre de Peclet de 1'ordre
de 1'unite. En prenant le micrometre et la seconde comme unites de base de ces
differentes grandeurs, on peut resumer cette propriete par :

Ces evaluations montrent qu'on peut done fixer approximativement la
frontiere entre particules browniennes et non browniennes a une taille des
particules de 1'ordre de 1 /zm.

Dans 1'etude des mouvements hydrodynamiques des objets de petite taille,
il existe un facteur supplementaire qui provient de la necessite de prendre en
compte les forces interparticulaires de type Van der Waals, et electrostatiques
dans le cas de particules chargees ou de solvants polaires ; les interactions
correspondantes (interactions colloidales) jouent un role preponderant dans
le cas de faibles separations entre particules (typiquement inferieures au millier
d'angstroms).

8.5.1 Rheologie des suspensions
Les suspensions diluees se comportent comme des fluides homogenes

newtoniens de viscosite r\ superieure a celle du fluide suspendant 770- Le
coefficient de viscosite 77 verifie la relation etablie par Einstein dans un article
de 1905 sur la theorie du mouvement brownien :

ou 3>(<IC 1) est la fraction de volume occupee par des spheres (volume total
occupe par les spheres sur volume total de la suspension). Le resultat
est remarquablement simple et general ; il ne depend pas en particulier
du caractere brownien ou non brownien des particules, ni de la nature de
I'ecoulement dans lequel se trouve la particule. La seule hypothese faite
pour la demonstration est 1'absence d'interactions hydrodynamiques entre les
particules. Cela permet de ne considerer dans le calcul que la modification
du champ de vitesse induite par la presence d'une seule particule, et de
sommer sur toutes les particules la modification ainsi calculee. C'est cette
sommation qui fait apparaitre dans la viscosite une contribution totale
proportionnelle a la concentration volumique $ en particules. Signalons
cependant que la demonstration complete, qui peut etre menee a partir du
calcul de 1'augmentation de 1'energie dissipee dans la suspension due a la
presence des particules, est assez complexe.

On peut comprendre qualitativement le resultat (8.80) en imaginant le transport
de quantite de mouvement le long d'une ligne tracee au hasard dans la suspension
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FIG. 8.15 - Calcul approche de la viscosite d'une suspension diluee et analyse
de la relation entre la concentration volumique des particules et la fraction de
longueur d'une ligne droite quelconque situee a Vinterieur de celles-ci.

(Fig. 8.15). Ce transport est diffusif dans la region fluide DE entre deux particules,
mais se fait instantanement le long du segment EF dans un grain solide qui joue le
role de court-circuit. Globalement, tout se passe comrne si la longueur de la ligne
etait reduite par 1'effet de la fraction de solide (particules) qu'elle traverse. D'apres
un theoreme de stereologie que nous justifierons plus loin, la fraction de longueur
situee a Pinterieur des particules solides, pour une droite traversant la suspension,
est egale a la fraction volumique & des particules. Le rapport des longueurs DE et
DF vaut done en moyenne :

Ecrivons le temps de diffusion TD de la quantite de mouvement sur la longueur DF
sous deux formes. On obtient :

Dans la premiere forme, on fait intervenir la viscosite globale rj de 1'ensemble
fluide + particules ; dans la seconde, on ne fait intervenir que la viscosite du fluide,
mais on tient compte du fait que la diffusion dans le fluide ne se fait que sur la
longueur DE. En developpant au premier ordre en $, on trouve :

en accord raisonnable avec le resultat exact.
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Justification de la relation entre concentration de particules et fraction
de longueur de ligne interceptee

Sur 1'element de ligne L trace au hasard a travers le milieu heterogene, nous
construisons un cylindre de rayon infinitesimal e (tel que e soit tres inferieur aux
dimensions caracteristiques des particules) (Fig. 8.15). La fraction de volume de ce
cylindre qui intercepte les particules est egale a la fraction / de longueur de la ligne
L qui se trouve a 1'interieur des particules : en effet, dans 1'evaluation du rapport des
volumes, il intervient la meme section Tre2 pour les deux volumes. Comme la ligne
a ete tracee au hasard a 1'interieur du milieu, la fraction volumique dans le cylindre
sera egale a la fraction volumique dans Pensemble du volume global, a condition que
la longueur de la ligne L soit grande devant la taille des particules.

Le resultat (8.80) est valable jusqu'a des concentrations de quelques
pourcent. Pour ces valeurs, la distance entre les particules de la suspension est,
en moyenne, de 5 a 10 fois leur rayon ; on comprend pourquoi il est raisonnable
dans ces conditions de negliger 1'effet de la presence des particules voisines sur
le mouvement d'une particule, malgre la lente decroissance des perturbations
hydrodynamiques qu'elles induisent (rappelons que ces perturbations sont
proportionnelles au rapport du rayon de la particule a la distance a une
particule voisine). Pour des concentrations plus importantes, les termes
negliges dans 1'approximation precedente deviennent plus importants que la
correction du premier ordre a la viscosite. II faut alors prendre en compte
les interactions hydrodynamiques entre les particules. Dans une premiere
approche, on ne considere que les interactions de paires de particules, et
on somme les effets dus a toutes les paires de particules. Cela donne une
contribution supplemental a la viscosite qui est proportionnelle au carre de
la fraction volumique $ :

Cependant, malgre les hypotheses simplificatrices, le calcul qui conduit a cette
expression est tres complexe (notamment a cause de la lente decroissance
des perturbations de vitesse induites par la presence des particules). Par
ailleurs, le coefficient k du terme en 3>2 depend du type d'ecoulement auquel
est soumise la suspension, ainsi que de la diffusion brownienne (suivant les
differents cas, il varie de 5,2 a 7,6). Cela provient de 1'influence de 1'ecoulement
sur 1'organisation spatiale des particules (formation d'agregats, de structures,
effet d'orientation des particules, ...). Ainsi, la viscosite d'une suspension
soumise a un ecoulement elongationnel ne sera pas identique a celle de la meme
suspension soumise a un ecoulement de cisaillement. La viscosite dependra
egalement de la vitesse de 1'ecoulement auquel est soumise la suspension et
pourra avoir egalement des dependances temporelles (effets non newtoniens,
voir chapitre 4, section 4.4).
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8.5.2 Sedimentation d'une suspension de particules

Sedimentation de suspensions diluees

Lors de 1'etude de 1'influence de la presence d'une sphere sur 1'ecoulement
induit par le mouvement d'une autre sphere (section 8.4.2), nous avons vu
que cette interaction mutuelle conduit a une augmentation de la vitesse
de sedimentation des deux spheres. En fait, dans le cas d'une suspension
comportant un plus grand nombre de particules, cet effet est masque par
1'existence d'ecoulements de retour de vitesse vcf autour de chaque particule,
schematises sur la figure 8.16a et que nous avons mentionnes a la section 8.4.2
(Fig. 8.1 Ob). Ces ecoulements assurent la conservation du debit du fluide,
suppose incompressible, a travers toute section perpendiculaire au mouvement
des particules. Ainsi, la vitesse de sedimentation vs d'une suspension diluee
de spheres de concentration volumique $ est plus faible que celle d'une sphere
isolee vso. Dans une geometric ideale pour la sedimentation d'une suspension
vers un plan infiniment eloigne, on a :

Cette expression est un developpement au premier ordre de la vitesse
de sedimentation par rapport a la concentration $ qui tient compte des
interactions a deux particules. On sait determiner le terme du second ordre,
mais le calcul est complique et on doit faire des hypotheses sur la repartition
spatiale des particules qui n'est pas connue a priori. De plus, les effets a longue
portee (toujours lies a la variation lente de la vitesse en 1/r avec la distance)
font qu'il n'est pas possible de se limiter dans le calcul aux interactions avec
les plus proches voisines de chaque particule.

En pratique, la vitesse absolue de sedimentation d'une suspension depend
de la forme du recipient qui la contient ; elle peut differer fortement de
la valeur obtenue pour la sedimentation au-dessus d'un plan impermeable
(relation 8.82). Ainsi, on trouve pour la vitesse de chute vsa(<f>) dans un
recipient spherique de grand rayon :

Cette difference est associee a la presence d'un ecoulement de recirculation
avec une vitesse dirigee vers le bas sur 1'axe vertical de la sphere, et vers le
haut pres des parois (Fig. 8.16b) (la figure 8.10b illustre un effet du meme
type pour une bille dans un tube). Cette recirculation est due a 1'influence
des parois et de la geometric sur le champ de vitesse resultant de 1'ensemble
de spheres ; elle ne doit pas etre confondue avec les effets dus a la presence
de gradients de concentration.

Parmi ces derniers, citons un phenomene dont 1'origine n'est pas
directement du a la presence des parois, mais a 1'apparition de gradients
de concentration en particules. II s'agit de 1 ! ' e f fe t Boycott (du nom de celui
qui a decouvert le phenomene) qui est observe lors de la sedimentation d'une
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FIG. 8.16 - (a) Effet de recirculation globale lors de la sedimentation d'une
suspension dans un recipient spherique ; (b) effet du contre-ecoulement local
lors de la sedimentation d'une suspension de spheres ; (c) effet Boycott lors
de la sedimentation dans un tube incline. Les deux tubes contenant une
suspension de meme concentration ont ete retournes au meme moment. La
sedimentation est notablement plus rapide pour le tube incline (cliche des
auteurs).

suspension de particules dans un tube incline (Fig. 8.16c). Dans ce cas, la
sedimentation est beaucoup plus rapide que dans un tube vertical. Cela est
du a 1'existence d'un courant de recirculation ascendant le long de la partie
superieure du tube : ce courant est du au gradient horizontal de concentration
de particules (et done de densite moyenne) cree par la sedimentation de celles-
ci vers la generatrice inferieure du tube. Nous avons deja decrit au chapitre 7
(section 7.2.2) des phenomenes de convection induits par des gradients de
densite, et nous en rencontrerons d'autres au chapitre 10 (section 10.1.2),
induits par des gradients de temperature.

Sedimentation de suspensions concentrees

Aux fortes concentrations $, des termes supplementaires importants
apparaissent lorsque $ tend vers sa valeur limite $m ; <frm correspond a
un empilement dense de particules, tombant sous son propre poids dans le
fluide. Dans ce cas, il n'y a pas de mouvement relatif des particules : a un
mouvement de translation globale pres, le probleme peut etre rapproche de
I'ecoulement dans un milieu poreux, ou 1'ensemble des particules reste fixe et
le fluide s'ecoule entre celles-ci.

Ces resultats expliquent les variations abruptes dans le profil de
concentration ; elles sont observees dans la sedimentation d'un ensemble de
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particules de meme taille dans un fluide et representees sur les photos de
la figure 8.17. Pour des concentrations suffisamment elevees de particules
(typiquement a partir de 20 %), on voit apparaitre, dans ces experiences,
un front arriere correspondant a une variation abrupte de concentration ;
les particules laissees en arriere se deplacent en effet plus vite que celles a
1'interieur de la suspension, car 1'effet de freinage du aux particules voisines
est moins important ; elles peuvent ainsi rattraper leur retard, meme si les
variations de vitesse propre dues a la dispersion des tailles des particules sont
notables. Un tel front correspond a la formation d'une onde de choc, situation
tout a fait analogue a celle rencontree dans les problemes de trafic routier.
On voit egalement, sur la figure 8.17 un front avant qui remonte le long de
1'ecoulement moyen et qui correspond a la frontiere superieure du sediment
forme au fond du recipient. Dans de tels systemes, on observe des effets
de bouchons de concentration : ils sont dus a la diminution du debit $v($}
lorsque la concentration <fr de vehicules est elevee, alors qu'il est proportionnel
a <I> aux faibles densites de particules (v(&) est la vitesse a une concentration
$ donnee). C'est la variation non monotone du debit avec la concentration
qui est a 1'origine du phenomene de formation de bouchons.

FIG. 8.17 - Sedimentation d'une suspension de particules observee grace a
une coupe au scanner a rayons X pour des temps croissants. On remarque
plusieurs variations abruptes de la concentration en particules le long de la
verticale, notamment I'une dans la partie superieure de la suspension (front
arriere), ainsi qu'une autre dans la partie inferieure marquant la limite du
sediment concentre au fond du recipient (document Francois Auzerais).
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8.6 Ecoulements dans les milieux poreux

8.6.1 Quelques examples
Un milieu poreux est un materiau massif a 1'interieur duquel se trouvent

des cavites ou pores, reliees entre elles par des canaux ou eventuellement
isolees. On peut voir sur les photographies de la figure 8.18 1'aspect de tels
materiaux observes en microscopie. Dans la plupart des cas pratiques, la taille
des pores est assez faible et les ecoulements assez lents pour que la condition
de petites valeurs du nombre de Reynolds soit satisfaite. On peut distinguer
trois classes de problemes suivant les phases en presence a 1'interieur des pores.

FIG. 8.18 - (a) Milieu poreux constitue de Vespace des vides d'une poudre
de bronze frittee en la chauffant a une temperature de 700 °C pendant sept
heures (grossissement 500 fois) ; (b) coupe stereologique de cette meme
poudre (grossissement 100 fois) ; Vespace des pores apparait en noir sur la
photographie. Notons que la porosite d'un tel milieu, suppose homogene, peut
etre obtenue en trac,ant des lignes sur toute la coupe et en mesurant la fraction
de longueur des lignes occupees par les pores (voir la justification de cette
propriete a la fin de la section 8.6.2) ; (c) coupe stereologique d'une poudre
de cobalt irreguliere ; Vespace des pores, toujours en noir, est tres heterogene
(photographies J.-P. Jernot)

Une premiere classe concerne des ecoulements ou le milieu est sature
(c'est-a-dire rempli completement) par une seule phase fluide ou encore
par un ensemble de fluides miscibles ; ce sera par exemple le cas d'un sol
completement imbibe d'eau.

Une deuxieme famille de problemes concerne la situation ou plusieurs
fluides non miscibles coexistent dans le milieu. Tout un ensemble de menisques
separent les differentes phases en presence, et les effets capillaires discutes
au chapitre 1 (section 1.4) doivent etre pris en compte pour caracteriser
les ecoulements relatifs des differentes phases. Cette situation, que nous
discuterons brievement plus loin (section 8.6.6), se rencontre dans de tres
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nombreux exemples : sols partiellement satures en eau (la deuxieme phase est
1'air charge de vapeur d'eau), melanges eau-huile dans les roches petroliferes ...

Enfin, le transport de particules solides est important dans les problemes
de filtration a la surface ou dans le volume d'un filtre. II conduit en general
a une modification au cours du temps des proprietes hydrodynamiques du
milieu.

8.6.2 Parametres caracterisant un milieu poreux
4 Porosite

Elle est definie par le rapport :

ou C est la compacite definie au chapitre 1 (section 1.1.1). On peut
montrer que, pour un materiau homogene et isotrope, 0 est aussi egal
a la fraction de surface occupee par les pores dans une section plane
du materiau, ou bien a la fraction de longueur situee a 1'interieur des
pores pour une ligne traversant le materiau. Cette relation, analogue a
celle que nous avons introduite a la section 8.5.1 entre la concentration
de particules d'une suspension, et la fraction de longueur de ligne
interceptee par les particules, est un resultat classique de stereologie.

f Aire specifique

Un autre parametre geometrique important est la surface interne par
unite de volume d'un poreux (ou aire specifique) Sv, qui a la dimension
de 1'inverse d'une longueur. Si on adsorbe progressivement une espece
moleculaire gazeuse dans un milieu poreux initialement mis sous vide,
la fin de la formation d'une premiere couche moleculaire adsorbee sur
la surface interne se traduit par un palier dans 1'augmentation de la
pression. Si a represente la taille des molecules adsorbees et Va le volume
total de ces molecules adsorbees dans le volume V du milieu poreux,
on a :

Dans le cas de pores de geometrie simple (en particulier lorsque leurs
parois sont presque lisses), la quantite Sv est de 1'ordre de 1'inverse de
la taille locale de pores. Ainsi, pour un cylindre de longueur L et de
diametre d, on trouve :

L'aire specifique est un parametre essentiel pour tous les processus
d'adsorption et de catalyse : ils dependent en effet tres fortement de



Ecoulements dans les milieux poreux 487

la surface disponible dans le material! pour des reactions chimiques ou
physicochimiques.

Sv peut aussi etre determinee en comptant sur une image d'une coupe
du materiau le nombre de points d'intersection d'une ligne traversant le
milieu poreux avec les parois des pores.

Justification Si on se reporte au probleme equivalent de la figure 8.15,
on voit que 1'element de cylindre qui coupe les grains intercepte une surface
totale de parois de grains egale au nombre d'interceptions n par le segment,
multipliee par la surface de base du cylindre S et par un facteur numerique F
qui traduit 1'effet de 1'inclinaison par rapport a 1'axe du cylindre des surfaces
elementaires interceptees. Le rapport surface (nSF) sur volume (SL] vaut
done Fn / L. Pour un materiau isotrope, on montre que F = 2 : la surface
specifique As est done egale dans ce cas au double du nombre d'interceptions
des parois des pores du milieu par unite de longueur d'une ligne aleatoire.

Remarque Les parametres tels que la porosite ou la surface specifique sont,
dans les modules classiques, obtenus par moyennage sur un certain volume
elementaire representatif Vm du materiau, ainsi que nous 1'avons discute au
le chapitre 1 (section 1.3.2). La dimension du volume Vm est au minimum
d'une dizaine de tallies de pores pour des materiaux tres homogenes ; Vm

est beaucoup plus grand, et est meme parfois impossible a definir pour des
materiaux heterog£nes, ou dont la structure presente une tres large gamme
d'echelles de longueur caracteristiques.

4 Tortuosite

Les proprietes de transport des materiaux poreux (ecoulement de
fluides ou passage de courant electrique) font intervenir bien d'autres
caracteristiques geometriques que 1'aire specifique et la porosite. La
topologie du milieu (nombre de pores auquel est relie chacun d'entre
eux). la complexite des chemins de passage a travers 1'espace des
pores, les tallies caracteristiques des pores et des canaux qui les
joignent ont egalement une influence importante. De plus, il faut tenir
compte des bras morts (les « voies de garage » de 1'ecoulement), qui
seront importants dans les materiaux peu poreux et tres heterogenes.
Pour rendre compte de tels effets, on definit un parametre T, appele
tortuosite, a partir de la conductivity electrique op d'un milieu poreux
isolant, sature d'un liquide conducteur de conductivite connue a/ :

On peut se faire une idee de la signification de la tortuosite dans le cas
modele d'un reseau de capillaires ondules (Fig. 8.19a). On trouve dans
ce cas :
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FlG. 8.19 - (a) Modelisation de la geometric d'un milieu poreux, sous la
forme d'un ensemble de capillaires ondules. Ce modele permet de definir
la tortuosite du milieu a partir de sa conductivity electrique determinee par
application d'une difference de potentiel AV et mesure de I'intensite I du
courant circulant a travers le milieu ; (b) schema montrant les parametres
intervenant dans I'ecoulement d'un fluide a travers un milieu poreux.

Ou Leap est la longueur totale des capillaires et L celle de 1'echantillon. Pour
des capillaires ondules, -Lcap est superieur a L et la tortuosite est superieure
a 1'unite ; par centre T est egale a 1 s'ils sont rectilignes.

Demonstration Calculons la conductivity electrique effective crp d'un milieu
poreux sature de fluide conducteur. Notons A V la difference de potentiel entre
deux sections d'aire S du milieu (Fig. 8.19a), et / I'intensite du courant electrique
circulant a travers celui-ci ; on a :

De m6me, pour chaque capillaire individuel, on peut ecrire :

ou Leap represente la longueur moyenne des capillaires. Le rapport de ces deux
relations verifie :

car / = TV/cap, et 0 = (NScap Lca.P)/(SL) ou N est le nombre de capillaires
dans la surface S. En utilisant la definition de 1'equation (8.86), on retrouve
bien 1'expression (8.87) pour la tortuosite. Nous utiliserons ce modele plus loin
(section 8.6.4) pour calculer le debit Q de fluide induit a travers un tel milieu par
une difference de pression AP.
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8.6.3 Ecoulements dans les milieux poreux satures -
Loi de Darcy

Ecoulements unidirectionnels a faible vitesse

On s'interesse ici aux milieux poreux satures pour lesquels 1'espace
des pores est entierement rempli d'un seul fluide suppose newtonien et
incompressible. Si 1'ecoulement est a une vitesse assez faible pour que le
nombre de Reynolds, defini a partir de la taille des pores et de la vitesse locale,
soit tres inferieur a 1'unite, on peut admettre, en ecoulement stationnaire,
que les gradients de pression sont proportionnels a la vitesse d'ecoulement
dans les pores (loi de Poiseuille appliquee a chaque pore). Cette relation de
proportionnalite, valable pour tous les pores individuellement, se conserve si
on moyenne le debit et les gradients de pression sur un volume grand devant la
taille des pores. Pour un echantillon homogene de longueur L et de section S
constante (Fig. 8.19b), et pour un gradient de pression parallele a la longueur,
le debit volumique Q verifie :

La constante de proportionnalite K est la permeabilite, qui est une
caracteristique du milieu poreux. Elle est homogene a une surface, et son
ordre de grandeur est donne par la section d'un pore individuel comme nous le
verrons plus loin (section 8.6.4). Une unite courante est le darcy (1 (/Ltm)2), qui
est bien adaptee aux ordres de grandeur de permeabilite de milieux naturels
(voir tableau 8.1).

TAB. 8.1 - Quelques valeurs caracteristiques de permeabilite de materiaux
poreux.

Materiau Permeabilite (darcy)

terre 0,3 - 15

brique 0,005 - 0, 2

calcaire 0,002-0,05

gres 0,0005 - 5

cigarette 1000

fibres de verre 20 — 50

sable 20 - 200

poudre de silice 0,01 — 0,05
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Equation de Darcy generalises a trois dimensions

A trois dimensions et en presence de pesanteur, 1'equation (8.91) se
generalise pour un milieu isotrope en :

Chaque composante de vs correspond au debit volumique a travers une surface
unite perpendiculaire a la direction de la composante. nu est le vecteur
unitaire normal a la section 5 a travers laquelle on mesure le debit Q. v$

a la dimension d'une vitesse et est souvent appelee vitesse debitante.

Remarque La vitesse moyenne reelle vp a 1'interieur des pores peut etre tres
superieure a vs car seule une partie du volume total de materiau est disponible pour
le transport de fluide. Ainsi, pour un ensemble de capillaires paralleles, de porosit6
globale 0, vp verifiera vp = vs/4>. En effet, le debit moyen par unite de section de
materiau perpendiculaire aux capillaires est, d'une part, egal a vs et, d'autre part,
egal au produit de vp par la fraction de surface de section occupee par les pores ;
cette derniere est egale a (j) comme nous 1'avons vu plus haut (section 8.6.1). II faut
egalement noter que, pour un milieu poreux homogene mais anisotrope comme un
milieu stratifie, on generalise 1'equation (8.92) en remplagant le scalaire K par un
tenseur.

Si K et 77 sont constants, on a, d'apres (8.92) :

Si le fluide est incompressible, le champ de vitesse vs verifie div vs = 0, d'ou :

Le champ de vitesse vs derive done d'un potentiel <&, dont le laplacien est
nul, comme ce serait le cas pour le champ de vitesse d'un fluide parfait. Or,
du fait de la petite taille des pores, 1'ecoulement d'un fluide visqueux dans
un poreux est un des cas ou 1'influence de la viscosite est la plus forte, et
ou le comportement du fluide est le plus eloigne du cas d'un fluide parfait !
L'explication de ce paradoxe tient au fait que vs n'est pas une vitesse locale,
mais un champ de vitesse macroscopique, defini par une moyenne sur un
volume grand par rapport a celui des pores. On moyenne done les effets de la
viscosite qui interviennent sur des petites echelles de longueur.
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Application de la loi de Darcy a 1'ecoulement dans un talus poreux

A titre d'exemple, analysons 1'ecoulement a travers un talus poreux de
permeabilite K et de largeur L qui separe deux nappes d'eau de niveaux
differents yo et y\ (Fig. 8.20). Nous supposons qu'on a atteint un regime
stationnaire ou le niveau de 1'eau ys (x) a 1'interieur du massif est constant
au cours du temps, avec un debit volumique Q constant dans chaque section
x = cte et independant de x. Si la pente de la surface libre est assez faible a
1'interieur du massif poreux (approximation de Forcheimer), nous montrerons
plus loin que la variation du niveau d'eau avec la distance verifie :

On obtient un profil parabolique comme pour un jet d'eau fluide sortant
librement d'un recipient (malgre la difference complete de nature des forces
qui interviennent). Le debit Q verifie :

FIG. 8.20 - Ecoulement entre deux nappes d'eau a des niveaux differents
(y = 2/Cb Vi) o, travers un massif poreux limite par les plans x — 0, L

Demonstration Si la partie non saturee d'eau du poreux est remplie d'air et si
on neglige les effets de tension superficielle, la pression dans 1'eau juste en dessous
de la surface ys(x) est egale a la pression atmospherique pat- Ecrivons alors 1'egalite
de pression entre deux points de la surface d'abscisses x et x + 5x :

Si dys(x)/dx est assez petit, on peut considerer que la composante vsy de la
vitesse superficielle vs est tres inferieure a la composante vsx, et que le gradient
de pression dp/dy suivant Oy se reduit au gradient de pression hydrostatique — pg
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(ces hypotheses ne sont pas sans rappeler celles utilisees pour les ecoulements quasi
paralleles). On deduit alors de 1'equation (8.97) le gradient de pression horizontal :

En appliquant la loi de Darcy (8.92) pour calculer la composante horizontale vs(x)
de la vitesse debitante, on obtient le debit Q = vs(x}ys(x}(dp/dx et, par consequent,
vs(x) sont en effet tous deux independants de y). On a :

On obtient alors la relation (8.95) par integration par rapport a rr et on en deduit
1'equation (8.96) en appliquant la relation (8.99) a cette expression.

Regimes d'ecoulement non lineaire dans les poreux

La relation (8.92) est valable a des faibles vitesse telles que le nombre de
Reynolds Re (calcule en prenant la taille des pores comme echelle de longueur)
soit tres inferieur a 1. A des vitesses plus elevees (et des valeurs de Reynolds
de 1'ordre de quelques unites), la relation pression-debit n'est plus lineaire.
On peut la representer par une loi de puissance :

1'exposant n etant de 1'ordre de 2. Cette loi traduit 1'effet des termes convectifs
non lineaires de 1'equation du mouvement du fluide. Dans ce cas, on n'a
pas encore apparition de turbulence dans les pores ; mais, meme avec un
ecoulement laminaire, les fortes variations de module et de direction de la
vitesse d'un pore a 1'autre peuvent rendre 1'effet des termes (v • grad) v
notable. Cela represente un cas limite oppose a celui des ecoulements
paralleles, ou ces termes peuvent rester negligeables meme pour des nombres
de Reynolds nettement plus grands que 1'unite.

Signalons egalement que, a plus grand nombre de Reynolds, des zones de
recirculation de fluide peuvent apparaitre derriere les grains constituant le milieu
poreux. Ces zones sont du meme type que celles que nous avons decrites au chapitre 2
(section 2.4.1) lors de 1'etude de 1'evolution de 1'ecoulement autour d'un cylindre
lorsque le nombre de Reynolds augmente.

Un modele a deux dimensions des milieux poreux : la cellule
de Hele-Shaw

Une cellule de Hele-Shaw est constitute de deux plaques paralleles treis proches
1'une de 1'autre (a une distance a tres petite devant la taille L des obstacles), entre
lesquelles sont placees des cales simulant des formes d'obstacles (Fig. 8.21).

Ce systeme est utilise pour reproduire des champs de vitesse d'ecoulements
potentiels bidimensionnels de fluides parfaits autour d'obstacles. Nous en avons
donne un exemple dans le chapitre 6 (Fig. 6.7) pour 1'ecoulement autour d'un
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FIG. 8.21 - Geometric d'une cellule de Hele-Shaw avec un obstacle d'extension
L grande devant I'epaisseur a de la cellule.

cylindre. Comme pour les milieux poreux, ce resultat semble au premier abord
paradoxal puisque, etant donnee la proximite des plaques, les forces de frottement
visqueux joueront un role essentiel sur les caracteristiques de 1'ecoulement. En fait,
comme dans le cas des milieux poreux, c'est la moyenne du champ de vitesse prise
sur 1'intervalle entre les plaques qui derive d'un potentiel et non la vitesse locale.

Entre les plaques, 1'ecoulement est quasi parallele au plan xOy et on a done :
vz ~ 0. On peut le justifier a partir de 1'equation de conservation de la masse, qui
s'ecrit :

Les echelles de longueur suivant Oz (de 1'ordre de a) sont tres inferieures a
celles suivant Oy (de 1'ordre de L). On en deduit un ordre de grandeur de la
composante vz :

La grande difference entre les echelles de longueur perpendiculairement et
parallelement au plan des plaques permet egalement d'ecrire les inegalites suivantes :

Par ailleurs, les termes en |p(v • grad)v| sont negligeables devant ceux en |r?Av|
puisque 1'ecoulement se fait a petit nombre de Reynolds. Compte tenu des
relations (8.101) et (8.102), 1'equation de Navier-Stokes se ramene a :

avec : p = p ( x , y). L'indice || designe la composante des vecteurs (vitesse ou
gradient de pression) dans le plan xOy. Au vu de 1'equation (8.103), on peut separer
les variables en ecrivant :
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ou la variation de vy avec x et y est tres lente par rapport a celle de f(z) avec z.
De (8.103) et (8.104), on tire :

Finalement, le champ de vitesse entre les plaques verifie :

et :

Done, la direction de la vitesse v est en tout point parallele a celle de gradp ; par
ailleurs, cette direction ne varie pas sur 1'epaisseur de la lame de fluide, meme si le
module de v depend beaucoup de z. L'equation (8.106a) represente, pour la cellule
de Hele-Shaw, 1'equivalent de la loi de Darcy pour les milieux poreux. De 1'egalite
(8.106(a)), on tire :

Les lignes de courant dans des plans z = constante sont done les memes pour
les differentes valeurs de z et sont identiques a celles d'un ecoulement potentiel
bidimensionnel de fluide parfait autour d'obstacles de meme geometric que les cales.
Pres des cales, on a une condition aux limites de vitesse nulle, mais son influence se
limitera a une distance du contour qui est de 1'ordre de 1'epaisseur a.

La cellule de Hele-Shaw est utilisee experimentalement en tant que milieux
poreux « modele », qui comporte par exemple des distributions de permeabilite
controlables en agissant sur la distribution de 1'epaisseur a entre les plaques. Nous
verrons en effet a la section suivante que la section des pores intervient directement
sur la permeabilite d'un milieu poreux.

On peut modeliser 1'ecoulement dans un talus poreux decrit plus haut a 1'aide
d'une cellule de Hele-Shaw mise verticalement sur la tranche avec ses deux bords
verticaux relies a deux bains de hauteurs differentes. Dans la cellule, on verra
apparaitre une surface libre parabolique analogue, a 1'ascension capillaire constante
pres, a celle decrite precedemment.

8.6.4 Modeles simples de la permeabilite des materiaux
poreux

Permeabilite d'un ensemble de capillaires ondules

On represente souvent les milieux poreux ou les pores sont bien connectes
et de section assez uniforme a partir d'un ensemble de capillaires ondules de
diametres individuels d (Fig. 8.19a). Nous avons deja utilise cette approche
pour en evaluer la conduct!vite electrique a la section 8.6.2. Pour un capillaire
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unique, la relation entre la perte de charge et le debit 5Q est donnee par la
relation de Poiseuille etablie au chapitre 4 (relation (4.78)) :

Soit N le nombre de capillaires dans la surface S perpendiculaire au sens de
1'ecoulement, et K la permeabilite pour les ecoulements dans cette direction.
Le debit total par unite de surface a travers 1'ensemble de la section S est
donne par :

D'apres la loi de Darcy (8.91), Q verifie egalement :

En tenant compte de 1'expression de la porosite </> = N(Trd2/4)Lcap/(SL)., on
trouve :

Ainsi, pour une porosite donnee, la permeabilite varie comme le carre du
diametre des canaux : la chute de pression, pour un debit de fluide donne,
augmente tres rapidement lorsque la taille des pores decroit meme si le volume
poreux total reste constant. Ce resultat est tres different de celui obtenu pour
la conductivity electrique ap du m£me milieu poreux rempli d'un fluide de
conductivite cr/ donnee. Dans ce cas, le rapport crp/<j/ pour des canaux
circulates est proportionnel a la porosite 0 du milieu (relation (8.90)).

Dans le precedent modele, on a suppose que 1'ensemble des capillaires
paralleles etaient en moyenne paralleles a une direction, une hypothese qui
correspond a des milieux qui seraient tres anisotropes. On peut cependant
trouver une estimation de la permeabilite d'un milieu poreux isotrope en
considerant qu'il est forme de trois ensembles de capillaires perpendiculaires
deux a deux. Pour une difference de pression appliquee dans 1'une des trois
directions, seul un ensemble de capillaires participera au transport du fluide.
La permeabilite sera de ce fait reduite d'un facteur 3 par rapport au cas
precedent. On obtient alors :

Relation de Kozeny-Carman

L'expression (8.111) fait intervenir un diametre des pores qui est
presque impossible a definir sans ambiguite, meme si on dispose de
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coupes des materiaux. La relation de Kozeny-Carman permet de relier la
permeabilite K d'un milieu poreux a des parametres physiques mesurables
experimentalement, tels que la porosite et 1'aire specifique du milieu poreux.
L'aire specifique est utilisee dans cette approche pour evaluer 1'ouverture des
pores, ce qui n'est possible que dans le cas de pores de geometric simple bien
connectes entre eux .

Reprenons la modelisation par un ensemble de capillaires de la figure 8.19a.
L'aire specifique Sv (surface interne des pores par unite de volume du milieu
poreux) d'un tel milieu est :

ou N est le nombre de capillaires sur la section S du milieu poreux. La
porosite 0 du milieu s'ecrit d'autre part :

A partir des deux relations precedentes, on trouve alors, pour 1'aire specifique
en fonction de la porosite :

En eliminant d entre les equations (8.111) et (8.114), on obtient :

La constante 1/6 provient de Putilisation d'une modelisation du milieu par
un ensemble de trois systemes de capillaires perpendiculaires deux a deux.
Un interet essentiel de la relation de Kozeny-Carman est le fait que, pour des
milieux poreux reels formes de grains ou de poudres empiles ou comprimes, 6T
peut 6tre remplace par une valeur experimentale presque constante de 1'ordre
de 5. Cette approche n'est cependant utilisable que pour des grains et des
empilements de geometries simples, lorsque les tallies des pores ne varient pas
dans de trop larges proportions.

Par ailleurs, on peut remplacer la quantite Sv dans 1'equation (8.115) par
la surface de paroi de pores par unite de volume de solide S'v = Sv/(l — 0).
La deuxieme forme est particulierement interessante lorsqu'on a affaire a des
grains identiques de forme simple, car S'v represente le rapport surface/volume
des grains individuels. Ainsi, pour un empilement poreux de grains spheriques
de diametre Z), S'v — 6/D et on obtient la relation dite d'Ergun :

Dans 1'exemple d'un empilement de grains spheriques de diametre
D = 100 //m et de porosite 0 = 0,4 (correspondant a une compacite de 60 %),
on trouve K « 10~n m2.
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8.6.5 Relations conductivite electrique — permeabilite
des poreux

Nous utilisons ici une approche differente de 1'evaluation de la permeabilite
des milieux poreux, applicable a une plus large gamme de materiaux reels ou
les geometries des pores et des chemins d'ecoulement sont plus complexes.
Dans cette approche, on cherche a etablir des relations entre la permeabilite
et la conductivite electrique du materiau sature d'un fluide conducteur.
Cette derniere est egalement sensible, bien que d'une maniere differente de
la permeabilite, aux variations de structure et d'ouverture des canaux qui
traversent le milieu.

Modelisation simplifiee de la permeabilite et de la conductivite
electrique

Nous schematisons le milieu poreux (Fig. 8.22) sous la forme de grains
de taille caracteristique a (qui est aussi de 1'ordre de la longueur des
canaux), dont les surfaces sont separees par une distance caracteristique d (qui
represente le diametre des canaux). Cette approche a des points communs
avec les modeles de capillaires decrits precedemment (elle est meme plus
simple, car on ne fait pas intervenir explicitement la tortuosite) : elle en
differe par 1'introduction de ces deux echelles de taille au lieu d'utiliser des
tubes de longueur infinie.

FIG. 8.22 - Representation schematique d'un milieu poreux constitue de grains
de taille a (a represente la longueur caracteristique des canaux du milieu
poreux), dont les surfaces sont separees par une distance d, qui represente
le diametre des canaux.

Evaluons maintenant la relation entre la permeabilite du milieu poreux et
sa conductivite electrique ou, plus precisement le rapport de la conductivite
electrique a/ du fluide remplissant les canaux du milieu poreux a celle ap

du milieu poreux. Au lieu d'utiliser directement les parametres ap et cr/, on
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introduit le facteur de formation F du milieu qui est defini par la relation :

Evaluons maintenant F dans la geometric de la figure 8.22. En utilisant les
relations (8.88) et (8.89) et en considerant que la section a prendre en compte
pour la conduction electrique globale du milieu poreux est Sp ~ a2, et celle
a prendre en compte pour la conduction dans les canaux est Sc « d2, nous
obtenons :

Par ailleurs, d'apres la relation (8.108), le debit a travers les canaux est de
1'ordre de 5Q % (l/r/XAP/a) d4. A partir de la loi de Darcy (relation (8.91)),
on obtient, pour la permeabilite :

En combinant les deux relations precedentes, on obtient les expressions
suivantes du facteur de formation et de la permeabilite en fonction des deux
longueurs a et d :

et

Nous aliens maintenant explorer deux approches pour utiliser ces relations :
dans la premiere, on determine une ouverture caracteristique dc des canaux,
par une mesure physique auxiliaire ; dans la seconde, on utilise des milieux
poreux formes de grains de taille a connue et peu variable mais de degres de
compaction (et done de porosites) differents.

Remarque Notons que, dans la discussion precedents, on applique la loi de Darcy
sur un cube de taille d, qui est ainsi implicitement considere comme un volume
elementaire representatif sur lequel on peut definir des variables macroscopiques
comme K et F. Malgre cette approximation injustifiable pour les poreux
heterogenes, nous verrons plus bas que les relations obtenues sont utilisables sur
certains de ces derniers. Cela montre la nature de type his d'echelle des equations
(8.118 et 119) dont le principal interet est de predire le type de dependance
des coefficients de permeabilite et conductivity electrique par rapport aux tallies
caracteristiques de la structure du milieu, sans fournir de valeur numerique des
coefficients.
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Determination d'une taille caracteristique de canaux
par porosimetrie

Dans cette approche, due a Katz et Thomson, on evalue une valeur
caracteristique de d par une technique voisine de la porosimetrie au mercure
que nous decrirons plus en detail a la section 8.6.6. La mesure consiste a faire
le vide dans 1'echantillon et a injecter du mercure par une de ses faces sous une
pression contr6lee et tres lentement croissante (la vitesse de deplacement du
liquide est done tres faible, et les gradients de pression associes negligeables).
On determine alors, par mesure de resistance electrique, la pression minimum
pc pour laquelle un chemin continu de mercure s'etablit a travers 1'ensemble
de 1'echantillon.

Le mercure, fluide non mouillant, penetre d'autant plus difficilement a
travers les canaux qu'ils sont de plus faible ouverture : il passe done par
les chemins les plus faciles, c'est-a-dire ceux qui empruntent les canaux les
plus ouverts. Sur le chemin le plus facile, la pression pc correspond au pore
le plus etroit representant le « verrou » qu'il faut ouvrir avant de traverser
tout 1'echantillon. pc est done la pression capillaire associee a 1'ouverture dc

de ce pore, et nous verrons plus loin que pc et dc sont relies par 1'equation
(8.123). La longueur dc ainsi determinee est bien adaptee comme ouverture
caracteristique a utiliser dans les expressions (8.118a & b) de la conductivity
electrique et de la permeabilite. La conductance electrique (ou hydraulique)
d'un chemin donne a travers 1'echantillon est en effet determinee par les
passages les plus etroits (ceux sur lesquels la chute de potentiel electrique ou
de pression sera la plus forte). La conductance globale de plusieurs chemins
en parallele est au contraire determinee par les plus faciles d'entre eux, par
lesquels passe la plus large part du courant electrique (ou du debit de fluide).
C'est done, comme pour la mesure de penetration de mercure, le passage
le plus etroit sur les chemins les plus faciles qui controle ces proprietes de
transport. On s'attend done, en elevant au carre la relation (8.119a) a avoir :
dl w FK.

On verifie ce resultat sur la figure 8.23 qui presente des mesures
de permeabilite effectuees sur un large ensemble d'echantillons de roches
poreuses. Les differents points representent la permeabilite calculee a partir de
la relation (8.119a) (K w (ap/af}d2

c] en fonction de la permeabilite mesuree.
L'ajustement represente par la ligne continue correspond a la relation :

On constate que la relation est verifiee, a un facteur 2 pres, sur une tres large
gamme de valeurs de permeabilite (1 a 108) et pour des echantillons d'origine,
de mineralogie et de porosite tres variables.

Remarque Le type d'analyse que nous avons faite en utilisant la notion de taille
critique dc pour les canaux est utilisee pour d'autres problemes de transport dans
les milieux heterogenes, comme par exemple la conductivite electrique de solides
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FIG. 8.23 - Permeabilite calculee a partir de la relation (8.119a) en fauction
de sa valeur mesuree sur un grand nombre de milieux poreux d 'origine variee.
La droite represente Vajustement avec la relation (8.120) (d'apres les travaux
de Katz et Thompson).

tres heterogenes. L'idee est que, pour un systeme dont un parametre varie tres
fortement d'un point a un autre du milieu (la resistance d'un reseau d'elements
conducteurs de resistances individuelles tres diverses), la conductivite globale est
peu sensible aux elements tres bons conducteurs ; ils agissent en effet localement
comme des courts-circuits. II en est de meme pour les elements du reseau qui sont
mauvais conducteurs, ils participent faiblement a la conductivite globale car ils sont
en general court-circuites par des elements plus conducteurs. Ce sont les elements
de resistance intermediate, mais en nombre suffisant pour former un chemin continu
a travers 1'echantillon, qui determinent la conductivite de 1'ensemble.

Materiaux de taille de grain donnee et de porosite variable

Cette approche basee sur la seconde relation (8.119b) utilise la taille des grains
comme echelle de longueur caracteristique. Sa portee est moins generate et elle
est surtout interessante pour comparer des series de materiaux formes des memes
grains, mais de porosite variable. Ce sont par exemple des echantillons de roches
de meme provenance geologique, mais plus ou moins compactes ou preleves a des
profondeurs variables : lors de la compaction, la taille a des grains reste presque
inchangee, et c'est 1'intervalle entre eux (la longueur d} qui est reduit.

II en est de meme lorsqu'on compare les permeabilites d'echantillons plus ou
moins frittes (et done de porosites differentes) obtenus par chauffage et compression
de grains de taille a identique ; d'apres la relation (8.119b), on s'attend alors a
une variation en l/F2 de la permeabilite K en fonction du facteur de formation
F. Les resultats d'une serie d'experiences de ce type, realisees sur des milieux
poreux constitues de billes de verre de meme diametre a, pour differents taux de
frittage, sont donnes, a la figure 8.24. La variation lineaire avec une pente —2 du
logarithme de K avec le logarithme de F montre que K varie en l/F2. Si, de
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FIG. 8.24 - Dependance de la permeabilite exprimee en millidarcys d'un milieu
poreux constitue de billes de verre frittees par differents diametres de billes,
en fonction du facteur de formation F = af /ap, pour des echantillons de
differentes tailles de billes. Le graphique est en coordonnees logarithmiques
(d'apres les travaux de P. Z. Wong, J. Koplik et J. Tomanic).

plus, la permeabilite K est normalisee par le carre a2 de la taille des billes, alors la
permeabilite K suit une loi universelle de la forme :

L'accord avec la prediction donnee par 1'equation (8.119b) est done excellent.
Precisons toutefois que ces resultats sont valables pour des degres de frittage
moderes, qui correspondent a des porosites 0 de 10 % a 40 %. Pour des porosites
plus faibles, les effets de bras morts (pores fermes) alterent la validite du modele.

8.6.6 Ecoulement de fluides non miscibles
dans les milieux poreux

Ce type d'ecoulement se rencontre lorsque deux fluides (ou plus)
non miscibles sont simultanement presents dans un milieu poreux. En
hydrogeologie, c'est le cas des sols poreux contenant de 1'eau et de 1'air, de la
recuperation assistee du petrole (melange eau et huile) et dans 1'experience de
porosimetrie a mercure, citee plus haut. II convient alors de tenir compte a la
fois des pertes de charge dans chacune des phases dues aux ecoulements, ainsi
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que des effets capillaires resultant de la presence d'interfaces courbes entre les
deux fluides. L'importance de ces deux phenomenes peut etre mesuree par
la quantite sans dimension Ca = rjv/'j— le nombre capillaire -, qui evalue le
rapport des effets de la viscosite et de la pression capillaire, et qui a deja ete
rencontre au chapitre 4 (section 4.8.1).

Nous presenterons d'abord 1'approche la plus classique, celle du modele
de permeabilites relatives, utilisable lorsque les gradients de pression
visqueux jouent un role important et que la distribution des deux
phases dans les sections du materiau poreux est relativement homogene.
Cette approche generalise la loi de Darcy en conservant 1'utilisation de
variables macroscopiques (definies par moyennage sur un volume elementaire
representatif) pour caracteriser la distribution et le deplacement des fluides.
Nous presenterons ensuite quelques problemes associes a Faction des forces de
capillarite, et quelques cas experimentaux ou elles jouent un role dominant.
Dans ce cas, les phenomenes observes sont tres differents suivant que le fluide
initialement present est progressivement chasse par un fluide qui mouille moins
bien le materiau (processus de drainage), ou par un fluide qui le mouille mieux
(processus d'imbibition).

Modeles de permeabilite relative

Analysons par exemple la penetration par de 1'eau d'un echantillon
cylindrique initialement sature d'huile (Fig. 8.25). Un premier parametre
important est la saturation en eau Se du materiau poreux definie comme la
fraction du volume des pores occupee par 1'eau. On definit de meme une
saturation en huile Sh (si les pores sont completement satures et qu'aucun
autre fluide n'est present on a Sh + Se = !)• Se et Sh, ainsi que les
vitesses debitantes locales vse et vsh respectives d'huile et d'eau, sont definies
par moyennage sur un volume elementaire representatif, et varient lorsqu'on
s'eloigne de la face d'injection. Au centre, il y a un domaine ou les deux
phases eau et huile sont continues ; aux deux extremites, seule la phase eau
ou la phase huile est continue.

FIG. 8.25 - Schema de principe du deplacement d'huile par de 1'eau dans un
milieu poreux.
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On definit a une distance x donnee, des coefficients appeles permeabilites
relatives moyennes kre et krh par :

et

ou K est la permeabilite moyenne de Darcy telle qu'on la mesurerait s'il
n'y avait qu'une seule phase. Qe et Qh sont les debits d'eau et d'huile
et A la section de 1'echantillon. Cette approche generalise la loi de Darcy
de la maniere la plus simple possible, et prend en compte la presence des
deux fluides en introduisant simplement les deux coefficients multiplicatifs
supplement air es kre et krh- Les viscosites et les densites de 1'eau et de 1'huile
sont r j e , p e , rjh et ph et les pressions pe et ph dans 1'eau et 1'huile peuvent etre
differentes en raison de la difference de pression capillaire de part et d'autre
des menisques d'interface eau-huile. Les formules (8.122a et b) incluent
les variations de pression dues aux gradients de pression hydrostatiques
qui sont differentes dans la phase eau et la phase huile. Ces equations
supposent implicitement qu'il y a une distribution homogene d'eau et d'huile
a 1'echelle du volume de moyennage sur lequel on definit Se ainsi que les
debits Qe et Qh- Cette condition sera tres difficile a verifier dans les milieux
poreux heterogenes, ou en presence d'instabilites hydrodynamiques dues, par
exemple, aux differences de viscosite entre les deux fluides.

Dans la pratique, on suppose souvent egalement que les permeabilites
relatives kre et krh ne dependent que de la saturation locale Se et
non de 1'histoire de 1'ecoulement. II est alors possible de determiner
experimentalement kre et krh en fonction de 5e, en mesurant en fonction
du temps les quantites d'eau et d'huile qui sortent de 1'echantillon au cours
du deplacement, ainsi que la variation temporelle de la difference de pression
entre ses extremites. Cette hypothese tres simplifiee n'est generalement pas
verifiee, en particulier si on compare une premiere invasion d'un echantillon
initialement sature d'un seul fluide avec des invasions realisees apres plusieurs
injections de 1'un et 1'autre fluide. Aussi les mesures de permeabilite relative
de routine sont-elles toujours effectuees avec une procedure experimental bien
determines, de fagon a fournir des resultats comparables d'un materiau a un
autre.

La figure 8.26 montre 1'allure typique de la variation de kre et krh avec la
saturation Se. On constate que kre s'annule pour une valeur finie Sei non nulle
de la saturation Se : cela signifie que les gouttes ou les films d'eau presents a
des saturations en eau plus faibles ne forment pas un chemin continu a travers
1'echantillon et ne peuvent done pas etre mis en mouvement sous des gradients
de pression faibles. De meme, il faudra une saturation minimale 1 - Shi en
huile pour avoir un chemin continu d'huile et pour pouvoir mettre de 1'huile en
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FIG. 8.26 - Variation typique des permeabilites relatives pour I'eau kre et pour
I'huile krh en fonction de la saturation relative en eau dans I'espace des pores
Se. Les saturations residuelles en eau et huile sont Sei et Shi-

mouvement sous une faible difference de pression. La notion de permeabilite
relative, malgre sa nature empirique, permet de rendre compte, en particulier,
des profils des fronts d'invasion lorsqu'un fluide en chasse un autre a 1'interieur
d'un massif poreux.

Effets de rnouillabilite dans les ecoulements diphasiques en milieux
poreux

Nous nous plagons dans la situation courante ou le nombre capillaire
Ca est assez faible pour que les effets capillaires deviennent importants, ou
m6me dominants. Nous partons d'une situation ou une phase unique remplit
completement - sature - I'espace des pores. Deux situations se rencontrent,
comme nous 1'avons dit plus haut.

4 Drainage
Le fluide present est progressivement chasse par un autre, mouillant

moins bien le materiau. Ce sera le cas d'une roche saturee d'eau que Ton
chasse par de 1'air sous pression, ou de mercure qu'on force sous pression,
dans un milieu poreux initialement vide de fluide. Nous etudierons plus
particulierement ce dernier cas, qui correspond a la technique de porosimetrie,
tres utilisee en pratique et deja evoquee plus haut (section 8.6.5). Par suite du
caractere non mouillant du mercure, pour vaincre les forces de capillarite il est
necessaire d'appliquer une surpression Ap verifiant pour un pore cylindrique
de diametre d :

ou cos 9 est I'angle de mouillage et 7 la tension superficielle du mercure (si
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le menisque est une calotte spherique se raccordant aux parois avec un angle
0 son rayon de courbure est en effet R = d/(2.cos 9) et Ap est donnee par
1'equation de Laplace (1.56)).

Remarque Lorsque 1'echantillon a ete evacue au depart, la surpression Ap
coincide avec la pression de fluide injecte, et on confond souvent les deux grandeurs.
Ce n'est pas le cas si le poreux est initialement sature d'un fluide compressible, dont
la pression variera d'ailleurs au fur et a mesure de 1'invasion.

Dans la technique de porosimetrie proprement dite, on mesure la variation
du volume de mercure penetrant dans 1'echantillon en fonction de la
surpression appliquee : la vitesse d'injection est choisie tres faible, pour que
1'influence des forces de viscosite soit negligeable et que seules les forces
capillaires interviennent. Dans 1'interpretation elementaire de la mesure,
on considere que le volume envahi pour une surpression Ap represente le
volume total des pores de taille superieure a la valeur de d reliee a Ap par
1'equation (8.123). Cette vision est cependant trop simplifiee (et n'est pas
verifiee quantitativement par des comparaisons avec 1'analyse d'images du
poreux).

FIG. 8.27 Representation schematique de la penetration d'un fluide non
mouillant a I'interieur d'un milieu poreux rempli initialement d'un fluide
mouillant.

On peut comprendre la raison de ce desaccord sur le schema de la
figure 8.27 qui represente schematiquement la distribution des fluides a
une etape de 1'invasion, ainsi que les interfaces qui separent la phase non
mouillante (JVM, ici le mercure) et la phase mouillante (M, ici le vide).
Lorsqu'on augmente lentement la surpression Ap, le fluide A^M deplace
progressivement le fluide M d'un certain nombre de pores, a condition que
ceux-ci aient un diametre d superieur a celui donne par la relation (8.123)
et qu'ils soient connectes au front d'invasion ou a un des bords du milieu
poreux. La progression du front s'effectue toujours sur les pores de plus
grand diametre. La fraction du poreux saturee de fluide NM augmente done
avec Ap, mais les pores et les canaux, meme de grande ouverture, qui ne sont
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connectes ni au front, ni a la paroi de 1'echantillon, ne peuvent etre envahis.
En revanche, des volumes importants de poreux restant vides peuvent etre
brusquement remplis, des qu'un canal etroit bloquant le passage vers eux est
lui-m£me envahi. Ainsi, a une pression donnee Ap, une part significative
des plus grands canaux restera vide ce qui rend complexe 1'interpretation
quantitative des mesures de porosimetrie.

La description du processus d'invasion tres lente d'un poreux par un fluide non
mouillant est un exemple particulier du phenomene general de percolation. Ce
concept a ete invente en premier sur 1'exemple d'un filtre initialement constitue de
canaux ouverts interconnected, que 1'on bouche 1'un apres 1'autre progressivement
et au hasard. Le seuil de percolation correspond au moment ou la permeabilite
s'annule. Ce dernier exemple est en quelque sorte le complementaire de 1'exemple
d'invasion decrit plus haut qui correspondrait au cas du debouchage progressif d'un
filtre totalement bouche au depart. Dans le cas de porosimetrie a mercure, il s'agit
bien d'etablir de plus en plus de liens accessibles au fluide NM - le mercure - jusqu'a
ce que la permeabilite & ce fluide apparaisse. Le phenomene de percolation s'inscrit
dans la famille des phenomenes critiques, caracterises par le fait que les proprietes
au voisinage du seuil (par exemple la conductivity electrique ou la permeabilite)
sont independantes des details locaux et universelles.

4 Imbibition

II s'agit de 1'operation inverse du drainage : un fluide mouillant bien
le poreux remplace spontanement un fluide moins mouillant qui remplissait
initialement le materiau. II s'agira par exemple de la penetration de 1'eau
(fluide mouillant) dans un poreux rempli d'air (fluide non mouillant), ce qui
correspond bien a la definition courante du mot imbibition. Si, au contraire,
on avait laisse 1'eau s'ecouler par gravite a partir d'un filtre rempli d'eau, on
aurait un phenomene de drainage, ou 1'air moins mouillant pousse par gravite
1'eau vers le bas.

Dans le cas de la recuperation assistee du petrole, il s'agit de deplacer par
de 1'eau une partie de 1'huile presente dans les roches reservoir (Phuile peut
souvent en effet etre consideree comme le fluide le moins mouillant). Ici, ce
sont les pores de plus grand diametre qui sont les plus difficiles a remplir par
le fluide injecte.

Mentionnons qu'il existe frequemment des films continus du fluide mouillant
le long des parois d'un milieu poreux, qui jouent un role cle dans le phenomene
d'imbibition. Pour le cas du fluide non mouillant, des gouttes de ce fluide peuvent
apparaitre et se pieger au sein du milieu poreux. Elles representent une quantite
residuelle de fluide qui subsiste a 1'interieur du milieu.



Chapitre 9

Couches limites laminaires

LA NOTION de couche limite laminaire intervient lorsqu'on etudie les
ecoulements laminaires a grand nombre de Reynolds autour d'un solide.

Loin du corps, et tant que I'ecoulement incident n'est pas turbulent, les termes
deforces de viscosite de I 'equation du mouvement (equation de Navier-Stokes)
sont negligeables, et I'ecoulement a pratiquement le profil qui correspondrait
a celui d'un fluide parfait. Le raccordement entre la solution d'ecoulement
de fluide parfait et la condition de vitesse nulle sur les parois solides se fait
sur une zone appelee couche limite, d'epaisseur d'autant plus faible que le
nombre de Reynolds est grand. Dans cette region, les termes de viscosite et
de convection sont a prendre en compte simultanement. Ce chapitre est done
un complement necessaire a I 'etude du fluide parfait en ecoulement potentiel,
que nous avons presentee au chapitre 6.

Apres I 'introduction, nous etablirons, dans la section 9.2, la structure
de la couche limite, en comparant les effets de la viscosite et de la
convection. Celle-ci degage la notion d'une double echelle de longueur pour les
deplacements perpendiculaire et parallele a I'obstacle. Puis, une approche plus
fine dans les sections 9.3 et 9.4 nous permettra d'etudier de fac.on detaillee
la structure autosimilaire des ecoulements de couche limite. Nous evaluerons
ensuite, a la section 9.5, I'effet supplemental d'un gradient de pression dans
la direction de I'ecoulement lorsque I'obstacle n'est pas parallele a celui-ci.
Le phenomene de decollement de couche limite est une cause importante
de I'apparition d'ecoulements turbulents ; paradoxalement, I'existence d'une
turbulence dans la couche limite tend a limiter cet effet. La section 9.6 discute
quelques applications de la couche limite en aerodynamique. L'existence de
gradients de temperature ou de concentration au voisinage des parois d'un
objet, entraine I'existence de couches limites pour le transfert de chaleur
ou de masse (couplees a celles correspondant a la vitesse). La section 9.7,
qui traite ces problemes, a de nombreuses applications en genie thermique
et chimique. Enfin, la derniere section 9.8 considere le probleme du sillage
laminaire derriere un obstacle : celui-ci pent en effet etre considere comme
une couche limite qui n'est pas localisee pres d'une paroi solide.
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Dans un ecoulement laminaire a grand nombre de Reynolds
(Re = ULjv ^> 1) autour d'un solide, les termes de viscosite de 1'equation
du mouvement (Eq. (4.30)) ne sont a prendre en compte que dans une zone
de petite epaisseur appelee couche limite. La vorticite generee pres des
parois est ensuite entrainee dans un sillage en aval (Fig. 9.la). Nous verrons
par ailleurs en fin de chapitre que, en aval d'un corps solide, les gradients
de vitesse restent concentres dans une faible partie du volume total de
1'ecoulement. Ainsi, 1'etude des ecoulement de fluides parfaits se trouve-t-elle
justifiee a posteriori, puisque les profils d'ecoulement correspondants seront
utilisables presque partout : les effets de viscosite n'interviendront qu'a

(b)

FIG. 9.1 - (a) Couche limite et sillage laminaires le long d'un profil d'aile place
sous incidence nulle dans un ecoulement uniforme ; (b) couche limite decollee
de la surface d'un corps mal profile, avec presence d'un sillage important ;
dans ce dernier cas, la taille du sillage est du meme ordre de grandeur que
celle de I'objet (cliches H. Werle, ONER A).
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1'interieur de la couche limite au voisinage d'une paroi solide, ou dans le
sillage en aval du corps. La notion de couche limite represente ainsi le point
de liaison entre deux domaines importants de la mecanique des fluides :
1'etude des champs de vitesse de fluides parfaits en ecoulement potentiel
presentee au chapitre 6, et la determination pratique de 1'ecoulement de
fluides visqueux a un nombre de Reynolds fini.

Cette notion, due a L. Prandtl (1905), doit-etre adaptee dans plusieurs
situations pratiques :

4 ecoulements turbulents en amont du corps et/ou dans la couche limite ;
le transport convectif de quantite de mouvement joue alors un role
important et se substitue aux transferts diffusifs trans verses que Ton a
dans la couche limite laminaire. Les profils de vitesse d'ecoulement sont,
alors, considerablement modifies. II existe encore une couche limite,
mais turbulente ;

^ corps solides mal profiles : la couche limite n'existe alors que sur
une partie de la surface du corps, et un sillage turbulent de largeur
comparable a celle du corps apparait en aval de celui-ci ; cela correspond
au phenomene de decollement de couches limites, qui apparait a la
figure 9.1b. Dans ce cas, 1'ecoulement aval n'a plus rien a voir avec
celui d'un fluide parfait, et la dissipation d'energie ainsi que la force de
trainee sur le corps sont considerablement augmentees.

Nous nous limiterons ici a 1'etude des couches limites laminaires, a 1'interieur
desquelles le champ de vitesse ne varie que lentement dans le temps. Nous
reviendrons sur les caracteristiques propres aux ecoulements turbulents au
chapitre 11 (section 11.4.5).

9.2 Structure de la couche limite pres d'une
plaque plane dans un ecoulement uniforme

Considerons un ecoulement laminaire uniforme de vitesse U arrivant
parallelement a une plaque plane semi-infinie, d'arete parallele a 1'axe Oz
et perpendiculaire au plan de la figure (Fig. 9.2). Si la vitesse est assez
grande, 1'influence de la plaque ne se fera pas sentir en amont de 1'arete ; en
effet, les gradients de vitesse n'auront pas diffuse sur une distance appreciable
depuis 1'arete de la plaque avant d'avoir ete entraines par 1'ecoulement en
aval. II en resulte que, pres de 1'arete, les gradients de vitesse et la vorticite
seront concentres tres pres de la paroi. Comme dans le probleme de la
mise en mouvement d'une plaque plane parallelement a elle-meme, etudie au
chapitre 2 (section 2.1.2), les gradients de vitesse s'attenuent avec le temps ;
en effet, la distribution spatiale de vorticite s'elargit par diffusion visqueuse a
partir de la paroi sur une distance de 1'ordre de :
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FlG. 9.2 - (a) Developpement d'une couche Umite le long d'une plaque plane
semi-infinie, d'arete perpendiculaire en O au plan de la figure, et placet dans
un ecoulement uniforme de vitesse U. Les gradients de vitesse generes pres de
la paroi, par suite de la condition de vitesse nulle sur la surface, diffusent
perpendiculairement a la plaque, en me'me temps qu'il sont entrames par
I'ecoulement. Notons qu'ici nous avons dilate fortement I'echelle suivant Oy ;
(b) effet d'entree pour I 'ecoulement entre deux plaques planes semi-infinies
paralleles placees dans un ecoulement. Evolution du profil de vitesse avec la
distance x d I'arete des plaques.

ou v est la viscosite cinematique du fluide. Cependant, contrairement au
cas du probleme du chapitre 2, le fluide est, dans le meme temps, entraine
parallelement a la plaque avec une vitesse de 1'ordre de la valeur U assez loin
de la plaque. L'ordre de grandeur du temps t ecoule dans le referentiel du
fluide en mouvement, pendant que celui-ci se deplace d'une distance XQ vers
1'aval a partir de 1'arSte de la plaque, verifie done :

En reportant cet ordre de grandeur de t dans 1'expression de 5, on trouve que,
a une abscisse x0 par rapport a 1'arete, les gradients de vitesse sont concentres
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sur une distance a la paroi de 1'ordre de :

S(XQ) represente done 1'epaisseur de la couche limite sur laquelle a lieu la
transition entre 1'ecoulement de fluide parfait loin de la plaque et 1'ecoulement
pres de celle-ci ; ce dernier est controle par la viscosite (qui impose, en
particulier, la condition de vitesse nulle a la paroi). On a alors :

ou ReXQ est le nombre de Reynolds local obtenu en prenant la distance XQ
a 1'arete comme echelle locale de longueur. Ainsi, lorsque Rexo tend vers
1'infini, 1'epaisseur maximale de la couche limite devient tres faible devant la
taille caracteristique globale des parois. Ce resultat explique pourquoi, lorsque
le nombre de Reynolds tend vers 1'infini, le regime d'ecoulement externe non
turbulent d'un fluide visqueux se rapproche de celui d'un fluide parfait : en
effet, 1'epaisseur de la zone ou les effets de la viscosite se font sentir tend vers
zero. Cela ne veut pas dire pour autant que les effets d'une telle couche, meme
infmiment mince, soient negligeables, bien au contraire : en effet, a partir des
resultats etablis au chapitre 5 (section 5.3.1), on trouve que la dissipation
d'energie due a une variation finie de vitesse sur une couche d'epaisseur
infiniment faible est infinie. On parle ainsi de « perturbation singuliere »
pour decrire le passage a la limite (5 = 0).

Remarque L'epaisseur 8 de la couche limite, quand le nombre de Reynolds tend
vers 1'infini, joue un role analogue a la longueur d'onde de de Broglie, qui est la
petite echelle du probleme dans 1'approximation quasi-classique de la mecanique
quantique. Une telle correspondance a conduit Heisenberg a une description de la
turbulence aux tres grands nombres de Reynolds, a partir de la perturbation de la
solution de 1'equation du mouvement du fluide a nombre de Reynolds infini.

Nous verrons plus loin dans la section 9.4.4 que le contour de la couche
limite n'est pas une ligne de courant et que le debit a 1'interieur augmente
comme ^/XQ. De plus, si Rexo prend une valeur trop elevee, la couche limite
elle-meme devient instable et turbulente : les evaluations precedentes ne sont
plus valables, car le transport de quantite de mouvement par convection
turbulente fait augmenter 6 beaucoup plus rapidement que dans le cas
laminaire.

Un phenomene etroitement lie a 1'existence de la couche limite est 1'effet
de longueur d'entree, qui retarde le developpement d'un profil d'ecoulement
stationnaire pres de 1'ouverture amont d'une conduite. La figure 9.2b
schematise ce processus, dans le cas simple d'un ecoulement entre deux plaques
semi-infinies perpendiculaires au plan de figure et distantes de d. A une faible
distance XQ des aretes O et O' qui limitent les deux plaques, on a une vitesse
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presque uniforme entre les plaques avec un module egal a la valeur U en amont.
La transition avec la condition de vitesse nulle a la surface des plaques se fait
sur la faible epaisseur locale d(xo) de la couche limite. Au fur et a mesure
qu'on s'eloigne vers 1'aval, 1'epaisseur 5(x) augmente, et les deux couches
limites finissent par se rejoindre a une distance xi (Fig. 9.2b) : x\ represente
done la longueur necessaire pour que s'etablisse, entre les deux plans, le profil
de vitesse parabolique stationnaire que nous avons determine au chapitre 4
(section 4.5.3). Estimons cette distance x\ a partir de 1'equation (9.la) en
ecrivant que 6(xi) « d/1. On trouve :

ou Red est le nombre de Reynolds construit a partir de la vitesse U et de
la distance d entre plaques. On constate qu'on obtient le profil stationnaire
d'autant plus loin que Red est plus eleve (ainsi, pour un nombre de Reynolds
de 1'ordre de 100 ou 1000, la distance d'etablissement est de 1'ordre de 100
ou 1000 fois la distance d). Pour une conduite cylindrique, le comportement
est qualitativement le meme.

Remarque Un raisonnement du meme type permet d'analyser le profil de vitesse
derriere un obstacle aux nombres de Reynolds ou apparait une zone de recirculation
stationnaire (Fig. 2.8b). On peut ainsi justifier pourquoi la longueur L de cette zone
augmente proportionnellement au nombre de Reynolds.

9.3 Equations de mouvement dans la couche
limite - theorie de Prandtl

9.3.1 Equations de mouvement pres d'une plaque plane
Analysons 1'ecoulement bidimensionnel stationnaire dans le plan (xOy)

pres d'une plaque plane y = 0, pour un ecoulement exterieur potentiel U(x)
qu'on supposera parallele a la paroi. Les resultats que nous allons obtenir
resteront valables pour des parois courbes, dont le rayon de courbure est tres
superieur a 1'epaisseur 6 de la couche limite.

La dimension caracteristique dans la direction parallele a 1'ecoulement
est localement, en un point M donne, de 1'ordre de sa distance XQ a 1'arete
(Fig. 9.3). La dimension caracteristique, perpendiculairement a 1'ecoulement,
est 1'epaisseur locale de la couche limite S(XQ) qui est tres inferieure a XQ
(relations (9.1(a et b)). Tout le raisonnement qui suit est base sur 1'existence
de ces deux echelles de longueur tres differentes suivant les directions parallele
et perpendiculaire a la paroi.

L'ecoulement etudie etant bidimensionnel et incompressible, 1'equation de
conservation de la masse s'ecrit done :
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FIG. 9.3 - Geometric pour I'etude de la couche limite le long d'une plaque
plane placee dans un ecoulement de vitesse U(x) parallele a la plaque ; S(xo)
represente I'ordre de grandeur de I'epaisseur locale de la couche limite en un
point d'abscisse XQ en aval de Varete de la plaque.

ou u et v sont les composantes de la vitesse v du fluide respectivement dans
les directions x et y. L'equation (9.2) montre que la composante de la vitesse
perpendiculaire a la paroi est d'un ordre de grandeur inferieur a la composante
parallele avec :

On a egalement :

c)u
ce qui permet de negliger ce dernier terme. En revanche, le terme v—— est du

dy
du

meme ordre de grandeur que w—• En effet :

La faible valeur de v est compensee par la forte valeur du gradient du/dy dans
la direction normale a la paroi, suivant laquelle les echelles de longueur sont
les plus faibles.

Les composantes suivant Ox et Oy de 1'equation de Navier-Stokes
s'ecrivent done, en tenant compte de ces inegalites :

et
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On passe de 1'equation (9.4) a 1'equation (9.5) en remplagant dp/dx par dp/dy
et en substituant la composante v a u dans les trois autres termes ; comme v
est tres inferieur a w, ces trois termes seront d'un ordre de grandeur inferieur
aux termes correspondants de 1'equation (9.4). Les variations de pression
dans la direction y n'ont done qu'une influence negligeable sur le profil de
vitesse par rapport aux variations dans la direction x qui interviennent dans
1'equation (9.4). On prendra done :

Ce resultat est similaire a 1'absence de gradient de pression
perpendiculairement aux lignes de courant d'un ecoulement parallele,
propriete que nous avons demontree a la section 5.3.2 du chapitre 5 (ici
1'ecoulement n'est que quasi-parallele).

En dehors de la couche limite, les effets de la viscosite sont negligeables,
et on peut appliquer 1'equation de Bernoulli comme pour un fluide parfait,
soit :

En combinant la relation (9.4) avec 1'equation (9.9), on obtient :

Remarque Au bord de la couche limite, a la distance S(XQ) de la paroi, le terme
de transport de quantite de mouvement par convection u(du/dx] et le terme de
transport de quantite de mouvement par diffusion visqueuse v(d2u/dy2) sont du
meme ordre de grandeur. En effet u(du/dx) est de 1'ordre de (C/2/o:o), tandis que
v(d2u/dy2} verifie, pour y ~ S(XQ) :
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9.3.2 Transport de vorticite dans la couche limite
L'equation generale du transport de la vorticite dans un fluide newtonien

(Eq. (7.36)) s'ecrit :

Elle se simplifie dans le cas present, car seule la composante o;2 est non nulle :
le terme (w-grad) v est done mil et, par ailleurs 1'ecoulement est stationnaire.
On obtient done :

Cette equation exprime 1'equilibre entre les transports de vorticite par
convection et par diffusion. Les variations de uz associees a 1'etirement
des tubes de vorticite n'interviennent en effet pas, en raison du caractere
bidimensionnel de 1'ecoulement (nous avons analyse ces proprietes au
chapitre 7 consacre a 1'etude de la vorticite).

9.3.3 Autosimilitude des profils de vitesse dans la
couche limite, dans le cas d'une vitesse exterieure
uniforme et constante

Comme nous 1'avons deja vu plus haut, les echelles de longueur x0 et S(XQ)
parallele et perpendiculaire a la paroi sont tres differentes. II en est de meme
des echelles correspondantes de vitesse w(« U) et v w (U/\/Re). De plus, il
n'existe pas une seule echelle de longueur caracteristique valable pour tous les
points de 1'ecoulement. Nous utiliserons localement deux echelles de longueur
differentes :

4 la distance XQ a 1'arete de la plaque parallelement a celle-ci ;

4 1'epaisseur locale S(XQ) w \ —rr ~ —7= de la couche limite dans la
V U yReXo

direction y perpendiculaire a la paroi.

Ecrivons alors Pequation de Navier-Stokes, en utilisant un ensemble de
variables sans dimension (que nous notons par des « primes ») definies
a partir de ces deux echelles de longueur et des deux echelles de vitesse
correspondantes :

4 U parallelement a la plaque ;
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Nous avons alors :

Les equations (9.2) et (9.10) deviennent alors :

et

Nous nous sommes places dans le cas ou la vitesse U est constante a 1'exterieur
de la couche limite ; le terme U(x) (dU(x]/dx) est done nul, et dp/dx = 0
d'apres la relation (9.9).

On constate que le terme de transport de quantite de mouvement par
viscosite joue, dans la relation (9.15), un role aussi important que les termes
convectifs, ce qui correspond bien a la realite physique. Ce n'est pas le cas
pour la limite, a nombre de Reynolds infini, de 1'equation de Navier-Stokes
sans dimension obtenue en utilisant une seule echelle de longueur ; en effet,
on aboutit alors simplement a 1'equation d'Euler des fluides parfaits etablie
au chapitre 4 (section 4.2.3). C'est 1'utilisation de deux echelles de longueur
differentes, perpendiculairement et parallelement a la paroi, qui permet de
tenir compte du role de la viscosite dans la faible epaisseur de couche limite
pres des parois.

Les solutions des equations (9.14) et (9.15) sont de la forme :

et

soit :
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Et :

ou

avec, h = \/X/XQ g. Les composantes u et v dependent, a priori separement,
des deux variables X/XQ et y/6(xo). Montrons que les fonctions / et h
ne peuvent pas faire intervenir independamment ces deux variables, mais
seulement une combinaison dans laquelle n'apparait pas XQ : le choix initial de
1'echelle de longueur XQ parallelement a la plaque etant arbitraire, la solution
finale du probleme ne saurait, en effet, en dependre. Formons la combinaison
sans dimension :

qui est independante de XQ.
On en deduit :

et

Un tel profil est dit autosimilaire \ la variation de la composante u de la
vitesse avec la distance y a la surface de la plaque est toujours la meme, a
un facteur d'echelle \JvxjU pres, lorsque la distance x a 1'arete de la plaque
change.

La notion de profil autosimilaire et la methode que nous avons utilisee sont
tres gene-rales. Nous avons deja rencontre un exemple de profil autosimilaire
au chapitre 2 (section 2.1.2 ) dans 1'etude de 1'ecoulement induit par la mise
en mouvement d'une plaque plane parallelement a elle-meme. Dans ce cas, le
profil de vitesse ne dependait que de la combinaison sans dimension y/^/vi, de
la distance y a la plaque et du temps £, qui est 1'analogue, pour ce probleme
instationnaire, de la distance x a 1'arete de la plaque pour la couche limite
stationnaire que nous etudions ici. Nous en verrons un autre exemple a la
fin de ce chapitre, ou nous etudierons la forme du profil de vitesse transverse
dans un sillage laminaire derriere un corps solide. On retrouve des profils
autosimilaires pour les jets et les couches de melange entre deux fluides de
vitesses differentes, aussi bien en regime laminaire qu'en regime turbulent.
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Remarque La propriete d'autosimilarite du profil de vitesse dans la couche
limite est observee des qu'il n'existe pas de longueur caracteristique dans le profil
de vitesse a 1'exterieur de la couche limite ; nous venons d'en voir un exemple
dans le cas de la plaque plane. Un autre exemple est constitue par la famille
d'ecoulements de la forme U(x) — Cxm qui correspond a 1'ecoulement au voisinage
d'un diedre, introduits au chapitre 6 (section 6.6.2.(iv)) et que nous retrouverons a
propos du comportement d'une couche limite en presence d'un gradient de pression
de 1'ecoulement exterieur (section 9.5.2).

9.4 Profils de vitesse dans les couches limites

9.4.1 Equation de Blasius pour un ecoulement exterieur
uniforme le long d'une plaque plane

On cherche a determiner 1'equation differentielle verifiee par le champ de
vitesse a 1'interieur de la couche limite, le long d'une plaque plane placee
dans un ecoulement uniforme de vitesse U, parallele a son plan. On exprime
pour cela la composante de vitesse u(x, y) en fonction de la variable reduite
#, introduite dans 1'equation (9.21) et du module U de la vitesse avec
(Eq. (9.22)) :

En reportant ces expressions dans les equations (9.2) et (9.10), valables dans
la couche limite, on obtient 1'equation dite de Blasius :

Demonstration Utilisons la condition d'incompressibilite (9.2) et exprimons la
variable y en fonction de x et de 6.

On a :

Par ailleurs :

En combinant ces deux equations, on obtient :
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d'ou, apres une integration par parties, par rapport £ 6 a x constant (on appelle £
la variable d'integration entre 0 et 9} :

La constante d'integration qui fixe les bornes de 1'integrale dans 1'expression de v
sera determinee plus bas a partir des conditions aux limites. Calculons les termes
de 1'equation (9.10) en remplagant v par 1'expression precedente :

On obtient alors :

en combinant les differents termes de 1'equation (9.10) que nous venons de calculer,
et en simplifiant par U2/x. Cela permet d'eliminer completement la variable x de
1'equation, et confirme la propriete d'autosimilitude (9 est en effet la seule variable
restante). Determinons maintenant les bornes d'integration dans les equations (9.28)
et (9.33) a partir des conditions aux limites a la surface de la plaque et a l'infini.
On a en effet :

et

et

La condition (9.34b) fixe les bornes d'integration dans 1'expression (9.28) de v, qui
devient :

De meme, ces conditions fixent les bornes de 1'integrale qui apparait dans
1'equation (9.33) : celle-ci prend alors bien la forme de 1'equation (9.24).
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9.4.2 Resolution approchee de 1'equation de Blasius
La derivee de 1'equation de Blasius (9.24) s'ecrit :

Pour 9 = 0, on a /(O) = 0 (condition (9.34a)) et, d'apres 1'equation (9.24),
/"(O) = 0 ; on en deduit que /"'(O) = 0. Ainsi, aux faibles valeurs de 0, la
variation de la composante de vitesse u parallele a la plaque en fonction de la
distance a celle-ci, reste pratiquement lineaire et peut s'exprimer sous forme
d'un developpement limite :

Reportons ce developpement dans 1'equation (9.36) et ecrivons 1'egalite des
termes d'ordre 9. On trouve :

Ainsi :

4 la concavite du profil f(0) est dirigee vers 1'amont de 1'ecoulement
(Fig. 9.4) ;

^ meme pour une valeur de 9 aussi elevee que 2, la correction relative bO3

par rapport a une variation lineaire est seulement de 1'ordre de /'(0)/6.

Dans la limite opposee des grandes valeurs de 0, f(0) tend vers 1 (Eq. (9.34c))
et JQ /(£)d£ devient de 1'ordre de 9. I/equation de Blasius (9.24) tend done
vers la forme limite :

En integrant cette expression, on trouve que /'($) est de 1'ordre de Ke~8 /4.
Ainsi, le profil fO) rejoint exponentiellement sa valeur asymptotique 1 : des
que 9 vaudra 4 ou 5, /'(#) sera en effet de 1'ordre de quelques milliemes.
Ce resultat confirme toute la valeur de la notion de couche limite : des
qu'on s'eloigne de la paroi, on retrouve pratiquement 1'ecoulement uniforme
exterieur. En combinant les deux limites precedentes (9 —> 0 et 9 —> oo),
on peut predire que /(#) passera d'une maniere abrupte d'une variation
lineaire a sa valeur asymptotique. On retrouve ce resultat par une integration
numerique de 1'equation de Blasius, dont le resultat apparait a la figure 9.4.
On obtient :
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FIG. 9.4 - Forme de la variation de la composante de vitesse parallele a la
plaque en fonction de la coordonnee sans dimension 0, qui correspond a la
distance y perpendiculaire a la plaque normalisee par une longueur construite
avec la variable x.

Dans le cas des ecoulements de couches limites turbulentes, nous verrons au
chapitre 11 que la vitesse rejoint plus lentement sa valeur asymptotique.

Evaluation simple de la pente /'(0) du profil de vitesse au voisinage
de la plaque :

L'ordre de grandeur de la valeur /'(O) de la pente a 1'origine peut etre trouve a
partir du developpement approche de la formule (9.37). Celui-ci predit une variation
initiate tres lineaire, suivie d'un arrondi brusque (correspondant au coude du profil
presente sur la figure 9.4), apres lequel f(9) atteint un maximum pour une valeur
9m obtenue en derivant la relation (9.37) par rapport a 0 :

La valeur maximale de f(9) correspondante devra etre proche de 1 (la valeur
asymptotique est rejointe tres rapidement - exponentiellement - par le profil de
vitesse apres le coude). On a done, en premiere approximation :

en remplagant 9m par sa valeur 1'equation (9.40) on trouve :

qui sont deux approximations tres acceptables des resultats de 1'integration
numerique donnes plus haut.

La resolution de 1'equation de Blasius (9.24) est un bon exemple
de probleme de raccordement entre des solutions simples, mais valables
uniquement dans des domaines limites (ici # < C l e t # ^ > l ) . Cette methode,
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dite de mccordement asymptotique, est tres generate en mecanique des fluides.
Nous en avons vu un autre exemple au chapitre 8 (section 8.4.4) avec les
ecoulements a petit nombre de Reynolds autour d'une sphere. II s'agissait
alors de raccorder la solution de 1'equation de Stokes valable pres de la sphere,
avec celle de 1'equation d'Oseen utilisable a grande distance.

9.4.3 Force de frottement sur une plaque plane
dans un ecoulement uniforme

Pour un ecoulement suivant Ox, la valeur a la distance x de 1'arete de la
force de frottement par unite de surface, sur la surface de normale orientee
suivant y (ny = 1, nx — nz = 0), est la composante de la contrainte :

ou, en faisant apparaitre un terme de la forme p t/2, homogene a une pression :

Pour obtenir la force totale exercee par le fluide sur la plaque, nous integrons
cfxy par rapport a x sur 1'ensemble des deux faces de la plaque plane (longueur
L dans la direction de 1'ecoulement, largeur unite). On trouve

Construisons un nombre de Reynolds (Re^ = UL/v) a partir de la dimension
caracteristique L de la plaque dans la direction de 1'ecoulement et prenons

/'(O) ~ o- Nous obtenons alors :
O

Le coefficient de trainee Cd est obtenu en normalisant la force par unite de
surface par le produit de la pression dynamique (1/2pU 2) et par la surface
en contact avec le fluide (2L). D'ou :

Cette variation du coefficient Cd en l/\/R&L est plus lente que la variation en
1/ReL, obtenue dans le cas des ecoulements aux petits nombres de Reynolds,
dans lesquels le transport est assure par diffusion visqueuse (chapitre 8,
formule (8.18)). Le transport de quantite de mouvement par diffusion
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visqueuse est en effet concentre dans la faible epaisseur de la couche limite
et est favorise par la presence de gradients de vitesse plus importants que
lorsque le nombre de Reynolds est tres inferieur a 1'unite. En revanche, la
variation est plus rapide que pour les ecoulements turbulents (chapitre 11) :
dans ce dernier cas, le transport convectif domine, la force est proportionnelle
au carre de la vitesse, et Cd est approximativement constant.

9.4.4 Epaisseurs de couche limite
Nous avons demontre que, en presence d'un ecoulement de vitesse U,

1'epaisseur de la couche limite varie comme \Jv x/U'. Pour preciser
le coefficient de proportionnalite, la definition la plus simple consiste a
prendre 1'epaisseur de couche limite 5 egale a la valeur de y pour laquelle
f ( 6 ) = u(y)/U a une valeur donnee. Ainsi <5o.99 (correspondant a u/U = 0,99)
verifie :

Nous donnons par la suite deux autres definitions de 1'epaisseur d'une couche
limite, dont 1'expression ne differe de celle donnee precedemment que par un
facteur numerique.

(i) Epaisseur de deplacement d*
Cette definition plus universelle correspond au deplacement 5* des lignes de

courant de 1'ecoulement potentiel exterieurement a la couche limite. Ce deplacement
varie avec la distance a 1'arete de la plaque dans la direction de 1'ecoulement. Pour
evaluer la quantite 5*, ecrivons la variation du debit volumique a 1'interieur d'un
tube de courant de largeur unite suivant la perpendiculaire au plan de la figure 9.5,
et d'epaisseur D en amont de la plaque (D doit etre tres largement superieur a 5*) :

Si D est assez grand, on peut considerer que (it — C7) est egal a 0 au-dela de la
distance (D + 5*) et admettre 1'egalite :

La relation (9.47) devient alors, si 1'ecoulement est uniforme :

soit :
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FIG. 9.5 - Evaluation de I'epaisseur de la couche limite le long d'une plaque
plane, a partir du deplacement 6* des lignes de courant de I'ecoulement
exterieur a la couche limite (I'echelle verticale est fortement dilutee).

On obtient ensuite numeriquement :

(ii) Epaisseur de quantite de rnouv.ement 8**
De maniere analogue a I'epaisseur de deplacement, on peut definir des epaisseurs

de couche limite a partir de la variation de quantite de mouvement a Pinterieur d'un
tube de courant ou a partir de la variation d'energie cinetique. Ainsi :

9.4.5 Stabilite hydrodynamique d'une couche limite
laminaire - Couches limites turbulentes

Dans ce chapitre, jusqu'a present, nous avons defini des nombres de
Reynolds avec, comme echelles de longueur, les distances dans la direction
de I'ecoulement. Nous avons ainsi utilise Rexo = Ux^jv et Re^ = UL/v,
ou XQ et L sont respectivement la distance locale a 1'arete de la paroi et
la longueur totale de celle-ci suivant I'ecoulement : les criteres ReXo ^> 1
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et REL ^> 1 doivent etre verifies pour que 1'epaisseur 6 de la couche limite
soit faible devant XQ et L. La stabilite d'une couche limite laminaire est, en
revanche, determinee par la valeur d'un nombre de Reynolds local qui utilise
1'epaisseur de la couche limite comme echelle de longueur (de meme, pour
determiner si dans un tube 1'ecoulement est laminaire ou turbulent, on prend
pour longueur caracteristique dans le nombre de Reynolds le diametre du tube
et non sa longueur). On definit par exemple :

Ce nombre augmente comme la racine carree de la distance x a 1'arete. Aussi,
meme a des vitesses d'ecoulement elevees, les instabilites hydrodynamiques
n'apparaitront qu'au-dela d'une certaine distance de 1'arete. Elles prendront
la forme d'oscillations regulieres de la vitesse dans le plan xy puis
de fluctuations tridimensionnelles. Au-dela d'une certaine amplitude des
fluctuations, des zones turbulentes apparaissent. A vitesse encore plus
elevee, 1'ensemble de la couche limite presente des fluctuations rapides de la
vitesse locale instantanee. Nous etudierons au chapitre 11 (section 11.4.5) les
caracteristiques de ces couches limites turbulentes ou, des qu'on s'eloigne un
peu de la plaque, le transport de quantite de mouvement n'est plus effectue
par la viscosite, mais par les fluctuations turbulentes de la vitesse.

9.5 Couche limite laminaire en presence
d'un gradient de pression externe :
decollement des couches limites

9.5.1 Analyse physique simplifiee du probleme
Supposons que la vitesse de 1'ecoulement potentiel exterieur U(x) decroisse

avec la distance x en aval de 1'arete de la paroi, comme, par exemple, dans
le cas d'un ecoulement divergent. En dehors de la couche limite, la pression
p(x) augmente avec la distance, car le gradient de pression dp/dx dans cette
direction verifie 1'equation de Bernoulli (voir Eq. (9.9)) :

Par ailleurs, comme, d'apres 1'equation (9.6), les variations de pression dans
la direction transverse sont negligeables, on retrouve le meme gradient de
pression longitudinal a 1'interieur de la couche limite. Ainsi, dans les zones de
faible vitesse pres de la paroi, la dynamique des elements de fluide resulte de
deux influences opposees : d'une part, le gradient de pression dp/dx positif
freine leur deplacement et, d'autre part, 1'apport de quantite de mouvement
par diffusion visqueuse a partir des zones de plus grande vitesse les accelere.
Si le gradient de vitesse dU/dx est suflisamment grand en valeur absolue,
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on aura done renversement local du sens de 1'ecoulement pres de la paroi. Ce
phenomene est appele decollement des couches limites. Dans le cas oppose
d'un gradient de vitesse positif vers 1'aval, le gradient de pression dp/dx
correspondant est negatif; le fluide proche de la paroi est accelere et la couche
limite s'amincit.

9.5.2 Profils de vitesse autosimilaires - ecoulements
de la forme U(x) = Cxm

Au chapitre 6 (section 6.6.2(iv)), nous avons vu que le potentiel complexe
f ( z ) — C zm+l decrit 1'ecoulement le long de deux demi-plans solides formant
entre eux un angle 7r/(ra + 1). Le long du plan 9 = 0, la vitesse se reduit a sa
composante radiale :

ou le rayon vecteur r est egal, dans le plan, a la distance x a 1'arete de Tangle.
Ainsi, en prenant une variation de vitesse U(x) — Cxm juste a 1'exterieur
de la couche limite, nous pouvons analyser le comportement de celle-ci pour
1'ecoulement autour d'un angle entre plans. Nous aliens commencer par etablir
1'equation differentielle verifiee par le champ de vitesse dans la couche limite ;
ce sera dans ce cas 1'analogue de 1'equation de Blasius pour un ecoulement
exterieur uniforme.

Equation de Falkner—Skan

Suivons une demarche calquee sur celle utilisee dans le cas de 1'ecoulement
uniforme (section 9.4.1) ; on trouve que la combinaison des variables
sans dimension, X/XQ (x — distance a l'ar£te du diedre) et y/\/V U(XQ)/XQ
(y — distance au plan), qui ne depend pas de la distance locale XQ a 1'arete
est :

Ecrivons les differents termes de 1'equation (9.10) a 1'aide de la
variable 9 : nous trouvons alors 1'equation differentielle verifiee par le rapport
M(X, y]/U(x) de la composante de vitesse parallele au plan a la vitesse
exterieure U(x) :

Cette equation est appelee equation de Falkner-Skan. Elle redonne bien
1'equation de Blasius (9.24), dans le cas particulier m = 0.
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Profils de vitesse dans la couche limite

En resolvant numeriquement 1'equation de Falkner-Skan , on trouve des
profils de vitesse du type represente a la figure 9.6 : plus ra est grand et positif,
plus la couche limite s'amincit. Quand m decroit, 1'epaisseur augmente et,
pour une faible valeur critique negative rac = —0,0905, le gradient de vitesse a
la paroi s'annule. Aux valeurs de m encore plus faibles, le sens de 1'ecoulement
s' inverse pres de la paroi : on a le decollement de la couche limite deja defini
a la section 9.5.1.

FlG. 9.6 - Forme des profils de vitesse d I'interieur de la couche limite dans
le cas d'ecoulements exterieurs de la forme U(x) = Cxm ; u(x, y) est la
composante de vitesse parallele d la paroi.

L'angle critique ac, correspondant a 1'apparition du renversement, verifie :

On a done alors une « cassure » entre les deux plans d'angle : 198° — 180° =
18°. La figure 9.7 correspond au type d'ecoulement observe lorsque la cassure
est superieure a cette valeur.

Plus \m\ decroit (avec m < 0), plus f(0) atteint lentement la valeur 1.
Dans la limite ou m = —1, la vitesse n'atteint plus d'asymptote.
Physiquement, ce cas (U oc 1/x) correspond a un ecoulement divergent a
partir d'une arete entre deux plans : il n'apparait alors effectivement aucune
couche limite. Pour m > 0, la couche limite est plus fine que pour U
— constante. Pour m = 1 (ecoulement vers un point de stagnation), son
epaisseur est constante lorsqu'on s'eloigne du point d'incidence (Fig. 9.8a).

Remarque On peut se demander pourquoi il n'y a pas de renversement du
sens de 1'ecoulement dans la partie divergente de 1'ecoulement dans 1'exemple de la
figure 9.8a. Cela est du a 1'absence de paroi solide en amont de la plaque : il n'y done
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FIG. 9.7 - Decollement generalise d'un ecoulement au bord d'attaque d'une
plaque inclinee. La figure correspond a un angle d'attaque un pen superieur
a la valeur de 18° au-deld de laquelle se produit le decollement de la couche
limite (cliche ONER A).

pas de zone de faible vitesse, ou 1'energie cinetique du fluide peut etre facilement
annulee par un gradient de pression oppose a 1'ecoulement. Si on place une deuxieme
plaque plane perpendiculaire a la paroi que rencontre le fluide (Fig. 9.8b), une zone
de recirculation apparait dans les angles formes par les plaques.

Evaluation approximative de la condition de decollement des
couches limites

Reprenons 1'equation de Falkner-Skan (9.57) sous la forme :

Pour 9 = 0 :

D'ou :
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FIG. 9.8 - Ecoulement vers un plan avec point de stagnation ; (a) ['absence
de paroi solide empeche la formation d'une couche limite dans la partie
divergente de Vecoulement ; (b) si une paroi est rajoutee, apparaissent deux
zones tourbillonnaires provenant du decollement des couches limites de part
et d'autre de cette paroi (cliches H. Werle, ONER A).
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Done:

Pour 9 eleve :

et, par suite :

Done, la relation (9.58) prend la forme limite :

D'ou:

f'(9) tend done vers 0 plus lentement pour m < 0 (dU/dx < 0) que lorsque
dU/dx = 0. La couche limite est en effet plus epaisse que pour m > 0 (dU/dx > 0),
ou elle devient plus mince. II faut a present raccorder la variation donnee par
Pequation (9.63) pour 9 —> oo avec celle donnee par 1'equation (9.60) pour 9 proche
de 0.

^ Pour m > 0, /"(O) est negatif ; la courbure du profil de vitesse est done dirigee
vers la gauche sur la figure 9.6 et il n'a pas de point d'inflexion. Pour rejoindre la
valeur asymptotique plus vite que dans le cas U = cte, /'(O) doit done etre plus
eleve que dans ce dernier cas pour une meme vitesse a 1'exterieur de la couche limite.

^ Si m est negatif, /'(O) est au contraire plus faible et la courbure du profil de
vitesse est dirigee vers la droite pres du point O. Pour |m| assez grand, on a alors
renversement du sens de Pecoulement pres de la paroi (/'(O) < 0).

Estimons tres approximativement la valeur critique mc pour laquelle /'(O) = 0.
On a pour 9 petit :

Par ailleurs, /(#) doit ensuite augmenter vers la valeur limite 1 lorsque 9 est de
1'ordre de quelques unites. En prenant dans 1'expression precedente / = 1 pour
9 — 5, on obtient 1'ordre de grandeur mc « —1/12 (la valeur exacte est —0,0905).

9.5.3 Couches limites d'epaisseur constante
Un premier cas possible est celui ou I'epaississement de la couche limite

causee par la diffusion de la vorticite est compense par une composante de
vitesse dirigee vers la paroi.

4 Ainsi, dans 1'exemple de la figure 9.8a, 1'ecoulement vers le point de
stagnation comporte une telle composante. Dans le cas modele d'un point de
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FIG. 9.9 - Couche limite en presence d'une aspiration de vitesse V uniforme
sur la paroi.

stagnation a deux dimensions, la fonction de courant en dehors de la couche
limite est \P = kxy, les composantes de vitesse correspondantes sont u = kx
et v — — ky (pour le point de stagnation de coordonnees x = 0 et y = 0).
L'epaisseur S(x) de la couche limite verifie la relation :

8(x) ne depend alors pas de la distance : on a equilibre entre les influences
opposees de la convection vers la paroi et de la diffusion a partir de celle-ci.

4 Nous nous interesserons a present au cas - voisin - de 1'influence sur
le probleme de Blasius d'une aspiration du fluide perpendiculairement a
la plaque, avec une composante normale de vitesse a la paroi vy = —V,
independante de x (Fig. 9.9). Cette technique est envisagee pour limiter le
decollement de la couche limite sur les avions. Un exemple voisin est celui
de 1'effet d'aspiration sur les turbovoiles du bateau Cousteau-Malavard decrit
plus loin (section 9.6.2).

Supposons qu'il existe une solution des equations de mouvement qui
corresponde a une couche limite ou 1'epaisseur et le profil de vitesse sont
independants de x. Dans ce cas, u et v dependent seulement de y, et la
composante v normale a la paroi verifie dv/dy = 0, par suite de la condition
d'incompressibilite divv = 0. On a done v = constante = —V dans tout
le volume fluide. L'equation (9.12) de transport de la vorticite en regime
stationnaire s'ecrit :

puisque le terme du}z/dx est nul. Integrons une fois cette equation ; nous
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obtenons :

CUQ represente la vorticite a grande distance de la plaque (la ou dujz/dy w 0)
et est nul lorsque 1'ecoulement a 1'exterieur de la couche limite est uniforme.
Integrons deux fois de plus en choisissant les constantes d'integration pour
avoir u = U, loin de la plaque, et u = 0 pour y — 0, on obtient :

On a bien, conformement aux hypotheses de depart, une couche limite
d'epaisseur S(V) = v/V constante. Cela traduit le fait que, au bord de
la couche limite, on a equilibre entre les termes de transport convectif et
diffusif de la vorticite dans 1'equation (9.65), qui sont respectivement de
1'ordre de Vuz/S et VLjz/6

2. Dans cette demonstration, nous avons utilise
1'equation (9.12) de transport de la vorticite ; nous aurions aussi pu utiliser
les equations de mouvement (9.4, 9.5) et (9.6) pour trouver la solution.

4 Une autre categoric de couches d'epaisseur constante correspond a des
ecoulements periodiques sans vitesse de translation moyenne globale. Un
exemple analyse au chapitre 4 (section 4.5.4), est celui de 1'ecoulement au
voisinage d'une plaque oscillant parallelement a son plan avec une pulsation uj.
L'influence du mouvement de la plaque decroit exponentiellement sur une
distance 6W de 1'ordre de yV/u; (Su represente 1'ordre de grandeur de la
distance sur laquelle diffuse la variation de vitesse pendant une periode
d'oscillation).

9.5.4 Ecoulements non autosimilaires - decollement
de la couche limite

Pour les ecoulements autosimilaires vus plus haut (ecoulement uniforme ou
de profil de vitesse de la forme Cxm), le renversement du sens de 1'ecoulement
se produit en meme temps sur toute la paroi. Dans de nombreux cas pratiques
d'ecoulements dans lesquels la vitesse decroit vers 1'aval, ce renversement
ne s'opere qu'a partir d'un point de decollement, au-dela duquel une zone
de recirculation apparait. Ce sera par exemple le cas pour des ecoulements
autour d'un corps non profile (Fig. 9.1b), ou dans le cas d'un profil divergent
(Fig. 9.10). Pour des variations de vitesse du type U(x) = UQ — CXX, il apparait
ainsi une longueur caracteristique Uo/a naturelle de 1'ecoulement : c'est celle-
ci qui determine 1'ordre de grandeur de la distance du point de decollement
par rapport au debut de la zone de gradient de vitesse negatif.

Analysons maintenant 1'influence de la valeur du nombre de Reynolds
sur la position du point de decollement. Dans le cas general, d'apres les
equations (9.14) et (9.15), le champ de vitesse u(x, y) a Pinterieur de la couche
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FIG. 9.10 - Profil de vitesse dans un diffuseur a pente elevee. On remarque
I'existence d'une zone stagnante suivie d'une zone de recirculation induite par
I'instabilite due a la difference de vitesse (cliche H. Werle, ONER A).

limite verifie :

x et y sont des coordonnees locales respectivement parallele et perpendiculaire
a la paroi, L est une longueur caracteristique de 1'ecoulement dans la direction
parallele a la paroi, et SL est 1'epaisseur de couche limite correspondante.
Lorsque 1'epaisseur SL est faible devant L, le profil de vitesse potentiel
exterieur U(x) est independant du nombre de Reynolds (1'influence de la zone

Ainsi, la valeur du rapport x/L, qui determine la position du point
de decollement, est independante du nombre de Reynolds, si celui-ci est
sufRsamment eleve pour qu'une couche limite ait pu s'etablir en amont.

9.5.5 Consequences pratiques du decollement
des couches limites

Les zones d'ecoulement presentant des recirculations sont generalement
tres instables. Le nombre de Reynolds minimal pour lequel des instabilites
peuvent etre amplifiees descend alors a quelques dizaines. II apparait ainsi,
en arriere du point de decollement, une zone turbulente de grande largeur

= 0, qui donne la position du point de decollement, devient done :
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avec une dissipation d'energie importante. La force de trainee (composante
de la force de frottement parallele a 1'ecoulement) augmente alors de fagon
considerable : on observe un tel effet pour les corps non profiles, comme dans
1'exemple de la figure 9.1b. Au contraire, la force de trainee est peu elevee
pour un corps aerodynamique sur lequel ne se produit pas de decollement de
couche limite et qui induit un sillage de faible largeur (Fig. 9.la).

Soulignons la difference entre 1'effet de turbulence accompagnant le
decollement de la couche limite, cause d'une dissipation d'energie souvent tres
importante, et la transition vers la turbulence au niveau de parois solides, qui
augmente la dissipation... mais retarde 1'apparition du decollement. Dans
certains cas, on peut meme observer le reattachement de couches limites
turbulentes qui etaient decollees alors qu'elles etaient encore laminaires. Nous
etudierons ces effets au chapitre 11 consacre aux ecoulements turbulents.

9.6 Quelques applications des problemes
de decollement des couches limites
en aerodynamique

9.6.1 Aerodynamique des ailes d'avion

Mecanisme de la sustentation

Au chapitre 6 (sections 6.3.1 et 6.6.3), nous avons analyse les deux
composantes de forces qui apparaissent sur un profil cylindrique (aile d'avion
bidimensionnelle) en mouvement relatif par rapport a 1'air environnant
(Fig. 9.1 la). La force de portance Fp est perpendiculaire a la vitesse U et
maintient 1'avion en sustentation : on cherche done a la rendre maximale. La
force de trainee Ft est parallele et opposee a la vitesse : elle a un effet de
freinage, et on cherche a la minimiser. En pratique, on caracterise la portance
et la trainee par deux coefficients adimensionnels (respectivement Cz et Cx),
qui dependent uniquement de la geometrie et de 1'incidence a de 1'aile ; Cz et
Cx sont definis a partir de la portance, de la trainee, la surface S de 1'aile et
la densite p de 1'air par :

et

La portance est due a la circulation de la vitesse du fluide autour de 1'aile :
c'est une manifestation de la force de Magnus que nous avons decrite au
chapitre 6 (section 6.3.1, Eq. (6.44)). Cette circulation est induite par la
forme du profil de 1'aile, de telle maniere que le point d'arret de 1'ecoulement
sur 1'extrados (ou face superieure) de 1'aile soit situe sur le bord de fuite : nous
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FIG. 9.11 - (a) Vue schematique de I'ecoulement autour d'une aile, et des
forces de portance et de trainee, a et f sont les bords d'attaque et de fuite.
On se reportera utilement a la discussion des figures 6.26 et suivantes ; (b)
variation des coefficients de portance Cz et de trainee Cx en fonction de I 'angle
d'incidence a.

avons d'ailleurs analyse cette condition, dite condition de Kutta, au chapitre 6
(section 6.6.3, Eq. (6.105)). La circulation F et la portance Fp augmentent
avec la vitesse U de 1'aile par rapport au fluide (Eq. (6.106)) : 1'avion peut
decoller lorsque U est suffisant pour que Fp excede son poids.

La figure 9.lib donne la variation des coefficients de portance et de
trainee en fonction de Tangle d'incidence a. On remarque que Cz croit
approximativement lineairement avec a jusqu'a une valeur critique ac ; au-
dessus de cet angle d'incidence, il y a chute brutale du coefficient de portance
(phenomene de decrochage). Lorsque a augmente (tout en restant en dessous
de ac), la vitesse pour laquelle la force de portance equilibre le poids de 1'avion
diminue.

Ailes d'avion et theorems de Kelvin

Au chapitre 7 (section 7.2.1), nous avons montre que, dans un fluide
parfait, si la circulation initiale de la vitesse v du fluide est nulle le long d'une
courbe (C}, elle le reste a tous les instants ulterieurs autour des courbes (£'(£)),
formees de particules de fluides situees initialement sur (C] et entrainees par
I'ecoulement (theoreme de Kelvin). Par contre, dans le cas de la couche
limite, la presence d'une couche de vorticite concentree pres de la paroi permet
1'apparition d'une circulation autour du profil d'aile et, par suite, d'une force
de portance. On peut cependant appliquer le theoreme de Kelvin a une courbe
(C) entourant 1'aile en dehors de la couche limite (Fig. 9.12a) et assez loin pour
que 1'ecoulement puisse etre considere comme parfait partout sur cette courbe.
Prenons une aile mise en mouvement a un instant initial. La circulation restera
nulle aux instants ulterieurs autour des courbes (C'(t)), formees de particules
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FIG. 9.12 - (a, b) Apparition de la circulation autour d'une aile d'avion au
moment du demurrage : (a) initialement la circulation de la vitesse du fluide
le long d'un contour (C) trace autour d'une I'aile au repos est nulle ; (b)
la creation de circulation autour de I'aile lors de la mise en mouvement est
compensee par I'apparition d'un tourbillon laisse en arriere ; (c) structure
tridimensionnelle de la distribution de la vorticite autour d'un avion : la ligne
de tourbillon incluant I'aile d'avion et le tourbillon de demurrage se referme
par deux tourbillons emis aux extremites de I'aile.

de fluides situees initialement sur (C) et entrainees par 1'ecoulement. On voit
alors apparaitre im tourbillon sur le bord de fuite de I'aile ; la circulation
—F de la vitesse du fluide autour de ce tourbillon de demurrage est egale et
opposee a la valeur F autour de I'aile pour maintenir nulle la circulation sur
(C'(t)) (Fig. 9.12b). Ce phenomene s'observe bien sur le « bord de fuite »
d'une cuillere deplacee parallelement a elle-meme, dans un bol de cafe. Le
tourbillon de demarrage est laisse en arriere quand la vitesse devient constante
(de plus, dans un fluide reel, la distribution de la vorticite s'etale par diffusion
visqueuse).

Au chapitre 7 (section 7.2.1), nous avons egalement montre que, dans un
fluide parfait, une ligne de tourbillon doit etre refermee sur elle-meme ou avoir
ses deux extremites localisees sur une paroi solide ; comme la longueur des ailes
est finie, le circuit de vorticite qui comprend I'aile de 1'avion et le tourbillon de
demarrage se referme done par deux tourbillons d'axes paralleles a U et emis
en bout d'aile (Figs. 9.12c et 9.13). En arriere d'un gros avion de transport,
ces tourbillons peuvent etre d'amplitude sufflsante pour desequilibrer un autre
avion le suivant de trop pres ; c'est particulierement le cas lorsque la vitesse
du premier avion est faible et que les valeurs de Cz, de a, et done de la
circulation F doivent etre elevees. Ces tourbillons sont aussi une source de
dissipation d'energie inutile : des petits ailerons places aux extremites de I'aile
permettent de limiter leur influence sur les avions de transport actuels.
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FIG. 9.13 - (a) Visualisation de I'ecoulement autour d'une aile avec apparition
d'un tourbillon de bout d'aile (cliche ENSTA) ; (b) visualisation, par injection
de fumee pres du sol, du vortex de bout d'aile d'un avion de pulverisation de
produits agricoles (document NASA).
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Phenomena de decrochage

Revenons au probleme de la portance et de la trainee illustre par les
figures 9.1 la et b. Pour assurer la sustentation de Pavion, la portance Fp

doit equilibrer le poids de 1'appareil ; Fp est par ailleurs proportionnel au
carre de la vitesse U (Eq. (6.106)) et augmente lineairement avec 1'incidence
a (aux faibles valeurs de a). Pour diminuer les longueurs d'atterrissage et de
decollage d'un avion, il faut reduire la vitesse de celui-ci pendant les phases de
vol correspondantes et, par suite, augmenter 1'incidence de I'aile (le produit
U2CZ doit en effet rester constant). Si on augmente a au-dela de Tangle
critique ac, on a decollement de la couche limite sur la face superieure de
I'aile, et apparition d'un sillage turbulent de grande dimension. La pression
sur la face superieure de I'aile augmente, la portance diminue rapidement et
la trainee croit (Fig. 9.lib) ; cela mene a une chute de 1'avion souvent difficile
a controler. II est indispensable de retarder 1'apparition de ce phenomene
dit de decrochage pour pouvoir obtenir des valeurs de portance suffisante lors
du vol de 1'avion a basse vitesse. Dans ce but, les constructeurs cherchent
essentiellement a :

4 augmenter la valeur de I'angle d'incidence critique ac a 1'aide de volets
de bord d'attaque ;

4 augmenter le coefficient de portance Cz pour une valeur de a donnee a
1'aide de volets de bord de fuite.

Notons que 1'utilisation d'angles d'incidence eleves presente egalement
1'avantage d'ajouter a la force de portance sur les ailes une composante
verticale representant une fraction significative de la force de poussee des
reacteurs de 1'appareil.

Controle de la couche limite a 1'aide de volets de bord d'attaque

L'utilisation d'un volet de bord d'attaque, tel que celui represente sur
la figure 9.14a permet d'augmenter la valeur de I'angle critique ac dans
la variation du coefficient Cz avec a (Fig. 9.14b). Grace a ce volet, de
1'air provenant de 1'intrados est injecte tangentiellement sur 1'extrados : il
« reactive » ainsi la couche limite d'extrados en augmentant la vitesse du fluide
pres de la paroi. A grande incidence, 1'effet du gradient inverse de pression se
trouve done diminue, et I'angle d'incidence critique ac est augmente.

Controle de la couche limite a 1'aide de volets de bord de fuite

Un volet de bord de fuite (Fig. 9.14c) permet, lorsqu'il est deploye,
d'augmenter la circulation autour du profil d'aile a une vitesse donnee ; il
en resulte une translation vers le haut de la courbe Cz(a) (Fig. 9.14d). Sur
les gros avions de transport, ces volets peuvent eux-memes supporter d'autres
volets (jusqu'a trois etages successifs sur le Boeing 747 et PAirbus A340) ;
on a ainsi une serie de plusieurs volets sortis 1'un derriere 1'autre, le volet
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FIG. 9.14 - (a) Volet de bord d'attaque sur une aile d'avion. (b) Comparaison
des variations du coefficient de portance Cz avec I'angle d'incidence, obtenues
avec (tirets) et sans mise en place d'un volet de bord d'attaque. (c) Volet
de bord de fuite sur une aile d'avion, permettant d'augmenter fortement
la circulation autour d'une aile a angle d'incidence et a vitesse donnes.
(d) Comparaison des variations du coefficient de portance Cz avec I'angle
d'incidence a, avec (tirets) et sans volet de bord de fuite.

le plus en arriere etant presque vertical. Remarquons que ces systemes
augmentent considerablement la trainee de 1'aile et ne sont done utilises qu'au
decollage et a 1'atterrissage lorsque la vitesse de 1'appareil est trop faible
pour que la portance soit suffisante en configuration normale. Le principe
de fonctionnement des volets de bord de fuite combine deux effets :

^ leur detachement par rapport a la voilure principale pemet de
« reactiver » la couche limite a 1'extrados, en induisant un ecoulement
de 1'intrados vers 1'extrados (analogue a celui que nous avons rencontre
precedemment pour les volets avant). On evite ainsi d'avoir un
decollement de la couche limite sur les volets, en depit de leur fort angle
d'incidence par rapport a 1'ecoulement principal ;

4 ils induisent une forte deviation 6v vers le bas de la vitesse de
1'ecoulement fluide sur la partie arriere de Faile et dans le sillage : il
en resulte une forte augmentation de la portance et de la circulation.

Remarque Ce principe a ete pousse a 1'extreme dans certains prototypes d'avions
a decollage tres court en plagant les propulseurs de fagon a ce qu'ils soufflent de 1'air
le long de 1'extrados de 1'aile, air devie ensuite vers le bas par des volets du type de
ceux que nous venons de deer ire.
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9.6.2 Controle du decollement des couches limites
par aspiration

Un autre moyen de retarder le decollement des couches limites est d'aspirer
le fluide voisin de la paroi (done de faible vitesse). Cela permet d'eviter que le
gradient de pression adverse, du a la decroissance de la vitesse de 1'ecoulement
exterieur, ne parvienne a inverser le sens de 1'ecoulement de ces particules de
fluide : nous avons discute plus haut le comportement des couches limites sous
aspiration (section 9.5.3). Ce principe a ete utilise notamment dans le controle
des couches limites le long de la turbovoile du catamaran Moulin a vent
de Malavard et Cousteau (Fig. 9.15). Cette aspiration permet de limiter le
decollement de la couche limite, meme a des forts angles d'incidence : on peut
ainsi obtenir des circulations tres elevees de la vitesse autour de la turbovoile.
II en resulte une force de Magnus importante avec une composante motrice
elevee dans la direction de recoulement. Dans 1'aviation, ce principe se heurte
au probleme de la puissance supplementaire necessitee par 1'aspiration de 1'air ;
il fait cependant actuellement 1'objet d'un regain d'interet.

Remarque Le terme de « turbovoile » risque de preter a confusion avec d'autres
systemes essayes il y a quelques dizaines d'annees (bateaux a rotor de Flettner),
ou les voiles etaient remplacees par des cylindres verticaux mis en rotation pour
creer la circulation. La turbovoile n'est pas en rotation, c'est en fait une aile epaisse
verticale equipee d'un systeme d'aspiration de couche limite.

9.6.3 Controle du decollement des couches limites
par action sur le profil du corps solide

Profilage en « fastback » d'une voiture

L'utilisation d'un vitrage arriere de faible inclinaison (inferieur a 30° dans
le cas de la figure 9.16a) permet d'obtenir un decollement de couche limite a
I'extremite inferieure de la vitre, et non plus en arriere du toit. La taille du
sillage turbulent et, par suite, la trainee sont ainsi sensiblement reduits par
rapport a un arriere plus incline (Fig. 9.16b).

Profilage de 1'intervalle entre tracteur et remorque
dans les semi-remorques

Si aucune precaution n'est prise, une region importante de recirculation
turbulente apparait dans cet intervalle (Fig. 9.17a), en particulier si le tracteur
et la remorque sont de hauteurs tres differentes. II peut en resulter une
importante trainee supplementaire. La mise en place d'un profilage ou de
deflecteurs (Fig. 9.17b) permet de reduire ces perturbations en assurant une
meilleure continuite du profil entre le tracteur et la remorque, meme si leurs
hauteurs different.
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FIG. 9.15 - Controls du decollement de la couche limite le long des turbovoiles
du navire a propulsion eolienne de Malavard et Cousteau. (a) Sans aspiration,
la couche limite est decollee du profil pen apres le bord d'attaque ; (b) avec
aspiration a I'interieur du cylindre constituant la turbovoile (a I'aide d'un
systeme de ventilateurs places a I'interieur de I'aile), le decollement de la
couche limite est retarde, et on pent utiliser des angles d'incidence beaucoup
plus grands. On obtient ainsi une circulation elevee de la vitesse autour de
I'aile : la force de portance resultante est, elle aussi, elevee, et est utilisee pour
la propulsion du navire (Eqs. (6.44) et (6.106)) (cliches ONERA).
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FIG. 9.16 - Difference de largeur de sillage dans le cas d'un vehicule a hayon
arriere (a) faiblement incline (Renault Laguna), et (b) plus fortement incline
(Renault Clio). La faible remontee du profil a I'aplomb du bord arriere dans
le premier cas cree une zone de haute pression en cet endroit : il en resulte
une composante de la force dirigee vers le has (augmentant I'adherence), et
vers Vavant (reduisant la trainee). La hauteur de cette remontee doit £tre
judicieusement choisie car, si elle est trop importante, elle cree une zone
turbulente qui augments la trainee. Ces visualisations ont ete obtenues en
soufflerie ; les vehicules sont immobiles et le courant fluide est dirige de la
droite vers la gauche (documents Renault).
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FIG. 9.17 - (a) Simulation numerique de I'ecoulement (vu de dessus) autour
d'un ensemble tracteur-remorque avec apparition d'une zone de recirculation
et de turbulence entre la cabine et la remorque. (b) Visualisation de
I'ecoulement autour de la cabine d'un vehicule semi-remorque. Un petit
obstacle deflecteur place en arriere de la cabine permet de reduire les
perturbations de I'ecoulement au moment de la transition vers la remorque
(documents Renault-Vehicules Industriels).
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9.7 Couches limites massiques et couches
limites thermiques

La notion de couche limite n'est pas seulement utile pour caracteriser les
regimes d'ecoulement et les efforts exerces sur un solide dans tine large gamme
de nombre de Reynolds. Elle intervient directement dans 1'evaluation des
transferts de chaleur et de masse entre un corps solide et le fluide environnant.
Ces transferts sont modifies par les ecoulements au voisinage du solide, comme
nous en faisons 1'experience chaque fois que nous soufflons sur la surface d'un
corps chaud pour le refroidir. Ainsi, le probleme crucial de la tenue thermique
d'une tete d'ogive dans la rentree en atmosphere terrestre est liee aux echanges
qui se produisent dans la mince couche limite autour de la tete : dans ce cas,
la chaleur est produite par les ecoulements aerodynamiques au voisinage de
1'obstacle. La notion de couche limite thermique ou massique decoule de celle
de la couche limite hydrodynamique etudiee precedemment. Elle resulte de
1'association des effets de la convection de la chaleur par le champ de vitesse,
et du transfert diffusif transverse. Neanmoins, sa structure est tres influencee
par sa coexistence avec la couche limite de vitesse. Plus precisement, cette
structure depend de I'efficacite relative des transferts diffusifs de chaleur et de
quantite de mouvement qui est mesuree par le nombre de Prandtl, Pr = V/K
defini au chapitre 2 (section 2.3.2). Les notions de couches limites thermique
et massique ont de nombreuses applications pratiques dans le domaine du
transfert de chaleur ou de masse. Ce sera en particulier le cas pour des
reactions electrochimiques sur des electrodes planes. Nous verrons que,
lorsque ces couches limites thermiques ou massiques sont d'epaisseur faible
devant celle de la couche limite de vitesse, la mesure des caracteristiques de
transfert de masse permet de determiner le gradient de vitesse pres des parois.

9.7.1 Couches limites thermiques
Considerons de nouveau la geometrie de la figure 9.2a, en introduisant

une difference de temperature entre la temperature TO de la plaque et celle,
uniforme, T\ du fluide loin de 1'obstacle. Lorsque les profils stationnaires de
temperature et de vitesse se sont etablis, la temperature ne differe de TI d'une
fagon appreciable que sur une couche mince pres de la paroi. Pour etudier la
structure de cette couche limite thermique, nous devons adjoindre a 1'equation
de Navier-Stokes, qui conduit au profil de Blasius, une equation de transport
de la chaleur. Celle-ci s'etablit comme 1'equation de mouvement du fluide en
ecrivant que, dans un repere lie au mouvement moyen de celui-ci, la variation
dT/dt de la temperature verifie 1'equation de Fourier (1.17) ; elle prend alors
la forme :

Nous avons utilise 1'equation (3.1b) etablie au chapitre 3 pour relier les
derivees temporelles dT/dt et dT/dT de la temperature respectivement le long
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de la trajectoire d'une particule de fluide et en un point fixe. Comme pour
la couche limite de vitesse, les derivees spatiales dans le sens de 1'ecoulement
sont d'un ordre de grandeur plus faible que celles dans la direction normale a
la paroi. On peut done ecrire :

en negligeant le terme diffusif K(d2T/dx2} devant K,(d2T/dy2}. Le second et
le troisieme terme - convectifs - du premier membre de 1'equation, jouent
pour la chaleur le meme role que celui de 1'equation de Navier Stokes pour la
quantite de mouvement. Ajoutons les conditions aux limites :

Notons que la forme des equations (9.70a et b) suppose les hypotheses
suivantes :

4 il n'existe pas de sources de chaleur telles que celles qui apparaitraient
en presence d'ecoulements rapides et de forts gradients de vitesse au
voisinage de parois solides (c'est le cas de la rentree de 1'ogive citee plus
haut) ;

4 nous negligeons 1'effet de la poussee d'Archimede sur le fluide chaud
moins dense. Celui-ci sera pris en compte au chapitre 10, quand nous
discuterons les mouvements induits par la convection ;

4 enfin, nous supposons que la viscosite ne depend pas de la temperature.

Quand ces hypotheses sont verifiees, le probleme thermique peut en principe
etre resolu a partir de la seule donnee du champ de vitesse du fluide ; il n'y a
pas d'effet en retour de la variation du champ thermique sur le comportement
hydrodynamique en raison de 1'absence de couplage entre les champs de
temperature et de vitesse du fluide. Etudions maintenant les structures de
couches limites rencontrees pour differentes valeurs du nombre de Prandtl
Pr = V/K.

Cas d'un nombre de Prandtl largement superieur a 1'unite

C'est le cas des liquides isolants thermiquement, et/ou visqueux. La
diffusion transverse de la chaleur est alors peu efficace devant celle de la
quantite de mouvement. Or, c'est cette diffusion transverse qui determine
la croissance de 1'epaisseur des couches limites lorsqu'on se deplace vers 1'aval
de 1'ecoulement. Cette epaisseur marque en effet la distance de la paroi pour
laquelle les transports diffusif et convectif s'equilibrent (nous avons signale ce
resultat pour la couche limite de vitesse a la fin de la section 9.3.1).
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FIG. 9.18 - Couches limites thermiques (T) et de vitesse (V) dans le cas d'un
nombre de Prandtl tres superieur a I'unite.

L'epaisseur S0(x) de la couche limite thermique est done petite devant
celle de la couche de vitesse 5(x) (Fig. 9.18) : on peut alors supposer que,
dans 1'epaisseur de la couche limite thermique (0 < y < 60), la vitesse varie
lineairement avec y, et que :

oii 6(x) — ̂ vxjU est 1'epaisseur de la couche limite de vitesse. En combinant
la relation (9.71) avec 1'equation (9.2) de conservation de la masse, on obtient:

Evaluons, par analogie avec le calcul de la section 9.3.1, 1'ordre de grandeur
des differents termes de 1'equation (9.70) du transport de la chaleur sur le bord
de la couche limite thermique (y = S0(x)) : on utilisera, pour la temperature,
la variable reduite 0(y) = (T — T0)/(Ti — T0) (attention a la signification
differente de 0 par rapport au debut du chapitre !). On obtient tout d'abord :

En effet, au bord de la couche limite thermique (y = 60(x)), on a T(60) — T\
soit : 0 ~ 1. Le deuxieme terme convectif u(d6/dx], et le terme de diffusion
K,(d28/dy2), verifient (toujours pour y = 6o(x)) :

et
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(nous avons estime, pour obtenir la premiere relation, que (dO/dx) w
(d9/dy)(d80/dx) « ( 0 / 8 0 ) ( d 6 e / d x ) ) . Supposons maintenant (ce que nous
verifierons) que tous les termes de 1'equation (9.70b) sont du meme ordre, et
ecrivons 1'egalite des termes v(dO/dy) et K(d26/dy2) en prenant 6 w ^vx/U ;
on obtient :

done :

soit :

Ainsi, le rapport 60/6 est independant de x, et on a (1/60) (d60/dx) =
( l / 6 ) ( d 6 / d x ) .

Remarque Comme Pr est tres superieur a 1, 1'epaisseur 5$ est tres superieure a
6 et, d'apres 1'equation (9.75), verifie la relation do = (K/v5/'2)^x/U.

Estimons maintenant 1'ordre de grandeur du terme u (dO/dx) ; on trouve,
a 1'aide du resultat precedent et des equations (9.73) et (9.74) :

On verifie bien ainsi, a posteriori, que les trois termes de 1'equation du
transport de la chaleur sont du meme ordre. On verifie egalement, d'apres
1'equation (9.75), que, si Pr est plus grand que 1'unite, 1'epaisseur 6g(x) de la
couche limite thermique est faible devant celle de la couche limite de vitesse,
6(x). Par ailleurs, 60(x) croit proportionnellement a ^fx , tout comme 5(x).

A partir de ce calcul, on peut evaluer le flux de chaleur echange entre le
solide et le fluide. On peut supposer en effet que, a 1'interieur de la couche
limite thermique, les echanges diffusifs de chaleur dominent ; ils deviennent
d'un ordre de grandeur comparable aux transferts convectifs a la frontiere de
la couche. Appelons k la conductivity thermique du fluide, le flux de chaleur
dQ a travers un element de surface de longueur dx dans la direction de la
vitesse U et de dimension unite dans la direction Oz verifie :

En integrant sur la longueur totale L de la plaque, et en notant AT = TO — Ti,
on trouve un flux Q :
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Le nombre de Reynolds Re est ici pris egal a UL/v ou L est la longueur
totale de la paroi parallelement a 1'ecoulement. La loi (9.77) de dependance
du flux thermique en fonction de Pr et Re est le resultat crucial de ce calcul :
on la recrit souvent en remplagant Q par la combinaison adimensionnelle
Nu = Q/(kAT). Ce nombre de Nusselt Nu est le rapport entre le flux en
presence de l'ecoulement, et celui qui serait obtenu dans les monies conditions
de geometric et de temperature sans effet convectif. On obtient :

Cette forme est celle-la meme que trouve 1'ingenieur qui cherche dans les tables
la solution d'un probleme de transfert thermique. Dans le cas particulier de
l'ecoulement parallele a une plaque chauffee, le coefficient de proportionnalite
C vaut 0,339. Ce prefacteur varie suivant la geometric, mais les exposants
1/3 et 1/2 de Pr et de Re sont caracteristiques des transferts de chaleur pour
des nombres de Prandtl tres grands devant 1'unite.

Cas d'un nombre de Prandtl tres inferieur a 1'unite

Cette situation se rencontre avec les metaux liquides (Pr = 0,01 pour le
mercure). La couche limite visqueuse est, contrairement au cas precedent,
beaucoup plus mince que la couche limite thermique ; la vitesse est done
uniforme et de valeur U dans presque toute 1'epaisseur 60. Dans ce cas, on
peut alors utiliser les raisonnements de la section 9.2, en remplagant le rapport
u/U par 9, et la viscosite v par la diffusivite thermique K (on peut aussi faire
le meme calcul que dans la section 9.7.1, en prenant la vitesse constante au
bord de la couche limite). On a alors :

En poursuivant le calcul comme precedemment, on arrive a une variation
du nombre de Nusselt du type Nu « Re1/2 Pr1/2 ; ainsi, on conserve la
dependance en Re1/2 par rapport a la vitesse, mais la variation des epaisseurs
relatives des couches limites de vitesse et de temperature fait passer 1'exposant
du nombre de Prandtl de 1/3 a 1/2.

Cas d'un nombre de Prandtl de 1'ordre de 1'unite

Dans ce cas, la croissance de la couche limite thermique se fait a la meme
vitesse que celle de la couche limite visqueuse, et les deux epaisseurs sont
du meme ordre (ce qui correspond d'ailleurs a la limite pour Pr = 1 des
formules de cette section et de la precedente). Cette situation correspond
physiquement au cas des gaz, ou les coefficients de diffusion thermique et de
quantite de mouvement sont du mgme ordre.
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Une application des lois d'echange de chaleur entre un solide
et un ecoulement : 1'anemometre a fil chaud

Ce dispositif est couramment utilise en laboratoire pour 1'analyse des
fluctuations de vitesse dans les ecoulements turbulents. Dans les gaz, on
utilise des fils de platine ou d'alliage, de quelques micrometres de diametre et
d'une longueur de 1'ordre du millimetre, chauffes par un courant electrique a
une temperature superieure a celle de I'ecoulement (Fig. 9.19).

FIG. 9.19 - Extremite d'un anemometre a fil chaud : le dispositif a trois fils
presents id permet de determiner les trois composantes de la vitesse locale du
fluide (cliche TSI).

La mesure de la vitesse U du fluide se fait en analysant le refroidissement
du fil par la convection thermique. Dans les liquides, on utilise des sondes
a film metallique depose sur un substrat de quartz et protege par un film
de quartz : elles sont en effet plus resistantes mecaniquement que des fils.
Pratiquement, on tire parti de la variation de la resistance du film ou du
fil avec la temperature. Un circuit d'asservissement applique un courant de
chauffage variable afin de maintenir constante la temperature du fil; la mesure
du courant de chauffage donne la vitesse. Cette technique a 1'avantage, par
rapport a une mesure de resistance qui utiliserait un chauffage a courant
constant, de supprimer la constante de temps associee a 1'echauffement et au
refroidissement du fil. On peut ainsi atteindre une reponse en frequence de
1'ordre du megahertz : cette reponse tres rapide, ainsi que le petit diametre
de ce dispositif, permettent son utilisation pour 1'analyse fine des fluctuations
de vitesse turbulentes.

La temperature des fils est determinee par 1'equilibre entre Pechauffement
du fil par effet Joule, et le refroidissement par la convection forcee et par la
diffusion thermique. Pratiquement, seule la composante Un de la vitesse du
fluide perpendiculaire au fil intervient pour le refroidissement ; la composante
parallele a pour seul effet de convecter la chaleur parallelement a la paroi.
On realise parfois des sondes comprenant trois fils perpendiculaires afin de
determiner les trois composantes de la vitesse. On trouve, a partir des
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mesures experimentales, que le nombre de Nusselt, qui correspond a 1'echange
thermique du fil avec 1'ecoulement, verifie la relation :

A haute vitesse, la loi d'echange de chaleur est done la meme que pour
une couche limite laminaire pres d'une paroi. On peut s'etonner de ce
resultat puisque ces sondes sont precisement utilisees dans des ecoulements
turbulents. De fait, la sonde est suffisamment petite par rapport a la taille
des tourbillons intervenant dans 1'ecoulement pour que, a 1'echelle de son
diametre, 1'ecoulement apparaisse comme laminaire. Le fait que la sonde ne
soit pas une plaque plane parallele a 1'ecoulement, mais un barreau circulaire
avec des points de stagnation, explique 1'origine du terme additif independant
du nombre de Reynolds.

Justification experimentale Les mesures de resistance du fil chaud R en
fonction de la vitesse normale au fil Un donnent la formule empirique :

avec:

ou :
RO — resistance du fil a la temperature TO du fluide loin de la sonde ;
/ — intensite du courant ;
/ — longueur du fil ;
k — conductivity thermique du fluide ;
Un — composante de la vitesse du fluide perpendiculaire au fil ;
d= diametre du fil ;
a = constante de variation de la resistance du fil avec la temperature
(R = R0(l + a(Tf - TQ}) ;
Tf = temperature du fil.

Introduisons les nombres de Nusselt et de Reynolds du probleme, en prenant
irlk(Tf — TO) comme ordre de grandeur du flux diffusif de chaleur en 1'absence
d'ecoulement, et en ecrivant R — Ro en fonction de T/ — To. Comme RI2 est la
puissance electrique dissipee dans le fil chaud et que (R— Ro)/Ro = a (T/ — TO),
on a :

Remplagons A et B par les expressions donnees plus haut et utilisons, pour le nombre
de Reynolds Re, la valeur : Re = Und/v.

On obtient bien alors la forme indiquee plus haut.

La technique d'anemometrie a fil chaud permet, tout comme les techniques
d'anemometrie laser, d'analyser les fluctuations turbulentes de vitesse. Par
rapport a ces dernieres, elle presente les inconvenients de donner une reponse
non lineaire requerant une calibration, et de rendre necessaire 1'introduction
d'une sonde dans 1'ecoulement.
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9.7.2 Couches limites de concentration, polarographie
Couche limite de concentration induite par une electrode noyee
dans une paroi

Le phenomene de couche limite de concentration apparait chaque fois qu'on
a une reaction chimique sur une paroi solide, avec absorption ou emission
d'un des composants du melange en ecoulement. C'est en particulier le
cas pour les reactions electrochimiques induites par une electrode metallique
placee a I'interieur d'un ecoulement. Nous aliens illustrer ces phenomenes par
1'exemple de la technique de polarographie qui permet de mesurer le gradient
de vitesse d'un liquide pres d'une paroi solide. Elle utilise une reaction
electrochimique controlee d'oxydo-reduction dans un reactif en ecoulement ;
on prend par exemple la reaction ferricyanure-ferrocyanure en presence d'une
solution de soude peu resistante, qui pemet de reduire les differences de
potentiel parasites dues aux courants electriques dans le volume de la solution.

FIG. 9.20 - Formation d'une couche limite de concentration (representee par
la courbe en tirets) au voisinage d'une electrode sur laquelle est induite une
reaction d'oxydo-reduction.

La reaction est induite par injection de courant dans une electrode de
petite dimension (longueur L parallelement a Pecoulement, largeur W) noyee
dans la paroi pres de laquelle on veut mesurer le gradient de vitesse (Fig. 9.20).
Supposons par exemple que la solution contienne initialement uniquement des
ions Fe2+ (en general sous forme du complexe Fe (CN)g~~) en concentration
CQ ; on injecte un courant electrique qui oxyde les ions Fe2+ en ions Fe3+.



552 Chapitre 9 : Couches limites laminaires

Cette reaction d'oxydation reduit la concentration d'ions Fe2+ a la paroi, Cp,
et fait apparaitre un gradient de concentration par rapport a la valeur CQ : ce
gradient cree un flux diffusif J = — D (dC/dy] d'ions vers la paroi, compense
par un apport d'ions entrames par le courant convectif venant de 1'amont.
Plus on augmente 1'intensite, plus on augmente le gradient de concentration,
jusqu'a ce que la concentration Cp devienne nulle. Alors, tous les ions
Fe2+ apportes sur 1'electrode par diffusion et convection sont oxydes. Cette
condition aux limites est equivalente a une condition de temperature constante
ou de vitesse nulle aux parois. Comme dans le cas des couches limites
thermiques et de vitesse, 1'epaisseur 6C de la couche limite de concentration
represente la distance pour laquelle les flux diffusifs et convectifs sont du meme
ordre.

Dans la plupart des solutions liquides, le coefficient de diffusion moleculaire
D des ions est beaucoup plus faible que la viscosite cinematique v. Le
probleme est done tres proche de celui d'une couche limite thermique pour
un nombre de Prandtl tres superieur a 1'unite. Le rapport Sc — vjD qui joue
le role du nombre de Prandtl pour ce probleme est le nombre de Schmidt,
introduit au chapitre 2 (section 2.3.2 - Tab. 2.1) ; des valeurs de ce nombre
de 1'ordre de 1 000 sont courantes pour les liquides. De ce point de vue, la
dynamique des echanges est done analogue a celle que nous avons rencontree
a la section 9.7.1 pour la couche limite thermique (dans le cas d'un nombre
de Prandtl tres grand devant 1'unite) : la couche limite de concentration sera
done, elle-aussi, beaucoup moins epaisse que celle de vitesse.

La difference avec le probleme thermique vient de ce que 1'electrode
n'occupe qu'une faible partie de la longueur de la paroi solide suivant
1'ecoulement (dans 1'exemple discute plus haut (9.7.1), la plaque etait au
contraire supposee chauffee sur toute sa longueur). En particulier, la couche
limite de quantite de mouvement qui a son origine tres en amont est deja
developpee au niveau de 1'electrode : on supposera done que son epaisseur et,
par suite, le gradient de vitesse G = dvx/dy a la paroi sont constants le long
de 1'electrode.

Comme nous le montrerons plus loin, 1'epaisseur 6C de la couche limite de
concentration varie comme :

avec la distance x au bord amont de 1'electrode. On a done une croissance
en x1/3 de la couche limite de concentration avec la distance, au lieu de x1/2

dans 1'exemple plus haut (9.7.1) : la difference vient de ce que le gradient
de vitesse G, normal a la paroi, peut etre considere comme constant dans la
zone active des electrodes, au lieu de diminuer avec la distance x. Notons
que des couches limites de concentration peuvent apparaitre meme dans des
ecoulements developpes ou il n'existe pas de couche limite au sens de la vitesse.
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II suffit que Ton ait :

Demonstration Evaluons la variation de 1'epaisseur 8c(x) de cette couche
limite en prenant comme origine x = 0 la limite amont de 1'electrode. Co est
la concentration d'ions dans la solution incidente en dehors de la couche limite.
L'equation de transport de la concentration de traceur verifie en regime stationnaire :

Estimons les differents termes de 1'equation ; comme a la section 9.7.1, nous
determinerons 1'epaisseur 6C de la couche limite de concentration en ecrivant que
c'est la distance a la paroi pour laquelle le transport convectif et le transport diffusif
sont du meme ordre. Comme on suppose le gradient de vitesse constant avec la
distance x, on a un ecoulement parallele avec v = 0 : le deuxieme terme convectif
v (dC/dy) est done nul. Par ailleurs, au bord de la couche limite de concentration
(y = $c(x)), on a : u = G 6c(x) ; ainsi le premier terme convectif a pour ordre de
grandeur:

(Comme plus haut (section 9.7.1), on a pris : dC/dx ~ (dC/dy)(d8c(x)/dx} ~
(Co/$c(x))(d6c(x)/dx)). Le terme de diffusion D(d2C/dy2) est, lui, de 1'ordre
de D(Co/6c) puisque 1'echelle caracteristique de la distance de variation de la
concentration dans la direction Oy est 6C. L'equation de mouvement du fluide
devient done :

d'ou, en integrant par rapport a x :

Nous aliens maintenant voir que 1'analyse du transfert de masse dans la couche
limite de concentration permet de mesurer le gradient de vitesse transverse G
pres des parois solides.

Mesure de la vitesse pres d'une paroi par polarographie

En pratique, on impose la difference de potentiel AV entre 1'electrode de
mesure et une electrode de reference (cette derniere est, par construction,
placee a un potentiel bien determine par rapport a la solution). Apres
stabilisation, on mesure le courant / sur 1'electrode pour plusieurs valeurs
de AV^ (Fig. 9.21).

Une tension minimale est necessaire pour pouvoir induire la reaction
d'oxydation Fe2+ —» Fe3+ ; au-dela de cette valeur, le courant augmente avec
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FIG. 9.21 - Forme des variations du courant sur I'electrode de mesure en
fonction de la difference de potentiel par rapport a une electrode de reference,
lors d'une reaction d'oxydo-reduction. Les deux courbes correspondent a
des valeurs differentes du gradient de vitesse G a la paroi. Les differences
de potentiel dependent des reactions ioniques utilise.es et sont de I'ordre
de quelques centaines de millivolts ; les intensites dependent de la surface
des electrodes et peuvent aller d'une fraction de microampere a plusieurs
milliamperes.

AV en meme temps que la concentration Cp de traceur sur la paroi diminue.
La valeur palier du courant est atteinte quand Cp = 0 et que tous les ions
apportes par diffusion a partir de la couche limite sont oxydes (quand il s'agit
d'ions Fe2+). Aux valeurs de AV encore plus elevees, le courant augmente
de nouveau, soit parce qu'on induit d'autres reactions d'oxydo-reduction, soit
parce qu'il y a electrolyse du solvant. La valeur palier Ip du courant est reliee
au gradient de vitesse G = dVx/dy pres de la paroi par :

c'est done la mesure de Ip qui permet de determiner G. Cette variation du
signal en G1/3 complique 1'exploitation de la mesure, mais les lectures sont
fideles, et la perturbation de 1'ecoulement due a la mesure est tres faible.
Cette mesure de gradient de vitesse a la paroi est particulierement fiable.

Demonstration La densite de courant locale j ( x ) sur I'electrode est reliee au
gradient dC/dy de la concentration de reactif dans la direction normale a la paroi
par :

ou :
D = diffusivite moleculaire du reactif ;
(3 — nombre d'electrons actifs par molecule de r6actif ;
F = constante de Faraday.
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Le courant total par unite de largeur d'electrode (perpendiculairement a
1'ecoulement) vaut done :

d'ou, en remplagant 6C par 1'expression que nous avons trouvee precedemment :

ou L est la longueur de 1'electrode parallelement a 1'ecoulement.

Remarque On peut aussi mesurer les gradients de vitesse de fluides de nornbre
de Prandtl eleve, a 1'aide d'un dispositif equivalent a la polarographie base sur le
transfert thermique. II suffit de coller sur une paroi solide un film chauffant de
largeur faible dans la direction de 1'ecoulement, et n'occupant qu'une faible fraction
de la surface totale de la paroi (c'est une situation tres differente du chauffage
uniforme vu plus haut (9.7.1)). Dans ce cas, on mesure 1'intensite necessaire pour
maintenir le film a un ecart de temperature donne avec un ecoulement incident.
La diffusion de chaleur remplace alors celle du reactif et la diffusivite thermique
K remplace D. La puissance chauffante necessaire pour maintenir constante la
temperature du film varie aussi comme G1//3.

9.8 Sillage laminaire

9.8.1 Approche qualitative du probleme
On etudie un solide de taille finie qui se deplace a une vitesse U dans un

fluide immobile a 1'infini (Fig. 9.22). On analyse l'ecoulement a une distance
suffisamment grande en aval du corps par rapport a sa taille caracteristique
pour que :

4 la forme exacte du solide n'intervienne pas ;

f 1'equation d'Oseen soit valable (Eqs. (8.74) et (8.75) du chapitre 8) ;

t le terme de convection de cette equation soit dominant.

Dans ces conditions, on peut supposer que la vorticite generee au passage du
solide est entrainee vers 1'aval sans avoir le temps de diffuser dans toutes les
directions.

A une distance L en aval de 1'obstacle, un temps At ?« L/U s'est ecoule
depuis le passage du corps au point d'observation. La vorticite et, par suite,
les gradients de vitesse, ont diffuse sur une distance transverse a 1'ecoulement
de 1'ordre de :
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FlG. 9.22 - Sillage en aval d'un corps solide se deplacant a la vitesse U dans
un fluide au repos loin du corps. Ce schema pent etre rapproche de celui de la
figure 8.14, que nous avons utilise pour la discussion de I'equation d'Oseen.

Us sont done concentres sur un sillage d'epaisseur e qui augmente comme
VX, done plus lentement que la distance L au solide ; la section de ce sillage
presente done un angle solide de plus en plus faible quand L augmente.

Comme nous 1'avons deja mentionne dans ce chapitre, ce type de profil
est typique des ecoulements ou le transport de quantite de mouvement et de
vorticite par convection s'opere dans une seule direction (le transport dans la
direction perpendiculaire etant uniquement diffusif).

A partir du corps, 1'epaisseur e du sillage a la distance L est vue sous un
angle :

ou Rea est le nombre de Reynolds obtenu en prenant la taille a du solide
comme echelle de longueur. Ainsi, meme si le nombre de Reynolds n'est pas
tres grand, I'angle a deviendra petit, si la distance L verifie :

Les gradients de vitesse et la vorticite sont alors concentres dans une tres faible
region de 1'espace. Admettons a present que la vitesse du fluide decroisse
en 1/L avec la distance L au corps (nous le justifierons par la suite) ; on a
alors :
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Le debit total de fluide a travers la section du sillage vaut done :

D'une fac,on inattendue, Q ne depend pas de la vitesse du solide :
1'augmentation de vitesse caracteristique est en effet exactement compensee
par la diminution de largeur du sillage. Le passage du solide cree un courant
de fluide oriente vers le solide et concentre a 1'interieur du sillage. Ce courant
est ensuite compense par un ecoulement vers 1'exterieur reparti dans tout
1'espace.

9.8.2 Equation du mouvement dans le sillage

Sillage derriere un corps dont toutes les dimensions sont finies

Par une analyse plus complete utilisant 1'equation d'Oseen, nous allons
montrer que :

ou Q est le debit de fluide a travers le sillage, et r2 = (y2 + z2). A une
distance du solide de 1'ordre de a, vx doit etre de 1'ordre de grandeur de
U : on retrouve done bien que le debit Q est de 1'ordre du produit i^a, ce
qui confirme 1'hypothese precedente selon laquelle vx est de 1'ordre de U a/L.
Nous determinerons ensuite exactement Q a partir de la valeur de la force de
trainee sur le corps.

Demonstration A distance assez grande du corps pour avoir |v| <C t/, on utilise
1'equation d'Oseen (Eq. (8.75)) qui s'ecrit :

Comme les lignes de courant dans le sillage sont presque paralleles, on a :

En prenant les differentes composantes de 1'equation (9.86) suivant les directions x,
y et 2, on trouve que les termes qui determinent dp/dy et dp/dz sont d'un ordre de
grandeur en e/L inferieurs a ceux qui determinent dp/dx . On peut done negliger
les variations de pression dans les directions perpendiculaires a la vitesse du fluide,
dans le sillage, comme en dehors. Par ailleurs, comme on neglige la pesanteur, la
pression en dehors du sillage (la ou la vitesse du fluide est tres faible) est uniforme,
des qu'on est suffisamment loin du corps en mouvement. On peut done negliger les
variations de pression dans la direction parallele a 1'axe de I'ecoulement a 1'exterieur
du sillage. En combinant les deux resultats precedents, on conclut que la pression
a 1'interieur du sillage peut etre consideree comme uniforme.

Par ailleurs:
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En tenant compte de ces resultats, la composante suivant Ox de la relation (9.86)
devient :

On a done une equation de diffusion de la chaleur a deux dimensions (ou la variable
temps est remplacee par x/U). Etant donne que vx doit s'annuler a 1'infini, on
trouve comme solution de revolution satisfaisant cette condition :

Le debit Q a travers le sillage sera done donne par :

avec :

d'ou :

ce qui donne le resultat (9.85).

Sur les paraboloi'des d'equation C/r2/4z/x = constante, la vitesse est une
fraction constante de la vitesse maximale QU'j^vx sur 1'axe. Leur axe est
parallele a la direction du emplacement. Ce sont en meme temps des tubes de
courant : en effet, d'apres 1'equation (9.85), le debit Q(TQ(X}} a travers une
section de rayon TQ(X) d'un tel paraboloi'de verifie :

Ce flux est done independant de x pour un paraboloi'de donne
(rQ(x)/x = constante).

Sillage derriere un cylindre de longueur infinie

Pour un ecoulement bidimensionnel derriere un cylindre de longueur infinie
suivant Oz, le profil du sillage reste toujours parabolique. En supprimant les
derivees par rapport a z dans 1'equation d'Oseen et en integrant, on trouve :

Q represente la encore le flux en volume a 1'interieur du sillage (par unite de
longueur suivant Oz) ; il est independant de x comme dans le cas precedent.
En revanche, la decroissance du maximum de vitesse avec la distance est
nettement plus lente, en \.|^fL au lieu de l/L.
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9.8.3 Force de trainee sur un corps - relation
avec le profil de vitesse dans le sillage

Dans la discussion precedente, le debit Q de fluide a travers le sillage etait
une inconnue. Nous aliens montrer qu'il s'exprime en fonction de la force de
trainee F sur le corps par :

Cette expression n'est valable sous cette forme que pour des corps ayant la
symetrie d'une sphere ou d'un polyedre regulier pour lesquels la force F est
parallele a la vitesse U. Ainsi, pour une sphere, on a :

La constante C introduite dans (9.90) vaut done :

Done la composante vx de la vitesse dans le sillage verifie :

ou x represente la distance au centre de la sphere en aval de celle-ci. Le
probleme d'une sphere immobile placee dans un ecoulement de vitesse U
uniforme a 1'infini (Fig. 9.23) est equivalent, a un mouvement global de
translation de vitesse U pres, au probleme du mouvement dans un fluide
immobile. Dans ce cas, la fonction

represente le defaut de la composante suivant Ox de la vitesse vx du fluide a
1'interieur du sillage par rapport a 1'ecoulement uniforme U a 1'exterieur.

Demonstration Pour faciliter la demonstration, on prend le cas d'un referentiel
ou le corps est immobile et le fluide en mouvement avec une vitesse U a 1'infini. La
composante vx(y, z) parallele a 1'axe Ox de la vitesse dans le sillage (a suffisamment
grande distance en aval du solide) vaut done : U — vxs(y, z ) ( v x s ( y , z) est ici la
fonction de sillage donnee par 1'equation (9.96b)). Cette equation montre que
1'influence de la perturbation de vitesse vxs(y, z) est limitee a une distance r de
1'axe de 1'ordre de ^vx/U, et elle decroit exponentiellement avec r2.

En dehors du sillage et, en particulier, en amont du corps, la perturbation par
rapport a la vitesse moyenne U diminue rapidement en 1/L2 avec la distance L
au corps (au lieu de 1/L dans le sillage). Loin du corps, on a un ecoulement
approximativement radial de vitesse de 1'ordre de Q/L2 dirigee vers 1'exterieur,
qui compense le debit volumique Q dans le sillage (1'allure du champ de vitesse a
ete montree sur la figure 9.22). Ecrivons la conservation du debit total a travers les
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FIG. 9.23 - Evaluation de la force de trainee sur un corps de revolution au
repos a partir du debit de fluide dans le sillage. Loin du corps, le fluide est
en mouvement a la vitesse U.

sections A et A' d'un meme tube de courant, situees respectivement en amont et en
aval du corps (Fig. 9.23).

En effet, si la section A est choisie suffisamment en amont du corps, la contribution
de 1'ecoulement radial (qui decroit en 1/L2) a 1'integrale sur la section A sera
negligeable devant celle due au sillage (decroissance en 1/L du defaut de vitesse
dans le sillage). Ecrivons de meme 1'equation de conservation de la quantite de
mouvement dans le volume du tube de courant limite par A et A' (relation (5.12)) :

La seule force en volume qui apparait est la force (—Fx~), egale et opposee a
la trained, et qu'il faut appliquer au corps pour le maintenir en equilibre. La
contribution des parois du tube de courant a 1'integrale du premier membre de
1'equation (9.98) est nulle. Elle se reduit done a la contribution due aux sections A
et A' perpendiculaires a la direction Ox. Le premier membre de (9.98) devient done,
en negligeant les termes du deuxieme ordre en vxs (qui tendent vers zero puisque
1'integrale ffvxs dydz est finie et que vxs tend vers zero a 1'infini) :
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En combinant (9.97, 9.98) et (9.99), on trouve :

Le terme cfij comprend les composantes associees a la fois aux forces visqueuses et
aux forces de pression. En dehors du sillage, on peut negliger 1'influence des forces
de viscosite. A 1'interieur (partie de 1'integrale sur la surface A'), seul a'xy est non
nul et ne contribuera pas a 1'integrale ; d'ou :

L'integrale / / (—p) nx dS (contribution de la pression) est, elle aussi, nulle. En effet,
en dehors du sillage, on peut appliquer 1'equation de Bernoulli :

U et, par suite, p sont done constants. A 1'interieur du sillage, les lignes de
courant sont presque paralleles ; la pression ne varie done pas quand on se deplace
perpendiculairement aux lignes de courant. Elle a, par consequent, la meme valeur
constante a 1'interieur du sillage qu'a 1'exterieur. L'integrale //(— p) nx dS se ramene
4 — p // nx dS et est nulle sur toute surface fermee. L'equation (9.100) redonne done
bien 1'expression (9.93).

La relation trainee - debit de fluide dans le sillage a un sens physique
tres general qui ne se limite pas aux ecoulements laminaires. Derriere un
corps bien profile, le sillage a une faible largeur et le debit a 1'interieur du
sillage est done petit (le defaut de vitesse vx(y, z) est de 1'ordre de grandeur
de U) ; on a done, d'apres (9.93), une faible force de trainee induite. En
revanche, derriere un corps mal profile, la couche limite decolle, se destabilise
et se disperse rapidement. Cela occasionne une dissipation supplementaire
et est generalement associe a 1'apparition de turbulence en aval de 1'obstacle
(comme dans le cas de la figure 9.1b). Le debit a 1'interieur de la couche limite
et la force de trainee sont alors tres augmentes.
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Chapitre 10

Instabilites hydrodynarniques

N OUS AVONS DEJA souvent eu I'occasion de souligner I'efficacite du
transport convectif (entratnement par le champ de vitesse de

I 'ecoulement) par rapport aux mecanismes de diffusion ; c 'est en particulier le
cas lorsque le nombre de Peclet (Pe = Ua/K ou Pem = Ua/D), qui mesure
le rapport du temps de diffusion (de chaleur TQ — a2/K, ou de masse rm =
a?ID) au temps de transport convectif (a/U), est suffisamment grand. En
suivant I'exemple du transport de la chaleur, nous allons montrer le couplage
entre les mecanismes de diffusion et les champs d'ecoulement qui constitue
le phenomene de convection thermique (section 10.1). La convection de
Rayleigh-Benard, obtenue dans le cas d'un fluide contenu entre deux plaques
paralleles horizontales portees a des temperatures differentes, nous donnera
un premier exemple d'instabilite avec seuil (section 10.2). Nous montrerons
ensuite la correspondance avec d'autres instabilites classiques gouvernees par
les gradients de tension superficielle (instabilite de Benard-Marangoni), ou
par la force centrifuge (instabilite de Taylor-Couette) (section 10.3). II
existe bien d'autres fagons de destabiliser des ecoulements laminaires ou des
interfaces, et nous en donnerons plusieurs exemples a la section 10-4- Ainsi,
les ecoulements de Poiseuille entre deux plans et dans un tube se comportent
de manieres tres differentes. Nous illustrerons plus en detail la nature des
instabilites des ecoulements de cisaillement dans le cas de I'instabilite de
Kelvin-Helmholtz pour deux jets paralleles de vitesses differentes. Enfin,
nous aborderons d la section 10.5 le probleme des modes de transition des
ecoulements vers la turbulence, lorsqu'on s'eloigne progressivement du seuil
d'apparition des instabilites. Dans certains cas, une sequence d'un petit
nombre de bifurcations conduit a un etat chaotique ou faiblement turbulent.
On peut rapprocher ce probleme de celui de I'ecoulement autour d'un cylindre
traite au chapitre 2.
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10.1 Convection thermique

10.1.1 Equations de transport convectif de la chaleur
Dans cette section, nous etudions le couplage entre les variations de

temperature au sein d'un fluide et les champs d'ecoulements de ce fluide.
Le couplage entre la temperature et la vitesse du fluide apparait dans les
deux equations qui gouvernent ce type de probleme : 1'equation de la chaleur
et 1'equation de Navier-Stokes. Dans la premiere, les termes de transport de
chaleur par convection sont a 1'origine de variations de temperature induites
par 1'ecoulement. Dans la deuxieme, ce sont les variations de masse volumique
avec la temperature qui influent sur 1'ecoulement du fluide.

En presence d'un ecoulement de vitesse v et en 1'absence de sources de
chaleur en volume, 1'equation de transport de la chaleur deja etablie au
chapitre 9 (section 9.7.1, Eq. (9.70a)) s'ecrit :

Rappelons que cette equation represente simplement 1'application, a une
particule de fluide en mouvement, de 1'equation de Fourier de transport de
la chaleur etablie au chapitre 1 (Eq. (1.17)). La derivee dT/dt represente
la variation de temperature d'une particule que Ton suit pendant son
deplacement : c'est la derivee lagrangienne que nous avons appliquee au
cours de cet ouvrage aux diverses grandeurs qu'il est possible d'associer a une
particule de fluide (vitesse, temperature, concentration d'un traceur ...). La
derivee dT/dt represente la variation de temperature en un point fixe donne.
Le deuxieme terme (v • grad) T de 1'expression de dT/dt decrit le transport
de chaleur associe a 1'ecoulement du fluide.

Le champ de vitesse v qui apparait dans 1'equation de diffusion-convection
(10.1) peut representer un ecoulement impose : on parle alors de convection
forcee. Nous nous interessons ici au cas oppose de la convection libre, ou les
ecoulements sont induits par des variations spatiales de temperature : c'est
par exemple le cas de la circulation d'air chaud au-dessus d'un radiateur.

La seconde equation a considerer est 1'equation de Navier-Stokes (4.30)
etablie au chapitre 4 (section 4.2.2) ; apres division par p, elle s'ecrit :

L'origine essentielle du couplage entre la vitesse du fluide et les variations
spatiales de la temperature est la variation de la masse volumique p du fluide
avec la temperature T. Ces variations de p interviennent en effet dans le terme
— (l/p)gradp de 1'equation de Navier-Stokes.
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10.1.2 Convection thermique creee par un gradient
horizontal de temperature

Considerons d'abord 1'exemple de la figure 10.1 : un fluide est
place entre deux plaques verticales infiniment etendues, portees a des
temperatures constantes differentes TI et T^. II apparait done une repartition
de temperature T (x) dont le gradient est horizontal. En resolvant
1'equation (10.1) en regime stationnaire et en 1'absence d'ecoulement, on
obtient :

avec :

FIG. 10.1 - Profil de vitesse de I'ecoulement d'un fluide induit par une
difference de temperature entre deux plaques verticales infinies.

Supposons que la densite p du fluide depende de la temperature, mais non de
la pression (fluide incompressible), avec une variation :

(To est la temperature uniforme du fluide en 1'absence de gradient de
temperature et a, le coefficient de dilatation qui est generalement positif).
Les surfaces d'egale densite p (isochores) sont done verticales. Si le fluide est
initialement au repos (v = 0), 1'equation de mouvement se reduit a 1'equation
fondamentale de 1'hydrostatique verifiee par la pression po :

Les lignes d'egale pression (isobares) sont alors horizontales avec PQ — po(y}. II
est alors impossible de satisfaire 1'equation (10.5) car ses membres dependent
de deux variables differentes, y (dans la pression), et x (dans la masse
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volumique). Comme nous 1'avons montre au chapitre 7 (section 7.2.2), il
va done y avoir creation de vorticite, car les isochores du fluide ne sont pas
confondues avec les isobares : le fluide se met done en mouvement.

De fagon generale, il n'existe pas d'equilibre hydrostatique (meime instable)
d'un fluide dans un champ de pesanteur en presence d'un gradient de
temperature ayant une composante horizontale. Pour analyser I'ecoulement
de fluide qui s'etablit alors, repartons de 1'equation (10.2) et supposons le
regime stationnaire atteint (dv/dt) = 0). Nous obtenons, en projection sur
1'axe vertical :

Pour ecrire cette equation, nous avons utilise la propriete d'invariance de
I'ecoulement par translation dans les directions y et z paralleles a la surface
des plaques (nous supposons en effet les plaques infiniment etendues). Le
champ de vitesse v depend alors uniquement de la variable x et la condition
d'incompressibilite divv = 0 se reduit a dvx/dx = 0. Compte tenu de la
condition aux limites de vitesse nulle aux parois, cela entraine vx = 0. Les
termes en (v • grad)v n'interviennent done pas dans 1'equation (10.6). En ne
gardant que les termes du premier ordre en 6p, elle devient :

Par ailleurs, la composante horizontale de 1'equation (10.2) donne la condition
dp/dx = 0. L'apparition du gradient de densite equivaut done a introduire
un terme de force supplementaire sur chaque element de volume de fluide, qui
s'ecrit compte tenu de 1'equation (10.4) :

8T est 1'ecart de temperature locale par rapport a la valeur T0. Supposons
maintenant qu'on n'applique pas de gradient de pression exterieur et que le
gradient de pression vertical dp/dy soit le meme que le gradient de pression
hydrostatique en 1'absence d'ecoulement, qui est donne par 1'equation (10.5)
en prenant la densite p egale a la densite moyenne po. L'equation (10.7) s'ecrit
alors (compte tenu des equations (10.3) et (10.5)) :

D'ou la solution :

soit, en tenant compte des conditions aux limites sur les plaques verticales
vy(x = ±a/2) = 0 :
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Remarquons que ce profil de vitesse est antisymetrique par rapport au plan
x = 0. Cela permet d'obtenir un debit moyen mil entre les plaques, et
correspond bien a la representation de la figure 10.1.

Remarques

4 On peut obtenir la relation dp/dy = —pog prise comme hypothese en integrant
1'equation (10.7) par rapport a Ox et en tenant compte de 1'antisymetrie du
champ de vitesse et de la distribution de densite.

4 Dans cette geometrie, 1'ecoulement vertical n'induit pas de transport convectif
de chaleur puisque le terme (v • grad) T est identiquement nul (la direction
de la vitesse est perpendiculaire a celle du gradient de temperature).

^ Dans la pratique, pour une geometrie reelle avec des plaques verticales
d'extension finie, il existe un ecoulement horizontal de composante vx

differente de zero a I'extremite des plaques pour assurer la conservation
de la masse. Cela induit un echange de chaleur par convection puisqu'il
apparait une composante vx de la vitesse dans la direction de la variation
de temperature.

La vitesse de 1'ecoulement induit par le gradient horizontal est proportionnelle
a AT : il n'y a aucun effet de seuil, et la configuration sans ecoulement
n'est jamais stable. Cela confirme le fait qu'il y a impossibilite
d'equilibre hydrostatique du fluide lorsqu'il existe les gradients horizontaux de
temperature. Soulignons que ce probleme est different de celui de 1'exemple
que nous aliens d'ecrire maintenant : dans ce cas, suivant des gradients de
temperature verticaux appliques au fluide, il existe des etats d'equilibre stable
ou instable.

10.2 Instabilite de Rayleigh—Benard

Nous considerons le probleme d'un fluide contenu entre deux plaques
horizontales a des temperatures differentes. Dans cette situation, ou le
gradient de temperature est vertical, nous aliens montrer que le terme
(v • grad) T de transport de chaleur par convection controle 1'ecoulement
(il etait nul dans le cas precedent).

Si la temperature de la plaque inferieure est plus faible que celle de la
plaque superieure, la stratification de densite (fluide dense par dessous) est
stable. Get effet apparait dans 1'atmosphere de certaines villes, lorsque les
nappes d'air chaud sont au-dessus de celles d'air plus frais. Cette situation ne
permet pas 1'elimination correcte de la pollution (Fig. 10.2) et il se forme un
brouillard (smog) dans la partie superieure de 1'atmosphere : celui-ci renforce
ce processus en arretant le rayonnement solaire (ce qui rechauffe), et en
empechant le rechauffement des couches basses (phenomene d'inversion de
temperature).

Dans le cas oppose d'un fluide chauffe par en-dessous, on se trouve
dans une situation instable, car les particules de fluide de plus faible
densite sont situees au-dessous de celles de plus grande densite (en effet, la
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FIG. 10.2 - Accumulation d'une nappe de polluants (dus pour 80 % a la
circulation automobile) au-dessus de la mile, de Los Angeles : on apercoit a
peine au centre de I'image le centre-mile et ses gratte-ciels ainsi que quelques
montagnes dans le lointain. Ce phenomene est observe dans le cas d'une
atmosphere stable due a I'existence d'une couche d'air chaud a une altitude de
I'ordre de 500 metres au-dessus de masses d'air frais venant de I'ocean. C'est
le classique « smog » de Los Angeles (Document B. Gaitley, Jet Propulsion
Laboratory).

masse volumique diminue lorsque la temperature augmente). Cependant,
contrairement au cas d'un gradient horizontal, un mouvement du fluide
n'apparait que lorsque la difference de temperature excede une certaine
valeur, appelee seuil de 1'instabilite. Pour un fluide limite par deux plaques
horizontales paralleles, ce probleme est appele instabilite de Rayleigh-Benard.
L'apparition de cette instabilite au-dessus du seuil peut etre decrite comme
une transition de caracteristiques generates analogues a 1'emission de
tourbillons dans Pecoulement autour d'un cylindre. Ces deux phenomenes
peuvent, par analogic avec des exemples thermodynamiques, 6tre decrits
par un modele de Landau, comme nous 1'avons montre au chapitre 2
(section 2.4.2). Nous utiliserons ici une presentation hydrodynamique directe
pour analyser la notion de seuil d'instabilite du point de vue de la structure
de Pecoulement.

10.2.1 Description de 1'instabilite de Rayleigh—Benard
Decrivons tout d'abord les resultats experimentaux obtenus (Ti est la

temperature de la plaque superieure (y = a), et T% > TI celle de la plaque
inferieure (y = 0) (Fig 10.4) :
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FIG. 10.3 - Systeme de rouleaux de convection d'une couche d'huile circulaire
entre deux plaques a des temperatures differentes (vue de dessus). Les defauts
et branchements du reseau de rouleaux sont dus aux conditions aux limites
circulaires imposees, les rouleaux se raccordant a angle droit aux parois
verticales (cliche V. Croquette, P. Legal, A. Pocheau, CEN Saclay).

• tant que la difference de temperature T2 — T\ — AT est inferieure a
une valeur critique ATC, les echanges de chaleur sont purement diffusifs
(comme dans le cas ou Ton chaufFe le fluide par le dessus) ;

4 a une valeur AT = ATC, on observe une mise en mouvement du
fluide : un ensemble de rouleaux contrarotatifs paralleles apparait
simultanement dans 1'ensemble de la cellule (Fig. 10.3). Leur diametre
est tres voisin de la distance entre plaques. La vitesse du fluide dans les
rouleaux croit continument et reversiblement lorsqu'on fait varier 1'ecart
(AT — ATC) au-dessus du seuil;

4 suffisamment au-dessus du seuil ATC, on peut identifier d'autres seuils
ou se produisent des phenomenes instationnaires : on les detecte en
analysant la variation du signal de thermocouples mesurant localement
la temperature sur les plaques. On constate 1'existence de fluctuations
de temperature couplees a celles du champ de vitesse. Nous decrirons
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plus en detail, a la section 10.5, les caracteristiques essentielles de ces
regimes : ils represented differentes etapes d'apparition du chaos dans
1'ecoulement du fluide.

Nous allons proposer plusieurs determinations approchees du seuil ATC qui
nous permettront de nous familiariser avec les diverses fagons d'aborder ce
type de probleme d'instabilite.

10.2.2 Mecanisme de Tinstabilite de Rayleigh-Benard
et ordres de grandeur

Mecanisme qualitatif de 1'instabilite

Le mecanisme peut etre compris a partir du diagramme de la figure 10.4.

FIG. 10.4 - Schema qualitatif du demurrage de 1'instabilite de
Rayleigh-Benard. Une fluctuation locale de temperature 9 initie un
mouvement convectif vertical. La particule (en traits pleins), une fois
deplacee, se trouve soumise d une difference de temperature d'autant plus
grande qu'elle echange moins sa chaleur avec Vexterieur, ce qui renforce la
fluctuation initiale.

4 Supposons qu'une perturbation initiale 9 de temperature par rapport a
la temperature d'equilibre T(y) apparaisse en un point du volume.

4 Par suite de la poussee d'Archimede, un mouvement vertical est induit
sur les particules de fluide correspondantes : ainsi, si 9 est positif, la
densite des particules diminue et le mouvement est ascendant.

4 II en resulte un apport convectif local de fluide ascendant chaud entraine
par ces particules : il vient des couches inferieures plus chaudes et
renforce la perturbation initiale de temperature. Le processus pourra
alors s'auto-entretenir si la diffusion de la chaleur et le freinage visqueux
ne le moderent pas suffisamment.
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Cette boucle de reaction positive conduit a 1'instabilite convective si les
mecanismes stabilisants, que sont la conductivity thermique (qui diffuse la
pertubation de temperature) et la viscosite (qui attenue la perturbation
de vitesse), ne sont pas trop importants. Les conditions de demarrage de
1'instabilite sont etroitement controlees par les valeurs relatives des constantes
de temps d'echange de chaleur et de quantite de mouvement qui interviennent
dans le probleme. Un parametre tres important est le nombre de Prandtl
Pr = I//K, defini au chapitre 2 (section 2.3.2), qui caracterise les diffusivites
relatives de la quantite de mouvement et de la chaleur. L'analyse qualitative
que nous presenterons dans le paragraphe suivant correspond au cas ou le
nombre de Prandtl est tres superieur a 1'unite : cela est verifie pour de
nombreuses huiles visqueuses. On peut alors considerer que la vitesse du
fluide est une variable rapide qui s'ajuste rapidement aux changements de
force verticale dus aux variations de densite. Dans ce cas, par contre, la
temperature est une variable lente : nous supposerons done que c'est la mise
en equilibre thermique des particules deplacees de leur point d'equilibre qui
controle cette force verticale et, par suite 1'amplification de 1'instabilite. Dans
le cas contraire (Pr <C 1), par exemple pour le mercure, ce raisonnement n'est
plus valable : la valeur du seuil d'instabilite reste cependant la meme comme
nous le verrons a la section 10.2.3.

Critere physique d'instabilite - cas d'un nombre de Prandtl grand
devant 1'unite

Nous analysons le mouvement d'une particule spherique de rayon R.
Supposons que, par suite d'une fluctuation, on 1'anime brusquement d'une
vitesse v (comptee positivement si elle est dirigee vers le haut). Nous aliens
chercher si cette fluctuation de vitesse s' attenue par la suite ou tend au
contraire a s'amplifier. Estimons d'abord la difference de temperature ST
que la particule acquiert par rapport au fluide environnant. Dans la limite
des nombres de Prandtl eleves, cette difference est limitee par la relaxation
thermique de la particule avec le fluide (en revanche, on peut supposer qu'elle
atteint immediatement son equilibre de vitesse). Le temps caracteristique TQ
correspondant verifie :

ou A est une constante geometrique. Pendant ce temps-la, la particule s'est
deplacee de Sy = VTQ et ses differences de temperature ST et de densite Sp
par rapport au fluide environnant deviennent respectivement :

et
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On a done, sur la sphere, une force motrice (ici la force d'Archimede) :

La vitesse v de la particule augmentera done si la force motrice est superieure a
la force de freinage visqueuse de Stokes Fvisc = —GTrrjRv (Eq. (8.55)) que nous
avons calculee au chapitre 8 (section 8.4.2). Le critere d'instabilite devient
done :

soit :

Plus la perturbation sera de grande etendue spatiale, plus elle sera instable.
En prenant comme taille maximale R = a/2 et en remplagant TJ/PQ par la
viscosite cinematique z/, on obtient la condition d'instabilite :

Le rapport Ra est le nombre de Rayleigh. Pour que 1'instabilite convective
se declenche, il est necessaire que Ra depasse la valeur critique Rac, a
laquelle correspond une difference de temperature critique ATC. La valeur
experimental de ce nombre de Rayleigh critique pour un fluide contenu entre
deux plaques rigides horizontals est de 1 708.

Citons un ordre de grandeur correspondant a une experiences realisee avec
une huile silicone : v K, 10~4 m2s~1, K = 10~7 m2s~1, a = 10~2 m, a =
10~3 K"1 ; on trouve une valeur ATC « 1, 7 K. On remarque en particulier la
variation tres rapide du seuil avec la distance a entre les plaques : ainsi, pour
une epaisseur deux fois plus faible, la difference de temperature critique ATC

est huit fois plus elevee.

Remarques

+ La valeur de la vitesse v de la particule n'intervient pas pour 1'etablissement
du critere d'instabilite en raison de la linearite des equations utilisees. Pour
determiner 1'amplitude stationnaire de la convection une fois developpee, il
est necessaire de faire intervenir des termes non lineaires supplementaires.

+ La valeur experimentale Rac correspond a A ~ 0,04, ce qui est un ordre de
grandeur raisonnable pour une sphere.

^ Si on avait pris un cylindre a la place de la sphere liquide pour respecter
la symetrie des rouleaux, on aurait simplement supprime un facteur a dans
les expressions (10.15) et (10.16) ; la force sur un cylindre depend en effet
seulement logarithmiquement de son diametre comme nous 1'avons vu au
chapitre 8 (section 8.4.4). Le resultat final (10.17) serait done inchang6 a
un coefficient g6ometrique pr6s.
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10.2.3 Solution bidimensionnelle du probleme
de Rayleigh—Benard

Calcul approche du seuil de stabilite

Experimentalement, au-dessus du seuil d'instabilite, on observe des
rouleaux paralleles de section a peu pres circulaire et contigus : chaque rouleau
tourne en sens inverse du voisin. Aidons-nous de ce resultat et supposons
d'autre part la couche de liquide infinie dans les deux directions horizontales ;
nous prendrons comme approximation de la composante verticale vy de la
vitesse convective la fonction periodique :

Nous choisissons k = TT/O comme valeur du vecteur d'onde : cette valeur
permet de rendre compte du fait que les rouleaux sont circulaires et d'un
diametre de 1'ordre de a. Cette formulation correspond simplement a une
analyse en modes, dans laquelle on recherche la solution a partir de ses
differentes composantes de Fourier de vecteur d'onde k. L'amplitude vyo(t)
joue le role d'un parametre d'ordre pour 1'instabilite de Rayleigh-Benard, tout
comme Tangle 0 dans 1'exemple mecanique que nous avons decrit au chapitre 2
(section 2.4.2). L'equation (10.18) ne represente qu'une approximation et ne
verifie pas en particulier les conditions aux limites sur les parois horizontales
d'equation y = ±a/2 : elle verifie cependant la condition d'incompressibilite
et permet d'obtenir une bonne approximation pour le nombre de Rayleigh
critique. Les equations pour le transport vertical de la vitesse et de la chaleur
s'ecrivent :

et

Remarque Nous n'avons pas ecrit 1'equation pour la composante horizontale
vx ; elle serait necessaire pour une etude plus fine, ou nous ferions entrer en ligne
de compte la dependance de vy par rapport ay. II faut alors faire intervenir la
composante vx afin de verifier la condition d'incompressibilite, et de reproduire de
fagon realiste le champ de vitesse des rouleaux.

A 1'ordre le plus bas en perturbation, la solution des deux equations (10.19)
donne vy = 0, et la variation de temperature avec la coordonnee y est lineaire.
Ces solutions representent 1'etat du systeme en 1'absence de convection, au-
dessous du nombre de Rayleigh critique. Dans ce regime, ou le transfert
de chaleur est purement diffusif, les champs de vitesse, de pression et de
temperature verifient :
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et

La solution du developpement en perturbation a 1'ordre suivant correspond a
1'apparition de 1'etat convectif : si 1'on reste infiniment pres du seuil, la vitesse
vy est infiniment petite. On ecrira done les champs de vitesse et de pression
sous la forme :

et :

Remplagons maintenant dans 1'equation (10.19a) p et p par les
expressions (10.21), et conservons uniquement les termes du premier ordre
en vy, Sp et 6p. On obtient alors, en tenant compte des solutions (10.20)
correspondant au regime diffusif :

En combinant les equations (10.8, 10.20, 10.21) et (10.22) et en supposant
que Sp est seulement fonction de x et de £, on obtient :

d'ou on tire une premiere equation couplant la vitesse vy et la temperature :

De meme, 1'equation (10.19b) devient, a 1'aide des formules (10.20c) et
(10.21a) :

Les deux expressions symetriques (10.24a) et (10.24b) represented la
formulation du probleme de Rayleigh-Benard dans 1'approximation des
petites perturbations, dite approximation de Boussinesq : elles expriment
un equilibre entre une variation temporelle et un terme diffusif freinant
1'etablissement des instabilites. Ce sont les termes de couplage vy (AT/a)
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et ag6 dans les equations (10.24a) pour vy et (10.24b) pour 9 qui sont
responsables du demarrage du mouvement de convection.

Remarque Dans les equations (10.24a et b), on n'a retenu que des infiniment
petits du premier ordre en v et 6. II apparait done un terme de convection dans
1'equation de la chaleur, mais pas dans 1'equation de Navier-Stokes : il serait en
effet du second ordre en v.

Nous allons maintenant chercher les solutions pour lesquelles la variation
temporelle de 1'amplitude vyo(t) est de la forme (Eq. (10.18)) :

Le parametre a est homogene a 1'inverse d'un temps. La dependance
exponentielle en eat traduit le fait qu'une pertubation de vitesse infiniment
petite tend a croitre exponentiellement avec le temps (cr > 0) si AT est
superieur a ATC et a s'amortir exponentiellement (a < 0) dans le cas contraire.
La valeur a = 0 correspond au seuil d'instabilite ou AT = ATC. Nous avons
deja rencontre ce type de variation au chapitre 2 (section 2.4.2) lors de 1'etude
du modele de Landau des instabilites. A cette variation du champ de vitesse,
correspond une variation analogue du champ de temperature avec :

Le fait que le meme facteur cos(kx) se retrouve dans les deux expressions pour
vy et T vient de ce que les extrema de vitesse verticale et de temperature se
trouvent en phase dans les colonnes ascendantes ou descendantes. En portant
ces lois de variation dans les equations de mouvement (10.24a et b) et en
simplifiant par le facteur cos(kx) eat, on obtient :

et

Le terme ag OQ est du a la modulation de la poussee d'Archimede du liquide
due a la variation periodique de sa temperature dans un plan horizontal.
La condition de compatibilite de ces deux equations homogenes en VQ et OQ
s'exprime par 1'equation :

En particulier, a la limite de convection (a = 0), on obtient le seuil sous la
forme :



576 Chapitre 10 : Instabilites hydrodynamiques

ou

Ce rapport sans dimension represente la valeur seuil, Rac, du nombre de
Rayleigh que nous avons introduit plus haut. Rappelons que le resultat
experimental pour une couche de fiuide maintenue entre deux plaques rigides
est Rac = I 708. Cette difference de valeur n'est pas surprenante compte
tenu des approximations que nous avons utilisees ; le point important est
1'obtention de la forme dimensionnelle correcte de Ra.

Remarquons enfin qu'on peut calculer le taux de croissance <j de
1'instabilite au voisinage de Rac (faibles valeurs de a), a partir de
1'equation (10.29) en negligeant le terme en a2 ; cela conduit a :

Au voisinage du seuil, la croissance des perturbations (vitesse, temperature ...)
est infiniment lente. Un phenomene semblable de ralentissement critique a ete
discute en relation avec la figure 2.12. Le passage continu de valeurs reelles
negatives de a a des valeurs positives lorsque le nombre de Rayleigh passe
par sa valeur critique s'appelle principe d'echange des stabilites. II caracterise
la transition continue de Yetat thermodynamique d'echange de chaleur par
diffusion au-dessous du seuil, a Yetat d'ordre dynamique convectif au-dessus.

Remarque Dans le cas d'un liquide mauvais conducteur de la chaleur, le nombre
de Prandtl Pr = I//K est generalement tres superieur a 1'unite. Le prefacteur
du taux de croissance (ou de decroissance) est alors de 1'ordre de nk2 d'apres
1'equation (10.31) ; il est done determine par la diffusion thermique. Ainsi, lorsque
-Ra = 0, une perturbation de vecteur d'onde k w I/a proche de celle des rouleaux
relaxe avec une constante de temps de 1'ordre de la valeur TQ = a2/K donnee par
1'equation (10.12). Cela justifie 1'hypothese faite a la section 10.2.2 suivant laquelle,
lorsque Pr est tre"s superieur a 1'unite, c'est la diffusion thermique qui est responsable
de 1'amortissement des rouleaux ; la variable vitesse qui correspond a un phenomene
plus rapide, est asservie a 1'evolution du champ de temperature. Mais lorsque Pr
est tres inferieur a 1'unite, c'est la diffusion des perturbations de vitesse qui controle
1'attenuation du mouvement convectif.

Domaine de stabilite en fonction du vecteur d'onde

La solution complete du probleme lineaire bidimensionnel conduit au
diagramme de la figure 10.5. La courbe separe un domaine (5), ou le systeme
est stable par rapport a des perturbations lineaires du probleme stationnaire,
d'un deuxieme domaine (/) ; dans celui-ci, le systeme est lineairement instable,
c'est-a-dire instable vis-a-vis de perturbations d'amplitude infinitesimale.
Le minimum de la courbe est obtenu pour une valeur du vecteur d'onde
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FIG. 10.5 - Diagramme de stabilite de I'instabilite de Rayleigh-Benard obtenu
lorsque les parametres de controle sont le vecteur d'onde du systeme de
rouleaux et le nombre de Rayleigh. La courbe (C), dite de stabilite marginale,
correspondant a un taux de croissance a = 0, separe le domaine instable (I)
du domaine (S) qui est stable devant des perturbations infinitesimales. Les
configurations de rouleaux correspondant aux longueurs d'onde A inferieures
et superieures a la valeur critique Ac sont representees schematiquement.

kc « 7r/a dans le cas de conditions aux limites de vitesse nulle sur les
plaques horizontales rigides : cette valeur est en accord avec 1'hypothese du
calcul simplifie que nous avons mene plus haut. La valeur correspondante
du nombre de Rayleigh critique est de 1 708. Analysons qualitativement
1'augmentation du nombre de Rayleigh critique, observee dans la figure 10.5
lorsque k s'ecarte de la valeur kc. Dans le cas de rouleaux tres serres, les
effets de la viscosite dus aux contre-ecoulements a 1'interieur d'un meme
tourbillon retardent 1'apparition de la convection ; de plus, 1'uniformisation de
la temperature par convection thermique d'un rouleau a 1'autre est facilitee.
Par ailleurs, dans le cas de rouleaux tres larges, le transport convectif est peu
efficace : en effet, le meme gradient de pression doit mettre en mouvement
une masse de fluide beaucoup plus grande et la vitesse de convection est plus
faible.
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Variation de 1'amplitude de 1'instabilite avec la distance au seuil

L'analyse lineaire que nous avons faite nous renseigne sur la valeur du
seuil et sur la forme des solutions au voisinage de Rac (lorsqu'on suppose
que le systeme est bidimensionnel). En revanche, elle ne nous dit rien
sur 1'evolution de 1'instabilite aux temps longs lorsque Ra > Rac et, en
particulier, sur 1'amplitude d'equilibre de la vitesse ; le terme exponentiel de
1'expression (10.25) conduirait en effet a une divergence de celle-ci aux temps
longs ! Les effets non lineaires de ce probleme ont un role stabilisant lorsque
1'amplitude augmente suffisamment. L'origine est decrite schematiquement
par la figure 10.6. Les echanges de chaleur par convection reduisent les ecarts
de temperature dans la partie centrale de la couche de fluide : les variations
importantes de temperature se font alors dans des couches limites thermiques
pres des parois ou la vitesse vy est plus faible et les effets, dus a la diffusion,
importants.

FIG. 10.6 - Profil de temperature entre deux plaques horizontales chauffees
en presence d'un ecoulement de convection schematise par la composante
verticale du vecteur vitesse, lorsque la vitesse de convection est suffisante pour
qu'apparaissent des couches limites thermiques pres des parois.

Cette diminution du gradient thermique (grad T)o dans la partie centrale
entraine une diminution du nombre de Rayleigh construit a partir de ce
gradient : 1'augmentation de la vitesse vo(t) est, par consequent, reduite.
De fagon quantitative, on prevoit que :

ou gradT est le gradient applique ; la presence du terme en v^ traduit le
fait que les vitesses —vy et vy induisent toutes deux la meme diminution
du gradient. Prenons comme ordre de grandeur de (grad T)o la valeur seuil
(grad T)c : c'est en effet la valeur limite inferieure du gradient de temperature
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dans la partie centrale. On trouve alors :

Ce resultat est en accord avec des mesures de vitesse par anemometrie laser
realisees sur 1'experience de Rayleigh-Benard. On trouve que la vitesse vy

mesuree varie continument au-dessus du seuil comme :

avec un exposant /3 = 1/2 (Fig. 10.7a). Cette valeur de j3 est identique a
celle que nous avions predite au chapitre 2, a 1'aide du modele de Landau
(section 2.4.2) : experimentalement, elle etait deja apparue au chapitre 2 avec
1'exemple de la bille dans un anneau en rotation et dans celui de 1'emission
de tourbillons derriere un cylindre. La valeur 1/2 de 1'exposant (3 est en fait
caracteristique de toute une famille de transitions de phase du second ordre,
dites de champ moyen.

FiG. 10.7 - (a) Variation de la composante verticale de la vitesse avec le
nombre de Rayleigh dans Inexperience de Rayleigh-Benard. Les deux branches
qui apparaissent au-dessus du seuil correspondent a deux sens possibles de
rotation : elles sont symetriques par rapport a I'echange vy —>• — vy, qui decale
simplement d'un rouleau le systeme de cellules convectives. (b) Variation,
avec le nombre de Marangoni, de la composante verticale de la vitesse au
centre des cellules hexagonales dans Vexperience de Benard-Marangoni. Cette
variation est dissymetrique pour I'echange vy —> —vy qui traduit la difference
de la forme du champ de vitesse entre les zones au centre des hexagones oil
le fluide monte, et celles sur les bords ou il descend.
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Remarque Dans le probleme de Rayleigh-Benard, il apparait un effet de brisure
de symetrie, analogue au cas de la bille dans un anneau en rotation. Get effet
correspond ici au choix de la phase (f> de la fonction cos(kx + <p) qui decrit la
structure du systeme des rouleaux : en effet, pour une position donnee des rouleaux,
il existe deux sens de rotation possibles respectant 1'inversion du sens de rotation
d'un rouleau a 1'autre. Ces deux solutions sont equivalentes aux deux positions
symetriques d'equlibre de la bille au-dessus du seuil d'instabilite.

Pour une difference de temperature donnee, on peut egalement caracteriser
1'importance du mouvement convectif par le nombre de Nusselt Nu, deja
rencontre au chapitre 9 (section 9.7.1) :

On peut mesurer le terme au denominateur en chauffant la cellule par au-
dessus : dans ce cas, la stratification de densite est stable, et les echanges
thermiques se font uniquement par diffusion. D'apres la definition du nombre
de Nusselt Nu, on a :

Par ailleurs, les mesures experimentales du flux de chaleur d'une plaque a
1'autre en presence du mouvement du fluide montrent une variation de Nu de
la forme :

Ce comportement lineaire au voisinage du seuil traduit le fait que le terme
de transport convectif de chaleur (et, par suite, Nu) doit varier comme Vy ;
comme nous 1'avons deja signale, cette contribution ne doit pas dependre du
signe de vy puisque +vy transporte de la chaleur vers le haut, et — vy du froid
vers le bas. Puisque v^ est proportionnel a (AT — ATC) (relation (10.33)), on
retrouve la dependance lineaire de la relation precedente.

10.3 Autres examples d'instabilite avec seuil

10.3.1 Instabilite de Taylor-Couette
L'ecoulement de Couette entre deux cylindres concentriques a ete etudie

dans le chapitre 4 (section 4.5.5). La forme du champ de vitesse stationnaire
obtenu aux faibles vitesses de rotation correspond a un ecoulement purement
orthoradial, de vitesse donnee par la relation (4.102). Si le cylindre interieur
est maintenu fixe et le cylindre exterieur mis en rotation, 1'ecoulement est
stable jusqu'a une vitesse suffisamment elevee ou il devient turbulent, sans
qu'apparaissent des structures caracteristiques dans 1'ecoulement. C'est ce
probleme que Maurice Couette avait etudie dans sa these en 1901. En
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FIG. 10.8 - Photos d'un systeme de rouleaux de Taylor-Couette visualises
par des particules reflechissanies en suspension dans le fluide. (a) Pen au
dessus du seuil Tac ; (b) plus au dessus du seuil, on observe des vortex
ondules, ce qu'on pent rapprocher de la premiere oscillation observee dans
les scenarios de la transition vers la turbulence decrits dans la section 10.5
(cliches D. Andereck et H. Swinney) ; (c) schema de principe des rouleaux
apparaissant dans I'instabilite de Taylor-Couette pour I'ecoulement entre deux
cylindres de vitesses de rotation ^i et f^ differentes.
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revanche, si on fait tourner le cylindre interieur en laissant le cylindre exterieur
fixe, une circulation fluide en rouleaux toroi'daux apparait au-dessus d'une
valeur critique 17 c de la vitesse angulaire de rotation f2 ; le plan des tores
est horizontal et leur corde est egale a la distance a entre les cylindres
(Fig. 10.8). Cette structure a ete decrite pour la premiere fois par G.I.
Taylor en 1923 : les rouleaux peuvent etre visualises directement si le liquide
contient des particules allongees qui permettent de visualiser les zones de fort
gradient de vitesse. Us peuvent etre etudies quantitativement en utilisant les
sondes de gradient de vitesse localisees sur les parois etudiees au chapitre 9
(section 9.7.2), ou bien par velocimetrie Doppler decrite au chapitre 3
(section 3.5.2). Le champ de vitesse resultant est la somme de 1'ecoulement
non perturbe orthoradial et d'un mouvement convectif perpendiculaire a 1'axe
des rouleaux.

Ce probleme d'instabilite peut etre mis en etroite correspondance avec
celui de Rayleigh-Benard. Le gradient radial de force centrifuge, du a
1'existence de fluide de plus grand moment cinetique pres de 1'axe, remplace,
dans ce probleme, 1'effet de la poussee d'Archimede du a la stratification
instable de densite. Les gradients de vitesse remplacent ceux de temperature :
enfin, la viscosite, qui a un effet stabilisant (car elle permet a un element de
fluide ecarte de sa position d'equilibre de se mettre en equilibre de vitesse
avec le fluide environnant), remplace la diffusion thermique.

Pour trouver le nombre sans dimension qui gouverne cette instabilite
(equivalent du nombre de Rayleigh pour 1'instabilite de Rayleigh-Benard),
on peut reprendre le meme raisonnement d'equilibre de forces qui a ete utilise
pour 1'instabilite de Rayleigh-Benard. Nous montrons ci dessous qu'on trouve
le nombre caracteristique :

appele nombre de Taylor (a est 1'intervalle entre les cylindres, et R ^> a
est leur rayon moyen ; 17 est la vitesse angulaire de rotation du cylindre
interieur). Le tableau 10.1 etablit le parallele entre les parametres et les
forces caracteristiques de ces deux instabilites et de 1'instabilite de Benard-
Marangoni qui sera etudiee a la section 10.3.2 (les constantes geometriques
n'ont pas ete indiquees dans ce tableau).

Demonstration Supposons, comme pour 1'instabilite de Rayleigh-Benard, qu'on
communique a une sphere fluide, de petit rayon ro et densite p, une vitesse de
convection vc radiale et done perpendiculaire a 1'ecoulement orthoradial moyen. La
sphere perdra la quantite de mouvement p = mvc par ralentissement visqueux dans
un temps caracteristique rv (m = (47r/3)ro est la masse de la sphere fluide). Comme
la force de freinage visqueux Fv;sc exercee sur la sphere est egale a 671-77 rofc , on

trouve :

ou A est un coefficient numerique de nature geometrique. L'expression du temps
de diffusion visqueuse rv est, par ailleurs, equivalente a celle du temps de diffusion
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TAB. 10.1 - Tableau comparatif des parametres caracteristiques des instabilites
de Rayleigh-Benard, Taylor-Couette et Benard Marangoni. Notons que, pour
les deux premieres, la correspondance s'etend jusqu'a donner des valeurs
numeriques tres voisines pour les seuils.

thermique de Pequation (10.12). Au bout du temps TV, la particule s'est deplacee
transversalement d'une distance Sr ~ VCTV. L'ordre de grandeur de la force motrice
Fm correspondra a la variation de la force centrifuge m fi2 (r) r sur la distance 6r.
La vitesse angulaire 17 (r) de rotation locale passe de Q sur le cylindre interieur
(r = .R), a 0 sur le cylindre exterieur (r — R + a). On prendra done comme ordre
de grandeur de Fm •

ou B est une constante geometrique. La condition d'instabilite equivalente a
1'equation (10.16) est done :

Comme dans le cas de 1'instabilite de Rayleigh-Benard, ce sont les perturbations
de plus grande taille qui verifient le plus facilement la condition avec une limite
superieure TO ~ a/2. En ne tenant pas compte des coefficients geometriques, on
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trouve bien que le rapport Fm/FViSC est egal au nombre de Taylor donne par la
formule (10.36).

Remarquons que la viscosite cinematique v intervient a double titre dans
le nombre de Taylor. Elle apparait, une premiere fois, dans 1'evaluation du
temps TV de mise en equilibre de vitesse d'une perturbation par frottement
visqueux avec le fiuide environnant (dans 1'instabilite de Rayleigh-Benard, on
faisait intervenir un temps de mise en equilibre thermique). Elle intervient une
deuxieme fois dans le calcul de la force de frottement visqueux qui s'oppose a
la force motrice. Le denominateur en v2 dans le nombre de Taylor remplace
done celui en I>K dans le nombre de Rayleigh.

Comme dans le cas de 1'instabilite de Rayleigh-Benard, le vecteur d'onde
critique kc est celui qui correspond aux modes d'instabilite apparaissant au
nombre de Taylor le plus faible ; il est de 1'ordre de 7r/a (cela correspond
pour les deux instabilites a un diametre de rouleaux de 1'ordre de la distance
entre les parois solides). La courbe de stabilite dans le plan (Ta:k) est
egalement tres similaire a celle obtenue dans le plan (Ra, k) pour 1'instabilite
de Rayleigh-Benard (Fig. 10.5).

Remarque L'instabilite de Taylor-Couette fait partie d'une classe plus large
d'instabilites induites par des effets de force centrifuge dans des fluides en rotation
ou pour des ecoulements courbes. Ainsi, Yinstabilite de Gortler correspond a
1'apparition de rouleaux de convection, au-dela d'une vitesse seuil, dans une couche
limite se developpant le long d'une paroi concave courbe (ecoulement parallele aux
plans de courbure). L'instabilite se developpe alors dans un profil de vitesse de
Blasius (chapitre 9, section 9.4.1) au lieu d'un profil de Couette pour 1'instabilite de
Taylor-Couette. On observe aussi ce type d'instabilites dans les profils de Poiseuille :
c'est par exemple le cas dans des canaux courbes de section rectangulaire de plus
grande dimension parallelement aux parois courbes que perpendiculairement. Cette
instabilite de Dean apparait dans la partie centrale de la paroi concave au-dessus
d'une vitesse seuil : elle ne doit pas etre confondue avec les ecoulements secondaires
de Dean decrits au chapitre 7 (Fig. 7.34). Ces derniers peuvent d'ailleurs etre
observes simultanement, mais sont localises pres des parois laterales et apparaissent
meme a tres faible vitesse.

10.3.2 Instabilite thermocapillaire de Benard-Marangoni
L'instabilite dite de Benard-Marangoni apparait lorsqu'on chauffe la face

inferieure d'une mince couche de liquide, dont la surface superieure est libre :
elle est due aux forces induites sur la surface libre par les gradients de tension
superficielle etudies au chapitre 4 (section 4.8.3). Ce phenomene a ete etudie
par Benard au debut de ce siecle, et a ete longtemps confondu avec 1'instabilite
de Rayleigh-Benard etudiee plus haut (rappelons que celle-ci est due aux
forces en volume de poussee d'Archimede et est seule active pour un volume
limite par deux parois solides). Au-dessus d'une valeur critique ATC de la
difference de temperature, il apparait, comme nous 1'avons deja indique au
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FIG. 10.9 - Schema de I'ecoulement dans les cellules de I'instabilite de
Benard-Marangoni visualisee en figure 3.16.

chapitre 3, des cellules hexagonales d'ecoulement entre la base de la couche de
liquide et la surface libre (Fig. 3.16). Le mouvement du fluide est ascendant
au centre des hexagones et descendant sur les bords (Fig. 10.9). La taille des
hexagones est du meme ordre de grandeur que 1'epaisseur de la couche de
fluide.

Le mecanisme qualitatif de I'instabilite est le suivant : supposons qu'en un
point de la surface libre, la temperature s'eleve legerement d'une quantite 0.
Par suite de la diminution de la tension superficielle lorsque la temperature
augmente, le fluide est expulse radialement de cette region plus chaude vers
1'exterieur. Pour conserver le debit, on a une remontee de fluide plus chaud
qui vient de la partie inferieure de la cellule : cet apport de chaleur vient
done renforcer la perturbation initiale. Ainsi, reflet moteur de 1'instabilite
est la difference de tension superficielle entre les parties du liquide a des
temperatures differentes. Comme pour I'instabilite de Rayleigh-Benard,
les processus stabilisants sont la diffusion thermique et la viscosite qui,
respectivement, uniformisent la distribution de temperature et ralentissent
le mouvement des particules de fluide.

Le parametre sans dimension qui gouverne cette instabilite est le nombre
de Marangoni Ma qui verifie :

b = — (l/7)(<97/<9T) represente le taux de variation relative de la tension
superficielle avec la temperature T defini a la section 1.4.1 du chapitre 1
(Tab. 1.1), et a est 1'epaisseur de la couche de fluide (nous avons deja etudie
des ecoulements induits par ces gradients de tension superficielle au chapitre 4
(section 4.8.3)). Nous montrons plus bas que, comme pour les instabilites de
Rayleigh-Benard et de Taylor-Couette, Ma est le rapport d'une force motrice
(due aux variations de tension de superficielle) et d'une force de freinage
visqueuse.
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Demonstration On supposera ici que 1'echelle de variation de la vitesse et de
la temperature dans la direction horizontale est la meme que dans la direction
verticale (c'est-a-dire 1'epaisseur a de la couche de fluide). Cela revient a dire que la
section des cellules de convection par un plan vertical est tres grossierement carree
(Fig. 10.9b).

Le principe du calcul est, de nouveau, tres similaire a celui que nous avons utilise
pour 1'instabilite de Rayleigh-Benard : la seule difference vient de ce que la force
motrice de Peffet Marangoni est exercee sur la surface libre du fluide. Nous allons
toujours supposer qu'on anime un element de fluide d'une vitesse de convection vc

et nous allons analyser si cette vitesse decroit ou non avec le temps. Dans les deux
autres exemples, nous avons vu que le critere d'instabilite etait obtenu en comparant
les forces sur des elements de fluides d'une taille a de 1'ordre de a/2. Nous nous
limiterons done ici a des elements de fluide de cette taille dont une face coincide
avec 1'interface du fluide. En evaluant alors, comme plus haut (section 10.2.2),
la difference de temperature qui s'etablit entre 1'element de volume et le fluide
environnant, on retrouve 1'equation (10.13) sous la forme :

La force motrice Fm sur 1'element du volume est reliee a la valeur absolue de la
derivee d7/dT de la tension superficielle par rapport a la temperature par :

Nous avons suppose que la face de 1'element de fluide qui coincide avec 1'interface
est carree et a deux cotes perpendiculaires a 1'ecoulement de convection vc ; nous
obtenons alors 1'equation (10.39), en admettant que la difference de temperature
entre ces deux cotes est de 1'ordre que 6T et que Fm est la difference entre les forces
de tension superficielle sur ceux-ci. L'ordre de grandeur de la force de freinage FViSC

est, comme dans les deux exemples precedents :

La condition pour avoir croissance de 1'instabilite s'ecrit done, comme dans les autres
exemples que nous avons etudies :

Le rapport Fm/Fvisc est done bien egal au nombre de Marangoni donne par
1'equation (10.37) : c'est sa valeur qui determine 1'existence eventuelle de
1'instabilite.

Le rapport du nombre de Rayleigh au nombre de Marangoni verifie :

ou Sp et £7 sont les valeurs absolues des variations respectives de densite et
de tention superficielle induites par une meme difference de temperature ST.
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Le rapport caracterise I'efficacite relative des effets de poussee d'Archimede
et de tension superficielle induits par des variations de temperature sur une
couche limite horizontale dont la surface superieure est libre. Ce rapport
equivaut done, pour les variations de ces deux parametres, au nombre de
Bond introduit au chapitre 1 (Eq. (1.60)). A difference de temperature fixee, le
rapport Ra/Ma varie en a2. II en resulte que les effets de tension superficielle
seront dominants pour les petites epaisseurs de la couche de fluide, et ceux de
gravite pour les grandes epaisseurs.

Remarque En apesanteur, ou 1'effet de la poussee d'Archimede du a la gravite
disparait, 1'effet Marangoni subsiste seul. Les experiences de realisation de
monocristaux dans les satellites se justifient par le fait que les mouvements de
convection induits par la gravite qui perturbent la croissance reguliere des cristaux
n'existent pas. On peut ainsi preparer des cristaux de plus grande taille, ou dont
1'obtention est habituellement difficile (cristaux de proteines par exemple). II reste
cependant necessaire de prendre en compte 1'effet Marangoni qui joue alors un role
dominant.

Entre les deux phenomenes, il existe une nuance plus subtile et plus
profonde que la simple difference de dependance du nombre de Rayleigh et
de Marangoni par rapport a 1'epaisseur : on peut la rattacher a la symetrie
differente des deux problemes. Dans 1'experience de Rayleigh-Benard, il existe
une symetrie entre les etats de vitesse +vy ascendante et —vy descendante :
c'est en effet le meme effet de poussee d'Archimede qui entraine le fluide
chaud vers le haut et le fluide froid vers le bas. II suffit de decaler les
rouleaux d'une demi-periode pour echanger la situation du fluide montant
en fluide descendant et vice versa. Dans le probleme de Benard-Marangoni,
cette symetrie de depart n'existe pas : les forces de tension superficielle
s'exercent seulement sur la surface libre du fluide et non au fond. D'ailleurs
1'instabilite se fait sous forme d'hexagones (Fig. 3.16), ou le fluide monte par
le centre et descend sur les bords par un ecoulement plus reparti qu'a la
montee. On ne peut pas changer cette situation en une autre, ou le liquide
descendrait au centre et monterait par les bords, grace a une simple translation
des hexagones. Cette absence de symetrie se retrouve aussi dans la courbe
donnant 1'amplitude de la composante vy de la vitesse au centre des hexagones,
en fonction du nombre de Marangoni (Fig. 10.7b) : la valeur minimale du
nombre de Marangoni sur la courbe critique correspond en effet a une valeur
non nulle de vy.

Experimentalement, lorsqu'on abaisse la temperature, la structure
convective disparait brusquement un peu au-dessous de la valeur critique ATC

pour laquelle elle apparait quand on chauffe. En effet, le point de disparition
correspond a la valeur minimale de Ma sur la courbe de la figure 10.7b ; en
revanche, la valeur ATC correspondant a 1'intersection de la courbe avec 1'axe
vy — 0 represente le seuil obtenu en augmentant la difference de temperature
en presence de perturbations infiniment petites. Ce comportement rappelle
les transitions du premier ordre, telles que la solidification d'un liquide. Le
faible hysteresis que nous venons de decrire est analogue au sur-refroidissement
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observe lorsqu'on diminue la temperature d'un liquide : celui-ci ne devient en
effet solide qu'a une temperature legerement inferieure a son point de fusion.

10.4 Quelques autres classes d'instabilites
Dans les exemples precedents, il existait un seuil d'instabilite bien defini.

Par ailleurs, les effets non lineaires conduisent a une saturation de 1'amplitude
a une valeur finie et a un etat stationnaire.

Dans cette section, nous allons d'abord traiter en detail le probleme de
1'instabilite d'un ecoulement de cisaillement (instobilite de Kelvin-Helmholtz)
pour laquelle la valeur du seuil est independante des effets de viscosite. Cette
etude va nous permettre de revoir tout un ensemble de notions liees au
fluide parfait, a la vorticite et aux ondes. Puis, nous evoquerons le cas
des ecoulements de Poiseuille qui montrera la richesse et la complexite des
mecanismes de transition vers la turbulence.

10.4.1 Instabilite de Kelvin-Helmholtz
Le vent soufflant parallelement a la surface libre de 1'eau induit la

formation de vagues, qui peuvent s'amplifier jusqu'au moutonnement ou au
deferlement correspondant a un vent de force 7 sur 1'echelle de Beaufort (c'est-
a-dire environ 60 km/h). Ce phenomene est une manifestation de 1'instabilite
de Kelvin-Helmholtz. Celle-ci peut aussi £tre observee dans 1'experience
de la figure 10-lOa : inclinons une cellule parallelepipedique, initialement
horizontale, contenant deux liquides non miscibles superposes. Pour restaurer
1'horizontalite de 1'interface, le mouvement des liquides correspond a un
cisaillement de 1'interface. On observe alors que celle-ci se ride en meme
temps qu'elle retourne a 1'horizontale. De tels effets peuvent apparaitre
naturellement a grande echelle dans 1'atmosphere (Fig. lO.lOb).

Remarque Ces structures de vortex paralleles produites a 1'interface de deux jets
de vitesses differentes persistent meme a des nombres eleves ou la turbulence est
tres presente. De telles couches de melange constituent un exemple des structures
coherentes turbulentes qui seront discutees a la fin du chapitre 11.

Nous modelisons ces problemes par 1'ecoulement de deux fluides
superposes (1) et (2), se deplac.ant parallelement a des vitesses differentes U\ et
C/2 le long de la direction x (Fig. 10.11). Nous avons deja montre au chapitre 7
(section 7.4.2) qu'un tel ecoulement introduit une nappe continue de vorticite.
Nous remplagons cet ecoulement par la superposition d'une translation globale
de vitesse (U\ + U?}/'!, et d'un ecoulement symetrique par rapport a un plan
horizontal y = 0 (Fig. 10.11) et de vitesse ± U/2 (U = Ui - U2).

Nous negligeons les effets de la viscosite, ce qui est justifie si 1'epaisseur
de la couche limite reste faible devant la perturbation qui s'amplifie. C'est le
cas pour un ecoulement a suffisamment grande vitesse pour que le nombre de
Reynolds associe a 1'ecoulement soit grand devant 1'unite. Nous supposons
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FIG. 10.10 - (a) Visualisation experimental de I'instabilite de la surface
de separation de deux fluides (cliche S. A. Thorpe, J. Fluid Mech. (1971)
et An Album of Fluid Motion). (b) Vue d'une instabilite entre deux
couches atmospheriques se deplacant a des vitesses differentes (cliche P. B.
Branstine). Une observation semblable faite dans les Alpes suisses a ete
publiee en 1886 par le theoricien allemand Hermann Helmholtz a qui on doit
les premieres etudes sur cette instabilite.

aussi (c'est un resultat general pour des ecoulements a deux dimensions) que
la premiere instabilite qui se developpe est une pertubation bidimensionnelle :
celle-ci est caracterisee par la hauteur £(x,t) de 1'interface au-dessus du plan
de base y = 0 du film (Fig. 10.12). Nous cherchons la solution du probleme
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FlG. 10.11 - Ecoulement de deuxfluides en contact se deplagant parallelement
a des vitesses differentes et representation du champ de vitesse de
cet ecoulement comme la superposition d'une translation globule et d'un
ecoulement relatif de vitesse moyenne nulle.

FlG. 10.12 - Deformation de I'interface entre deux fluides superposes se
deplafant parallelement a des vitesses differentes dans la direction Ox.

en utilisant les potentiels $1 et $3 dont derivent les vitesses Vi et V2 :

Le premier terme de chaque expression entre crochets est le potentiel des
vitesses de 1'ecoulement non perturbe, le second celui de la perturbation
du potentiel associee a la deformation £ ( x , t ) . Le calcul est fait dans une
approximation lineaire valable si 1'amplitude £,(x,t) des perturbations est
petite devant leur longueur d'onde, ou encore si Tangle a de la tangente a
1'interface avec 1'axe Ox (Fig. 10.12) est faible (c'est-a-dire si a ~ tana =
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Le couplage entre les deux quantites $1 et $2 intervient dans la condition
aux limites sur la composante v_\_ de la vitesse des fluides normale a 1'interface :
sur cette derniere, v± doit, en effet, etre identique pour chacun des deux fluides
et egale a la vitesse de 1'interface soit :

ou nous avons pris cos a = 1 (les composantes tangentielles peuvent cependant
etre differentes puisqu'on a suppose les fluides parfaits). En projetant la
vitesse de chacun des deux fluides sur la normale a 1'interface, la relation
precedente devient done :

ou encore :

On peut done ecrire Pegalite (10.45) sous la forme :

Remarques

4 Le second membre de 1'expression (10.46) represente la derivee lagrangienne
de la position £(x,t) de 1'interface ; elle est obtenue en suivant une particule
de fluide situee pres de 1'interface.

^ Le fait de prendre la composante normale de la vitesse de 1'interface egale a
d^/dt revient a remplacer cette vitesse par sa projection verticale. L'erreur
ainsi introduite n'est que du deuxieme ordre par rapport a a, alors que les
autres termes des equations (10.44, 45 et 46) sont du premier ordre.

Compte tenu de la forme (10.42) des champs de vitesses YI et V2, et en ne
gardant que les termes du premier ordre en perturbations £, $1 et $2, les
relations (10.46) (i = 1,2) s'ecrivent :

A ce stade de notre etude, nous aliens negliger 1'effet de la capillarite et de la
difference de densite entre les deux liquides : nous etudierons ensuite comment
sont modifies les resultats obtenus lorsqu'on prend en compte ces deux effets.
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(i) Cas ou la tension interfaciale et la difference de densite sont
negligees

Dans ce cas, nous pouvons ecrire la continuite de la pression a la traversee
de 1'interface :

Par ailleurs, la relation de Bernoulli nous permet d'ecrire, pour chacun des
deux fluides :

(dans cette equation, nous avons pris p\ = p% — p). En reportant
1'egalite (10.48) dans cette relation, nous obtenons, pour 1'egalite des termes
du premier ordre en perturbation :

On a remplace la condition en y = £ par celle en y = 0, ce qui est justifie car
1'influence des variations sur la distance infinitesimale £ serait du deuxieme
ordre. Nous allons rechercher, pour les variables couplees £, 3>i et $2, des
solutions de la forr^ •

La presence des termes Bie~ky et B2e
ky est imposee par la structure m£me

de 1'equation de Laplace, de la meme maniere que dans 1'etude de 1'equation
des ondes de surface que nous avons effectuee au chapitre 6 (section 6.4.1).
A la variation sinusoi'dale le long d'une direction x, est associee une variation
exponentielle le long de 1'axe perpendiculaire, telle que la portee de cette
variation soit egale a la longueur d'onde. Les signes « - » et « + » assurent
que la solution physique correspond a une attenuation de 1'onde dans les deux
demi-espaces superieur et inferieur respectivement. Le terme efft indique que
Ton cherche des modes d'amplitude variant exponentiellement avec le temps
comme dans le probleme de Rayleigh-Benard. On ne peut exclure 1'existence
d'une partie imaginaire de a : de fait, pour des ondes de surface d'amplitude
stationnaire, seule existe cette derniere composante. En substituant la forme
(10.51) de 1'expression des potentiels 3>i et $2 dans les equations (10.47a et
b) et (10.50), on obtient un ensemble de trois equations homogenes avec les
coefficients inconnus A, B\, BZ :
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On obtient la condition de compatibility entre ces equations lineaires, en
ecrivant que le determinant de la matrice des coefficients du systeme est mil
soit :

La relation entre le taux de croissance et le vecteur d'onde fc, qui correspond
a la relation de dispersion d'une onde, montre qu'il existe toujours un
mode instable. Remarquons a posteriori que cette relation est la seule
forme dimensionnelle possible, car il n'existe pas d'autre echelle de longueur
naturelle du probleme que la longueur d'onde 2?r//c. On voit aussi, d'apres
la formule (10.55), que les modes de courte longueur d'onde sont les plus
amplifies.

(ii) Effets de la tension interfaciale et de la difference de densite

La capillarite limite la croissance des perturbations de petite longueur
d'onde, et la gravite celle des perturbations de grande longueur d'onde (du
moins si le fluide dense est au-dessous de 1'autre). Regardons maintenant
comment les effets de la gravite et de la capillarite modifient les calculs
precedents.

4 Dans la condition aux limites sur la pression il faut remplacer
Pi = Pi par

4 Dans la relation de Bernoulli, il faut introduire le terme hydrostatique
plg^(i = 1,2) avec pi ^ p2.

Le calcul de la condition de compatibility des trois equations se poursuit
ensuite comme dans le cas precedent et conduit cette fois a la condition
d'instabilite :
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FIG. 10.13 - Domaine de stabilite pour I'instabilite de Kelvin-Helmholtz en
fonction du vecteur d'onde k. La celerite CQ est proportionnelle a la vitesse
relative des deux fluides (Eq. (10.57)). I represente le domaine de I'instabilite,
OG et OC sont les domaines d'existence d'ondes contrdlees respectivement par
la gravite et par la capillarite.

ou CQ represente la vitesse des ondes en 1'absence d'ecoulement (U = 0).
On voit clairement les effets stabilisants de la difference de densite (pi — p^)
(premier terme), et de la tension superficielle 7 (second terme). Le minimum
comin de CQ et le vecteur d'onde critique kc correspondant verifient :

et

On reconnait que kc est 1'inverse de la longueur capillaire definie au chapitre 1
(section 1.4.2). L'ensemble des valeurs seuils qui correspondent aux differents
vecteurs d'onde est represente par la courbe de la figure 10.13. Cette courbe
est la limite de stabilite lineaire du probleme : elle est analogue a celle de
la figure 10.5 relative a I'instabilite de Rayleigh-Benard. Le minimum de la
courbe correspond a un vecteur d'onde critique kc pour lequel les effets de la
gravite et de la capillarite sont du meme ordre de grandeur. La zone interieure
correspond au domaine ou les perturbations de vecteur d'onde donne sont
amplifiees. Dans le domaine a 1'exterieur de cette courbe, les ondes de gravite
et de capillarite excitees par une perturbation imposee ont une amplitude
decroissant exponentiellement avec le temps sous 1'effet de la viscosite quand
1'excitation cesse.

On peut determiner experimentalement cette courbe a 1'aide d'un canal
rempli d'eau, et d'un ecoulement d'air de vitesse variable parallele a la surface
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FIG. 10.14 - Evolution d'un ensemble de quatre filaments de tourbillons de
raeirae sens, perpendiculaires au plan de figure et faisant partie d'une nappe
de vorticite : (a) forme initiate de la nappe de tourbillons apres apparition
d'une bosse sur celle-ci ; (b) evolution de la forme de la nappe sous I'effet de
I'interaction entre les champs de vitesse.

libre. On « force », a 1'aide d'un batteur place a une extremite du canal,
une oscillation locale de la surface de frequence ajustable : on controle ainsi
dans le meme temps le vecteur d'onde. Pour chaque frequence de forgage,
on mesure la vitesse minimale a partir de laquelle apparait 1'instabilite :
c'est celle pour laquelle 1'amplitude des ondes augmente lorsqu'on s'eloigne
du point d'excitation au lieu de decroitre sous I'effet de la viscosite. Ces
mesures permettent de construitre 1'equivalent de la courbe de stabilite de la
figure 10.13 (le vecteur d'onde est simplement remplace par la frequence).

L'etude lineaire precedente ne s'applique pas aux effets de grande
amplitude ou la description en terme de croissance exponentielle d'un seul
mode est insuffisante. Pour comprendre le mecanisme devolution ulterieure
de 1'instabilite, nous utilisons une representation discrete de la discontinuity
de vitesse par un ensemble de lignes tourbillons paralleles : nous avons deja
utilise cette approche au chapitre 7 (section 7.4.2). De telles representations
sont largement utilisees en pratique dans des calculs numeriques : celui de
1'evolution non lineaire du probleme de Kelvin-Helmoltz fut d'ailleurs fait
des les annees 30 ! Analysons par exemple le comportement de quatre lignes
de tourbillons paralleles A, B, C et D : ces lignes font partie d'une nappe
de tourbillons (d'axes perpendiculaires au plan de figure), dont le contour
presente une bosse en B. Pour analyser 1'evolution du profil de la bosse,
regardons I'effet, sur le tourbillon B, des deux tourbillons A et C places
symetriquement (Fig. 10.14a).

Par suite de la deformation du profil, le champ induit par ces tourbillons a
une composante horizontale qui tend a rapprocher le tourbillon en B de celui
en C ; de meme le tourbillon en D se rapproche de C. Ainsi, la vorticite se
trouve renforcee autour de C : par centre, autour de A, la vorticite se trouve
affaiblie. Sous I'effet de 1'ecoulement supplementaire du a cette vorticite,
1'interface se raidit, et prend la forme montree a la figure 10.14b (on parle
d'onde de « type N » par reference a la forme asymetrique de la lettre).
Finalement, on obtient un effet de deferlement comme dans le cas des vagues.



596 Chapitre 10 : Instabilites hydrodynamiques

10.4.2 Ecoulement de Poiseuille dans un tube et entre
deux plans paralleles

L'instability des ecoulements paraboliques paralleles obtenus dans un tube
de section circulaire, ou entre deux plans paralleles, illustre la complexite et
la variete des mecanismes de transition vers la turbulence.

Dans un tuyau de section circulaire, le profil parabolique de Poiseuille
devient instable pour une valeur du nombre de Reynolds qui depend des
conditions de I'ecoulement (conditions d'entree dans le tube, vibrations, etat
de surface ...). Elle peut varier entre quelques milliers et quelques centaines de
milliers ! La raison en est que le profil parabolique est stable devant toutes les
pertubations infinitesimales quel que soit le nombre de Reynolds : il est done
necessaire d'introduire une perturbation d'amplitude finie pour le destabiliser.
L'instabilite apparait alors sous forme de zones turbulentes : celles-ci se
propagent le long du tube comme des bouchons, et alternent avec des zones
laminaires. Cette « intermittence » se manifeste par 1'observation d'un jet
saccade a Pextremite du tuyau. Ces phenomenes furent mis en evidence par
Osborne Reynolds dans une experience classique realisee a Manchester en
1881. Au chapitre 11, la figure 11.1 montre le resultat obtenu par Reynolds
sur 1'instabilite de l'ecoulement.

En revanche, pour un ecoulement de Poiseuille entre deux plans paralleles,
on a un seuil bien defini pour 1'apparition d'instabilites infinitesimales (Re =
5 900) : on parle dans ce cas de seuil lineaire, car il correspond a un cas ou on
peut appliquer des approximations lineaires a 1'evolution des perturbations.
Cependant, il est possible d'amplifier des perturbations d'amplitude finie pour
un nombre de Reynolds (de 1'ordre de 1 000) inferieur a cette valeur : on pourra
ainsi observer des instabilites si l'ecoulement amont n'est pas completement
debarrasse de toutes perturbations. Un seuil d'instabilite lineaire est done
une condition suffisante d'instabilite au-dela de la valeur seuil : mais, on
n'a pas necessairement stabilite au-dessous du seuil. On voit ainsi que
deux ecoulements pourtant tres voisins peuvent avoir des comportements tres
different s.

10.4.3 Role de la forme du profil de vitesse
et de la vorticite

II existe une difference importante entre les ecoulements dont le profil
des vitesses ne presente pas de point d'inflexion (ecoulements de Poiseuille,
ecoulements a 1'interieur d'une couche limite, ...) et ceux qui en presentent
(ecoulement de Kelvin-Helmholtz). Nous allons montrer tout d'abord que, si
on neglige 1'effet de la viscosite, les ecoulements ne presentant pas de point
d'inflexion seront stables.

Considerons un ecoulement bidimensionnel de vitesse u parallele a 1'axe Ox
dont nous ne precisons pas le profil w(t/), mais tel que sa courbure d2u/dy2

(negative dans le cas de la figure 10.15a) ne change pas de signe avec y.
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FlG. 10.15 - Evolution d'une perturbation d'un ecoulement parallele d'un
fluide par/ait dans le cas ou la variation de la vitesse u(y) du fluide avec
la distance y, normale au deplacement, ne presente pas de point d'inflexion :
(a) profil de vitesse u(y] ; (b) variation de la derivee du/dy du profil de vitesse
avec la distance y ; (c) perturbation de I'ecoulement due au deplacement d'un
element de fluide de F en F'. L'element de fluide deplace a une vorticite
differente de celle des elements de fluides environnants, et induit sur les points
A et B des deplacements dans la direction indiquee sur la figure ; (d) dans
leurs nouvelles positions A' et B', ces elements de fluides induisent une vitesse
ramenant I'element de fluide F' vers sa position de depart. Dans les schemas
(c) et (d), les fleches en traits fins representent la vorticite locale, et les fleches
en traits gras la vorticite effective correspondant au desequilibre de I'element
de fluide deplace par rapport au champ de vorticite environnant.

La vorticite uz = — du/dy a alors une variation monotone avec la coordonnee
y (Fig. 10.15b). Deplagons une particule de fluide d'une petite longueur y2~yi
du point F au point F' (Fig. 10.15c). Si on neglige la viscosite, la vorticite
n'est que convectee, et ne diffuse pas comme nous 1'avons vu au chapitre 7
(section 7.3.1). On supposera done que la particule de fluide conserve sa
vorticite initiale quand elle arrive au point F' : par rapport au champ de
vorticite d'equilibre, elle apparait comme un petit tourbillon de vorticite
effective (fleche en gras sur la figure) proportionnelle a la difference entre les
valeurs de ajz aux points F et F' (fleches en traits fins). Ce tourbillon reagit a
son tour sur les elements de fluide A et B voisins de F' : A et B se deplacent
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en sens oppose vers deux points A' et B' en conservant leur vorticite de
depart (Fig. 10.15d). II en resulte pour chacun un desequilibre avec le fluide
environnant, equivalent a 1'apparition de deux nouveaux tourbillons de sens
contraire en A' et B' (leur vorticite effective est de nouveau montree par une
fleche en noir sur la figure). Le sens de la vitesse induite en F' est telle
qu'elle ramene vers F la particule de fluide consideree initialement. Un profil
d'ecoulement sans point d'inflexion est done stable devant une perturbation
infinitesimale dans la limite d'un fluide parfait, ou seuls interviennent les effets
de convection de la vorticite.

Notons cependant que, pour des fluides visqueux, meme les profils
d'ecoulement sans points d'inflexion peuvent etre instables. Cela peut sembler
paradoxal car la viscosite etait jusqu'a present toujours apparue comme un
effet stabilisant : dans le cas present, au contraire, les transferts de quantite
de mouvement dus a la viscosite sont le moteur de 1'instabilite aux grandes
valeurs du nombre de Reynolds.

10.5 Transition vers le chaos

10.5.1 Comportement de 1'instabilite de Rayleigh-
Benard au-dela du seuil

Dans cette section et la suivante, nous decrivons les comportements de
systemes a faible nombre de degres de liberte (une cellule par exemple
ne contenant que quelques rouleaux de convection), lorsqu'on s'ecarte de
plus en plus du seuil d'apparition de la premiere instabilite. Ainsi, en
analysant 1'instabilite de Rayleigh-Benard entre deux plaques horizontales
(section 10.2), nous avons montre qu'elle se presente tout d'abord sous la
forme de rouleaux stationnaires convectifs horizontaux : a des nombres de
Rayleigh plus eleves, on voit apparaitre d'autres phenomenes qui dependent
du temps et font passer progressivement du regime ordonne (rouleaux) a un
regime chaotique.

Considerons done 1'experience de Rayleigh-Benard, et suivons 1'apparition
du regime convectif en mesurant par exemple la temperature locale
instantanee T(t) pres d'une des plaques qui limitent la couche de fluide.
Pratiquement, on analyse 1'evolution temporelle de la composante fluctuante
de la temperature (ou de la vitesse) ou encore le spectre en frequence de
celles-ci. Juste au-dessus du seuil d'instabilite, la vitesse et la temperature
restent constantes, et Pecoulement reste stationnaire. Par centre, lorsque la
difference de temperature AT entre les plaques excede une nouvelle valeur
seuil ATi, la temperature oscille periodiquement avec une frequence /i tres
bien definie. Des fluctuations periodiques du champ de vitesse se superposent
alors au mouvement convectif stationnaire. Lorsqu'on continue d'augmenter
la difference de temperature, on observe d'autres transitions conduisant,
sur un intervalle de difference de temperature limite, a un comportement
chaotique representant une forme particuliere de turbulence.
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10.5.2 Scenarios de transition vers le chaos
Suivant les valeurs du nombre de Prandtl du fluide et la geometrie de

la cellule, on identifie, a partir des variations temporelles ou de leur spectre
plusieurs « scenarios » d'evolution vers le chaos. L'application de ceux-ci n'est
pas limitee a 1'hydrodynamique, ils ont aussi ete observes sur des systemes
mecaniques, electroniques ou meme chimiques. On classe generalement ces
scenarios en trois types :

4 Pour une valeur AT2 > Al\, il apparait dans le spectre de frequence
S (/) des fluctuations de temperature une nouvelle composante de frequence
/2 bien definie mais incommensurable avec /i (Fig. 10.16a). On observe
egalement dans le spectre de nombreux pics, dont les frequences sont des
combinaisons lineaires a coefficients entiers de /i et /2. En augmentant encore
la temperature, on s'attendrait a 1'apparition d'une troisieme, quatrieme,
etc, frequence et a un comportement asymptotiquement turbulent lorsqu'une
infinite de frequences coexistent. C'est ce que predisait le modele classique
de la turbulence developpe par Landau dans les annees quarante. En fait,
au-dela d'une valeur seuil du nombre de Rayleigh, on observe une brusque
transition du spectre a deux frequences vers un comportement chaotique
(Fig. 10.16b). Le spectre S (/) a une composante continue et non nulle pour
toutes les frequences : 1'amplitude de celle-ci augmente avec AT alors que les
composantes a frequences discretes sont de moins en moins visibles.

Predite par les mathematiciens Ruelle et Takens, cette forme de passage
au chaos est egalement observee sur des systemes simples tels que deux
oscillateurs mecaniques couples non lineairement : leur comportement
resultant devient chaotique et imprevisible lorsque les amplitudes d'oscillation
sont suffisantes. Les lois gouvernant chaque oscillateur individuel sont
parfaitement connues, mais 1'etat du systeme est imprevisible au bout d'un
temps fini quelle que soit la precision avec laquelle est connu 1'etat initial.

4 Un second mode d'evolution vers le chaos est la transition par
« intermittence ». Elle consiste en un dereglement intermittent des oscillations
du systeme observe aux faibles differences de temperature : on observe alors
des bouffees chaotiques de grande amplitude entrecoupant des oscillations
regulieres biperiodiques du systeme (Fig. 10.17). L'intervalle entre les
phases desordonnees devient de plus en plus court, lorsque le nombre de
Rayleigh augmente au dessus du seuil, jusqu'a ce qu'on atteigne le regime
ou 1'ecoulement est turbulent en permanence.

4 Un troisieme scenario consiste en 1'apparition successive de doublements
de la periode l//i avec apparition successive de composantes de periodes 2//i,
4//i, 8//i ... (Fig. 10.18) : les seuils d'apparition correspondent a des valeurs
de la difference de temperature et du nombre de Rayleigh Ra\, Ra^, R&3, de
plus en plus resserrees, jusqu'a une valeur d'accumulation Rax,. Au-dela de la
temperature correspondant a cette limite, le comportement devient chaotique.
L'operation de division de frequence / —> //2 est classique en physique
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FIG. 10.16 - (a) Spectre en frequence des fluctuations de temperature observees
dans I'etat quasi periodique au-dessus de la valeur seuil AT2 (&T<2 correspond
a I'apparition d'une deuxieme frequence caracteristique independante de /2
dans le spectre des fluctuations de temperature). Les differents pics du spectre
correspondent a des frequences f = n\ f i + n<z /2 (n\ et n^ sont des entiers
positifs ou negatifs). (b) Apparition d'une composante continue du spectre
des fluctuations de temperature au-dessus du seuil de transition vers I'etat
chaotique. L'amplitude de la composante continue decroit exponentiellement
avec la frequence (document A. Libchaber, S. Fauve, C. Laroche, Ecole
Normale Superieure).

et s'appelle une oscillation parametrique : une balangoire en mouvement
pendulaire a une frequence / peut etre entretenue par un mouvement a une
frequence 2/ de la personne situee dessus ; en effet, celle-ci devra deplacer son
corps deux fois par periode par rapport a une position mediane. La division
iterative de frequence a ete introduite independamment dans les problemes
d'instabilite par Feigenbaum aux USA et par Coullet et Tresser en France.
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FIG. 10.17 - Signal temporel de variation de temperature observe pour
differentes valeurs du nombre de Rayleigh Ra lors d'une experience de
convection dans I'helium liquide. Les nombres indiques representent le rapport
Ra/Rac (Rac = seuil de convection). La duree moyenne r des phases
biperiodiques suit une loi r oc (Ra — Rai)"^ (Rai — 74, 5 Rac et 1 < (3 < 1, 5)
(document J. Maurer et A. Libchaber, Ecole Normale Superieure).

Les valeurs critiques #1, R% ... Rn, Rn+i du parametre de controle R (par
exemple le nombre de Rayleigh Ra dans le cas present) qui correspondent a
chaque etape de la division verifient la relation :

Ces valeurs de R sont de plus en plus rapprochees lorsque n croit et tendent
vers une limite finie ROO qui correspond a 1'apparition du chaos. Le nombre
8 (nombre de Feigenbaum) a une valeur universelle independante du systeme
etudie.

Globalement, les resultats de cette section heurtent notre bon sens
habitue aux problemes classiques de la mecanique rationnelle, ou des lois
exactes menent a des comportements parfaitement previsibles. De nombreux
autres exemples de chaos ont cependant ete mis en evidence, et de tels
comportements semblent d'ailleurs plutot etre la regie meme pour des
systemes simples ! Un des resultats essentiels de ces etudes est d'avoir montre
qu'on pouvait observer un comportement aleatoire de systemes presentant un
faible nombre de degres de liberte, comme ceux que nous venons de decrire. II
faut cependant distinguer 1'etat desordonne obtenu apres la transition vers le
chaos et la turbulence developpee que nous etudierons au chapitre 11 : celle-ci
correspond a des ecoulements avec des nombres considerablement plus grands
de degres de liberte. La correspondance entre ces deux classes de problemes
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FIG. 10.18 - Spectres en frequence de la temperature mesures par une sonde
locale, dans une experience de convection de Rayleigh-Benard, dans le mercure
pour differentes valeurs du nombre de Rayleigh Ra (les nombres indiques sont
les valeurs du rapport Ra/Rac ; Rac = nombre de Rayleigh correspondant au
seuil de convection). Les courbes presentees correspondent respectivement a
I'apparition des frequences f / 2 , f / 4 , f / 8 et f / 1 6 (document A. Libchaber,
S. Fauve, C. Laroche, Ecole Normale Superieure).

n'est pas evidente et, en particulier, il est difficile de degager des scenarios
simples d'apparition du desordre dans les ecoulements turbulents habituels.
Dans ces derniers, on rencontre cependant le phenomene d'intermittence que
nous avons aussi evoque plus haut pour les ecoulements a faible nombre de
degres de liberte.



Chapitre 11

Turbulence

GET OUVRAGE se termine par le plus redoutable chapitre de la mecanique
des fluides : I'etude de la turbulence. En depit d'efforts de caracterisation

et de description theorique etales sur plusieurs siecles, le « simple » effet de
la non linearite des equations de Navier-Stokes reste mal compris.

Nous avons rencontre tout au long de cet ouvrage des manifestations de
la turbulence. Au chapitre 2, nous avons vu que I'ecoulement derriere un
obstacle cylindrique devient turbulent a des nombres de Reynolds de quelques
centaines. L'etude de la dynamique du tourbillon, au chapitre 7, presente
probablement I'aspect le plus physique de la turbulence, dont les vortex sont
les elements constitutifs. La destabilisation de la couche limite laminaire
etudiee au chapitre 9 provoque une turbulence associee au comportement
erratique de la couche limite decollee aux nombres de Reynolds eleves. Enfin,
I'etude des instabilites hydrodynamiques au chapitre 10 represente en quelque
sorte un prelude a I'etude de la turbulence developpee : le developpement
d'instabilites convectives au-dessus d'un seuil conduisait a une turbulence
faible ou I'ecoulement etait deja instationnaire et imprevisible.

Ce chapitre commence par un bref rappel historique de la turbulence
(section 11.1). Ensuite (section 11.2), nous etablissons les equations de base
en decomposant le champ de vitesse local et instantane en une composante
moyenne et des fluctuations independantes du temps. On fait de meme
pour les autres variables (vorticite, pression, energie). Les fluctuations sont
correlees et out done une efficacite resultante non nulle : ce mecanisme de
transport turbulent joue un role cle, aussi bien pour les transferts d 'energie et
de quantite de mouvement, que pour ceux de chaleur ou de concentration de
solutes.

La theorie de Kolmogorov (section 11.3) s'applique a la turbulence
homogene et s 'appuie sur une description spectrale (decomposition de Fourier)
des variables fluctuantes (vitesse, vorticite ...) : elle decrit, dans les
ecoulements tridimensionnels, le transfert d'energie de I'ecoulement moyen
et des composantes turbulentes de petits vecteurs d'onde (grandes echelles
spatiales) vers celles de grand vecteur d'onde (petites echelles spatiales). On
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etablit ainsi des lois d'echelle caracterisant le transport, et on voit reapparaitre
les effets d'amplification de la vorticite par etirement des tourbillons vus au
chapitre 7. A la section 11.4, au contraire, nous abordons les ecoulements
turbulents heterogenes au voisinage de parois solides. Cette analyse presente
cependant des analogies notables avec le cas homogene (en remplacant I 'espace
des vecteurs d'onde par I'espace reel). Ainsi, au voisinage immediat d'un
obstacle, les effets de dissipation visqueuse deviennent importants (comme
pour les plus petits tourbillons en turbulence homogene), et le transfert
d'energie s'effectue de I'ecoulement exterieur vers les parois. Dans les deux
cas, ce transfert s'effectue par etapes a travers toute une gamme d'echelles de
tallies intermediates des tourbillons (domaine inertiel dans le cas homogene)
ou de distances d la paroi (couche inertielle dans le cas heterogene).

Enfin, d la section 11.5, nous evoquons le cas des ecoulements
bidimensionnels, ou le mecanisme d'etirement de la vorticite est absent, ainsi
que celui des grandes structures coherentes turbulentes evoquees d plusieurs
reprises dans cet ouvrage (et illustrees depuis des siecles par les artistes comme
par les savants).

11.1 Une longue histoire
La turbulence constitue un chapitre essentiel de 1'etude des ecoulements

de fluides. Elle a fait 1'objet de descriptions souvent precises et imagees
depuis 1'antiquite. Lorsque Heraclite ecrit : « on ne se baigne jamais deux
fois dans le m^me fleuve », il fait reference au caractere toujours changeant
- instationnaire et imprevisible - des ecoulements turbulents. Dans le De
natura rerum, Lucrece s'attache a la description de la surface de la mer
alternativement calme ou tres agitee. II introduit, a la suite d'Epicure, la
notion de clinamen (en frangais « deviation ») qui traduit la modification de
la trajectoire des « atonies » qui, amplifiee, conduit a la formation des corps
de maniere imprevisible, de meme que 1'obtention du mouvement turbulent
d'un fluide. Au chapitre precedent, nous avons deja evoque cette sensibilite
aux conditions initiales dans 1'etude des instabilites hydrodynamiques qui
conduisent a des comportements chaotiques.

Par ailleurs, les ecoulements turbulents font apparaitre des formes
geometriques bien reconnaissables, ou 1'on distingue souvent des tourbillons
et des structures de filaments tels que les a dessines en particulier Leonard
de Vinci, et qui sont attaches a la notion moderne de structures coherentes.
Les tourbillons de Benard-Von Karman etudies au chapitre 2 (section 2.4),
ainsi que les structures de couche de melange a 1'interface de deux fluides
se deplagant a des vitesses differentes (chapitre 10, section 10.4.1), sont
des exemples de telles structures. Le meme Leonard donnera une premiere
description des transferts au sein d'un ecoulement turbulent dont nous
empruntons la traduction a 1'excellent livre d'Uriel Frisch sur ce sujet :
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FlG. 11.1 - Reproduction de I'experience historique de Reynolds ; (a) a basse
vitesse, V ecoulement dans un tube est laminaire et un filet de colorant injecte
en amont a Ventree du tube loin a gauche de la figure, reste identifiable sur
une grande distance ; (b), (c) au-dessus d'une valeur critique de I'ordre de
quelques milliers, Vecoulement dement turbulent, ce qui se traduit par un
important melange de colorant entre le centre et le bord de I 'ecoulement induit
par les composantes de vitesse transverse aleatoire du fluide (cliches N. H.
Johannesen et C. Lowe, An Album of Fluid Motion,).

« Ou la turbulence de I'eau se cree ;

oil la turbulence de I'eau se maintient longtemps ;

ou la turbulence retourne au repos. »

Nous verrons a la section 11.3 que cela peut etre mis en correspondance avec la
cascade d'energie - dite de Kolmogorov - qui va de 1'echelle des plus grands
tour billons vers celle des plus petits, et dont nous avons pu nous faire une
idee a 1'occasion de 1'etude du vortex de Rankine au chapitre 7 (Fig. 7.4 et
section 7.1.3). Enfin, citons Osborne Reynolds qui, au cours d'un ensemble
d'experiences realisees a partir de 1880, a observe 1'ondulation (nous disons
aujourdhui la destabilisation) d'un filet de liquide colore a 1'interieur d'un
liquide en ecoulement dans un tube (Fig. 11.1). Cette destabilisation marque
la transition entre un regime d'ecoulement laminaire ou la vitesse est constante
et parallele a 1'axe et un regime turbulent ou des composantes de vitesse
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fluctuantes normales a 1'axe apparaissent et dispersent le colorant. On doit
aussi a Reynolds la notion du nombre sans dimension qui porte son nom.

Nous pourrions poursuivre ainsi cette presentation historique... pour dire,
en conclusion, que le probleme de la prediction des ecoulements turbulents,
si souvent decrit et qui a fait 1'objet de nombreuses etudes des la fin du dix
neuvieme siecle, reste, aujourd'hui encore, bien mal compris.

11.2 Les equations de base

11.2.1 Description statistique des ecoulements turbulents
Les ecoulements turbulents presentent des fluctuations aleatoires de la

vitesse. Pour cette raison, leur etude se rapproche de celle des gaz de particules
en mecanique statistique. Plutot que de chercher a decrire la vitesse en tout
point x et a tout instant £, on doit s'interesser a la probabilite d'obtenir
certaines vitesses en un certain nombre de points bien choisis. En pratique, la
determination complete de telles distributions de probabilite est impossible,
et il faut se contenter de determiner les moments de cette distribution ainsi
que les fonctions de correlation entre les fluctuations de la vitesse en des points
voisins.

Les variables decrivant le fluide en ecoulement turbulent (vitesse, pression,
temperature, composition ...) seront decomposees en des valeurs moyennes et
des fluctuations de valeur moyenne nulle liees a la turbulence. Appliquons
cette decomposition - dite decomposition de Reynolds - a la composante Vi
de la vitesse sous la forme :

Nous nous interesserons a 1'ecriture des lois qui regissent les variations de
la valeur moyenne ui et celles des correlations entre les composantes v( des
fluctuations. En toute rigueur, pour determiner ces valeurs moyennes, il
faudrait produire un grand nombre de realisations du meme ecoulement pour
des conditions initiales et des geometries identiques, et effectuer une moyenne
d'ensemble sur des valeurs obtenues sur toutes ces realisations. Cela n'est
evidemment guere realisable en pratique, et on supposera done souvent que la
turbulence verifie 1'hypothese d'ergodicite : si on attend un temps assez long,
1'ecoulement passe par tous ses etats possibles, et le temps passe dans chacun
d'eux est proportionnel a sa probabilite. On en deduit la definition suivante
de la composante ui de la vitesse moyenne de la vitesse d'ecoulement en un
point x donne :

T est la duree d'observation : elle doit etre grande devant le temps
caracteristique T des fluctuations de vitesse les plus lentes associees aux
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mouvements turbulents, mais plus courte que le temps devolution a grande
echelle de 1'ecoulement global. Si 1'ecoulement n'est pas stationnaire, par suite
d'une variation des parametres exterieurs, la definition d'une fonction i^(x, to)
n'a de sens que si le temps caracteristique de ces variations est tres superieur
a T. En pratique, done, il ne sera possible de definir des moyennes temporelles
significatives que si I'ecoulement est presque stationnaire statistiquement. On
pourra alors utiliser 1'hypothese d'ergodicite et supposer que I'ecoulement
explore un echantillon representatif de ses etats d'ecoulement possibles
pendant le temps de moyennage.

On utilisera aussi la moyenne des moments superieurs de la distribution de
probability des vitesses qui indique comment sont reliees entre elles les vitesses
instantanees en des points et des temps differents : ils caracterisent done
les correlations spatio-temporelles. On utilise le plus souvent des moments
d'ordre 2 « centres », calcules sur les fluctuations par rapport aux valeurs
moyennes :

Tandis que la valeur moyenne des fluctuations v\ — Vi — Vi est nulle, leurs
valeurs a des instants proches ti et £2 et en des points voisins xi et x2 sont
correlees, et bij est non nulle. Par centre, les composantes v( en deux points,
eloignes et/ou a des intervalles de temps eleves, ne sont pas correlees, et
la valeur de b^ correspondante est nulle. Dans le cas ou I'ecoulement est
statistiquement stationnaire, b^ (xi,x2, ti, £2) ne depend que de la difference
t = t<2 —1\ rapportee a un temps de reference ti ; ce sera le cas le plus frequent
dans notre etude.

Enfin, si la turbulence est homogene dans 1'espace, seule la difference des
vecteurs x2 — xi = x intervient dans les fonctions de correlation, comme
pour la variable temps. On definit egalement des moments d'ordre 3, 4 ..., a
partir des produits du nombre correspondant de composantes de la vitesse :
la determination pratique de ces moments est d'autant plus difficile que leur
ordre est plus eleve, notamment pour des raisons de convergence statistique.

L'etude des correlations spatio-temporelles a partir de mesures
instantanees de vitesse en deux points a constitue un des grands volets des
etudes experimentales de la turbulence, en liaison avec le developpement
de modeles statistiques. Les outils experimentaux ont ete, en particulier,
les anemometres a fil chaud (chapitre 9, section 9.7.1) et les anemometres
laser Doppler (chapitre 3, section 3.5.2). Ces etudes ont souvent sous-estime
1'importance des informations sur la geometric de la turbulence auxquelles les
techniques de visualisations classiques (ou plus recentes comme la velocimetrie
par images de particules) decrite au chapitre 3.5.3 donnent acces.

11.2.2 Derivation des valeurs moyennes
En appliquant 1'equation (11.2), qui definit les grandeurs moyennes,

aux derivees spatiales de la vitesse et en echangeant 1'ordre des operations
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d'integration par rapport au temps, et de derivation par rapport aux variables
spatiales, on trouve que :

(c'est 1'hypothese d'ergodicite qui permet d'echanger les moyennes spatiales
et temporelles dans le raisonnement precedent). La moyenne des derivees
temporelles de la vitesse est en general plus difficile a calculer : on devrait
1'obtenir en principe par passage a la limite 6t —> 0 dans 1'equation :

On est alors tente d'ecrire que :

puisque la premiere partie de 1'expression de droite correspond a la definition
de dUi/dt et que la valeur moyenne des fluctuations v[ de la vitesse est nulle.
L'expresssion (11.6) n'est cependant valable que si le temps T minimal pour
calculer la moyenne ui dans 1'equation (11.2) est suffisamment faible devant
le temps caracteristique T/ d'evolution globale de 1'ecoulement moyen. C'est
done sous la condition T/ > 6t > T > T qu'on obtient une valeur significative
de la derivee dvi/dt a partir du rapport (vi (to + fit) — Vi (to))/6t en utilisant
des valeurs de 6t > T (minimum necessaire pour calculer la moyenne dvj/6t)
(on rappelle que T est la duree caracteristique des fluctuations de vitesse les
plus lentes). Le passage a la limite fit —>• 0 est done souvent problematique,
mais on admettra neanmoins dans ce qui suit que 1'equation (11.6) est verifiee.

11.2.3 Equations du mouvement turbulent

Equation de Reynolds

L'equation de Navier-Stokes continue de s'appliquer a la vitesse
instantanee Vi tant que 1'echelle des plus petits mouvements turbulents des
particules de fluide est grande devant le libre parcours moyen des molecules
individuelles (nous considererons dans la suite que cette hypothese est
valable). Nous supposerons egalement, comme dans le reste de cet ouvrage,
que le fluide est incompressible.

Etablissons maintenant 1'equation de mouvement - appelee equation de
Reynolds - verifiee par la valeur moyenne ni de la vitesse. Reportons la
decomposition (11.1) dans 1'equation de Navier-Stokes normalisee par la
densite p. On obtient, en utilisant comme precedemment la convention
d'Einstein de sommation implicite sur 1'indice j lorsqu'il est repete dans un
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terme :

Moyennons maintenant 1'equation (11.7) dans le temps. Tous les termes ne
faisant intervenir qu'une fois les fluctuations p' ou v\ disparaissent lors du
moyennage. Seul, le produit croise v'jdv'Jdxj et les termes ne contenant que
les moyennes de Vi et de p sont non nuls, d'ou :

Cette equation de Reynolds ne differe que par le terme v'jdv^/dxj de celle
qu'on obtiendrait en remplagant, dans 1'equation de Navier-Stokes, p et Vi
par leurs moyennes p et v^.

Par ailleurs, la condition d'incompressibilite, divv = 0, s'applique a la fois
instantanement et en moyenne dans le temps. A partir de ces deux conditions,
on obtient :

et

Comme 1'equation de Navier-Stokes usuelle, 1'equation (11.8) peut etre
transformee en une equation de conservation de la quantite de mouvement en
la multipliant par p et en utilisant 1'equation (11.10) pour recrire le produit
croise :

En effectuant la meme operation sur le terme vjdvi/dxj, 1'equation (11.8)
devient :

ou :
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Le terme TIJ = —pvM de 1'equation (11.12a) est le tenseur de Reynolds.

La moyenne 11̂  du flux de quantite de mouvement LTjj = p vi Vj — cr^ =
pViVj + pSij — cr'ij introduit au chapitre 5 (section 5.2.2) verifie :

De nouveau, les equations (11.12a) et (11.12c), verifiees par les moyennes vl
et p, sont presque identiques aux expressions obtenues en remplagant dans
les equations correspondantes (5.6) et (5.11) V{ et p par leurs moyennes. La
seule difference - mais elle est fondamentale en ce qui concerne le transport
turbulent - est le terme supplemental r^ — —pv^v'-.

Signification du tenseur de Reynolds

Le terme Tij caracterisant la correlation entre des composantes
instantanees de la vitesse fluctuante, rend compte du transport par les
fluctuations turbulentes. II est souvent aussi appele tenseur des contraintes
turbulentes. Les composantes non diagonales T^J jouent un role plus
important que les composantes diagonales TU : elles correspondent en effet
a des contraintes de cisaillement qui facilitent 1'apparition de nouveaux
mouvements de rotation et permettent, par consequent, de maintenir eleve
le rotationnel de la vitesse et de faire apparaitre de nouveaux tourbillons.
On le comprend simplement en se rapportant a la description de la viscosite
comme une diffusion de quantite de mouvement (chapitre 2, Section 2.1.2)
et en faisant jouer un role symetrique aux deux composantes de vitesse qui
interviennent.

Comparons les significations physiques de T^ et des termes de transport
convectif de quantite de mouvement faisant intervenir la vitesse moyenne
comme, par exemple, pu^v^. Si v^ et v^ sont de signes opposes, le fluide
transporte dans son ecoulement, soit une composante negative de quantite de
mouvement selon Ox vers les y positifs (v^ < 0, v^ > 0), soit une composante
positive dans la direction des y negatifs (v^ > 0, v^ < 0). Du point de vue
de 1'echange de quantite de mouvement, le resultat est le meme. De meme,
quand v'x v'y < 0, v' est plus souvent inferieure a 0 pendant les periodes ou
v'x est superieure a 0 et vice versa. Dans un tel cas, ou les signes des deux
composantes de la fluctuation de vitesse sont correles, ces deux contributions
a la variation de quantite de mouvement vont done dans le meme sens.
Bien que les deux composantes v'x et v'y des fluctuations de vitesse soient
individuellement de valeur moyenne nulle, elles peuvent done contribuer a la
variation de v^ ou v^. Nous appliquerons un peu plus loin (section 11.2.4) un
raisonnement de ce type au cas d'un ecoulement cisaille de vitesse moyenne
v^(y}-
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Transport turbulent de chaleur ou de matiere

Jusqu'a present, nous avons cherche a etablir des equations verifiees par la
vitesse moyenne d'un 1'ecoulement turbulent et qui regissent, par consequent,
le transport de quantite de mouvement dans 1'ecoulement. On peut traiter
de meme le probleme du transport de la chaleur et des fluctuations de
temperature dans un ecoulement turbulent. La aussi, le transport de la
chaleur par les fluctuations turbulentes de vitesse presente des analogies avec
le modele de la theorie cinetique des gaz discute au chapitre 1 (section 1.3.2).
Dans ce cas, le transport de la chaleur est associe au deplacement adiabatique
des particules sous I'effet de 1'agitation thermique a 1'interieur d'un gradient
de temperature. La vitesse associee a cette derniere est remplacee ici par les
composantes de vitesse turbulentes.

Dans le cas general, 1'equation du transport de la chaleur dans un fluide
en ecoulement en 1'absence de source de chaleur est :

ou Vj est la vitesse locale du fluide et K = k/(pCp) la diffusivite thermique.
Comme pour la vitesse, on a souvent, dans un ecoulement turbulent, de
fortes fluctuations de la temperature T, qu'on peut decomposer sous la forme
T = T + T'. Les derivees spatiales et temporelle de T sont prises, comme
pour la vitesse, egales aux valeurs moyennes des derivees. En combinant la
decomposition de T avec celle de la vitesse : Vi = vl + v[, et en moyennant
1'equation de transport de la chaleur, on obtient 1'equation equivalente de
1'equation de Reynolds :

La moyenne T'v'- joue un role equivalent au tenseur de Reynolds et assure
un transport net de chaleur a partir du transport des fluctuations de
temperature par celles de la vitesse. De 1'equation (11.14), on deduit, comme
precedemment, 1'expression du flux de chaleur QT a 1'interieur de 1'ecoulement
turbulent en introduisant la capacite calorifique massique Cp du fluide, sa
masse specifique p et sa conductivity termique k — pCp K. On a :

j

Interessons-nous maintenant, au lieu du transfert thermique, au transport
d'un compose soluble (ion, colorant, traceur radioactif, polluant chimique ...)
de concentration C exprimee en masse de solute par unite de volume de
solvant. On obtient de la meme fagon 1'expression suivante pour le flux
massique Qm de solute par unite de surface et de temps en 1'absence de
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terme de source (reaction chimique par exemple) :

Comparons, dans ce dernier cas, les ordres de grandeur des composantes de
flux associees aux differents mecanismes. Pour une valeur Dm — 10~9 m2/s,
typique d'un ion simple, des gradients de concentration de 1'ordre de 10~2 C,
des valeurs de C' de 1'ordrede IP"1 C et des fluctuations turbulentes de vitesse
de ID"2 m/s, on trouve : vfi' « 1(T3C et DmdC/dxj « 1CT7C. Cela peut
s'exprimer par la valeur d'un nombre de Peclet turbulent (flux convectif/flux
diffusif), Pet w 104. La diffusion turbulente 1'emporte done largement sur la
diffusion moleculaire, et 1'effet de celle-ci est done generalement negligeable
pour les ecoulements turbulents courants. La turbulence a ainsi un effet de
melange tres efficace. C'est bien ce que nous realisons, sans y penser, lorsque
nous homogeneisons les composants de notre cafe au lait du matin avec une
cuillere !

11.2.4 Expressions empiriques du tenseur de Reynolds

« Fermeture » des equations

L'ensemble des equations (11.8) et (11.9) fait intervenir plus d'inconnues
que d'equations : aux quatre inconnues vl et p s'ajoutent les six composantes
differentes de r^ (les fonctions de correlation). On peut etablir des equations
verifiees par TIJ en multipliant les equations (11.8) par t/., puis en calculant
des moyennes temporelles. Mais les equations resultantes contiennent alors
des moments d'ordre superieur mettant en jeu trois composantes fluctuantes.
On pourrait iterer encore le processus pour ces moments, ce qui ferait
apparaitre, dans le meme temps, des moments d'ordre 4 ! On n'arrivera
jamais ainsi a obtenir un systeme « ferme » contenant autant d'equations
que d'inconnues. Ce probleme, du a la presence du terme non lineaire
(v • grad)v dans les equations de mouvement, est essentiel dans 1'etude
de la turbulence : on en sera reduit a trouver des solutions approchees en
imaginant des expressions possibles de r^ en fonction des gradients de vitesse
(dvi/dxj) qui permettent d'assurer la fermeture des equations et de resoudre
les equations de mouvement moyennees. Leur defaut majeur est de ne pas
reposer sur des bases theoriques rigoureuses : ces modeles ne font pas, en
effet, intervenir de grandeurs universelles ayant une signification physique
claire mais introduisent des parametres ajustables a determiner pour chaque
ecoulement. Neanmoins, ces expressions, qui voulaient etre au depart des
modeles theoriques de la turbulence, continuent sou vent a etre utilisees, faute
de mieux, pour des applications pratiques !

Remarque II faut noter que, dans de telles approches, on veut relier des quantites
statistiques (essentiellement des moments d'ordre 1 et 2) obtenues par des operations
de moyenne, plutot que d'etablir des equations reliant des valeurs instantanees et
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valables a tout instant et en tout point de 1'espace. On cherchera en particulier des
relations entre des moments du second ordre (comme le tenseur de Reynolds) et des
moments du premier ordre, comme le gradient de la vitesse moyenne.

Viscosite turbulente

Dans cette approche, on rend compte de 1'augmentation de la friction et
du transport de quantite de mouvement dans un ecoulement turbulent en
introduisant une viscosite Z/T qui s'ajoute a la viscosite classique des fluides.
Ce concept fut introduit par Boussinesq vers 1890 dans son traite sur les eaux
courantes. Pour cela, on pose par analogic avec le tenseur de viscosite :

Ce concept n'a cependant pas de base physique solide : VT est independante
des proprietes du fluide, mais depend en revanche de 1'ecoulement et egalement
du point de mesure dans un meme ecoulement.

Longueur de melange

Cette approche differente, proposee par L. Prandtl en 1903, est inspiree
de la theorie cinetique des gaz. Elle consiste a rechercher une longueur qui
jouerait le meme rdle que le libre parcours moyen des molecules, tout en faisant
jouer aux composantes fluctuantes de la vitesse le m6me role que la vitesse
d'agitation thermique.

Supposons par exemple qu'on ait un gradient de vitesse moyenne dv^/dy
non nul (> 0 par exemple comme a la figure 11.2). Dans un plan y = yo
donne, les particules de fluide convectees par une fluctuation turbulente
v'y > 0 viennent de zones y < yo, ou la vitesse moyenne v^(y] est plus
faible que la vitesse moyenne locale v^(yo). L'arrivee de telles particules
apparait done comme une fluctuation de vitesse v'x negative. On aura done
une contribution instantanee pv'xv'y < 0. Le meme raisonnement applique
a une particule venant du haut donne aussi un terme negatif pour cette
correlation instantanee. On a done en moyenne pv'xv' < 0 dans un ecoulement
unidimensionnel avec un gradient de vitesse dv^/dy > 0.

Precisons maintenant ces idees un peu plus quantitativement : le
deplacement d'un element materiel de fluide d'un point M(y0) a un point
M(yQ + Ay) sous 1'effet d'une fluctuation v'y de la vitesse suivant Oy y induit
une variation de la vitesse vx :

de la composante de vitesse suivant Ox. En faisant une moyenne sur les
differents trajets et vitesses possibles de 1'element materiel, on obtient un flux
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FIG. 11.2 - Vue schematique du transport de quantite de mouvement dans le
modele de longueur de melange. On suppose que I'on a un ecoulement moyen
parallele a I'axe Ox avec une vitesse dependant uniquement de la coordonnee y.

de quantite de mouvement :

Nous exprimons la correlation introduite dans cette formule sous la forme :

ou \ v'y est la vitesse quadratique moyenne des fluctuations et K un coefficient
numerique. La longueur .£, appelee longueur de melange, represente la distance
moyenne sur laquelle la vitesse d'un element fluide reste correlee a sa valeur
initiale. Dans ce modele, les grands « rouleaux » de taille voisine de la largeur
totale de 1'ecoulement sont essentiels pour determiner le transport de quantite
de mouvement. Dans un ecoulement de cisaillement simple le long d'une
paroi, il sera raisonnable de prendre la valeur locale de t egale a la distance a
la paroi puisque c'est la seule echelle de longueur caracteristique disponible.
Nous verrons plus loin a la section 11.4 comment la forme du tenseur des
contraintes qui en resulte conduit a la variation logarithmique de la vitesse
avec la distance a la paroi qui est effectivement observee.

Cette approche est done bien analogue a celle utilisee en theorie cinetique
des gaz pour le calcul de la viscosite (ou de la diffusivite) et decrite au
chapitre 1. Dans ce cas, on suppose que le transport de quantite de
mouvement s'effectue sur une distance egale au libre parcours moyen des
molecules de gaz (dont le role est joue ici par €). De meme, en theorie de

la turbulence, \ v'J joue, pour le transport de quantite de mouvement, leV y

meme role que la vitesse d'agitation thermique en theorie cinetique.
La difference essentielle est que, dans le cas du calcul microscopique

de la viscosite, on a une separation d'echelles entre les petites echelles
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des mouvements desordonnes dus a 1'agitation thermique et la distance sur
laquelle on fait une moyenne pour calculer la viscosite. Une telle separation
n'existe plus dans les mouvements turbulents, pour lesquels les plus grandes
echelles turbulentes sont de la taille des mouvements moyens. Cette non-
separabilite en echelle des mouvements turbulents est un obstacle majeur a
toute tentative de rapprochement entre la theorie cinetique des gaz et 1'etude
de la turbulence.

11.2.5 Conservation de 1'energie dans un ecoulement
turbulent

La conservation de 1'energie dans un ecoulement turbulent fait intervenir
un bilan d'energie pour I'ecoulement moyen et un autre pour les fluctuations
turbulentes.

Variations d'energie cinetique des fluctuations turbulentes
en 1'absence de gravite

On calcule ce bilan en partant de 1'equation de Navier-Stokes qu'on
multiplie par v[ avant de sommer sur les differentes composantes et de
moyenner (on suppose la force en volume /» nulle). On obtient alors, apres
avoir decompose chaque composante de la vitesse suivant 1'equation (11.1) et
divise par p pour avoir 1'energie par unite de masse :

En utilisant les equations (11.9) et (11.10), on peut recrire cette equation sous
la forme :

La derivee lagrangienne du premier membre represente les effets
d'instationnarite et la convection de 1'energie des fluctuations turbulentes
(rappelons que 1'equation de 1'energie correspond a une somme sur les indices
3 et i).

4 Les trois premiers termes du second membre - tous sous forme de
divergence - representent des flux d'energie de diverses origines, mais
dependant tous uniquement des fluctuations de vitesse et de pression.

4 Le terme —^(dv^/dxj}2 exprime, en se referant a la section 5.3.1 du
chapitre 5, la perte d'energie des fluctuations turbulentes par dissipation
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visqueuse (il suffit de remplacer Vi par v( dans 1'equation (5.26) pour
retrouver aisement ce terme).

4 Le dernier terme — v^v'j dvldxj de 1'equation (11.22) represente le
transfer! d'energie entre 1'ecoulement moyen et les fluctuations
turbulentes : il fait intervenir a la fois le gradient de vitesse de
l'ecoulement moyen et le tenseur de Reynolds TJJ = —pv^ du transport
de quantite de mouvement par les fluctuations turbulentes.

Variations d'energie cinetique de 1'ecoulement moyen

On obtient la variation d(Uj)2/dt de 1'energie cinetique par unite de masse
de 1'ecoulement moyen en multipliant cette fois 1'equation de Navier-Stokes
par la vitesse moyenne vl avant de moyenner la somme des composantes. En
procedant comme precedemment, on obtient :

Cette equation est similaire dans sa forme a 1'equation (11.22) en
remplagant des composantes fluctuantes par des valeurs moyennes. Le terme
(v^v'^dvl/dxj apparait dans les deux equations (11.22 et 23), mais avec
un signe oppose : cela traduit bien son r61e dans 1'echange d'energie entre
1'ecoulement moyen et les fluctuations.

Remarque Le terme de dissipation visqueuse de l'ecoulement moyen
—v(dui/dxj}2 dans 1'equation (11.23) est ties inferieur au terme correspondant
—v(dv'i/dxj}'2 dans 1'equation (11.22). Nous verrons plus loin en effet que les
gradients de vitesse associes aux tourbillons (et en particulier a ceux de petite taille)
sont beaucoup plus eleves que ceux du champ de vitesse d'ecoulement moyen.

On peut recrire ce terme de dissipation visqueuse sous la forme
— (vdvi/dxj) x (dUi/dxj) ou vdui/dxj represente les contraintes visqueuses
associees a l'ecoulement moyen. Les deux derniers termes de (11.23) sont alors
similaires : on passe de 1'un a 1'autre en remplagant —vdvijdxj par le tenseur v^v'j
qui est generalement dominant sauf, nous le verrons, tres pres des parois.

11.2.6 Transport de la vorticite dans un ecoulement
turbulent

Conservation de la vorticite des fluctuations turbulentes

On peut, comme pour les champs de vitesse et de pression, decomposer la
vorticite a; — rot v sous la forme uii = uJl + (jj\. En valeur absolue, les termes
fluctuants uj( sont en general beaucoup plus eleves que les termes Ul (a;z' » IUI]
puisqu'ils correspondent a des combinaisons de gradients des composantes



Les equations de base 617

de la vitesse. Nous nous interesserons done uniquement & 1'equation de
conservation de u;|, ou plutdt, puisque ces composantes sont en moyenne
nulles, de 1' enstrophie ujf (on somme sur i) . Comme pour la quantite de
mouvement et 1'energie, on calcule 1'equation de conservation de 1'enstrophie
u/2 = Y^i^i2 des fluctuations turbulentes a partir de 1'equation (7.36) de
transport de la vorticite. En ne conservant que les termes dominants, on
obtient :

Demonstration Multiplions 1'equation de transport (7.36) par u( et moyennons.
On obtient les differents termes

Les termes contenant la vorticite moyenne uJJ sont negligeables. II en est de meme
des termes : u^ u^ dvl/dxj qui font intervenir la derivee d'une valeur dej& moyennee,
et sont negligeables par rapport aux termes du type u^u/ dv'Jdxj. En tenant compte
de ces remarques, on trouve les deux termes dominants de (11.24).

L'equation (11.24) joue pour la vorticite (et, a travers elle, pour le
moment cinetique) le role du bilan d'energie (11.22) pour 1'energie cinetique.
Le terme —v(du'i/dxj}2 represente la dissipation de vorticite par diffusion
visqueuse. Le second terme ct^o/ dv^/dxj decoule du terme — uij dvi/dxj de
1'equation (7.36) : celui-ci correspond a la variation de vorticite turbulente
due a retirement des tubes de vorticite par les fluctuations de vitesse. Pour
compenser la diffusion visqueuse, ce terme doit etre superieur a 0, et il
y a done en moyenne plus d'etirement que de contraction des tubes de
vorticite. Ainsi, les rouleaux de plus grande taille qui apparaissent, s'etirent
continuellement en tubes de section plus petite : ce processus continue jusqu'a
ce que les pertes dues a la viscosite equilibrent 1'augmentation de vorticite.
Notons finalement qu'un tel modele ne s'applique qu'aux ecoulements a trois
dimensions : pour un ecoulement purement bidimensionnel, la vorticite est
toujours perpendiculaire au plan de 1'ecoulement et le terme d'etirement est
done toujours nul.
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Divergence de la vorticite en 1'absence de viscosite

En 1'absence de viscosite, 1'amplification de la vorticite par etirement pourrait
conduire a une divergence de celle-ci en un temps fini. Reprenons 1'equation (11.24)
en negligeant 1'effet de la viscosite. Dimensionnellement, le terme de droite est
d'ordre o>3, car les termes de gradient de vitesse peuvent s'ecrire sous forme d'une
combinaison de composantes u>i de la vorticite. D'une maniere symbolique, la
vorticite verifie done 1'equation :

ou A est une constante de 1'ordre de 1'unite. Cette equation possede une solution
de la forme :

ou MO est la vorticite au temps initial t = 0, soit :

avec :

Dans ce module, la vorticite o> diverge au bout du temps to = l/(Au>o), ou
temps de catastrophe, qui est de 1'ordre de grandeur du temps de retournement
des mouvements tourbillonnaires initiaux. En pratique, c'est 1'effet de la viscosite
qui empeche cette divergence de se produire. On peut analyser cette catastrophe
et le role stabilisant de la viscosit6 en utilisant des configurations initiates simples
de vorticit6 ; par exemple, un ensemble de deux tubes de vorticite de circulations
opposees conduit a une telle divergence en un temps fini. Cependant, la question de
savoir si, de fagon generale, la vorticite diverge en un temps fini reste actuellement
un probleme ouvert.

11.3 Turbulence homogene - theorie
de Kolmogorov

Nous avons etabli, a la section precedente, des bilans globaux d'echanges
d'energie et de vorticite entre 1'ecoulement moyen et 1'ensemble des
fluctuations turbulentes de vitesse. Le but de la theorie developpee par
Kolmogorov en 1941, et modifiee ensuite en 1961, est de preciser ces bilans et
d'etudier la distribution et l'6change d'energie entre les tourbillons de tallies
differentes. La multiplicity de tallies des echelles dans la turbulence est en
effet, comme nous 1'avons vu, une de ses caracteristiques essentielles. II est
done necessaire d'obtenir des informations sur la repartition de 1'energie ou
de la vorticite entre les tourbillons de differentes tallies. Pour cela, 11 faut tout
d'abord decomposer le champ de'vitesse turbulent en des « composantes » de
differentes echelles spatiales.
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11.3.1 Decomposition spectrale d'un champ de vitesse
turbulent

Definition des composantes spectrales

L'approche la plus simple consists a realiser une decomposition
« spectrale » du champ de vitesse en prenant la transformee de Fourier a
trois dimensions des composantes t>'. On definit ainsi :

et, par transformation de Fourier inverse :

(i represente ici \/—I comme il est d'usage en notation complexe, et ne doit
pas etre confondu avec 1'indice i utilise souvent par ailleurs pour designer les
composantes de la vitesse et d'autres grandeurs vectorielles). Cela revient a
representer 1'ensemble des fluctuations de vitesse comme une superposition
d'ondes sinusoi'dales. Celles-ci, contrairement aux fluctuations turbulentes,
ont une extension spatiale infinie. On doit done considerer plutot les
tourbillons de differentes tallies comme des paquets d'onde correspondant a
un intervalle Afc de valeurs de k centrees autour d'un vecteur d'onde ko. En
fait, ces distributions sont larges, et on a Afc w ko : la taille du tourbillon
est alors de 1'ordre de 27r//co- Tout comme dans le principe d'incertitude de
Heisenberg, on ne peut pas localiser parfaitement les fluctuations turbulentes
a la fois dans 1'espace reel et dans celui des vecteurs d'onde : plus AA; est
grand, plus leur etendue spatiale sera faible. Calculons maintenant 1'energie
en fonction des composantes t/k a partir de 1'equation (11.28b). L'energie
cinetique par unite de masse verifie (en sommant sur 1'indice j) :

(v /2
k/2)d3k represente done 1'energie par unite de masse associee aux

\ •*' /
composantes de vecteur d'onde voisin de k, situees dans un volume d3k de
1'espace spectral. Dans un ecoulement turbulent homogene et isotrope, elle
ne depend que du module |k| et non de 1'orientation de k. Soit E(k] la
densite spectrale d'energie : E(k) dk est 1'energie associee aux composantes
dont le module du vecteur d'onde est compris entre k et k + dk. Comme le
volume correspondant dans 1'espace spectral est 4?r k2 dk, on obtient alors (en
sommant egalement sur j) :
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La transformee de Fourier n'est qu'une des approches possibles de la
decomposition d'un champ de vitesse turbulent en composantes de differentes
tailles caracteristiques. Son defaut principal est d'utiliser des fonctions
(sinusoi'dales) d'etendue spatiale infinie comme base, alors que les structures
turbulentes ont une portee finie. D'autres approches, telles que la transformee
en ondelettes, ont ete mises en oeuvre. Les ondelettes, au contraire des
sinusoi'des, ont une etendue spatiale finie qui decroit avec celle des fluctuations
turbulentes qu'elles representent.

Remarque On pourrait calculer d'une manure mathematiquement similaire la
dissipation d'energie par viscosite donnee par liquation (5.26). Cette dissipation
verifie, dans le volume V occupe par 1'unite de masse de fluide :

Le facteur k2 resulte du calcul des transformees de Fourier des derivees spatiales de
la vitesse intervenant dans e^ qui fait apparaitre les differentes composantes de k
comme coefficients multiplicatifs.

Determination experimentale des composantes spectrales

Une des difficultes de 1'utilisation pratique de ces definitions est le fait
que la decomposition est effectuee par rapport aux variations spatiales plus
difficiles a mesurer experimentalement que les variations temporelles. Dans
certains cas, on peut obtenir E(k] en deplagant rapidement un detecteur
a 1'interieur de 1'ecoulement, et en mesurant les variations de vitesse du
fluide environnant : il est alors necessaire que les tourbillons soient traverses
par la sonde en un temps inferieur a leur temps caracteristique d'evolution.
Si la distribution des fluctuations turbulentes est isotrope, on peut deduire
E(k] des fluctuations temporelles des composantes de vitesse paralleles et
normales au de-placement de la sonde. Le passage des coordonnees spatiales
aux coordonnees temporelles s'opere en remplagant la pulsation uj par Uk\ (ou
U est la vitesse de la sonde et ki le vecteur d'onde parallele au mouvement).

On peut aussi utiliser une sonde fixe lorsque la vitesse moyenne v de
1'ecoulement est nettement plus grande que 1'amplitude des fluctuations de
vitesse. Dans cette approche, on considere que la turbulence est « gelee » et
que la repartition du champ de vitesse engendre par les tourbillons ne change
pas lorsqu'ils passent sur la sonde (hypothese de la turbulence gelee de Taylor).
On suppose alors que les variations de vitesse mesurees au cours du temps en
un point sont identiques aux variations dans 1'espace qui seraient mesurees
instantanement par une sonde mobile a vitesse infinie.

Remarque II ne sera pas possible de cette maniere de mesurer les composantes
v'i,k pour toutes les composantes du vecteur d'onde k, mais seulement pour la
composante ki parallele a 1'ecoulement moyen U. De plus, on ne mesure pas en
general les trois composantes de la vitesse, mais seulement en pratique une ou deux.
On ne pourra done pas, en general, determiner la somme 1/2 v'^ pour toutes les
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composantes de k et tous les indices j mais seulement des grandeurs comme :

II est cependant possible de montrer, que, sous reserve que 1'isotropie des fluctuations
turbulentes est verifiee, Ei(ki) et E(k) sont relies par 1'expression :

On peut alors, au moins en principe, determiner E(k] en fonction de Ei(k\). En
particulier si, comme nous le verrons plus loin, E(k) varie avec k suivant une loi
de puissance, Ei(k\) suit egalement une loi de puissance avec le m&me exposant et
dans la meme gamme de valeurs de vecteurs d'onde que E(k}.

11.3.2 « Cascade d'energie » dans un ecoulement
turbulent homogene

Description qualitative

Reprenons 1'equation (11.22) de transport de I'energie des fluctuations,
en supposant maintenant 1'ecoulement moyen stationnaire. On suppose
egalement que 1'ecoulement evolue assez lentement avec la distance pour que
la divergence des termes de flux d'energie soit faible. Le bilan d'energie des
fluctuations turbulentes devient done, en negligeant ces termes et ceux du
premier membre :

On a done, pour les fluctuations turbulentes, equilibre entre I'energie regue de
1'ecoulement moyen et celle dissipee par viscosite. Supposons plus precisement
(ce que 1'on verifiera a posteriori : voir equation (11.36)) que les vitesses
associees aux tourbillons augmentent avec leur taille mais que, par centre, les
gradients de vitesse sont plus forts pour les petits tourbillons. Dans ce cas,
dans le bilan d'energie (11.33), les grands tourbillons contribueront de fagon
dominante au terme —v^v'j (dvl/dxj) et les plus petits au terme v (dvydxj)2.

Dans le modele de « cascade d'energie » introduit par Kolmogorov, on
considere done que I'energie injectee dans l'ecoulement a grande echelle est
transmise par celui-ci aux plus grands tourbillons de taille caracteristique i
(Fig. 11.3) ; elle se transmet ensuite de proche en proche jusqu'aux plus petits
au niveau desquels elle est dissipee par viscosite.

L'image du vortex de Rankine presente au chapitre 7 (section 7.1.3) etait
deja conforme a cette idee. L'origine de 1'echange d'energie est retirement des
tubes de vorticite qui intervient dans 1'equation de bilan (11.24) a travers le
terme (jj'^i'Adv'Jdxj). Dans un ecoulement stationnaire homogene, pour lequel
du/2/d£ = 0, ce terme doit £tre en moyenne positif pour que 1'equation (11.24)
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FIG. 11.3 - Principe de la cascade de Kolmogorov de transfert d'energie
des plus grands vers les petits tourbillons. Soulignons que I'echelle verticale
est definie dans ce schema dans I'espace des vecteurs d'onde. En fait, il
n'existe pas de separation entre les differents tourbillons dans I'espace reel.
Les resultats recents illustres par les figures 11.16 remettent en cause cette
representation introduite par Richardson.

soit verifiee. Comme nous 1'avons vu au chapitre 7 (section 7.3.1), si on etire
un tube de vorticite de longueur L et de rayon R, la vorticite totale TT ui'R2

et le volume V = 7tR2L restent constants au cours de la deformation du
tube de vorticite. L'energie cinetique de rotation du tube, qui est de 1'ordre
de pVR2u'2, est en revanche proportionnelle a 1/R2 et, par suite, a L : le
tourbillon gagne done de 1'energie lors de 1'etirement.

Faisons maintenant I'hypothese supplementaire que les tourbillons d'une
taille donnee ne regoivent d'energie que de ceux de taille immediatement
superieure, et qu'ils ne la restituent qu'a ceux de taille juste inferieure.
Raisonnons maintenant dans I'espace des vecteurs d'onde k, et supposons -
comme nous 1'avons deja fait plus haut - que les composantes v\ k decroissent
quand k augmente, tandis que les derivees dv\ ^/dxj croissent. L'etirement
des tubes de vorticite correspondant a une composante de vecteur d'onde k du
champ de vitesse turbulent est du aux gradients de vitesse d(^ ^)/dxj crees
par les composantes k' < k (les composantes de vecteur d'onde plus grand
donnent un effet moyen nul sur 1'ensemble du tourbillon). Les composantes
qui donnent les plus fortes valeurs de d(v'ik)/dxj et qui sont done les plus
efficaces, correspondent aux vecteurs d'onde immediatement inferieurs a k .

Precisons cependant avant de poursuivre ce qu'il faut entendre par « taille
immediatement superieure ou inferieure » : des raisonnements comme celui
que nous venons de presenter classent implicitement les tourbillons sur une
echelle logarithmique, seule adaptee pour decrire les variations de tailles de
tourbillons de plusieurs ordres de grandeur presentes dans une turbulence
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fortement developpee. On divisera alors 1'echelle des valeurs utiles de log k
en intervalles egaux correspondant, par exemple, a une variation d'un facteur
2 lors du passage d'une echelle de taille a sa voisine. Les tourbillons se
repartissent alors entre les differents intervalles : on dira par exemple que
les tourbillons de vecteur d'onde de 1'ordre de k regoivent de 1'energie des
tourbillons de vecteur d'onde k/2, pour la redonner a ceux de vecteur d'onde
typique 2k (le nombre 2 est pris arbitrairement).

Quelques ordres de grandeur de la cascade d'energie

Appelons £ la quantite d'energie par unite de masse (mesuree en m2.s~3)
echangee pendant un intervalle de temps unite par 1'ecoulement moyen avec
les plus grands tourbillons. Dans le processus de cascade que nous venons de
decrire, e est aussi egale a 1'energie echangee par des tourbillons de vecteur
d'onde k quelconque, avec ceux de taille voisine tant que le vecteur d'onde k
est assez petit (et que, par suite, la taille des tourbillons est assez grande)
pour que la viscosite n'intervienne pas.

Flagons-nous au niveau des grandes echelles de la turbulence. Soit t la
taille des plus grands tourbillons et v[ la vitesse caracteristique associee ;
le temps ti mis par une particule materielle pour parcourir 1'ensemble du
tourbillon a un ordre de grandeur tt « t/v'g. Supposons par ailleurs que tt
represente egalement 1'ordre de grandeur du temps mis par le tourbillon pour
perdre son energie de depart. On a alors :

soit :

A est une constante de 1'ordre de 1'unite. Pendant le temps tt, les grands
tourbillons n'auront pas le temps d'atteindre un equilibre statistique par
rapport a 1'ensemble de I'ecoulement, et on aura seulement un equilibre
local sur des distances inferieures a (., On peut verifier experimentalement
la relation (11.34) en mesurant la perte d'energie de la turbulence, creee par
le passage d'un ecoulement de vitesse U a travers une grille, suivant la distance
a celle-ci. Les experiences confirment approximativement les hypotheses
de depart, meme lorsque la taille des plus grands tourbillons varie. Ces
verifications experimentales suggerent que les relations (11.34aetb) restent
valables quelle que soit la taille £ des tourbillons. On a alors, si v'^ est la
vitesse caracteristique pour un tourbillon de taille £, la relation :



624 Chapitre 11 : Turbulence

soit

Cette hypothese est fondamentale, et se justifie par le fait que le temps
t$ ~ £/v't est le seul temps caracteristique relatif a un tourbillon de taille
donnee, intermediaire entre celle des plus grands tourbillons et celle des tres
petits tourbillons sensibles a la viscosite. Cela revient a supposer que la
dynamique des tourbillons de taille intermediaire est independante a la fois de
la structure globale de 1'ecoulement (tres grands tourbillons) et de la viscosite
qui n'intervient qu'aux tres petites echelles : elle decoule du modele de cascade
ou chaque classe de taille de tourbillons n'interagit qu'avec les tourbillons de
taille immediatement inferieure ou superieure.

Puisque le taux de transfert d'energie e est le meme pour tous les
tourbillons, on a :

et

Cela confirme 1'hypothese de decroissance de v't et de croissance du gradient,
quand 1'echelle spatiale £ des tourbillons diminue par etirement moyen.

Comme la quantite totale d'energie transferee doit etre egale a 1'energie
dissipee, e represente aussi le taux d'energie dissipee par unite de masse.
Notons 77 la taille caracteristique des plus petits tourbillons (il s'agit d'une
notation consacree, a ne pas confondre avec la viscosite dynamique que nous
notons r\ dans le reste de 1'ouvrage). rj represente la taille des tourbillons pour
lesquels 1'energie dissipee par viscosite v(dv'i/dxj}'2 devient de 1'ordre de e.
En remplagant cette derniere expression par la valeur approchee v (t^/r?)2, la
longueur 77 et la vitesse correspondante v'^ doivent verifier la double condition,
en prenant A = I dans les equations (11.35) :

En resolvant cette double equation, on obtient :

et

rj et v' sont appelees respectivement longueur de Kolmogorov et vitesse
de Kolmogorov. Comme les tourbillons de taille inferieure perdent leur
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energie extremement vite par dissipation visqueuse, on peut considerer que 77
represente la limite inferieure typique de la taille des tourbillons. Une autre
maniere d'exprimer le meme resultat consiste a calculer le nombre de Reynolds
Re^ = V'^TI/V en prenant la vitesse et la longueur de Kolmogorov comme
echelles caracteristiques. On trouve Re^ = 1, ce qui confirme bien que rj est
1'echelle de longueur pour laquelle les effets convectifs et les effets visqueux
deviennent du meme ordre de grandeur.

Distribution de 1'energie suivant les tallies de tourbillons

Dans la gamme de tailles de tourbillons ou 1'equation (11.35b) est valable,
1'energie cinetique E% par unite de masse de fiuide associee aux tourbillons de
taille £ vaut :

ou

ou k « l/£ represente 1'ordre de grandeur des vecteurs d'onde correspondant
aux tourbillons de taille £. On peut estimer que la densite d'energie E(k) qui
correspond aux tourbillons de vecteur d'onde k est reliee a E% par E% w E(k) k.

Remarque Comme nous 1'avons dit plus haut, on raisonne sur la taille des
tourbillons en termes d'echelle logarithmique, en parlant, par exemple, d'echange
d'energie entre des tourbillons d'une certaine taille et d'une taille double : la gamme
Afc de vecteurs d'onde sur laquelle on calcule E$ a partir de E(k) est done toujours
de 1'ordre de k w l/£. Done, E(k)Ak w E ( k ) k.

On obtient alors :

On trouve experimentalement effectivement que KQ, appelee constants de
Kolmogorov, est de 1'ordre de 1,45, et qu'elle est independante de i et
de la viscosite z/. L'equation (11.41) indique que 1'energie est surtout
concentree dans les grands tourbillons et decroit avec la taille de ceux-ci.
Par contre, en utilisant les relations (11.40) et en prenant toujours k « l/£,
on trouve que 1'enstrophie (carre de la vorticite) a une repartion spectrale
uj2(k) oc v'//(k^2) ex e2/3 fc1/3 : elle est done concentree dans les plus petits
tourbillons, et augmente quand leur taille diminue.

La relation (11.41) est extremement importante : c'est la fameuse « loi de
Kolmogorov en fc~5/3 » bien connue des physiciens de la turbulence. Precisons
qu'elle n'est valable que dans une gamme de vecteurs d'onde qui correspond
a des tourbillons assez grands pour que la viscosite soit negligeable, mais
neanmoins petits par rapport aux echelles de taille de I'ecoulement moyen ou
s'opere 1'injection d'energie. Nous allons maintenant preciser le comportement
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de la fonction E(k] dans un domaine de vecteurs d'onde plus large, ou la
relation (11.41) n'est plus toujours valable : aux faibles valeurs de k, la limite
maximale de taille des tourbillons joue en effet un role, alors qu'aux grands
vecteurs d'onde, 1'influence de la viscosite devient importante.

Remarque La loi 11.41 est definie dans 1'espace des vecteurs d'onde. Dans 1'espace
reel, on obtient une relation equivalente sur la correlation entre les fluctuations
de vitesse mesurees entre deux points separes d'un intervalle 5x\\ parallele a
1'ecoulement moyen dans un ecoulement turbulent homogene. On trouve :

ou v|| est la composante de la vitesse parallele a 1'ecoulement moyen ; la fonction de
correlation du premier membre est directement reliee a la transformee de Fourier de
E(k] et est independante de r a cause de 1'homogeneite de 1'ecoulement. Cette
relation n'est bien entendu valable que dans la meme la gamme d'echelles de
longueur 8x\\ pour laquelle la relation (11.41) est elle-meme valable.

11.3.3 Lois de similitude de Kolmogorov
II est possible d'etudier separement, par des arguments dimensionnels, le

domaine des vecteurs d'onde assez grands pour que 1'effet de la structure
globale de 1'ecoulement moyen ne soit pas sensible. La viscosite donne par
ailleursune limite aux grands vecteurs d'onde ou la premiere loi de Kolmogorov
s'appliquera egalement. En revanche, la seconde loi de Kolmogorov ne
s'applique que dans un domaine de vecteurs d'onde intermediates, ou ni la
viscosite ni 1'ecoulement incident ne jouent de rdle : le sous-domaine inertiel.

Premiere loi de similitude de Kolmogorov

Supposons tout d'abord qu'on s'interesse aux tourbillons de taille £ «
l/k <C £. Dans ce cas, la densite d'energie E(k) doit dependre seulement
des variables fc, v et £, de dimensions respectives : I/"1, L2T~l et L2T~3, et
pas de i. Comme la longueur rj est 1'echelle de longueur caracteristique du
probleme, le vecteur d'onde k interviendra uniquement par 1'intermediaire de
la combinaison krj (rappelons que la longueur de Kolmogorov 77 est la taille
des tourbillons pour lesquels la dissipation d'energie par viscosite devient de
1'ordre de grandeur du taux de transfert d'energie e par 1'ecoulement moyen).
On le voit (dans le cas particulier ou on suppose de plus krj <C 1) en reecrivant
1'equation (11.41) sous forme :

qui devient, en remplagant r) par son expression (11.38) en fonction de v et £ :
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Dans le cas, plus general, ou on suppose simplement que ki ;§> I on peut
uniquement ecrire que :

ou la fonction f(kr]} est egale a KQ(krj}~5^3 pour krj <§C 1 et diminue
plus rapidement avec k aux vecteurs d'onde plus eleves. Cette expression
represente la premiere loi de similitude de Kolmogorov.

Deuxieme loi de similitude de Kolmogorov : sous-domaine inertiel

Analysons maintenant le cas des tourbillons de taille £ 3> 77. Au contraire
du cas precedent, la viscosite n'intervient pas dans la dissipation de leur
energie. La densite d'energie E(k) doit etre alors seulement fonction de fc,
i et e. En procedant comme precedemment, on trouve :

II faut cependant que k soit un peu superieur a \ji pour qu'un equilibre
statistique se soit etabli. Si t est tres largement superieur a 77 (ce que nous
notons t ^S> 77 soit I > 103?7, ou 10477), il existe un domaine de valeurs de
k pour lesquelles les conditions kr\ <C 1 de la premiere loi de Kolmogorov, et
kl ^> I sont simultanement verifiees. Cest le sous-domaine inertiel. Dans ce
cas, E(k) doit etre independant de i dans 1'equation (11.44), ce qui impose
d'avoir g(k£) = Ko(kl)~5/3. On obtient alors de nouveau 1'equation (11.41).

La condition i ~^> rj implique I ^g> z/3/4e-1/4 avec e = ( v f / l ) . II en
resulte :

ou Rei est le nombre de Reynolds qui correspond aux echelles de longueur et de
taille des grands tourbillons. Celles-ci sont en general d'ailleurs notablement
inferieures aux echelles de longueur et de taille globales de 1'ecoulement (par
exemple, pour une turbulence induite par une grille). II sera done tres difficile
de verifier la condition (11.45) en laboratoire.

Remarque En plus de ces deux lois, Kolmogorov a etabli une relation generale
exacte, fondee sur la conservation de 1'energie, valable en turbulence homogene et
faisant intervenir un moment du troisi^me ordre de la composante v\\ de la vitesse
parallele a 1'ecoulement moyen :

Cette equation est connue sous le nom de loi des quatre cinquiemes de Kolmogorov,
et est valable pour des increments 8x petits devant la taille des plus grands
tourbillons ; elle est en particulier utilisee pour determiner le parametre e (celui-ci
joue en effet un role cle, comme nous venons de le voir, dans tout le modele de
cascade de Kolmogorov).



628 Chapitre 11 : Turbulence

11.3.4 Verification experimental de la theorie
de Kolmogorov

Verification de la loi en fc~5/3

Elle peut etre effectuee tout d'abord sur des ecoulements naturels. Dans
1'atmosphere, on attaint aisement un nombre de Reynolds Re w 107, avec
£ = 100 m, v'g = I m/s, z/ « 10~5 m2/s. Des mesures effectuees sur des
tours meteorologiques, ou a partir d'une sonde trainee par un avion dans
1'atmosphere, permettent de verifier la dependance en k~5/3 de E(k) sur pres
de trois ordres de grandeur de k (tourbillons de taille variant entre quelques
centimetres et cent metres) et de verifier 1'isotropie de la turbulence etablie. La
loi est egalement verifiee sur des ecoulements oceaniques (chenaux parcourus
par des marees), ou les nombres de Reynolds globaux atteignent 3 x 108.
Enfin, des experiences recentes dans la grande soufflerie de Modane ont permis
de mettre en evidence, d'une maniere tres contrdlee, des lois de ce type sur
une gamme importante de vecteurs d'onde (la encore, un peu moins de trois
ordres de grandeur) (Fig. 11.4). On voit tres nettement apparaitre un effet de
coupure aux vecteurs d'onde eleves, mais aussi pour les plus grands tourbillons
a faible vecteur d'onde.

FIG. 11.4 - Spectre spatial, en unites arbitraires, des fluctuations turbulentes
de la composante longitudinale v'» de vitesse, mesurees dans la soufflerie
ONER A Si de Modane-Avrieux en fonction du vecteur d'onde k. La droite
pointillee correspond a une variation en fc~5/3. Parametres experimentaux :

vitesse moyenne vjj" = 20,6 m.s~l, \/v',? = 1,66 m.s~l, diametre de la
section experimentale D ^ 24 m, longueur de Kolmogorov rj = 0,31 mm
(k^ — l/rj = 3, 2 x 10? m~l). Le spectre a ete calculi en fonction du vecteur
d'onde k a partir des fluctuations temporelles de la vitesse en tenant compte
des variations de la vitesse locale d'ecoulementv^ + v'n. (document Y. Gagne
et Y. Malecot).
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Verification de la premiere loi de Kolmogorov

Elle peut etre effectuee en laboratoire, a 1'aide d'anemometres a fil chaud
qui donnent une mesure tres localisee. Experimentalement, on verifie que,
si k£ 3> 1, le rapport (£'(/c)/(£1/4^5/4)) est une fonction imiverselle de kr].
En laboratoire, les mesures couvrent surtout le domaine dissipatif ; dans
1'atmosphere, 1'ocean ou les grandes souffleries (Fig. 11.4), elles s'etendent
au sous-domaine inertiel. e peut etre determinee indirectement car elle est
egale a 1'energie totale dissipee par les plus petits tour billons (il est ainsi
possible de montrer que, si 77 <C I, s = I5v /0°° k2Ei(k)dk, ou Ei(k), deja
evoquee plus haut, est 1'energie associee a la composante de vitesse parallele a
I'ecoulement). On verifie que, pour des nombres de Reynolds et des methodes
de production de 1'ecoulement tres diverses, les mesures suivent correctement
une loi universelle pour ki ^> 1.

11.3.5 Intermittence de la turbulence et theorie
de Kolmogorov modifiee (K61)

La theorie de Kolmogorov donne une bonne vision globale de la turbulence
isotrope et reste une reference incontournable pour une premiere approche de
la turbulence homogene. Cependant, les grands tourbillons ne sont jamais
en equilibre statistique dans les experiences reelles. Comme ce sont eux qui
determinent 1'amplitude des echanges d'energie, cela implique qu'il y aura
des variations temporelles de la valeur de e : les mesures experimentales
montrent en effet des variations considerables de la dissipation d'energie e avec
le temps et d'un point a un autre. Physiquement, ces fluctuations peuvent etre
reliees au defilement de structures turbulentes que Ton observe facilement a la
surface d'une riviere. Les « bouffees » turbulentes sont etroitement reliees au
concept d'intermittence. L'importance de ces fluctuations oblige a introduire
de nouveaux termes dans 1'expression des moments d'ordre superieur de la
vitesse ou la theorie de Kolmogorov est en defaut ; ces termes ne font pas
seulement intervenir la valeur moyenne, mais aussi des moments plus eleves
de la distribution de e. On suppose ainsi souvent que c'est la distribution de
probabilite du logarithme de £ (et non pas celle de e] qui est gaussienne : on
a done une tres large gamme de valeurs possibles de £ avec des fluctuations
tres importantes.

11.4 Ecoulements pres d'une paroi solide

11.4.1 Introduction

Ce probleme, d'une grande importance pratique, se rencontre dans de
nombreux exemples d'ecoulements en conduite et au voisinage d'obstacles.
II intervient, couple au transfert de masse, dans les ecoulements industriels
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du genie chimique et, couple aux transferts de chaleur, en thermique.
En aerodynamique, il apparait dans 1'evaluation des pertes de charge et des
forces de frottement associees aux ecoulements turbulents.

Nous verrons en particulier comment un ecoulement turbulent en conduite
a un profil de vitesse logarithmique beaucoup plus aplati que le profil
parabolique obtenu en ecoulement laminaire. Dans le meme temps, la
variation lineaire des forces de frottement avec la vitesse devient, pour les
ecoulements turbulents, approximativement proportionnelle au carre de la
vitesse. Enfin, tant qu'on n'atteint pas des distances a la paroi de 1'ordre
de grandeur de la taille transverse globale de 1'ecoulement (diametre de la
conduite ou epaisseur de la couche limite), la structure de 1'ecoulement et le
profil de vitesse dependent peu de cette geometric globale : le profil de vitesse
est en particulier presque le m6me pour un ecoulement turbulent en conduite
ou pour une couche limite turbulente.

Nous aliens analyser tout d'abord les simplifications des equations
de mouvement de la turbulence pour un ecoulement de cisaillement
unidimensionnel. Nous verrons qu'il existe une echelle naturelle de longueur
qui caracterise, en regime turbulent, la region proche d'une paroi ou les effets
de viscosite sont dominants et les contraintes turbulentes faibles (en effet, a
la paroi, la vitesse du fluide, ainsi que ses fluctuations, s'annulent).

Nous etudierons ensuite les ecoulements dans une conduite et le long
d'une plaque. Dans le premier cas, il existe une seconde echelle de longueur
naturelle, qui est la taille transverse de la conduite ; de plus, au-dela d'une
distance suffisante des extremites, 1'ecoulement turbulent ne varie plus le long
de la conduite. Nous verrons comment gerer ce probleme a echelles multiples.
Dans le second cas, il apparait une couche limite turbulente marquant la
frontiere entre 1'ecoulement au voisinage de la paroi et 1'ecoulement exterieur :
sa structure est differente de celle des couches limites laminaires que nous
avons etudiees au chapitre 9. En particulier, la frontiere de cette couche limite
est fiuctuante dans le temps, et son epaisseur varie le long de 1'ecoulement
cependant que la turbulence convectee par 1'ecoulement n'est pas stationnaire.

II sera utile de transposer a 1'espace reel 1'analyse faite dans celui des
vecteurs d'onde pour la theorie de Kolmogorov. Les ecoulements globaux
d'un ecoulement homogene correspondent a ceux definis a grande distance
des parois ou en amont de 1'ecoulement. II existe une sous-couche visqueuse
tres pres des parois qui correspond aux tourbillons de taille inferieure a la
longueur de Kolmogorov. Entre ces deux echelles, existe toute une gamme
intermediate d'echelles de longueur de transfert de quantite de mouvement
et d'energie : sou vent, la taille caracteristique des tourbillons les plus efficaces
sera la distance a la paroi.
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11.4.2 Ecoulement turbulent stationnaire a une
dimension parallele a une paroi plane

Equations de mouvement

Considerons un ecoulement turbulent parallele a une direction Ox le long
d'un plan y = 0 ; supposons de plus que 1'ecoulement est etabli et que les
proprietes statistiques des fluctuations turbulentes sont independantes de la
distance le long de 1'ecoulement. La composante v^ de la vitesse moyenne est
done nulle ; la composante longitudinale v^ et les moments des composantes
des fluctuations de vitesse (comme i>'2 et v'v') sont seulement fonction de y.\ y X y / ^

L'application des equations de Reynolds (Eqs. (11.12)) en regime stationnaire
conduit alors a :

FIG. 11.5 - Schema d'un champ de vitesse turbulent pour un ecoulement
parallele a une plaque plane.

D'apres 1'equation (11.46b), on a p+p v'2y = PQ, ou la pression p0 a la paroi est
fonction seulement de x (on rappelle que v'^, comme toutes les composantes
de la vitesse et de ses fluctuations, s'annule sur la paroi). Comme v'^ est
independant de x, on en deduit 1'egalite des derivees dp/dx = dpo/dx. Ces
gradients sont independants de x puisque les termes de 1'equation (11.46a)
ne dependent que de y. En integrant 1'equation (11.46a) par rapport a y, on
obtient :
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Nous verifions bien que que, lorsque les fluctuations turbulentes sont nulles
(ecoulements laminaires), on retrouve les equations de Navier-Stokes pour les
ecoulements paralleles. Sur la paroi (y = 0), liquation (11-47) se reduit a
pvdv^/dy = TO : TO est egale a la contrainte sur la paroi, puisque celle-ci se
reduit a la contrainte visqueuse a cause de la condition de vitesse nulle. Posons
TO = pu*2. La vitesse u*, que 1'on appelle vitesse de frottement, represente
une echelle de vitesse caracteristique des fluctuations turbulentes et est definie
sans ambigui'te .

Cette analyse conduit a trois resultats principaux :

• Tres pres de la paroi, on a, comme conditions aux limites, v'x = v'y = 0 ;
le transport de quantite de mouvement est alors uniquement assure par
diffusion visqueuse. La force par unite de surface de paroi est egale a la
force visqueuse moyenne : pv(dv^/dy)(Q).

• La pression n'est pas constante sur une perpendiculaire a une paroi,
contrairement au cas laminaire (mais le gradient de pression suivant
1'ecoulement est, lui, constant).

f Les flux de quantite de mouvement peuvent etre beaucoup plus
importants que dans un ecoulement laminaire par suite des mouvements
turbulents convectifs qui remplacent les flux diffusifs dominants dans
le cas de la couche limite laminaire. Si les gradients de vitesse sont
concentres a la paroi, ils seront plus eleves pres de celle-ci que pour un
ecoulement laminaire de meme vitesse moyenne; le flux de quantite de
mouvement pvdv^/dy(Q) et, par consequent, la friction, sont done plus
importants que dans le cas laminaire. Plus loin de la paroi, le terme de
convection - pv'xv'y prend le relais et assure le transport de quantite de
mouvement avec une excellente efficacite.

Evaluation du profil de vitesse par le modele de longueur de melange

La structure du champ de vitesse aux distances intermediaries entre la
couche visqueuse proche de la paroi et la zone externe peut etre obtenue
simplement a partir de la notion de longueur de melange (dans le cas ou le
nombre de Reynolds est assez eleve). Assez loin de la paroi, le transport
de quantite de mouvement par viscosite est negligeable devant le transport
convectif par les fluctuations turbulentes, et 1'equation (11.47) devient :

Si y est faible, le terme en dp/dx est negligeable, et on a : TO = —pv'xv'y =
pu*2. La vitesse u* est directement reliee a 1'amplitude des fluctuations

/—•
turbulentes, et on prendra : \Jv'y ~ u*. En combinant ce resultat avec
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les equations (11.19) et (11.20), on obtient :

Pour un ecoulement uniforme parallele a une paroi plane, on fait 1'hypothese
que la longueur de melange £ est de 1'ordre de la distance y a la paroi. Cela
sous-entend que, dans la gamme d'echelles de longueur pour laquelle 1'equation
TO = — pv'xv'y est valable, la structure de I'ecoulement et le transport de
quantite de mouvement a une distance donnee de la paroi ne sont influences
ni par les tourbillons de taille de 1'ordre de celle du canal, ni par la couche
tres proche de la paroi, ou la viscosite domine. Dans ce cas, la distance y a la
paroi represente la seule echelle de longueur significative. Cela signifie aussi
que le transport de quantite de mouvement se fait sur une distance de 1'ordre
de la distance a la paroi. L'equation (11.49) donne alors :

soit :

Comme nous le verrons plus loin, ce resultat correspond bien a la realite
et reflete en fait des contraintes dimensionnelles associees au probleme. Le
probleme ici est relativement simple car, a une distance donnee de la paroi, on
doit seulement faire intervenir une longueur caracteristique y et une echelle de
temps y/u*. Un des problemes essentiels des modeles de longueur de melange
est le fait qu'on est loin de pouvoir faire des hypotheses aussi simples pour tous
les ecoulements, surtout quand interviennent des echelles de longueur et de
temps caracteristique multiples. Notons qu'une definition un peu plus generale
due a Von Karman, pour des profils d'ecoulement quelconques, determine I a
partir de la courbure des profils de vitesse par I = —k(d^/dy}/(d^v^/dy2).

11.4.3 Ecoulement turbulent entre deux plaques
paralleles

Equations de mouvement en coordonnees reduites

Ce cas introduit une nouvelle echelle de longueur caracteristique -
la distance entre plaques - et une simplification due a la symetrie de
l'ecoulement. En effet, on aura dv^/dy = 0, dans le plan parallele aux
plaques et a mi-distance de celles-ci (y = /i), par raison de symetrie, le flux
convectif pv'xv' dans la direction y doit etre egalement nul. Pour y — h,
1'equation (11.47) devient done :



634 Chapitre 11 : Turbulence

FIG. 11.6 - Configuration d'ecoulement turbulent entre deux plans paralleles,
distants d'une longueur 2h.

Defmissons de nouveau une vitesse de frottement u*, telle que TO = pu*2.
En divisant ses deux membres par /), et en utilisant la relation (11.52),
1'equation (11.47) devient :

II existe done deux echelles de longueur caracteristiques possibles : la taille
globale h et la distance caracteristique v/u* a la paroi, qui represente
Vepaisseur de la sous-couche visqueuse. C'est celle pour laquelle on a
transition entre un transport convectif (y ^> v/u*} et un transport diffusif
visqueux de quantite de mouvement (distances y <C v/u* pour lesquelles le
terme v'xv'y est petit). Par integration de 1'equation (11.53), on obtient :

L'echelle locale est donnee par v/u*, qui est la distance pour laquelle la vitesse
v^ devient de 1'ordre des fluctuations turbulentes mesurees par u*. Alors, le
terme v'xv'y devient de 1'ordre de u*2, et cesse d'etre negligeable (on suppose
que les fluctuations de vitesse representent une fraction non negligeable de
la vitesse globale). Pour etudier un tel probleme, on introduit (suivant une
approche proposee par Lumley) deux variables reduites differentes associees
aux deux echelles caracteristiques h et v/u* :

et

dont le rapport est donne par un nombre de Reynolds :
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On utilise 1'une ou 1'autre variable, suivant qu'on s'interesse a la structure
de 1'ecoulement au coeur de celui-ci, ou pres des parois (dans la litterature,
on trouve sou vent egalement la notation 77 pour y/h ; nous utilisons ici Y
pour eviter des confusions avec la viscosite dynamique ou encore la longueur
de Kolmogorov). Pres des parois, le profil de vitesse n'est pas sensible a
la structure globale de 1'ecoulement, mais la viscosite peut jouer un role, et
la variable y+ est mieux adaptee ; loin des parois, en revanche, la viscosite
n'intervient plus pour determiner le profil de vitesse, et on utilise la variable Y.
En ecoulement laminaire, il n'y a pas lieu de faire la distinction entre les
deux variables reduites, car la viscosite joue un role important dans tout
1'ecoulement. On obtient done, a partir de 1'equation (11.53), deux formes
d'equations reduites. On utilise la premiere (avec la variable Y) assez loin
de la paroi pour que le transport par viscosite soit negligeable (soit pour
y > i//u*) :

On utilise la seconde (avec la variable y+) pres des parois (y <C h) :

On supposera par la suite que Re* est tres superieur a 1'unite, ce qui
correspond a un regime d'ecoulement turbulent bien developpe : le terme
—y+ R*~l de 1'equation (11.57) est done negligeable, pourvu qu'on ait y -C h.
Le terme Re*~ld(^/u*}/dY de 1'equation (11.56) 1'est egalement tant qu'on
est en dehors de la sous-couche visqueuse proche des parois ou le transport
de quantite de mouvement par viscosite est important (en effet, d'apr£s
1'equation (11.54), ce terme est de 1'ordre de 1 dans celle-ci). Ces deux
remarques determinent la forme que prendront les equations de mouvement
pour chacune des deux variables reduites dans la zone ou chacune d'entre elles
sera adaptee. Les equations (11.56) et (11.57) peuvent alors s'ecrire :

Lorsqu'on s'interesse a 1'ecoulement pres des parois, on utilise comme variable
reduite pour la vitesse moyenne v^/u* (cette normalisation apparaissait deja
dans 1'equation (11.54)). On prend par ailleurs le deficit de vitesse normalisee
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(v^—Uo)/u* lorsqu'on s'interesse au champ de vitesse au coeur de 1'ecoulement
(la vitesse de reference naturelle a utiliser est alors la vitesse UQ dans le plan de
symetrie y = h). Par analogic avec la solution des equations de Navier-Stokes
sans dimension, nous supposerons que les deux variables de vitesse reduite
moyennees peuvent s'ecrire en fonction de Y et y+ sous la forme :

soit

De m£me, pres de la paroi :

De plus, on a /(O) = /i(0) = 0. Les deux fonctions / et /i sont en principe
universelles, si on a laisse a 1'ecoulement turbulent suffisamment de temps
pour se developper et perdre la « memoire » de sa configuration initiale.

Sous-couche inertielle - loi de variation logarithmique de la vitesse

La sous-couche inertielle est le domaine eventuel de valeurs de y telles que
les deux expressions (11.60) et (11.61) soient simultanement valables; cela
impose la double inegalite :

Typiquement, un tel domaine avec 30z//w* < y < 0,1 h n'existe que si
Re* > 103. Dans cette zone, le transport de quantite de mouvement
par convection joue un role essentiel. Les expressions (11.60) et (11.61)
doivent, bien entendu, donner dans ce domaine la m6me valeur de la vitesse
moyenne pour une valeur de y donnee. Dans la methode de raccordement
asymptotique, qui est tres generate en mecanique des fluides et que nous
utilisons ici implicitement, nous identifions les deux formes limites dans cette
region intermediate

En derivant les expressions (11.60) et (11.61) par rapport a y on doit
obtenir la meme fonction ; en multipliant le resultat par y, on obtient :
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Comme / et f\ doivent etre des fonctions universelles dependant uniquement
soit de V, soit de y+, modifiables independamment en faisant varier Re*, les
deux membres doivent etre egaux a une m£me constante que nous noterons
I/K d'ou :

ou, en unites non reduites :

et :

ou, en unites non reduites :

Ces equations ne sont valables qu'assez pres de la paroi (y <C /i), et les
valeurs des constantes ne seront pas sensibles a la geometric globale du tube.
On trouve experimentalement que I/K « 2,5, qui represente presque une
constante universelle (K est appelee constante de Karman). Puisque les deux
expressions (11.64a et b) doivent etre identiques dans la zone intermediaire,
on a :

Cela permet de determiner la vitesse maximale une fois connus le gradient
de pression et la largeur du canal. On a des lois du type (11.64) dans tous
les ecoulements turbulents, que ce soit entre deux plans paralleles, dans un
tube circulaire, ou pour un ecoulement de couche limite pres d'une paroi.
Cette universalite montre que, dans la sous-couche inertielle, ni la geometric
de 1'ecoulement, ni 1'influence des parois n'interviennent.

Profils de vitesse d'ecoulements turbulents etablis

La figure 11.7 montre ainsi la variation de vitesse Vx/u* en fonction
de log(y+) pour un ecoulement developpe a 1'interieur d'un tube circulaire
et pour une couche limite turbulente creee par un ecoulement uniforme
pres d'une paroi plane (ce cas sera discute en detail a la section 11.4.5).
On remarque que les deux profils sont presque identiques tant qu'on est
suffisamment pres de la paroi (en pratique, a des distances suffisamment faibles
par rapport au diametre du tube (0,1 D) ou a Pepaisseur de la couche limite).
Dans ce domaine, on observe sur la figure une variation lineaire (c'est-a-dire
logarithmique avec la variable y+] des lors que y+ > 25 ; vx(y) verifie alors
1'equation (11.64b) avec C' w 5,0 et I/K = 2, 5 (droite en pointilles).
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FIG. 11.7 - Profil de variation de la vitesse reduite moyenne v^/u* enfonction
de la variable de position reduite u*y/v pour des ecoulements turbulents dans
un tube circulaire de diametre 200 mm (o) et dans une couche limite cre.ee
par un ecoulement uniforme pres d'une paroi plane (&) (d'apres Patel, 1965).

Remarque Au croisement des lois (11.54) et (11.64b) (y+ = u*y/v = 11), on doit
avoir :

On retrouve bien : C" = 11 - 2, 5 In 11 « 5.

Tres pres de la paroi, on trouve la « sous-couche visqueuse » dans laquelle
on a v^/u* = y/v, (Eq. (11.54)) et qui s'etend a peu pres jusqu'a y+ =
yu* jv = 5 avec, au-dela, une zone de transition vers la loi logarithmique (il
faut noter que cette loi lineaire apparait avec une courbure dans la figure 11.7
en raison de Putilisation d'une coordonnee horizontale logarithmique). Pour
y+ = 5, la valeur relative des deux termes de transport de quantite de
mouvement est telle que :

Ainsi, dans la sous-couche visqueuse, les fluctuations de vitesse ne sont pas
necessairement negligeables, mais le transport de quantite de mouvement par
viscosite est dominant par rapport au transport convectif. Pour y+ = 11,
correspondant a 1'intersection des deux courbes representant les lois (11.54)
et (11.64b), les deux termes deviennent equivalents. Bien entendu, plus
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Re* est grand, plus la sous-couche inertielle, ou la loi logarithmique est
appliquable, couvre une large gamme de distances a la paroi.

II existe une certaine correspondance entre 1'evolution du transport de
quantite de mouvement dans 1'espace reel pres d'une paroi et celle du
transport d'energie dans 1'espace des vecteurs d'onde pour un ecoulement
homogene. La dissipation visqueuse domine tres pres de la paroi dans un
cas et pour les plus petits tourbillons (vecteurs d'onde eleves) dans 1'autre.
Aux grandes distances, et pour les faibles vecteurs d'onde, la geometric
globale de 1'ecoulement joue un role dominant. Enfin, il existe un domaine
intermediate entre ces deux cas, ou le profil de vitesse vx(y) pres d'une paroi et
la distribution E(\s) pour 1'ecoulement homogene suivent des lois universelles
(respectivement logarithmique et en fc~5/3).

Relation vitesse moyenne—vitesse maximale pour des ecoulements
turbulents

Nous avons vu plus haut que, dans le cas de la figure 11.7,
1'equation (11.64b) devient :

Des valeurs du meme ordre seront obtenues independamment de la geometric
de 1'ecoulement. En ce qui concerne la partie centrale de 1'ecoulement, il
sera necessaire d'utiliser un terme de correction. Pour un ecoulement entre
plans paralleles, on peut ajouter un terme correctif sinusoidal proportionnel
a sin oY. Des que Y < 0,1, la loi logarithmique redevient cependant valable,
et on peut utiliser la formule (11.64a) qui donne des resultats satisfaisants
en premiere approximation avec C = 0. En combinant les equations (11.65)
et (11.66) (et en negligeant le terme correctif dans la region centrale), on
obtient la relation approximative :

Pour un ecoulement entre plaques, on peut alors calculer, en combinant ce
resultat avec 1'equation (11.68), un ordre de grandeur de la valeur moyenne
Um de la vitesse entre plaques, avec :

Pour un tube circulaire de diametre D, on obtient une expression tres voisine
en prenant Re* — u*D/v :

En prenant Re* — 103 dans les relations (11.69) et (ll.TOa), on trouve
pour recoulement entre plaques Um/Uo = 0,88. Cette valeur est nettement
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superieure au rapport 0,66 obtenu pour un ecoulement laminaire entre deux
plans. Cette difference tres significative reflete le fait que le profil turbulent est
beaucoup plus aplati que le profil parabolique laminaire : cela sera egalement
le cas pour les couches limites turbulentes, comme le montre plus loin la
figure 11.11.

11.4.4 Perte de charge pour des ecoulements entre plans
paralleles et dans des tubes

Ecoulements entre plans ou dans des tubes a parois lisses

L'equation (11.70a) permet de determiner la relation entre la vitesse
moyenne et le gradient de pression Ap/L parallelement a 1'ecoulement entre
deux plaques. La force (2Aph/L) sur un element de fluide de longueur
unite suivant x et z et occupant 1'intervalle 2h entre les plaques, doit en effet
equilibrer la contrainte de paroi TO = 2pu*2 sur 1'ensemble des deux plaques.

D'ou:

et

Le debit Q entre plaques par unite de profondeur suivant Oz vaut Q — 2Um h.
L'equation (11.70a) peut done se transformer en la relation debit-gradient de
pression :

Cette relation montre que le debit Q entre les plaques est approximativement
proportionnel a la racine carree du gradient de pression Ap/L, en

raison de la lente variation du terme logarithmique f Q oc ^Ap/L j . La

vitesse d'ecoulement augmente done beaucoup plus lentement que pour
un ecoulement laminaire pour lequel Q oc Ap/L). Dans le cas
d'un tube de diametre D a parois lisses, on obtiendrait de meme :
T0 = (/V4)(Ap/L) = pu*2.

D'ou :
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et :

d'ou :

Introduisons maintenant, toujours dans le cas d'un tube, un coefficient de
frottement Cd (souvent appele egalement / dans la litterature), avec :

Avec une telle definition, Cd est, en ecoulement laminaire, proportionnel a
1'inverse du nombre de Reynolds Reo = UmD/v avec :

Nous avions deja note ce type de comportement, aussi bien pour les
ecoulements paralleles ou quasi paralleles laminaires, que pour les ecoulements
a bas nombre de Reynolds. L'expression (11.70b) peut alors £tre reecrite

On en tire 1'expression de Cd en remplac,ant, comme c'est le cas pour les
applications pratiques, le logarithme neperien par un decimal :

De fait, on trouve experimentalement une relation tres voisine sur des tubes
commerciaux & section circulaire et a paroi lisse, avec (en utilisant encore
cette fois des logarithmes decimaux) :

Cette variation correspond a la plus basse des courbes de la figure 11.8
ou on remarque la variation tres lente de Cd avec le nombre de Reynolds
RED = UmD/v (variation d'un facteur 3 ou 4 pour une variation de Rep
d'un facteur 100). Cette variation logarithmique de Cd avec Re est souvent
reproduite approximativement par des lois empiriques du type Cd = Rea, ou a
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FIG. 11.8 - Variation du coefficient de frottement Cd en fonction du nombre
de Reynolds Rep = UmD/v pour differents tubes de sections circulaires a
parois lisses et a parois rugueuses. La rugosite est caracterisee sur chaque
courbe par le rapport entre la hauteur caracteristique s des accidents de surface
et le diametre D du tube. La variation lineaire a gauche correspond a un
ecoulement laminaire. La courbe la plus basse du groupe de droite correspond
a un tube a parois lisses. La zone grisee correspond a la zone de transition
laminaire-turbulent (d'apres L. F. Moody, 1944)-

est pris de valeur faible (1/4 par exemple). Cela se rapproche de 1'utilisation
de profils de vitesse en r1/7 en lieu des profils logarithmiques discutes plus
haut. Cette variation lente de Cd avec le nombre de Reynolds contraste
avec les lois en I/Re (Eq. (11.76)) obtenues pour les ecoulements laminaires
developpes (Poiseuille et Couette) et les lois en I/Re1/2 obtenues pour les
ecoulements de couches limites laminaires. C'est cette variation lente qui
justifie 1'utilisation pratique de cette definition du coefficient de frottement,
bien adaptee aux ecoulements industriels de fluides peu visqueux qui sont
generalement turbulents.

Ecoulements dans des conduits a parois rugueuses

La hauteur moyenne e des asperites (Fig. 11.9) introduit un nouveau
parametre dans le probleme. Si on a e <C v/u*, la presence des asperites ne
modifie pas la structure de la sous-couche visqueuse, et les resultats precedents
restent valables.

Si e ^> v/u*, c'est Pechelle de longueur e et non plus 1'epaisseur v/u*
de la sous-couche visqueuse qui determine la structure du champ de vitesse
pres de la paroi. On doit done remplacer la variable reduite y+ par la
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FIG. 11.9 Schema d'un ecoulement entre deux plans a surface rugueuse
separes d'une distance 2h avec une epaisseur e des asperites sur les parois.

variable y£ = y/e (cependant, on ne peut esperer de predictions simples
que pour des distances y 3> e, telles que la geometrie detaillee locale des
asperites n'intervienne plus). En utilisant la variable reduite y/e, 1'equation
de mouvement (11.57) devient :

d'ou :

dans la limite ou — <C £ <C y <C h (cas dit « de parois rugueuses », c'est-
u*

a-dire telles que les asperites soient de hauteur superieure a 1'epaisseur de la
sous-couche visqueuse). En reprenant les developpements precedents, et en
admettant, pour simplifier, que v^ = 0 pour y — e, on trouve :

d'ou :

en effectuant comme precedemment le calcul de la relation entre la vitesse
moyenne d'ecoulement, et en integrant entre e et h.

En procedant comme pour les equations (11.74) a (11.79), on trouve que
le debit entre les plaques est alors exactement proportionnel a y^Ap/L, et
que le coefficient de frottement Cd est constant (sans terme de variation lente
logarithmique). Effectivement, on trouve experimentalement, pour des tubes
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a parois rugueuses, la valeur suivante (independante de la vitesse) de la limite
de Cd aux nombres de Reynolds eleves :

La figure 11.8 deja evoquee plus haut presente la variation de Cd avec le
nombre de Reynolds Rer> pour differentes valeurs du rapport e/D. Lorsque
le nombre de Reynolds augmente, on a, sur chaque courbe, transition entre le
regime ou 1'epaisseur i//u* de la sous-couche visqueuse est grande par rapport
a e et le regime ou vju* <C e. Dans la premiere partie (nombres de Reynolds
plus faibles), on suit la loi universelle obtenue pour des tubes lisses ; dans la
seconde, Cd prend une valeur constante dominee par la rugosite.

11.4.5 Couches limites turbulentes
Profll de vitesse a 1'interieur d'une couche limite turbulente

Dans la section 11.4.3, nous avons presente des ecoulements entre deux
plans et dans un tube, et nous avons suppose qu'ils avaient atteint un profil
de vitesse stationnaire etabli sur toute la section de I'ecoulement et invariant
le long de celui-ci. Nous allons maintenant analyser le developpement d'une
couche limite turbulente le long d'un plan lisse semi-infini place dans un
ecoulement uniforme U parallele a 1'axe Ox (Fig. 11.10) ; on supposera
que les distances caracteristiques d'evolution suivant Ox de la vitesse de
1'ecoulement sont grandes devant celles suivant Oy. Comme pour la couche
laminaire etudiee au chapitre 9, on suppose 1'ecoulement potentiel de vitesse
uniforme U en dehors de la couche limite. Dans le cas turbulent, la valeur
de 1'epaisseur 8(x] de la couche limite fluctue, bien que la limite entre
1'ecoulement potentiel et la zone turbulente soit a chaque instant tres nette
dans les visualisations experimentales.

FIG. 11.10 - Vue schematique de 1'ecoulement dans une couche limite
turbulente.
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FIG. 11.11 - Compamison entre le profil de vitesse de la couche limite
laminaire (tirets) et turbulente (traits pleins).

Tres pres de la paroi, comme pour 1'ecoulement entre plans paralleles, la
viscosite domine et on a :

II existe, comme pour deux plans, une sous-couche inertielle, Z//M* <C y <C 8, a
1'interieur de laquelle 1'ecoulement ne ressent ni 1'influence de la viscosite a la
paroi, ni celle des conditions aux limites a la surface de la couche ; le profil de
vitesse y verifie egalement 1'equation (11.64b). Plus generalement, tant que
y <C <5, et comme nous 1'avons vu a la figure 11.7, on a, dans les sous-couches
inertielle et visqueuse, le meme profil de variation de vitesse avec la distance
a la paroi qu'entre deux plans ou dans un tube.

Profil de vitesse pres du bord d'une couche limite turbulente

Aux nombres de Reynolds eleves, on s'ecarte de la loi de profil
logarithmique des que y > 0,15 6 environ. En effet, aux points
correspondants, 1'ecoulement est alternativement potentiel et turbulent en
raison de la tres grande amplitude des mouvements du contour de la
couche limite : il faut done ponderer la valeur de la vitesse donnee par
1'equation (11.64b) par le temps relatif pendant lequel 1'ecoulement est
turbulent. On peut simplement predire que :
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La demonstration est analogue a celle que nous avons utilise plus haut
(section 11.4.3), a condition de remplacer h par 5(x)). Comme a la
section 11.4.3, on trouve que la variation de vx(y) doit etre de la forme :

ou la fonction W (y/8) s'annule dans la couche inertielle et a, comme dans
1'ecoulement entre plaques, une variation presque sinusoi'dale pres de la limite
de la couche.

Par ailleurs, comme pour 1'ecoulement entre deux plaques lisses, le
coefficient de frottement Cd (pris egal a u*2/v2) varie avec le nombre de
Reynolds Re*& = u^d/v comme :

Cd diminue done tres lentement avec Re*5 pour une surface plane lisse. Pour
une surface rugueuse, Cd prend une valeur determinee par 1'epaisseur des
rugosites. Comme pour 1'ecoulement dans une conduite (Eq. (11.84)), In Re*5

est remplace par ln(5/£).

Variation de 1'epaisseur avec la distance le long de la plaque

Les elements de fluide sont entraines parallelement a la paroi a une vitesse
de 1'ordre de U: tandis que les fluctuations de vitesse mesurees par la vitesse
de frottement a la paroi u* tendent a eloigner de la plaque la limite de
la turbulence (la croissance transverse est ainsi convective et non diffusive,
comme c'etait le cas pour la couche limite laminaire). On aura done, en
suivant la meme raisonnement qualitatif qu'au chapitre 9 :

soit

si on prend 1'origine x = 0 sur 1'arete de la plaque. En prenant y = 6 dans la
relation (11.87) et en posant C'" = C + W(l), on trouve

ce qui correspond a une variation approximativement lineaire avec x (en fait
plut6t en 8 oc x0'9 puisque In Reg augmente comme In x). De plus, le rapport
6/x ne depend que tres peu de la vitesse exterieure U. Rappelons qu'il ne
s'agit que d'une epaisseur moyenne, et que le contour de la couche limite est
extremement fluctuant et geometriquement tres tortueux.
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Comparaison des couches lirnites laminaires et turbulentes

Pour conclure cette courte presentation des caracteristiques des couches
limites turbulentes, resumons leurs principales differences avec les couches
limites laminaires :

• Dans une couche laminaire, la vitesse varie lineairement avec la distance
a la paroi pres de celle-ci, puis rejoint exponentiellement sa valeur
asymptotique. Pour la couche turbulente, le profil de vitesse moyenne
dans le temps varie en log(y) sauf tres pres de la paroi. La pente (du/dy)
pres de la paroi est plus importante que pour un ecoulement laminaire;
les contraintes a la paroi sont done plus elevees, mais la vitesse atteint
plus lentement la valeur limite de 1'ecoulement exterieur.

4 En ecoulement turbulent, le transport de quantite de mouvement
transverse a la paroi se fait par convection et resulte des fluctuations
turbulentes de la vitesse dans la majeure partie de 1'epaisseur de la
couche limite (sauf tres pres de la paroi). Ce mode de transport est
plus efficace que la diffusion visqueuse en ecoulement laminaire, d'oii un
coefficient de frottement plus eleve.

4 L'epaisseur de la couche limite augmente proportionnellement a la
distance x a 1'arete dans la couche turbulente (en x au lieu de ^/x pour
la couche laminaire).

4 Le coefficient de frottement C& sur une paroi plane varie plus lentement
avec le nombre de Reynolds pour la couche turbulente (en log(l/Re))
que pour la couche laminaire (en l/-*/Re). C& sera done le plus souvent
plus eleve dans le cas turbulent (Cd augmente de plus avec la rugosite
de la paroi aux nombres de Reynolds eleves).

4 le gradient dU/dx < 0 necessaire pour produire le decollement
(chapitre 9, section 9.5.4) est beaucoup plus important pour une couche
turbulente que pour une couche laminaire : cela est du au fait que le
transfert convectif de quantite de mouvement par les tourbillons dans la
couche turbulente est beaucoup plus efficace que le transfert purement
diffusif dans la couche laminaire. L'apport de quantite de mouvement
vers les zones de faible vitesse pres de la paroi est ainsi plus important
et retarde 1'inversion du sens de 1'ecoulement.

On peut ainsi stabiliser les couches limites en provoquant leur transition vers la
turbulence en amont du point normal de decollement (par exemple en mettant
un fil sur la surface du corps). Le decollement de la couche limite se produit
alors beaucoup plus loin que si elle etait restee laminaire. La largeur du sillage
turbulent arriere est considerablement reduite (Fig. 11.12b) par rapport a une
couche limite laminaire (Fig. 11.12a).

Cette reduction de taille du sillage reduit considerablement la dissipation
d'energie dans celui-ci. Get effet peut etre tres superieur a 1'augmentation du
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FIG. 11.12 - Difference entre la position du point de decollement d'une couche
limite laminaire (a) et turbulente (b). Dans ce dernier cas, une asperite
placee en amont du point de decollement permet d'induire la transition vers
une couche limite turbulente, et done d'en retarder le decollement (cliches
H. Werle, ONERAj.

frottement sur la partie non decollee de la couche limite evoquee plus haut. La
trainee globale peut done nettement diminuer, ce qui est utile dans certaines
applications pratiques. Les ailes de certains avions de transport anciens
portaient un grand nombre de petites lamelles perpendiculaires a la paroi.
Celles-ci generent des petits tourbillons longitudinaux qui melangent le fluide
lent proche de la paroi avec le fluide exterieur en mouvement. La vitesse de
1'ecoulement a proximite immediate de la paroi est done augmentee ce qui tend
a empecher le decollement de la couche limite ; le « decrochement » de I'aile
lorsqu'on augmente 1'incidence est ainsi retarde et la portance est plus grande.
De telles approches sont cependant abandonnees car elles provoquent une
augmentation de la friction sur la paroi : un meilleur dessin des profils d'aile
- souvent joint a 1'utilisation de volets - permet d'obtenir les caracteristiques
recherchees que nous avons decrites au chapitre 9 (section 9.6.1).

Une des manifestations les plus spectaculaires de tels effets est le
phenomene de crise de trainee : il est observe, vers un nombre de Reynolds
de quelques centaines de milliers, sur les spheres et les cylindres circulaires.
II resulte d'une transition spontanee (et non plus induite par une asperite)
de la couche limite vers la turbulence : ce phenomene s'accompagne d'une
reduction brusque de la trainee (Fig. 11.13) liee a celle de la taille du sillage.

Un effet relie au precedent est le reattachement des couches limites qui
se produit parfois lorsqu'une couche limite devient turbulente juste apres son
decollement : le fluide proche de la paroi est alors sufHsamment accelere pour
qu'on puisse avoir reattachement de la couche limite sur la paroi (Fig. 11.14).
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FlG. 11.13 - Crise de trainee sur un cylindre circulaire : a un nombre de
Reynolds de Vordre de 105, la trainee, qui s'exerce sur un cylindre circulaire,
chute brutalement d'un facteur de Vordre de 2. Cela est du a la transition de
la couche limite d'un etat laminaire vers un etat turbulent.

FIG. 11.14 - Bulbe de recollement de couche limite turbulente autour d'un
profil a nez presque plat. Juste en aval du point de decollement, la couche
limite devient turbulente. Le fluide voisin de la paroi est alors suffisamment
reaccelere pour que se produise le reattachement de la couche limite sur la
paroi. On pent observer ce phenomene en regardant la deformation d'une
bdche de camion sur ses bords lateraux avants.
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11.5 Quelques autres aspects de la turbulence
Jusqu'a present, nous nous sommes limites a caracteriser la turbulence

par 1'existence d'ecoulements imprevisibles, avec de fortes non-linearites et un
transport convectif important (celui-ci est a 1'origine de la grande efficacite du
melange turbulent). Nous sommes cependant loin d'avoir explore toutes les
phenomenes possibles de turbulence - qui sortent souvent du cadre de cette
description. Nous presentons brievement ici quelques unes de ces situations,
en utilisant ce que nous avons pu apprendre au long de cet ouvrage et en
renvoyant le lecteur a des ouvrages plus specialises pour une analyse detaillee.

11.5.1 Structures coherentes et ecoulements
bidimensionnels turbulents

Structures bidimensionnelles de tourbillons

Nous avons vu a plusieurs occasions que la turbulence n'etait pas
incompatible avec 1'existence de grandes structures remarquablement stables
- les structures coherentes. La tache rouge dans 1'atmosphere de Jupiter en est
un remarquable exemple a un nombre de Reynolds tres eleve. Au chapitre 2,
nous avons rencontre le phenomene de Benard-Von Karman (Fig. 2.8), qui
correspond a 1'apparition d'une allee de tourbillons de sens de circulation
alternes derriere un obstacle cylindrique place dans un ecoulement. II est aussi
observe pour des ecoulements naturels a tres grands nombres de Reynolds,
comme par exemple dans 1'exemple de 1'ecoulement atmospherique derriere
Pile de Guadalupe en Basse-Californie (Fig. 2.13).

On rencontre des structures similaires a la frontiere entre deux ecoulements
plans paralleles de vitesses differentes. Nous avons etudie, au chapitre 10,
(section 10.4.1), 1'instabilite de Kelvin-Helmholtz pour des ecoulements
confines entre deux plaques paralleles. Cette instabilite fait apparaitre une
rangee periodique de tourbillons d'axes perpendiculaires a 1'ecoulement et qui
ont tous le meme sens de circulation contrairement a 1'allee de tourbillons
de Von Karman (Figs. lO.lOa et b). Si, au lieu d'avoir un ecoulement entre
parois, les ecoulements paralleles sont non confines, la taille des tourbillons
augmente a peu pres lineairement avec la distance au point de rencontre des
jets. On parle egalement d'instabilites de couche de melange, puisque de telles
structures assurent un brassage entre les deux fluides.

Le physicien americain A. Roskho montra experimentalement, en 1960,
que ces grandes structures tourbillonnaires a deux dimensions subsistaient
presque a 1'identique a tous les nombres de Reynolds - aussi eleves soient-
ils. Ces resultats surprirent les specialistes de la turbulence axes sur des
approches purement statistiques, qui consideraient que la turbulence devait
etre completement desordonnee a grand nombre de Reynolds. Si elle laisse
les grandes structures coherentes inchangees, 1'augmentation du nombre
de Reynolds provoque par contre un enrichissement en petites structures
tridimensionnelles a 1'interieur des grandes. Ce dernier resultat est bien, lui,
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conforme a la theorie de Kolmogorov qui predit la decroissance de 1'echelle
des structures dissipatives avec 1'augmentation du nombre de Reynolds. On
peut done observer un regime intermediaire inertiel, a des echelles de taille
inferieures a celles des grandes structures. Cependant, ces dernieres controlent
par exemple le melange entre les ecoulements : celui-ci a des caracteristiques
tres differentes dans les zones d'enroulement des structures (ressemblant a
un gateau roule), et dans celles d'etirement qui sont presentes de fac,on
concomitante. Cela est particulierement important si on s'interesse a deux
fluides reagissant entre eux comme, par exemple, dans un bruleur a gaz.

Une caracteristique spectaculaire des couches de melange non confinees
est revolution des tourbillons au cours de leur deplacement. Leur vitesse
est intermediaire entre celles des deux jets, soit 1/2(C/i + U^}, comme nous
1'avons vu aux chapitres 7 (section 7.4.2) et 10 (section 10.4.1). Comme les
tourbillons grandissent en s'eloignant de leur point de creation, ils finissent par
se bousculer, de telle fagon que deux tourbillons de meme sens de circulation
en contact fusionnent pour donner naissance a un troisieme, plus gros que les
deux premiers.

Dynamique des tourbillons en turbulence bidimensionnelle

Tant qu'on ne s'interesse qu'aux grandes structures, le probleme precedent
peut etre considere comme un exemple de turbulence bidimensionnelle.
On retrouve d'ailleurs le processus d'accretion de tourbillons que nous
venons juste de decrire dans des simulations numeriques ou des ecoulements
bidimensionnels modeles - ceux des films de savon. En effet, on peut
creer des structures de type allee de Karman en deplagant un obstacle
cylindrique a travers un tel film - c'est cette fois-ci 1'obstacle qui se deplace
par rapport au fluide contenu dans la faible epaisseur du film et non 1'inverse
comme precedemment (Fig. 11.15). Les variations d'epaisseur induites par les
ecoulements sont visualisees par observation de franges d'interference sous un
eclairage monochromatique. Si on deplace un peigne de cylindres au lieu d'un
obstacle unique, on cree 1'equivalent a deux dimensions d'une turbulence de
grille. Dans ces deux cas, les structures observees grossissent par coalescence
de tourbillons de meme sens de circulation, comme dans le cas de la couche
de melange que nous venons d'evoquer. Dans le meme temps, ces structures
s'attenuent par viscosite, puisqu'on n'a pas de nouvel apport d'energie apres
le passage de 1'obstacle.

Ces ecoulements different fortement de ceux a trois dimensions. Pour
ceux-ci, le mecanisme essentiel devolution de la turbulence est 1'etirement
de la vorticite par les gradients de vitesse paralleles a son axe (nous avons
discute ces effets au chapitre 7 (section 7.3.2 et figure 7.16). Ce mecanisme
est naturellement absent dans les ecoulements a deux dimensions, puisque les
gradients de vitesse sont alors perpendiculaires a 1'axe de la vorticite. On
parle de cascade inverse pour decrire le transfert de la turbulence vers des
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FIG. 11.15 - Evolution d'une allee de tourbillons produites dans un film de
savon par le deplacement de gauche a droite d'un cylindre (d'axe normal au
film et d'un diametre de I'ordre de 4 mm) visible sur la figure (a) a I'avant de
I'allee de tourbillons. On observe sur les cliches (a) et (c), relatifs a la meme
zone du film, une coalescence par paires des tourbillons crees initialement
(document Y. Couder, M. Rabaud et H. Thome).

grandes structures; celle-ci s'oppose a la cascade de Kolmogorov - directe -
que nous avons etudiee plus haut pour les ecoulements tridimensionnels.

Un autre cas de turbulence presque bidimensionnelle est celui de la
turbulence oceanique, ou atmospherique, a grande echelle. En effet, nous
avons vu au chapitre 7 (section 7.5.2) que la force de Coriolis decouple les
mouvements perpendiculaires a 1'axe de rotation de ceux le long de celui-ci.
De plus, 1'amplitude des mouvements verticaux perpendiculaires a la surface
est limitee par la stratification thermique et 1'epaisseur de I'atmosphere. Ces
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effets influencent tres fortement le melange turbulent a grande echelle dans
1'atmosphere et les oceans.

11.5.2 Structures filament air es en turbulence 3 D
Les grandes structures coherentes - souvent de caractere bidimensionnel

- que nous venons de presenter ne sont pas les seules structures geometriques
interessantes qu'on rencontre en turbulence. Plus recemment, et avec une
echelle de taille et une duree de vie plus faibles, on a observe, dans
des ecoulements turbulents tridimensionnels, des filaments de tour billons
analogues a ceux discutes d'un point de vue purement theorique au chapitre 7
(section 7.1.3).

L'existence de tels objets a d'abord ete predite numeriquement a partir
de simulations numeriques dans lesquelles on injecte une turbulence initiale
homogene et isotrope dans une boite cubique, que Ton laisse evoluer sous
1'efFet de la variation du champ de vitesse regi par 1'equation de Navier-Stokes.
On constate (Fig. 11.16a) que la vorticite peut se concentrer tres fortement
suivant des filaments entremeles et desordonnes. L'evolution des structures

FIG. 11.16 - Apparition de filaments de tourbillons dans un ecoulement
turbulent tridimensionnel ; (a) simulation numerique : les zones de forte
concentration de vorticite (les « cceurs » des filaments de tourbillons)
apparaissent en clair. La taille du domaine de simulation est 5123;
I 'ecoulement est maintenu statistiquement stationnaire par une force aleatoire
agissant aux grandes echelles de taille. Le nombre de Reynolds (base sur
une echelle de taille correspondant aux plus grands tourbillons) est de 5 000
(document M. Meneguzzi) ; (b) visualisation experimental d'un filament de
tourbillon a I'aide de bulles venant se pieger sur le cceur de celui-ci (document
Y. Couder, S. Douady et M.E. Bracket).
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filamentaires est determinee par le champ de vitesse induit, en particulier, sur
chaque filament par ses voisins. Compte tenu du caractere aleatoire de ces
champs de vitesses, les tourbillons se deformeront tres rapidement apres leur
apparition.

Des experiences recentes confirment cette image. Elles visualisent les
tourbillons grace des bulles gazeuses produites au sein du liquide, initialement
sursature, qui se collectent dans la zone de basse pression presente au cceur
des tourbillons. La figure 11.16b montre un tel filament qui se deforme par
amplification des oscillations deja visibles sur la figure. Le tourbillon disparait
finalement par eclatement et redistribution de la vorticite, et non par effet
direct de la viscosite comme le proposait le mecanisme de Kolmogorov. La
turbulence garde bien des mysteres !
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